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Préface

Ce livre s’adresse en premier lieu a des étudiants mathématiciens qui ont
suivi un cours d’analyse de base (calcul différentiel et intégral). Il correspond &
la deuxiéme année du cursus (& raison de quatre heures de cours et trois heures
d’exercices par semaines) de 'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne. Ce
livre est la version pour mathématiciens de notre ouvrage : "Analyse avancée
pour ingénieurs" [9]; ce dernier peut servir comme résumé pour le présent ou-
vrage et contient de trés nombreux exercices.

Le livre comprend cinq parties, essentiellement indépendantes les unes des
autres : 'analyse vectorielle, ’analyse complexe, I'intégrale de Lebesgue, I’ana-
lyse de Fourier et les équations différentielles ordinaires. Les parties concernant
I'intégrale de Lebesgue et les équations différentielles ordinaires, ne sont pas
traitées dans [9].

J’aimerais maintenant faire quelques commentaires sur la bibliographie. Nous
recommandons les livres suivants.

- pour I'analyse vectorielle : S.D. Chatterji [4] et M. H. Protter - C. B. Morrey
[21], ainsi que celui plus avancé de W. Fleming [13];

- pour lanalyse complexe : L.V. Ahlfors [1] qui est un grand classique. ainsi
que S.D. Chatterji [5], J. Douchet [11] et E.M. Stein - R. Shakarchi [24] ; sur les
fonctions spéciales, on pourra aussi se référer & E.T. Whittaker - G.N. Watson
[26] ;

- pour lintégrale de Lebesgue : S.D. Chatterji [6], G. De Barra [10], W.
Fleming [13] et E.M. Stein - R. Shakarchi [25];

- pour I'analyse de Fourier : S.D. Chatterji [6], M. H. Protter - C. B. Morrey
[21], E.M. Stein - R. Shakarchi [23], M. Willem [28] et pour les transformées de
Laplace et de Fourier le livre de D.V. Widder [27]. En ce qui concerne la théorie
des équations aux dérivées partielles qui n’est que trés brievement évoquée ici
on pourra se référer a L.C. Evans [12] ou F. John [16] ainsi qu’a [8].

- pour les équations différentielles ordinaires : S.D. Chatterji [6] et le livre
de référence de E.A. Coddington - N. Levinson [7]; on pourra aussi consulter
G. Birkhoff - G.C. Rota [2];

- les livres [14] et [15], en italien, sont aussi intéressants.

X



% Préface

Enfin je voudais terminer cette bréve préface en adressant mes plus vifs
remerciements & tous ceux qui m’ont aidé a la réalisation du présent ouvrage.
En premier lieu, il faut rappeler que je me suis profondément inspiré de [9], qui a
été écrit en collaboration avec C. Tanteri. Par ailleurs les assistants en charge des
exercices m’ont apporté une aide considérable, notamment S. Bandyophadhay,
S. Basterrechea, G. Croce, G. Csato, L. De Cave, S. Dubuis, O. Kneuss, G.
Pisante, A. Ribeiro, S. Sil et D. Striitt. D’autre part S. Basterrechea, L. Rollaz
et D. Striitt se sont occupés des dessins du présent ouvrage.



Premiére partie

Analyse vectorielle






Chapitre 1

Rappel d’Analyse I et 1I et
préliminaires

Ce chapitre a un statut un peu particulier. Il a varié d’année en année,
suivant la matiére qui a été enseignée en premiére année. Il sert juste de mise a
niveau, avec trés peu de démonstrations.

1.1 Notations
Notation Soient n, N > 1 des entiers, 2 C R™ un ouvert et
f:Q—-RN
On notera © = (z1,-++ ,z,) € Q, f = (fl,'-' ,fN) € RY et donc
@)= frm) = (@) Y (@),
Si N =1 on parlera de fonction et si N > 1 d’application. &

Définition 1.1 Soient Q C R™ un ouvert et soit f: Q2 — R.
(i) On dit que f € C°(Q) (on note aussi f € C () si f est continue dans

Q.
(ii) On dit que f € C*(Q) si f € C°(Q) et si
_ 9 o o1
fm].—aijC’(Q), Vi=1,---,n.

(iii) Soit k > 2 un entier. On dit que f € C* (Q) si f € C*~1(Q) et

/. —LGCO(Q) V1<idi1,9 i <n
Ty Thy T Oxj, -+ 0z, ’ = I Tk =T
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(iv) Si f:Q — RN, f= (fl,-~~ ,fN) et k > 0 est un entier on dit que
fecCk (Q;RN) st
fleck(Q), Vi=1,---,N.

A partir de maintenant on va supposer que €2 est un ouvert borné.

Définition 1.2 (i) On dit que f € C°(Q) si f € C°(Q) et si f se prolonge
continument jusqu’au bord. On note alors

[fllco =sup {|f (z)] : z € Q}.
(ii) Idem pour f € C° (Q;RY) .

Remarque (i) ||.||o est une norme.

(ii) Si © est non borné il faut étre plus prudent. On dira que f € C° (Q) si
f€C(Q), f se prolonge continument jusqu’au bord et si f est bornée. Ainsi
la fonction f (z) = x n’est pas dans C° (R) . Ceci est pour s’assurer que ||.||co
est bien une norme.

(#i) On peut bien sir définir une fonction continue sur un ensemble quel-
conque. @

Passons maintenant aux dérivées. La définition ci-dessus s’étend naturelle-
ment.

Définition 1.3 (bis) (i) On dit que f € C* () si f € C° () NC' () et s
Jz;» 3 =1,--+,n, se prolongent continument de Q0 sur Q: en d’autres termes, il
existe ® € C° (ﬁ; R”) telle que

®(z)=grad f(z), Vze.

(ii) Soit k > 2 un entier, on définit de méme f € C* (ﬁ) .
(ili) Idem pour f € C* (Q;RY).

Ceci n’est pas la définition que nous adopterons. Voici celle que nous utili-
serons dans tout le cours. Elle est clairement plus forte.

Définition 1.4 (i) Soit k > 1 un entier. On dit que f € CF (ﬁ) , 8%l existe un
ouvert O D Q et une fonction F € C* (0O) telle que

F(z)=f(x), YxecQ.
(ii) Idem pour f € C* (ﬁ; RYY.

Remarque (i) Si A C R" est un ensemble quelconque, on dit que f €
C* (A), sl existe un ouvert O D A D A et F € C*(O) telle que

F(z)=f(z), VYzeA
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(i) Si € est convexe ou si 9Q est une variété C! (ou méme Lipschitz)
alors les deux définitions sont équivalentes (résultat non trivial, cf. Théoréme de
Calderon-Stein et pour des ensembles A quelconques cf. Théoréeme de Whitney).

(#3) Si 0N n’est pas suffisamment régulier alors les deux définitions ne sont
pas équivalentes (cf. exemple ci dessous). &

Exemple (cf. Exercice 1.2.3 dans [8]). Soient 3 < 8 < 1,
0= {(wl,xg) €R?: 2y < /|zy| et 27 + (x2)2 < 1}

et (cf. Figure 1.1)

0 si (z1,22) € Qetsizg <0
f(xlaxQ) =

= (avg)w si (z1,22) € Q et si zg > 0.

[E

Alors f est C! (ﬁ) au sens de la définition bis (cf. Définition 1.3) mais pas de

s

29 = min { Vizl/1- .»;’}

wy=—y/1-af

Fic. 1.1 -

la définition que nous adoptons (cf. Définition 1.4). &

1.2 Notions de différentiabilité
Soient n, N > 1 des entiers, 2 C R™ un ouvert et
f:Q—RN.

Définition 1.5 (i) Soit zg € Q. On dit que f est différentiable en x¢, sl existe
une application linéaire
L:R"—RY
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telle que
lim [ (zo+h) — f(zo) — L(h)

= 0.
h—0 ‘h|

La transformation L est appelée la différentielle de f en zq et est notée D f (xq).
(ii) On dit que f est différentiable dans 2 si f est différentiable en x, ¥V € .

Proposition 1.6 (i) f est différentiable en zq si et seulement si f'; 1 <1i < N,
sont différentiables en xg .

(ii) St f est différentiable en xy alors gTﬁ (x9),i=1,---,N,j=1,---.n
J
existent et la matrice qui caractérise l'application linéaire est la matrice Jaco-

bienne

Oxq Oxy,
Df (x0) 2 V[ (z0) = e e RVx"
Oxq Oxy

et (sin = N) detVf(xg) est appelé le Jacobien. Par abus de langage nous
écrirons souvent V f (xg) au lieu de Df (xo) .

(iii) Si f est différentiable en xo alors f est continue en xg.
Remarque (i) On verra (cf. Exercice 1.1) que si n = 1 alors
[ est différentiable en xy < f'(z0) existe.

(i) Par contre si n > 2 (et méme si N = 1) on peut trés bien avoir que
ng; (zp) existent Vi, j sans que f ne soit différentiable en z( (et méme sans étre
continue en xp). ®

Le théoréme suivant est aussi connu sous le nom de Théoréeme de la valeur
intermédiaire.

Théoréme 1.7 (Théoréme des accroissements finis) Soient Q@ C R” un
ouvert, [a,b] C Q et f:Q —R. Si f est continue sur [a,b] et différentiable sur
la,b[ , alors 3¢ € |a,b] tel que ({.;.) dénotant le produit scalaire dans R™)

fla)=f () =(Vf(c);a—b).
On écrit
[a,b] ={ceR":3tc0,1] tel que c= (1 —t)a+tb}

idem pour ]a, b[ avec ¢ € ]0,1].

Voir Exercice 1.2 pour une démonstration du théoréme.

Proposition 1.8 Si f,. € C°(Q), Vi =1,---,n, alors f est différentiable
dans Q et donc f est continue dans €.

Voir Exercice 1.4 pour une démonstration de la proposition quand n = 2.
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1.3 Rappel sur les intégrales multiples

On va définir I'intégrale dans R”, ce n’est pas la meilleure fagon de faire mais
c’est la plus rapide. On appelle rectangle (ouvert) de R™ I’ensemble ouvert

P:]a1,b1[>< X](J,n7bn[

et donc
P = [al,bl] X o+ X [an,bn] .

Proposition 1.9 Soit f € C° (?) . Alors

bn bnfl b2 bl
/ dxn/ dxn_l---/ des [ f(an ) diy
Qn, QAp—1 ag al

est indépendante de l'ordre dans lequel on procéde. Plus explicitement si o est

une permutation quelconque de {1,--- ,n}, alors la quantité
bo(n) bo(n—1) bs(2) bs(1)
/ dl‘a(n)/ dTo(n—1) / d%@)/ [ (@1, mp) dog
Ao (n) Ao (n—1) Ay (2) Ay (1)

est indépendante de o.

Dans le cas n = 2 ceci signifie que

ba b1 by b2
/ dzo [ (21, 22) dy :/ da; f (1, x0) das .

1 2

On peut donc définir I'intégrale sur un rectangle de la fagon suivante.

Définition 1.10 Soit P un rectangle comme ci-dessus et f € C° (F) . L’inté-
grale de f sur P est par définition

bn bn71 b2 bl
/fz/f(:lc)dxz/ dxn/ dxn_l---/ dxo fxe, - xy)dey .
P P an An—1 az ay

On a maintenant le résultat classique suivant (cf. Stein-Shakarchi [25] page
7 ; une version plus forte sera démontrée dans le cas n = 1 dans 'Exercice 14.4.).

Proposition 1.11 Soit Q un ouvert borné. Alors il existe une union dénom-
brable {P;};, de rectangles deux & deuz disjoints tels que

a=U7P.
=1

On peut alors montrer le résultat suivant.
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Proposition 1.12 Soient Q un ouvert borné, {P;};-, et {Q;}ie, deux familles
de rectangles deux o deux disjoints telles que

2=UP=07.

i=1

Soit f € C° (ﬁ) . Alors

>0

est une série absolument convergente et

Z/Pf:il Qif'

Gréace aux propositions précédentes on peut définir 'intégrale sur un domaine
quelconque.

Définition 1.13 Soient Q un ouvert borné, {P;};°, une famille de rectangles
deux o deuz disjoints telle que

a-UT.
i=1

fo=x .

On peut montrer 'exemple suivant, mais on ne le fera pas.

Soit f € C° (ﬁ) . Alors

Exemple 1.14 Soit uy,us : [a,b] — R des fonctions continues et
Q= {ZC:<.’L'17£C2) ER?*:a<z <betu (1) <o <u2(x1)}.

(On dira plus tard qu’un tel ensemble est xo—simple). Soit f : @ — R une
fonction continue. Alors

b1 uz (1)
/f :/ dl’l/ f(ZL'l,CL'Q) dZL'Q.
Q al ul(zl)

Enfin on aura besoin de la formule de changement de variables (cf. Morrey-
Protter [21] page 357).

Théoréme 1.15 Soient Q C R™ un ouvert borné et u : Q@ — u (ﬁ) avec u €
C' (GR™) (w=wu(zy, - ,zn) = (u (x),-+ ,u" (2))) injective et telle que

wy oo...ouy
detVu(z)=| : .. = |#0, Vzeq.
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Alors u () est ouvert et borné. De plus si f € C (u (ﬁ)), alors la formule de
changement de variables a lieu, a savoir

/ fy)dy = /f (u(x)) |det Vu (z)| dz.
u(€2) Q

La valeur absolue du déterminant, |det Vu (z)], est appelé le Jacobien de la
transformation. L’hypotheése det Vu # 0 peut étre supprimée (cf. par exemple,
Chatterji [4] page 291) mais la démonstration est alors considérablement plus
difficile et fait appel au Lemme de Sard et a la théorie de I'intégrale de Lebesgue.
Par contre dans les exemples classiques, que sont les coordonnées polaires, cy-
lindriques et sphériques, on peut facilement se passer de I'hypotheése det Vu # 0
sans invoquer de théorie sophistiquée.

Exemple (Coordonnées polaires) Sin = 2, r > 0, § € [0,27] et (cf.
Figure 1.2)

r; = u'(r,d) =rcosf
ry = u’(r,f) =rsinf
on déduit alors que
T2
77777777777777777 P

) |

7
0 Ty

Fic. 1.2 -

cos) —rsinf

ug
det Vu = =

1
U
2
U

ug sinf rcos6

Exemple (Coordonnées cylindriques) Sin=3,r>0,0 € [0,27],z € R
et (cf. Figure 1.3)

r; = u'(r,0,2) =rcosf
ry = u®(r,0,2) =rsinf
r3 = u¥(r0,2)=z

on obtient
|[det Vu| =7r. &
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Fi1G. 1.3 -

Exemple (Coordonnées sphériques). Sin =3, 7> 0,0 € [0,27], p €
[0, 7] et (cf. Figure 1.4)

Fic. 1.4 -
r1 = u'(r,0,p)=rcosfsinyp
zy = u®(r,0,p) =rsinfsing
z3 = u®(r,0,0) =rcosp

on trouve
|det Vu| = r’singp. &
Remarque Attention a la lecture de la formule en dimension n = 1. Si
u(z) =—x

et Q =]—1,1[ alors u (Q) =]—1, 1] et la formule se lit bien

/f dy—/ £ |—1|dx—/ fi-

alors que classiquement (mais c’est la méme chose) on aurait écrit

/fdy—/f /f
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1.4 Quelques opérateurs différentiels

Par la suite on va noter les dérivées partielles de la fagon suivante

_of _0f
fa."i — . fz.;zj - al’ial’j )

Qxi ’

Définition 1.16 Par la suite @ C R™ sera un ouvert, n > 2 et on notera
x= (21, ,Ty).
(i) Si f € CY(Q2) on définit pour x €

grad f (z) = Vf (z) = (fa, (€) -+, fa, (2)) €R"

appelé le gradient de f.
(i) Si f € C?(Q) on définit, pour x € Q, le Laplacien de f par

Af(2) = foa (@) €R.
=1

Si Af =0 dans Q, on dit alors que f est harmonique dans 2.
(iii) Soit F = F(z) = (F'(z),---,F"(2)), F € C* (Q;R"). On définit
pour x € €}

divF (z) =Y Fi (z) €R
=1

appelé la divergence de F' (on note parfois V- F)
(iv) Sin=2et si F (z) = (F' (z),F? (z)), F € C* (Q;R?), on définit pour
e

rot F' () = F}, (z) — F}, () €R

Sin=3etsiF(x)=(F'(z),F?(2),F?(z)), F € C* (% R?), on définit pour
e

rot F (z) = (F}, () — F7, (), Fy, (2) — F}, (), F7, (2) — Fy, (z)) €R®
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appelé le rotationnel de F' (on note parfois VA F). On note aussi symbolique-
ment

€1 €9 €3

0 0 0
tF(z)=| — — —
ro (1‘) 81‘1 8$2 8953
Ft F?  p3

Remarque On peut aussi définir le rotationnel de F' pour n’importe quelle
dimension. On a que pour tout n > 2 et pour tout = € €2, a Pordre prés (en fait
il y a un ordre treés précis, qui est 'inverse de I'ordre lexicographique, mais nous
n’entrerons pas dans les détails),

rot F (z) = ((4)@'“ (F;j () — F, (x)))lgmgn cR™2EY o

La démonstration du théoréme suivant est immeédiate.

Théoréme 1.17 Soit Q C R™ un ouwvert.
(i) Soit f € C*(Q) alors

divgrad f=Af.
(ii) Soit f € C*(Q), alors
rotgrad f = 0.
(iii) Soient n =3 et F € C? (Q;R?), alors
divrot ' = 0.
(iv) Soient f € C1(Q) et g € C?(Q) alors
div (f gradg) = f Ag + (gradf; gradg)

(ow {.;.) dénote le produit scalaire dans R™).
(v) Si f,g € CH(Q) alors

grad (fg) = fgradg + ggrad f.
(vi) Si f € CHQ) et F e C* (4 R") alors

div (fF) = fdiv F + (gradf; F) .
(vii) Sin=3 et F € C? (Q;R?) alors

rotrot F' = —AF 4 grad div F'
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(ot si F = (F',F% F3) on a noté AF = (AF',AF? AF3)).
(vii) Sin=3, f € CH(Q) et F € CY(Q;R?) alors
rot (f F) =gradf A F + f rot F
(ot x Ay dénote le produit vectoriel de deux vecteurs x,y € R?).

Exemple Soient F(z1,22,23) = ((z1)® — €*2,sinxs, (x2)° + x3). Calculer
div I et rot F.

Discussion On trouve

divF =2214+04+1=2z21+1

€1 €9 €3
. 5 5 9 B 2 mgo— cgs T3 B 2x9 —Ocos T3
ro o 8961 8:[,’2 81'3 o o
0+ e*? er2
(z1)> — €™ sinzs (@2)° + 23
Exemple Soient x = (21, -+ , @), a = (a1, -+ ,a,) et r tels que
r=lr—al =30 (2 — ;)

Soit f (x) = r*. Calculer (sans se servir du théoréme ci-dessus)
F=gradf, Af, divF.

Calculer, quand n = 3, rot F.

Discussion Noter que le domaine de définition de f est @ = R™\ {a}.
Commengons par calculer dr/dx; = r,, . De la définition de r2 on a, en dérivant
des deux cotés de l'identité,

2rry, =2(x —a;)) = Ty = Q
1) On a pour tout s =1,--- ,n
fo, = (r%)e, = ar® try,, = aro‘flg =ar* 2 (z; —a;)
et donc

F(z)=gradf (z) = ar® ?(v1 — a1, - ,op —an) = ar® ?(z —a).
2) Par ailleurs on a

foize = (a ro2 (x; — ai))mi =a(a—2)r*3r,, (v; —a;) + ar®?

= ala—2)r**(z;—a)’ +ar* 2
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On déduit alors que

n

Af = fom = |la(a—2)r*? Z (zi —a:)’| + nare™?
i=1

i=1
= ar*?(n+a-2).

Noter que quand @ = 2 — n (ceci est trivial si n = 2) on a Af = 0. Donc la

fonction f (x) = |z|>~™ est harmonique dans Q = R™\ {0} .

(Ce résultat aurait pu se déduire a 1’aide du théoréme, du calcul précédent pour
le gradient et de celui de la divergence qui suit).

3) Comme F* = f,. , on déduit

et on retrouve

divF =Af=ar*?(n+a—2).

4) Par le théoréme ci-dessus on doit avoir rot F = rotgradf = 0, mais
vérifions le directement

€1 €2 €3

r3r2 — Jaomw 0
rot F' = £ 9 9 | ;3 _jz 3 1 .
= O0ry Oxg Oxs - z123 371 = i
ff02f01 - fl‘l{L‘Q 0
le fa:2 fwg

1.5 Fonction inverse et fonctions implicites

Théoréme 1.18 (Théoréme de la fonction inverse) Soient Q C R™ un ou-
vert, zg € Q et f € C1 (Q;R") tels que

det Vf (zg) # 0.

Alors il existe Qg C Q un ouvert tel que xg € Qq;
(i) fla, est injective ;
(i) Uy = f (820) est un ouvert;
(iii) la fonction inverse g : Uy — Qg est C1 (Ug; R™) et

Vg (f(2)=[Vf@)] ", Vaee.

Remarque Une application bijective f : Qg — Uy de classe C' telle que son
inverse existe et est C! est appelé un difféomorphisme. &

Attention - Si n=1 etsif:QCR— R est telle que

[ (x)#0, Ve e
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alors f est injective sur Q.
-Si n>2 etsif:QCR?—R2 Qunouvert, est telle que
detVf(z)#0, VzxeQ

alors, en général, ceci n’implique pas que f soit injective sur  (le théoréme
affirme seulement que f est localement injective). En effet considérons

0= {:r — (z1,70) €RZ, 0 <12 < (21)% + (22)° < R?}

et
[ (arwe) = (@)° = (@2)° 20122)

On a que

2$1 —2$2
2$2 2$1

detVf(x):det( ) :4((351)2—1—(302)2) > 472 >0, Vo €.

Mais f n’est pas injective sur € tout entier car si 72 < (1) + (z2)° < R? alors

[z, 20) = f(—21,—22). W

On va maintenant énoncer le Théoréme des fonctions implicites. Avant d’énon-
cer le théoréme général on va voir le cas le plus simple.

Théoréme 1.19 (Théoréme des fonctions implicites en dimension 2) Soient
Q C R? un owvert, (T1,T2) € Q, F € C1(Q) tel que

oF
F(Tl,fg):() et 8—1‘2(51,52)#0.

Alors 3 11,79 > 0 tel que si
11:{$1ER1|$1—51|<T1} et IQZ{.’L‘QGRZ|.’L‘2—TQ|<T2}

alors
I x I, CQ

et il existe un unique f : Iy — Iy CR, f € C (1), telle que
{F (z1,22) =0 ¢t (x1,20) €1 x [} & {x1€l etaa=f(z1)}.
Exemple Considérons
F(z1,22) = (21)° — (22) — 1.
Noter que si T # 0, alors

F,, (T1,T2) #0, V7T;.
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Donc au voisinage de tous points (Z1,Zs) tels que (T1)* — (T2)> = 1 et Ty # 0,
il existe un voisinage I; de T; et f comme dans le théoréme tels que

F(zy, f (21)) = 0.

En fait

(x1)271 sizg >0
g = f(21) =

—\/(z1)> =1 sizy <0,
Si Ty = 0, alors Ty = £1 et on a quand méme
F(Z1,T2) =0
mais cette fois-ci
Fy, (F1,T2) = —2T, =0, V%

et on ne peut pas appliquer le Théoréme des fonctions implicites. Mais, par
contre, on a
F, (Z1,Z2) #0, Vs

et on trouve aussi un voisinage I de Ty et une fonction g tels que

F (g (z2),12) =0.

En fait
(x2)2 -1 siz; >0
T =g (x2) = )
— (.’E2)2 —1 sizy <O.

Théoréme 1.20 (Théoréme des fonctions implicites pour des systémes)
Soient m,n > 1 des entiers, @ C R™xR" un ouvert, (Z,7y) € Q (T € R™, 5 € R")
et F:Q— R FeCQ;R"), telle que

F@H) =0 et detV,F(T,7)#0

ol L L
Fyl e Fyn
V,F =
1l existe 1,79 > 0 tels que si
B, (T,r1) = {zeR":|z—-7| <ri}
B, (y,r2) = {yeR":|ly—7| <r}

alors

Bm (Ea 7‘1) X Bn (yaTQ) C Q2
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et il existe un unique f : By, (T,71) — By (,72), f € CY (Bn;R™), tel que
{(:an) € Bm (fa Tl) X Bn (gv 7"2) et F ($7y) = O}
< {xeB,(T,r) e y=f(x)}.

Exemple Montrons comment le Théoréme de la fonction inverse se déduit
du Théoréme des fonctions implicites. Rappelons le Théoréme de la fonction
inverse.

Discussion Rappel Q C R", g € C* (Q;R"™), 7 € Q tel que
det Vg (y) #0
alors il existe Qg C Q, Uy = g (Qo) et [ : Uy — Qo tels que
flaWw) =y, VyeQ.
en d’autres termes YV € Uy, Vy € Qo
r=g(y) < y=/[f(v).

Voyons donc comment il se déduit du Théoréme des fonctions implicites. Posons
m=mnet
F(z,y)=z—-g(y).

Supposons donc que T = ¢ (7) et observons que
det V, F (Z,7) = det [-Vg (7)] # 0.
Donc par le Théoréme des fonctions implicites il existe r1,79 > 0 et
f:Q0=DB,(T,m) = Uy= B, (7,r2)
une application C? telle que

F(z,y)=0 & x=gy) & y=f(r). &

1.6 Exercices

De nombreux autres exercices, notamment Exercices 2, 4, 5, 6 et 7, concer-
nant ce chapitre se trouvent au Chapitre 1 de [9].

1.6.1 Exercices sur la notion de différentiabilité

Exercice 1.1 Soient Q@ C R™ un ouvert, f:Q — R et z¢ € 2.

(i) Montrer que sin =1

[ est différentiable en xy < f'(xo) existe.



18 Rappel d’Analyse I et II et préliminaires

(ii) Montrer que
[ est différentiable en xy = f est continue en xq.

(iii) Soit la fonction f:R?> — R définie par

fuw—{ﬂ%ﬂ@w¢@®

0 si (z,y) = (0,0)

La fonction f est-elle différentiable partout et admet-elle des dérivées partielles
partout ?

Exercice 1.2 Montrer le Théoréme des accroissements finis (cf. Théoréme 1.7).

Indication. Montrer d’abord le théoréme pour la dimension n = 1, puis étendre
an>1.

Exercice 1.3 Soit Q2 C R™ ouvert et conveze, et f différentiable dans Q. En
utilisant le Théoréme des accroissements finis, montrer que s’il existe ¢ > 0 tel
que

V()] <e pourtout z € Q

alors
[f(@x)—fW| <clz—y|, pourtoutz,ye .

Exercice 1.4 Soient Q) C R? et f : Q — R telle que 83_xfl’ g—xfz € C%(Q). Montrer
que f est différentiable dans €.

Exercice 1.5 Soit f : R — R continue sur R et différentiable en xq. Alors
pour tout compact K C R, il existe v, > 0 tel que

| (@o+h) = f (w)| < i [hl,  pour tout h € K.

Une conséquence de ce résultat est qu’une fonction C* (R) est toujours locale-
ment Lipschitzienne.

Exercice 1.6 (i) Soit p > 1 et la fonction

hp<x>=|x|p=(¢<w1>2+~-~+<xn>2>p’ Vo = (21, w0) €R\ {0}

Calculer Vhy ().

(i) Soit une application G € C* (R™;R™) qui ne s’annule jamais et la fonc-
tion

fo ()= % |G (tz)]P, VteR.

Calculer %fp (t).
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1.6.2 Exercices sur l’intégration

Exercice 1.7 Soient () = Ja1,b1] x Jaz,ba[ C R2, avec —co < a; < b; < oo, et
f€C(Q). Montrer que

ba b1 b1 b2
/ ( f(l’l,.’lﬁg) d$1> dmz = / ( f(.’l?l,xz) d$2> dl’l .
asz ay ay az

Indication. Commencer par justifier que, pour tout € > 0, il existe une subdivi-
sion de ) telle que

max f —min f < e dans chaque morceau de la subdivision.

Exercice 1.8 Calculer le Jacobien des changements de variable suivants.
(i) Coordonnées polaires. Pourn =2, r >0, 0 € [0,27],

1 = wuy(r,0) = rcosf

xa = ug(r,d) = rsinb.

(ii) Coordonnées sphériques. Pour n =3, r >0, 6 € [0,27], ¢ € [0,7],

1 = wu(r,0,p) = rcosfsingp
xo = wuz(r,0,p) = rsinfsing
x3 = wuz(r,0,p) = rcosep.

(iii) Coordonnées cylindriques. Pour n =3, r >0, 6 € [0,27], z € R,

1 = wi(r,0,z) = rcosf
o = wup(r,0,z) = rsind
x3 = wuz(r,0,z) = z

(iv) En déduire laire d’un disque, le volume d’une spheére et le volume d’un
cylindre.

Exercice 1.9 Soient Q = Jay,b1[ x Jag,ba| CR? avec —oo < a; < b; < 0o, et
Uapplication

o —
u<x):u<xhx2):<,@m1:—,16’x2>’ Ve,
1 2

avec a, By # 0. Démontrer la formule de changement de variable
o f = [ fue) e Tumia, vieo @w@).

Indication. Considérer d’abord le cas a1,y > 0 en explicitant u () et en cal-
culant / f(y)dy a Uaide du changement de variable dans R, puis en déduire
u($2)

les autres cas.
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Exercice 1.10 Supposons que la formule de changement de variable
[ twdy= [ f @) ket V) ds

est vraie pour u € C! (ﬁ; R") injective et satisfaisant
|det Vu (z)| #0, VaxeQ.

Montrer que la formule est également vraie pour le changement de variable en
coordonnées polaires sur un disque centré en [’origine.

Exercice 1.11 Calculer

+o0 —+oo
/ / e (@262 g diy
— 00 — 00
+oo

et en déduire la valeur de / e~ di.

—00

1.6.3 Autres exercices

Exercice 1.12 Soit f € C?(Q), ou
Q= {(m,y) 6R2:x,y>0}.

Montrer que, si
g(r,0) = f(rcost,rsinf) = f(z,y),

alors
Gor (6) + = 91 (1,6) + 5 900 (70) = fue (2,9) + fyy (2,9) = Af (2,9).

Exercice 1.13 Soit f = f(y1,y2,y3) € C* (R?). Calculer la divergence de

F (21,29, 23)
= (flnane) (@) @) @)°), 1 (@2 @) @) @) (@) @)

Exercice 1.14 (Multiplicateur de Lagrange) Soient  C R™ un ouvert,
geCH(Q) et
M={zeQ:g(x)=0}.

Soit f € C1(Q) et zg € M tel que mg soit un mazimum (ou un minimum) de f
sur M, c’est a dire
fz) < f(zo), VzeM.

(i) En utilisant le Théoréme des fonctions implicites, montrer que si Vg (xo) #
0, alors il existe A € R tel que

Vf(zo) =AVg(zo).
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(ii) Donner un exemple montrant que le résultat est en général fauz, si ’hy-
pothése Vg (xg) # 0 est supprimée.

(iii) Trouver le mazimum de la fonction
f(x1)$2ax3) =T +3x2 — 2,@3

sur la sphére centrée en [origine et de rayon \/14.

1.7 Corrigés

Exercice 1.1 (i) Supposons que f' (zg) existe. On définit Papplication linéaire
L:R — R par
L(h)=f"(zo)h

et on a directement

lim |f (o +h)— f(xo) = L(R)| lim f(xo +h) — f(x0) —f/(%"o)h'
h—0 |h| - h—0 h
| f@o+h) = fzo) _
= lim Y — f"(w0)| = 0.

Inversement, lorsque f est différentiable en x , il existe une application linéaire
L:R — R telle que

o W o+ 1) = 1 (w0) = L)

=0.
h—0 |h|

Pour retomber sur la définition de f’ (), nous écrivons, pour tout h # 0,

f(zo+h)— f(x0) _f(xo+h)—f($0)—L(h)+L(h).

h h h

Comme L est linéaire, on peut écrire L (h) = L (1) h, d’ot1, en passant a la limite,
lim f(@o+h) — f(20)
h—0 h

et done [’ (zg) = L(1).
(#) Puisque

=0+ L(1) < o0,

o 1 @04 ) = f (@0) = L (1)

=0
h—0 |h]

on doit avoir en particulier que
limn | (20 + h) =  (w0) = L (h)] = 0.
Comme L est linéaire (et donc continue) on a que

lim L () = L (0) = 0.
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Combinant les deux derniéres équations, on a le résulat, a savoir,
}lii% |f (mo +h) — f(20)| = 0.

(1) f est clairement différentiable en tout point (z,y) # (0, 0) et les dérivées
partielles sont données par

0f 1P =e) o

x x _7x(:n2—y2)
6‘:1:( 7y)_ (372+y2)2 ay( 7y)_

(@2 +¢2)°
f n’est pas continue en (0,0), car

lim f (¢,¢) = 1/2 # 0.

Par conséquent, f n’est pas différentiable (contraposée du point (ii)). Par contre,
les dérivées partielles de f en (0,0) existent. En effet, par définition,

£(0.0) = lim L0 =FO.0) _

.0
h—0 h _IIzLOE =0

et de la méme maniére

£,(0,00=0. &

Exercice 1.2 Etape 1. Nous montrons d’abord le Théoréme des accroissements
finis en dimension 1. Soient

et
F(z)=f(z) = fla) =m(z—a), =¢clab].
Alors F € C° ([a,b]), F est différentiable sur Ja,b[ , F (a) = F (b) =0 et

F'(z)=f'(x) —m, z€la,b].

Il suffit de montrer qu’il existe un ¢ € Ja, b[ tel que F’ (¢) = 0. Comme [a, b] est
compact et F' € C?([a,b]), F atteint son maximum et minimum. Si ces extrema
sont égaux, F' est constante sur [a,b] et on a F’(t) = 0 pour tout ¢t € ]a,b| .
Sinon, 'un de ces extrema, noté M, est distinct de F' (b) = F'(a) . Alors il existe
un point ¢ € |a, b tel que F(c) = M; et puisque F” (¢) existe, on a F’ (¢) = 0.

Etape 2. Le cas n > 2 découle directement du cas n = 1. On définit la
fonction ¢ :[0,1]— R par

dpt)=f((1—t)a+tbd).
Alors, ¢ est continue dans [0, 1] et différentiable dans ]0, 1] avec

& (t)=(Vf(1—t)a+tb);b—a).
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11 suffit d’appliquer I’Etape 1 & ¢ pour avoir le résultat. &

Exercice 1.3 Comme 2 est convexe, alors pour tout x,y € Q, [z,y] C .
Par hypothese, f est continue sur [z,y] et différentiable sur ]z,y[ , ce qui nous
permet d’appliquer le Théoréme des accroissements finis : il existe z € |z, y| tel
que

@)= fy)=(Vf(z),z-y).

En utilisant successivement les valeurs absolues, I'inégalité de Cauchy-Schwartz
et ’hypothése, nous avons

1f (@) = f W =KV, 2=yl <IVfElr -yl <cle—yl. &

Exercice 1.4 Soit © = (z1,22) € Q et montrons que f est différentiable en

2. On doit prouver lexistence d’un L : R? — R linéaire tel que, notant h =
(h1, hg) c R2,

. |f (1 + hi, 22+ he) — f (z1,22) — L (h)]
lim
|h|—0 |h|

—0. (1.1)

On va montrer que

L(h) = fa, (&) by + fa, (€) ha = (V[ (z); )

vérifie (1.1) (c’est d’ailleurs la seule possibilité). Soit h assez petit pour que
By (z) C 2. On commence par remarquer que

f(ZL’1+h1,$2+h2)7f($1,$2)*[/(h)
= f(:zcl+h1,x2+h2)—f(x1,x2)—L(h)
+f (21 + by, w2) — f (21 + h,22)

et ainsi

f(z1+hi, 22+ he) — f(21,22) — L (h)
= (f (w1 +hi, 22+ ha) — f(z1 + hy,22) — fu, () ha)
+(f (@1 + he,22) = f(21,22) — fa, (¥) M)

Nous pouvons appliquer le Théoréme des accroissements finis aux fonctions
t— f(x1+tz) et t— f(xy+h,za+1)

définies respectivement sur [0, k1] et [0, ho]. En effet, existence des dérivées
partielles de f implique que ces deux fonctions sont différentiables et continues
sur leur domaine (par 'Exercice 1.1). (Par contre, nous ne pouvons pas appliquer
le Théoréme des accroissements finis directement sur f (z + h) — f (x), c’est a
dire faire

f@+h)—f(z)=(Vf(z+h);h) pourun certain h € [0,h],
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car f n'est a priori pas différentiable sur [z, 2 + h].) Donc, il existe h1 €10, hy]
et hy €0, he[ tels que

[ (@14 hi,22) = f(21,22) = fo, (x1 4+ 1, 22) by
et B
f(x1+hi, 22+ ha) — f 21+ hi,22) = fa (361 + hy, o + hg) hs .

Puisque |h1], |ha| < |h|, en utilisant ce qui précéde, on obtient

|f (1 + hi,22 + h2) — f (21 + h1,22) — fo, () ha|

||
|fx2 (£E1 + hi,z2 + hz) — fas (I17$2)| |hal
A
< |fao (w14 hi, @2 + B2) — fa, (21,22)| = 0

lorsque |h| — 0 par continuité de f,, . De méme, on a
|f (@1 + by, wo) — f (21, 22) — fa, (2) b
A
| for (m1 4 By, @2) = fo, (z1,22)] [
|h]
| for (z1+ Ry, 32) = fo, (m1,22)] — 0

IN

lorsque |h| — 0 par continuité de f;, . Au final (1.1) est vérifie. &

Exercice 1.5 Puisque f est différentiable en x(, on obtient, par I’Exercice 1.1,

que
fl(xO) :}llg%f<x0+hiz_f($0) < 00

Par conséquent, la fonction g : R — R définie par

f@oth)—f(ze)
Lo S0 sih#£0
g(h)= { "

1 (x0) sih=0

est continue sur R. La continuité implique que g est bornée sur tout compact
K CR, c’est & dire qu’il existe une constante v > 0 telle que

|f (w0 +h) — f (20)]
A

<k, VheK\{0}.

Puisque I’énoncé est trivialement vrai pour A = 0, on a donc bien
[f (o +h) = f(z0)| <7k |h], VheEK. &

Exercice 1.6 (i) Un calcul facile nous donne

V (|a]) = ﬂ Vo e R™\ {0}
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et donc
—1 -2
Vhy (2) =V (|2") = plz["" V (Jz]) = pla"" 2.
Remarquons que cette fonction est bien définie en 0 si p > 1.
(#i) Notons
1 1
frt)==hpoG(ta)=—|G(tz)].

p b

Les formules classiques de dérivation de fonctions composées nous donnent

d 1 d
Efp t) = » <(Vhp) oG (tz); aG(tx)>

G (tz)P (G (tz); VG (tz)x)

ol on a utilisé le point (i). &

Exercice 1.7 Soit € > 0. Puisque f est continue sur le compact 2, alors f est
uniformément continue, ce qui implique 'existence de subdivisions

a1 =p1<pa<---<pyn=b et a=q <---<gyn=b

telles que
Mi' — My S €

avec, pour 1 <14,7 < N —1,
M;; = max {f (z1,22) : 1 € [pi, Pit1), %2 € [¢5,¢5+1]}

m;; = min {f(z1,22) : 1 € [pi, pit1], z2 € [Qj7Qj+1]}'

Les propriétés de l'intégrale nous permettent d’écrire

a

b1 N-1 opipq
[z, 22)dxy = Z/ [z, 22) day
1 i=1 i

et
bo b1 N-1 qj+1 N—-1 Pit1
/ f(l’l,l'g) dl’l d.’EQ = / Z / f(acl,mg)dxl dl’g
az ai j=1 q; i=1 Y DPi

Z /éﬂl (/:Ml f($1,3?2)d3?1) dxs .

1<i,j<N—-17%

Par définition de m;; et M;;, nous obtenons l'inégalité

bz bl
/ f(xl,acg) d$1 dZL'Q
1<i,j<N-1 az ai

Z mij (Piv1 — pi) (41 — q5)
Z Mij (pit1 — pi) (gj+1 — q5) -
1<i,j<N-1

IN

IN
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De la méme maniére, nous avons également
b1 b2
Z mij (piv1 — pi) (@j+1 — q5) < / [ (@1, 22) dwy | dy
1<i,j<N-—-1 ax az

< Z M;j (pit1 — pi) (@41 — q5) -
1<i,j<N—1

En combinant les deux inégalités précédentes, nous avons finalement

bg b1 bl b2
/ ( f($17x2>dx1> dxo —/ ( f(xl,wz)dm) dzx;

< Z (Mi; —miz) (Pig1 — pi) (@541 — q5) < €(br —ay) (ba — a2) .
1<ij<N—1

Ceci étant vrai pour tout € > 0, nous avons bien le résultat désiré. &

Exercice 1.8 (i) On trouve immédiatement

cosf) —rsinf
. =
sinf rcosf

det Vu (r,0) = det <
L’aire du disque de rayon R

Op = {(wl,xg) ER?: (1) + (1) < R}

27 R
/ d.’L‘leCQ:/ d9/ rdr =m R?.
Qr 0 0

(#i) On calcule
cosfsingp —rsinfsing 7rcosfcosp
det Vu(r,0,p) = det| sinfsingp rcosfsing rsinfcosyp
cos 0 —rsing

est donnée par

= —r’sing.

Le volume de la sphére de rayon R
Or = {($1,ZL’2,£E3) e R?: ($1)2 + ($2)2 + ($3)2 < R}

est donné par

27 T R 4
/ dxq dxo dxs :/ d&/ dap/ rsinpdr = — T R3.
Qr 0 0 0 3

(#i) On obtient

cos —rsinf 0
det Vu (r,0,z) =det | sinf rcosf 0
0 0 1

.
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Le volume du cylindre de rayon R et de hauteur H

QrpE = {(acl,xg,ajg) e R3: (x1)2 + (x2)2 <R 0<z3< H}

27 H R
/ dwldxgdxgz/ d@/ dz/ rdr=nwR’*H. &
Qr.H 0 0 0

Exercice 1.9 (i) Supposons d’abord que oy, 85 > 0. Comme

est donc

0= {(Il,l’g) rap < < b1, g < Tog < bg}

on obtient
_ . B1 B1
w(Q) =< (y1,92) : ara1 < y1 < arby, Boras + a_yl <y2 < Baby + a_yl .
1 1

Par définition, nous pouvons écrire

ba by
/Qf (u(z))de = / ( f a1z, Brz1 + Boxa) da?1> dzs .

2 ay
En effectuant le changement de variable dans R, y; = a1, nous avons
b1 1 Ozlbl /81
f oz, Byw1 + Boxa) dog = — f <y1a — 1+ 52@) dy
al al «i1a;] al
d’ou

b a1by
/Qf(u (z))dz = L </ f (Y1, 8171 +52$2)dy1> dzy

A1 Ja, 1a1

1 Dzlbl b2
= — ( [ (W1, Brw1 + Bawa) dwz) dy,

A1 Jaja, 2

ot la permutation des intégrales est justifiée par I’Exercice 1.7 et par le fait que f
est continue. Par un second changement de variable, yo = ya(22) = —un +06522,
NnOuS avons

ba 1 52b2+% Y1
[ (W1, 8121 + Bayxa) dag = _/5 [ (W1,92) dyo

as ﬁQ 21@—&-2—1 Y1

1 ayby 62b2+% Y1
/ f(u(z))ds / / f(y1,y2) dy2 | dys
Q a1ﬁ2 aia 52112-"-% Y1

e |
= f(y) dy.

d’ou
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(#i) Nous démontrons ici le cas a1 < 0 < By, les autres étant similaires.
Posons

~ o - _ —Q1T1 o
u(a:l,xg) = u( .’El,xg) = < _511'1 +62$2 > s Q= ]al,bl[ X }ag,bQ[ .
En effectuant successivement les changements de variable 1 = —z1 et Zo = x5,
on calcule
/f(u ) |det Vu (x)| dx
Q
ba
= / / flaazy, Brz1 + Baza)|e1 By| doy | dao
ba
= / ( (—a1@1, =B1T1 + BaT2)|a1 By Cﬁl) dzo
—ay
b2 7(11 _ _ _ "
= / </ —1T1, =171 + Bo@2)|a1fy] dl’l) dzo
et donc

/f )) |det Vu (x |d:c—/f )) |det Vi (x )diz/ﬂ(ﬁ)f(y)dy

ot la derniére égalité découle du point (i), puisque —a; > 0. Nous remarquons
facilement que

|det V| = |det Vu| = |a18,] et 17((2) =u(Q)

par conséquent, nous avons bien

/f Dldet Vu (o) de = [ f(y)dy. &

Exercice 1.10 Dans la suite, nous admettrons que pour Q@ C R? un ouvert
borné et I' C € une union finie de courbes simples et réguliéres, alors

/Qf(:c)da;: [ @ (1.2)

pour tout f € CY (€2) . Posons Q =]0,1[ x ]0, 27 et
u(r,0) = (rcosf,rsinf), (r,0) € Q.
On obtient alors que

u () = {(x1,x2) € R?: (11)° + (22)° < 1} \{0<az <1, 2, =0}
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int [u ()] = D = { (@1,22) € B : (22)? + (22)* < 1

et ueCt (ﬁ; U (ﬁ)) . Nous voulons montrer la formule

() (2) do = /0% < /0 Tt (r, 9))dr> do.

Par (1.2), la valeur du membre de gauche est égale a l'intégrale sur le disque
D. Nous ne pouvons pas, a priori, appliquer la formule de I’énoncé pour deux
raisons : d’une part, le Jacobien 7 s’annule & l'origine, et d’autre part, u n’est
pas injective sur Q, car u(r,0) = u(r,27) (par contre, u est injective sur ).

Etape 1. Soit 0 < € < 1 et considérons I’ensemble
O =le, 1] x Je, 2n[ .
Alors u € C* (ﬁe; U (ﬁe)) est injective et
|det Vu (r,0)| =7 > ¢ > 0.

Nous pouvons ainsi appliquer la formule du changement de variable (de ’énoncé)
pour obtenir I'égalité

/U(QF) f(z)do = /627r </€1rf(u (r, 0))dr> do. (13)

Etape 2. Ensuite, puisque u est injective sur €2, alors u (2) est ouvert et
borné, et nous pouvons écrire

u () = u(Q) Uu(2\ Q) =u(Q) Ju (2\ Q) UT

ot u(£2) et u(\ Q) sont ouverts et I' est une certaine union finies de courbes
régulieres. Par (1.2), nous pouvons décomposer I'intégrale

o) (z)dz = /u(ﬂe) f(x)dz+ /u(Q\ﬁE) f(x)dx

/02” (/01 rf(ur, 9))dr> df
- [ (/Oerf(u@,a))dr)dw/j” (/:Tf<u<ne>>dr)d9
+/OE (/:rf(“ (r, 9))dr) do.

et ainsi
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En combinant les deux égalités précédentes avec (1.3), nous obtenons

[ e[ ([}
:/H(Q\Q xdm—/ (/ w(r,0))d )9 (1.4)
—/;(/erf( (r0)dr ) db.

Etape 3. Montrons que les trois termes de (1.4) tendent vers 0 quand € — 0.
D’abord, puisque f est continue sur un compact, f est bornée sur u (ﬁ) , c’est
a dire

If (@) <M, Vzeu(Q).

Ceci nous donne les inégalités

/ng (/(:rf(u(r,@))dr> dG‘ §27TM/O€Tdr—7rMe2 (1.5)

| </51Tf(u(r,0))d’") d"' SEM/:”“"— T 0

De plus, en remarquant que

u(Q\ﬁe) Cl-1,1] x |—e, €]

et

ce qui implique _
Aire (\ Q) <4e

nous obtenons la troisiéme inégalité

/u(Q\ﬁ) f(z)dx

En replagant les inégalités (1.5)-(1.7) dans (1.4), nous avons finalement

L(Q) J (@) de - /027T </017‘f(u (r, 9))d7“) df

Cette inégalité étant vraie pour tout ¢ > 0, nous avons la conclusion

/Qf(ﬂﬁ)dff—/o27r </011"f(u(r,0))dr)d9. 'y

Exercice 1.11 En passant aux coordonnées polaires x1 = rcosf, xo = rsin#,
avec r > 0 et 6 € [0, 27], nous avons directement

+oo +oo 27 +o00 -2 r=+oo
/ / e*((x1)2+m§)dx dy / (/ re dr) df =27 €
—0oo —0oo 0 0 2

r=0

< M Aire (2\ Q) <4Me. (1.7)

M
§€T(9+2ﬂ'e).

1- lim e")=r.
m( Jlim e )=
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On en déduit que

+o0 5 +o0 ) +o0 )
/ e ¥dx = (/ e—(z1) d:rl) </ e~ (@2) d:cg)

+oo +oo
- \// / e~ (0 @2 4oy dy = /7. &

Exercice 1.12 (i) Comme r = (m2 + y2)1/2 , on trouve immédiatement que

aor T or Y
— =ry,== et —=r,==.
oz Ty dy Yoo

Par ailleurs comme z,y > 0 on a

tgﬁzg = 9:arctg£
x x

et donc
-y 1
90 2 —y 90 p
1+_2 1+—2
X x

(it) Si on pose f, = 0f/0x, fy, = 0f /0y, gr = Og/Or, g9 = 0g/0, on trouve

donc . y
fm:grrm“i’geor:;gr*ﬁge

et
Y T
fy:ngy+990y:_gr+_299~
r r
(#i) On a
0 [z x 0 0 , _, y 0
fa = or (r)gT+r8x(gr) yax (r )90 7"2835(99>
B r—xT +x(w Y )+2xy y(m Y )
- T2 gr r r g’r"l‘ 7"2 g7*9 r4 g9 T2 r 9r9 r2 g99
y? z2 2zy 2zy 2

— )
= T—39r+r—29rr—79r9+r—499+ﬁ999-

Un calcul similaire nous conduit a

2 2 2
oz Y 2zy 2xy T

foy = "5 9+ 5 9+ =5 9r0 — — 3 9o+ 3 9oo
et donc

1 1
Af:grr+;gr+r_2900~ )
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Exercice 1.13 En notant F' = F (21,22, 23) et f = f (y1,y2,¥3), on a
oFt 0 0 0 OF? 0
o o5 of . 0f

CLE . L =3 :
Or1  Oyr Oy Oys Oz (@2) 0y

ors 2 Of 2 0
a—%—2($2) $3a—y1+2($1) x38—y2'

En sommant, on obtient le résultat. @&

Exercice 1.14 (i) Sans perte de généralité, on peut supposer que

9y
— (x 0.
™ (o) #
On note z = (:101, e ,x") etz = (xl, e ,m"fl) . Par le Théoréme des fonctions
implicites, il existe un voisinage U de xf, = (av(l), e ,xg_l) dans R" ! et ¢ €

C! (U;R), tel que
P(xg) =z et g(a',¢(2")) =0 pour tout 2’ € U.
Ceci implique que pour tout ' € U, on a
(@ (@) eM={zeQ:g(z)=0}.

Puisque, z( est un point de maximum ou de minimum de f sur M, alors le point
x(y est un minimum sur U de la fonction 2’ +— f (z/, 4 (2')) . Cette fonction étant
Cl sur U (car f € C*(2)), on a que, pour tout 1 <i <n — 1,

0

G| =0
-0
ce qui est équivalent &
of of o, , ,
= = 1<i:<n-—1. 1.
iy (x0) + R (o) oz, (x5) =0, pour tout 1 <i<n (1.8)
De méme, dérivant 1’équation g (¢, (2’)) = 0 par rapport a x; , on obtient
dg dg oY, , .
- = 1<i<n-—1. 1.
B, (z0) + R (z0) B, (z5) =0, pour tout 1 <i<n (1.9)

Combinant (1.8) et (1.9), on déduit que, pour tout 1 <i <n—1,

I (g
of (z0) = <—8I" ( O)> % (wo) .

. 0, .
0x; 5L (o) ox;
Remarquant que la derniére équation est trivialement vraie pour ¢ = n, on
obtient le résultat recherché en posant

\— 687); €
2L (x0)
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(ii) Choisir Q = R?, zg = (0,0) et les fonctions

flan,ae) =2 +a2 et g(zr,2) = (21)° + (22)° .

(#i) La sphére centrée en l'origine et de rayon /14 est caractérisée par
I’équation
2 2 2
0=g(z1,22,23) = (21)" + (z2)” + (x3)" — 14.

Un maximum de f sous la contrainte g (x) = 0 est une solution du systéme
d’équations
Vf(z)=AVg(z) et g(z)=0

ou z et A sont inconnus. Comme
Vi(z1,22,23) =(1,3,-2) et Vg(x1,x2,23) =2 (21, 22,73),
alors il faut résoudre

(1,3, —2) =2 (2131,.732,.733)
(21)" + (@2)" + (w3)" = 14.

On obtient facilement les solutions

1 3 —1 1
2)\5 €2 x3 ) A 2

1 “on A

Donc (1,3, —2) est un maximum et la valeur du maximum est 14. &
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Chapitre 2

Courbes et intégrales
curvilignes

2.1 Courbes

Définition 2.1 Soit n > 2.
(i) On dit queT" C R™ est une courbe simple, sl existe une fonction continue
v : [a,b] = R™ (v est appelée une paramétrisation simple de T') telle que
v([a, b)) =T ={x € R" : 3t € [a,b] tel que x = (t)}
et sity € [a,b], ta € la,b] , t1 # ta, alors

v (t1) # v (t2)

(en particulier v est injective sur |a,b[ ).
(ii) Une courbe simple est dite fermée, si en outre v (a) =y (b).
(iii) Si T est une courbe simple de paramétrisation =y : [a,b] — R™, on définit
la courbe
-r'={F7@t)=~v(a+b—1t):t€la,b]}.

Remarque (i) Une courbe simple I' peut donc étre vue comme une classe
d’équivalence.

(#1) On peut considérer, de maniére tout a fait analogue, des courbes dont
une (ou les deux) extrémité n’appartient pas & I'. Dans ce cas 'intervalle est de
la forme Ja,b[ ,[a,b] , ou Ja,b]; les cas a = —o0 ou b = +00 se traitent aussi de
la méme fagon. &

Exemple Considérons le cercle
I'={(z,y) eR?:2? +¢* =1}.

C’est une courbe simple fermée.

35
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Discussion En effet
(i) On écrit
I'={y:[0,2n] = R*: ~(t) = (cost,sint)}

et on vérifie que la définition de paramétrisation simple fermée est vérifiée.

(ii) Noter que
I'= {v,:[0,27] = R? 7, (t) = (cos (2¢) ,sin (2t)) }

est aussi une paramétrisation de la courbe, mais elle n’est pas simple.

(#i) Une autre paramétrisation simple est
v3:[-2,2] = T C R?

avec (1“’ 1(1+t)2) sit € [-2,0]
73 (8) = (1_t7 1_(1_t)2) site0,2]. ’

On commence par définir la notion de fonction C! par morceau.
Définition 2.2 (i) On dit que f € CL,,,. ([a,b]) si f € C([a,b]) et s'il existe
a=ay<a <---<ant1=2Db
tels que, Vi =0,1,--- N, f'lja; a:s.[ €St continue et

lim f'(z) = f(a; +0) et lim f'(z)=f'(ai+1—0)

r—a; T—Ai41
r>a; <41

existent et sont finies.

(i) De méme on dira que F € C},.. ([a,b];R") si F* € CL .. ([a,b]), Vi =
1, ,m.

Exemple (i) La fonction
f($):|$|, .ZEG[*l,l]

est CL .. ([=1,1]) mais pas C* ([-1,1]).
(ii) La fonction
f(@)=V]al, zel-1,1]
est CY ([—1,1]) mais pas CL, .. ([-1,1]). &
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Définition 2.3 (i) On dit que I' C R™ est une courbe réguliére s’ existe une
paramétrisation vy : [a,b] — T (une telle paramétrisation est dite réguliere) telle

que’yECl ([a,b];R"), V(t) = (’Yl (t)a"' » I (t)) et

o () = O 4o (1) A0, Vi [ah].

(ii) On dit que T" est une courbe réguliére par morceaux s’l existe 7 : [a,b] —
T telle que v € C}... ([a,b] ;R™) et o' (t) #0, Vt € [a;,a;41],i=0,---,N.

morc

Remarque Par la suite quand nous dirons que I' est une courbe simple
réguliére par morceaux, ceci impliquera qu’il existe une paramétrisation simple
et réguliere par morceaux v € C, . ([a,b];T CR™). &

Exemple Soit I = [a,b] et u € C* (I;R™) alors

L={y(@)=(tut):tel}cR"

est une courbe simple réguliére. Noter qu’ici il y a une paramétrisation naturelle
qui est celle ci dessus; de plus

(@) =1+ @) .

Exemple Le cercle I' = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} est une courbe simple
fermée réguliere. En effet il suffit de choisir I = [0,27] et v (t) = (cost,sint),
qui est une paramétrisation simple et réguliére. De plus

W (=1, Vtela,b],

cette paramétrisation sera appelée plus tard la paramétrisation par la longueur
de I'arc. Par contre la paramétrisation 5 donnée dans ’Exemple sur les diffé-
rentes paramétrisations du cercle, n’est pas régulicre. &

2.2 Intégrale curviligne d’une fonction
Définition 2.4 (i) Soit v € C! ([a,b];R™), v(t) = (v, (), ,v, (). On
notera par

V@) =), @) et (0= oo (1)

Soit f: v ([a,b]) CR™ — R une fonction continue. L’intégrale de f le long de v
est définie par

b
/fﬂz/fWGMM@Mt

(ii) Soit v € CL .. ([a,b] ; R™), alors

morc

N @it1
/fdl:Z/ FOr@) W @) dt.
K =0 v i
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Ceci est une définition purement analytique, mais si on veut qu’elle ait un
sens géométrique, alors on aura la définition suivante.

Définition 2.5 Soient I' C R™ une courbe simple réguliére par morcequzr de
paramétrisation simple et réquliere par morceauz v € C},... ([a,b];T CR™) et
f: T — R une fonction continue, alors

/Ffdl:Lfdl.

La longueur d’une courbe I' est obtenue en prenant f = 1 dans les définitions
ci-dessus, c’est a dire

long (T") :/Fdl.

Exemple Calculer la longueur du cercle unité.

Discussion On écrit
I'={y:[0,27] — R? v (t) = (cost,sint)},
noter que y est une paramétrisation simple de T, alors

v (t) = (—sint,cost) et |y (t)] =1

27
long(F):/dl:/dl:/ dt = 2.
I o 0

Noter que si on avait pris

et donc

§:00,2n] — R* §(t) = (cos(2t),sin (2t))

on aurait, géométriquement, la méme courbe mais parcourue deux fois et on

aurait trouvé )
/ dl = / 2dt = 4n
5 0

ce qui ne correspond plus a la notion intuitive de longueur (ceci provient du fait
que la paramétrisation choisie n’est pas simple). &

Exemple. Soit I = [a,b], u € C" (I;R") et
D ={y(t)=(t,u(t)):xz €I} c R"

La longueur est alors donnée par

long(F):/ab\/l+|u’ ))°dt. &

Exemple Calculer /fdl quand f (z,y) = Va2 +4y? et
r

I={(z,y) eR*:2y =2 z€[0,1]}.
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Discussion Une paramétrisation de la courbe est donnée par

v(t) = (t,¢%/2), telo,1].

Alors, comme v/ (t) = (1,t), on trouve

1 1
/fdl:/ t2+4(t2/2)2\/1+t2dt:/ t(1+t%)dt ==+ =% 'y
r 0 0

N =
=

On a maintenant un résultat qui indique que U'intégrale curviligne est indé-
pendante de la paramétrisation.

Proposition 2.6 Soient § € C}, .. ([c,d];R™) et 0 : [a,b] — [c,d] une fonction
C* ([a,b]) avec 0 (t) > 0 pour tout t € [a,b] et telle que 0 (a) = ¢, 0 (b) = d.
Alors

y=600¢€C}

morc

([a, 0] ;R™).

De plus si f: 7 ([a,b]) — R est une fonction continue, alors

Afdl:/éfdl.

Démonstration Nous faisons la démonstration quand les paramétrisations
sont C, le cas général est analogue. I suffit d’observer que

7 ([a,0]) = 4 ([¢,d])

que

b d
[ra=[rampoa o [ra= [ 1e]e)s

et de faire un changement de variable en posant s =6 (¢). m

Une autre propriété qui sera tres utile par la suite est :

Proposition 2.7 Soit I' C R™ une courbe simple réguliére par morceaux et soit
f: T — R une fonction continue. Alors

/fdl' < sup |/ ()| long (T).
I xzel

Démonstration On montre ceci quand elle est réguliére, de paramétrisation
simple et réguliere

vila b =T () = (@), 7, (1)
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On a alors

fo

(t)] dt

IN

/|f DI ©lde< s 17 3 |/w )\ di

t€la,b
sup | f (z)|long (T') .
zel’

Ceci termine la démonstration. m

Maintenant tournons nous vers la notion de paramétrisation par la longueur
de 'arc.

Définition 2.8 On dit qu’une paramétrisation simple réguliére
Vil bl =T vy (@) =1 @), 7 (1)
est une paramétrisation par la longueur de I'arc, si
Y ()] =1, VYte]lab].
Idem pour les courbes régquliéres par morceaut.

Proposition 2.9 Soit I' C R™ une courbe simple réguliére, alors il existe une
paramétrisation par la longueur de l’arc.

Démonstration Soit v une paramétrisation simple réguliére

'Y:[a"b]*)Pa V(t):(’}/l(t)a""’)/n(t))'

~ [ wna

n: [a,b] — [0,long (T')]

On pose

et on observe que

et que 7 est inversible et C! (]0,long (T')]) . On pose alors

et on vérifie que

En effet

¢ W)=~ w) ) () = (@)

C’est ce qu’il fallait démontrer. m

Souvent par la suite nous adopterons les notations suivantes.
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Notation (i) Si vy € C}

L ore ([a, 0] ; R™) , alors la "courbe"
-

est définie, comme la "courbe" de paramétrisation § € C}, .
que

([a, b] ; R™) telle

dt)=v(a+b—1)
Donc en particulier 6 (a) = v (b) et § (b) =~ (a).
(“) Sl 71 € Crlnorc ([a’ b] ’Rn) et Y2 € C"rlnorc ([C’ d] 7Rn> avec 7y (b> =72 (C) )
alors la "courbe"
Y1 D72

(notée aussi v, [J7ys ou 71 + 7v2) est définie, comme la "courbe" de paramétri-
sation d € C}. ([a,b+d — c]; R™) par

{ v (t) sit € [a,d]

6 (t) =
vy (t—b+c) site]bb+d—].

)

2.3 Intégrale curviligne d’une application
On commence par définir
Définition 2.10 (i) Soit v € C* ([a,b];R™). Soit
F=(F',F"):v(a,}]) CR" - R"

une application continue. L’intégrale de F' le long de vy est définie par
b b n

[Fea= [Fa@@a= [ S P e
v a a =

(i) Soit v € CL ... ([a,b]; R™), alors

N @jt1
[Fea=Y [ ey @)
gl i=0 v @i

Ceci est une définition purement analytique, mais si on veut qu’elle ait un
sens géométrique, alors on aura la définition suivante.

Définition 2.11 Soit I' C R™ une courbe simple réguliére par morceaux de
paramétrisation simple et réguliére par morceaur v € C} . ([a,b]; R™)

7:[aab]4’1—‘7 V(t):(’h(t)?"'a’}/n(t))'

Soit F = (Fl, e ,F") : ' = R™ une application continue. L’intégrale de F' le

long de T" est définie par
/F-dl:/F-dl.
r vy
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Exemple Calculer /F -dl quand F (z,y) = (x2,0) et
r

I' ={(z,y) € R?*:y =coshz, z €[0,1]}.

Discussion Dans ce cas on peut prendre
v (t) = (t,cosht) = 4 (t) = (1,sinht).

On a donc
1

/F.dl:/1<(t2,0);(1,sinht)>dt:g. )

On a maintenant des propriétés analogues a celles des intégrales curvilignes
d’un champ scalaire (et nous ne ferons pas les démonstrations).

Proposition 2.12 Soient § € C},.. ([c,d];R™) et 0 : [a,b] — [c,d] une fonc-
tion C* ([a,b]) avec &' (t) > 0 pour tout t € [a,b] et telle que 0 (a) = c, 6 (b) = d.
Alors

y=0800¢€C}oe(lab];R™).

morc

De plus si F : vy ([a,b]) — R™ est une application continue, alors

/F~dl:/F-dl.
vy 4

Proposition 2.13 Soit I' C R™ une courbe simple réguliére par morceaux et
soit F: T' — R"™ une application continue. Alors

/FF-dl' < sup {7 (@)]}long (T).

2.4 Exercices

De nombreux exercices concernant ce chapitre, notamment Exercices 2 et 3,
se trouvent au Chapitre 2 de [9].



Chapitre 3

Champs qui dérivent d’un
potentiel

3.1 Définitions et premiers résultats

Définition 3.1 Soient @ C R™ un owvert et F = F (z) = (F',--- | F") : Q —
R™. On dit que F dérive d'un potentiel sur Q s’il eziste f € C* (Q) (f est appelé
le potentiel ) tel que

F(z) =grad f (z) = (fo, (€) -+, fa, (¥)), V@ e

On a immeédiatement une condition nécéssaire.

Théoréme 3.2 Soient Q C R"™ un ouvert et F € C1 (Q;R™). Si F dérive d’un
potentiel sur 0 alors

Fy ()= FJ (x)=0, Vij=1,---,netVae (3.1)
Remarque (i) La condition ci-dessus s’écrit aussi

rot F'(z) =0, VzeQ.

On peut traduire le théoréme en termes de forme différentielle. On associe a F
une 1—forme différentielle

w=F'dz, + -+ Fdx,

Dire que F' dérive d’un potentiel sur €2 est équivalent a dire que la forme w est
exacte, ce qui veut dire qu’il existe f € C* (Q) tel que

w = df.

43
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De plus le théoréme traduit juste la propriété classique
ddf = 0.

(#) La condition (3.1) n’est pas suffisante (cf. un exemple ci-dessous) pour
garantir l’existence d’un tel potentiel, il faut pour cela des conditions sur la
topologie du domaine 2, ceci sera discuté dans la Section 3.4.

(#i) Dans un domaine (c’est a dire un ensemble ouvert et connexe) le po-
tentiel est unique & une constante prés (évident). &

Démonstration Comme F' dérive d’un potentiel sur 2 alors il existe f €
C1(9Q), tel que

F(z) =grad f (z) = (fo, (x) ;- fa, (), Vz e
Comme F € C!' (Q;R"), on déduit que f € C? (). On a donc

Ceci achéve la démonstration. m

Voyons maintenant quelques exemples.

Exemple Soit F'(z1,z2) = (4 (21)° (22)7,2 (21)" 22 + £E2) . Montrer que F'
dérive d'un potentiel sur Q = R? et trouver un tel potentiel.

Discussion Le domaine de définition est = R2. En dérivant on obtient
Fz21 — F;z =8 (wl)?’ T — 8 (xl)?’ T2 = 0.
Trouvons ce potentiel f: R2 — R. Pour trouver ce potentiel on écrit
3 2 4
for =4(x1)” (22)° et fo, =2(x1) @2+ 2.
En intégrant la premiére équation par rapport a la variable 1 on obtient
4 2
f(z1,22) = (21)" (22)” + a(z2).

En dérivant cette derniére expression par rapport a x5 et en remettant dans la
deuxiéme équation on a

Juy =2 (371)4 To +  (x2) = 2 (551)4 X9+ o .
Ceci implique que

(z2)°
2

d(xe) =23 = afzr) = +c
avec ¢ € R. Finalement le potentiel cherché est donné par

(z2)°
2

flzr,m2) = (21)* (22) + +c W
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Exemple Soit F' (z1, 2, x3) = (2 T1sinxs, x3e*?, (x1)2 cos s + e"’”z) . Mon-
trer que F dérive d’un potentiel sur Q = R? et trouver un tel potentiel.

Discussion On vérifie si la condition nécessaire, i.e. rot F' = 0, est satisfaite.

On a

el €2 €3
0 0 7]
rot ' = 8_.’131 8_.’132 6_3:3

. 2
2xysinzg  xze®  (x1)” cosxs + €2

e’? —e®?

2x1cosx3 —2x1 COST3 =
0—-0

Noter que le domaine de définition est Q = R3. Trouvons le potentiel f. On écrit
alors

= = 2T1sinxs, v = T3€? et fp, = (11 QCOSSC3+€I2.
1 2 3
On inteégre la premiére équation par rapport a x; et on trouve
2 .
flz1, o, x3) = (x1)" sinxs + a(xg, x3).

En dérivant cette derniére expression par rapport a xs et x3 et en remettant
dans les deuxiéme et troisiéme équations on obtient

{ fmz =3 612 - 0512

fus = (z1)% cos s + €72 = (1) cos 3 + 0y, .
En intégrant la premiére équation par rapport & xs on trouve
a(x9,x3) = 23 €2 + B(x3).
Puis en remettant le résultat dans la deuxiéme équation on a
Qpy =€+ f'(x3) =¢e" = B(z3)=0 = [(x3) =B = constante.
Finalement en résumant on a obtenu
f(z1, 20, 23) = ($1)2 sinxzs +x3e™> + 5. M

Voici un exemple trés important qui sera étudié sous une forme un peu
différente en analyse complexe.

Exemple 3.3 Soit

y X
F(.’E,y): (_1_2+y271_2+y2>'
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(i) Trouver le domaine de définition de F.
(i) Soient
Q= {(z,y) eR*:y >0}
Q= {(z,y) eR*: y <0}
ngRQ\{(:E,y) eR?:2<0 etyzO}
Q4 =R\ {(0,0)}.
F dérive-t-il d’un potentiel sur ; ,1=1,2,3,47 Si oui trouver un tel potentiel,

st mon trouver I' C €); tel que /F -dl #£ 0.
r

Discussion (i) Le domaine de définition de F est Q4 = R? \ {(0,0)} et
FeC> (Q4;R2) . On a par ailleurs

€ Y
rOtF:<x2—+y2>m_(_:p2—+y2>y:O’ V(m,y)EQ4

On peut aussi noter au passage (mais c’est sans incidence sur les calculs qui
suivent) que

leFZ(-mQerQ)I-‘r(xQ—JFyQ)y:Oa V(z,y) € Q.

(ii) Noter que Q1,Qs C Q3 C Q4 et Q1 et Qo sont convexes, Q3 est simple-
ment connexe (mais pas convexe) et )4 n’est pas simplement connexe (pour les
définitions de ces notions, voir la section suivante). On va d’abord trouver un
potentiel quand y > 0 (et donc dans Q1) puis quand y < 0 (et donc dans €5)
et puis enfin on discutera le cas ou y = 0.

Cas 1. (x,y) € Q1. Cherchons donc un potentiel f € C* (Q4). Si un tel f
existe on doit avoir

T

— Yy —
fa:— et fy_$2+y2.

I
En intégrant la premiére équation par rapport & x on trouve

f(@,y) = —arctgg +ag(y).

En remettant dans la deuxieme équation on trouve o/, (y) = 0 et donc le po-
tentiel cherché dans € (c’est & dire lorsque y > 0) est

f (@) :farctg§+a+, Y (2,y) € D,

ol a4 € R est une constante arbitraire.
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Cas 2. (z,y) € 2. La méme analyse que précédemment conduit a
T
f(xvy):_arCtg§+a—7 V(.T,y)EQQ

ol a_ € R est une constante arbitraire.

Cas 3. (x,y) € Q3. Par les Cas 1 et 2, s'il existe un potentiel f € C* (Q3)
alors il doit nécessairement étre de la forme

x
—arctg— 4+ a4 siy>0etzeR
Y

fly) = z
—arctg—+a_ siy<OetzeR.
Y

Il reste & savoir si on peut choisir les constantes a4 et «_ de maniére & prolonger
continiment un tel f & la demi-droite (z,0) avec x > 0. Ceci est possible car (z
étant positif)

m m
I =z t i =T ia.
ylr(]f}+ (x,v) 5 Tt e yi%lff(m’y) 5 to

11 suffit donc de choisir a4 = a_ + 7 et on aura bien que

x
—arctg—+ (a_+m) siy>0etzeR
Y

f(z,y) = a_—l—g siy=0etz>0
—arctgf—l—a, siy<OetxzelR
Y

est un potentiel C* (Q3) (cf. Exercice 3.12) de F, a_ € R étant une constante
arbitraire.
Remarque Noter qu’'on peut écrire de maniére équivalente (si on choisit

a_ =0 et c’est cette version qu’on utilisera au Chapitre 8)
arctg% six>0etyelR
/2 siz=0ety>0
flz,y) = —7/2 siz=0ety<0

7r—&—arctgg siz<0Oety>0
T

—7r+arctgg siz<0ety<O.
x

Cas 4. (x,y) € Q4 . La méme analyse que précédemment ne nous permet pas
de définir contintiment f sur y = 0 quand = < 0 car on aurait alors
3m

. m
yli)%l+[f($79)]—§+a—+ﬂ—a—+7
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T
li )] = —=+a_
Jm [f (zy)] = -5 +a

et ceci est impossible. Donc F' ne dérive pas d’un potentiel sur 4. Montrons
ceci différemment (en anticipant les résultats de la section suivante). Soit I' =
{(z,y) eR*: 2 +y?> =1} C Q4. On a alors

2
/F-dl:/ ((—sind,cosb); (—sinb,cosd)) dd = 27 # 0.
r 0

Au vu du Théoréme 3.8 on a ainsi montré que F' ne dérive pas d’un potentiel
sur Q4. &

3.2 Quelques notions topologiques
On commence par rappeler les notions suivantes

Définition 3.4 Soit Q C R™.
(i) On dit que Q est convexe (cf. Figure 3.1) si, Vt € [0,1],Vz,y € Q, on a

1-the+tyeQ & [z,y CQ
(en termes géométriques ceci se traduit parV x,y € 2, alors le segment de droite,

noté [z,y], joignant x & y est entiérement contenu dans ).

(ii) On dit que @ C R™ est étoile s’il existe a € Q (on dit alors que Q est
étoilé par rapport & a) tel que

[a,z] C 2, Vze.
(iii) On dit que Q2 est connexe (cf. Figure 3.1) si chaque fois que
Q=XUY avec X,Y ouverts (relativement ¢ Q) et XY =0

alors X =0 ouY = 0.

(iv) On dit que 2 est connexe par arcs si, Vz,y € Q, il existe une fonction
continue v : [0,1] — Q, joignant x = v(0) a y = v(1) qui est entierement
contenue dans 2.

Remarque (i) Soit  C R™. On rappelle qu'un ensemble U est dit ouvert
dans Q (ou ouvert relativement a ) 8'il existe W C R™ un ouvert (dans R™) tel
que

U=WnAQ.

En particulier €2 est ouvert relativement & lui méme.

(i1) On dit parfois que Q@ C R™ est un domaine s’il est & la fois ouvert et
connexe.
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Proposition 3.5 Soit Q C R™.

(i) Sin =1, alors

convere =3 étoilé & connexe par arcs

& connexe < intervalle.

(i) Sin > 2, alors
= = =
conveze étoilé connexe par arcs conneze.
& & &

(iil) Si de plus Q est ouvert, alors
connexe par arcs < connezxe.

De plus dans ce cas, les fonctions 7 intervenant dans la définition de connexe
par arcs peuvent étre prises C™° et pas seulement continues.

Démonstration Ceci est vu en topologie, mais voici, quand méme, quelques
indications.

(i) Sans démonstration, cf. Fleming [13] Proposition 2.11 page 57.

(#1) La seule implication qui ne soit pas triviale est
=
connexe par arcs  connexe.

- Commengons par connexe par arcs = connexe. Supposons que {2 ne soit
pas connexe, on peut alors trouver des ouverts X # () et Y = ) tels que

Q=xY e XNOY =0.

On raisonne par contradiction. On peut alors trouver x € X, y € Y et une
fonction continue v : [0, 1] — €, joignant z = y(0) &y = (1) qui est entierement
contenue dans €2. Comme + est continue, on a que

AZW_I(X)H[O, 1 et B:'y_l(Y)ﬂ[O, 1]

sont ouverts relativement & [0, 1], ils sont non vide (car 0 = v~ (z) € y71(X)
et 1=~"1(y) € y1(Y)). De plus

[0,1]=AUB et ANB=0;

(clairement A(\B = 0, de plus [0,1] = A|UB carsi t € [0,1] et t ¢ A alors
v(t) ¢ X et y(t) € Qet donc v () €Y ce qui est équivalent a t € y71(Y)) ce
qui implique que [0, 1] n’est pas connexe, contradiction.

- Comme contre exemple a I'implication précédente on peut prendre I’'exemple
suivant (cf. Fleming [13] page 58)

Q=0U2% oa Q) ={0}x[-1,1] et ng{(a?,sinl>:x>0}.
x
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On peut montrer que 2 est connexe mais pas connexe par arcs (en fait il n’y a
aucun chemin joignant (0,0) € Q & un point de ).

(#i) Nous ne démontrerons pas, mais c’est standard, qu'un ouvert connexe
est connexe par arcs. Par contre le fait qu’on puisse prendre des courbes lisses
dans la définition résulte immédiatement de la Proposition 3.6 qui suit. m

On a utilisé ci-dessus le résultat d’approximation suivant (ceci sera démontré
explicitement aux exercices sur l'intégrale de Lebesgue, cf. Exercice 16.7) et
que nous utiliserons & nouveau dans la démonstration du Théoréme 3.8 qui est
énoncé dans la section suivante.

Proposition 3.6 Soit f € C ([a,b];R™). Alors il existe

fr e C% ([a,b];R") avec [, (a) = f(a) et [, (b)=f(b)

telle que
fu— f uniformément quand v — oo.

En particulier si Q@ C R™ est un ouvert et si
L= f([a,b]) CQ
alors pour v suffisamment grand on a aussi
Iy = /o ([a,0]) C .
Pour les champs qui dérivent d’un potentiel la bonne notion est la suivante.

Définition 3.7 On dit que Q C R™ est simplement connexe (cf. Figure 3.1)
(s’il est connexe par arcs et) si

Yo :la,b] = Q et vy ia,b] -
sont continues avec
Yo (@) =71 (a) et vy(b) =, (b)

alors il existe
v :[a,b] x [0,1] — Q

continue, telle que

) = @), v{1) =7(t), Vtela

) Yo(a) =71(a), Vse[0,1]
(b,s) = () =71(b), Vse[0,1]
(t,s) € Q, Vtelab, Vsel0,1].

S
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convexe non convexe
connexe
simplement connexe

non convexe non convexe

connexe non connexe

non simplement connexe non simplement connexe
FiGg. 3.1 -

Remarque (i) Par une proposition tout a fait analogue a Proposition 3.6,
on peut se restreindre si {2 est ouvert et simplement connexe & considérer, sans
perte de généralité, dans la Définition 3.7

v € C*®([a,b] x [0,1];)
au lieu de seulement

v € C([a,b] x [0,1];9).
On aura besoin de ce résultat dans le Théoréme 3.9.

(i) Le cas n = 1 est un peu différent des cas n > 2. En effet la notion de
connexité et convexité sont les mémes (comme déja vu), alors que la notion de
connexité simple n’a plus d’intérét.

(i4i) On a toujours

Q étoilé - ) simplement connexe - Q connexe.

(Attention, certains auteurs ne requiérent pas dans la définition de connexité
simple que ’ensemble considéré soit connexe ou connexe par arcs. Dans ce cas
on a que §) simplement connexe n’implique plus que {2 soit connexe en général).

(iv) De fagon intuitive un ensemble de R? est simplement connexe s’il n’a
pas de trous (attention, dans R? ce n’est plus le cas, cf. Exemple (v) ci dessous).

A
Exemple Les exemples suivants sont les plus souvent utilisés.

(i) [a,b], la,b[, [a,b], ]a,b] et R sont des ensembles convexes. Par contre
[0,1]1J[2, 3] n’est pas convexe.
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(i) Br(xz) C R™ et R™ sont convexes (et donc simplement connexes et
connexes).

(iii) © = R?\ {(0,0)} n’est ni convexe, ni simplement connexe mais par
contre il est connexe par arcs et donc connexe.

(iv) @ = R\ {(z,y) e R?: y =0 et <0} n'est pas convexe, mais il est
simplement connexe (et donc connexe).

(v) Q@ = R3\ {(0,0,0)} n’est pas convexe mais il est simplement connexe (et
donc connexe).

(vi) @ = R3\ {(z,y,2) € R® : 2 =y =0} n’est ni convexe, ni simplement
connexe, mais il est connexe par arcs et donc connexe. @

3.3 Intégrales curvilignes et champs qui dérivent
d’un potentiel

Théoréme 3.8 Soit @ C R™ un ouvert connezxe et soit I € C (;R™). Les
affirmations suivantes sont alors équivalentes.

(i) F dérive d’un potentiel sur §Q.
(i) Soit v € Chope ([a,];R™), 7y 2 [a,b] — Q, telle que

alors
/F -dl = 0.
;
(iii) Soient vg,71 € Crope ([a, 0] ;R™)
Yo i la;b] =@ el e, 0] = Q

telles que
Yo(a) =71 (a) et 7o(b) =1 (b)

/ F~dl:/ F-dl.
Yo 2

1

alors

Démonstration (i) = (ii) Soit v € C},,.. ([a,0];Q), v : [a,b] — Q telle
que
7 (a) =7 (b).

Les intervalles de continuité de la dérivée sont donnés par
a=ag<a <---<any1 =0b
Comme F dérive d'un potentiel sur €, il existe f € C* (Q) tel que

F(w):gradf(x):(fw1 (x)’vfa:n (:I?)), Ve Q.
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Et par conséquent

Fodl = R (@) (1)) dt
A zo/al (F (v (@) @)
N ait1 N ait1 g
= X[ waremy oa=3 [ Guawla
N
= Y [f(v(ai) = £ (v (@) = f (v (5) = f (y(a)) =0
=0

(ii) = (iii) Soient ~,,v, € CL .. ([a,b] ; R™)
Yo :la,b] = Q et 7y :a,b] = Q
telles que
Yo (@) =7v,(a)=p et ’Yo(b) =7, (b) =¢

On définit § € CL,,.. ([a,2b — a] ;R™)

d:[a,2b—a] — Q

par

5(0) = { Yo (1) sit € [a,b]
71

(2b—t) site[b,2b—al.
Noter que
6= @ (—71)
et que c’est une paramétrisation C}, . (car & (b) = v, (b) = v, (b) = q) et

d(a)=7y(a)=p et 6(2b—a)=",(a)=p.
En appliquant (ii) on a

F.dl=0
6

/F-dl:/ F-dl—/ F-dl.
g o 1

(ii) = (i) Fixons p € Q et définissons, pour tout = € €, une courbe v, €
CL e ([a,b] ;R™) joignant p & = (une telle courbe existe car 2 est ouvert et
connexe par arcs et grace a la Proposition 3.5 (iii) qui résulte de la Proposition
3.6),

et comme

o]

on a le résultat.

Vo i @, 0] = Q, v, (a)=p et v, (b) =x.

Puis on définit (ici on utilise (iii))

f(x):L Fedl.

x
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On prétend que ceci est un potentiel pour F' sur . Il faut donc vérifier que,
pour tout x € €,

Comme €2 est ouvert, il existe € > 0 tel que
z+the, €8, |hl<e t€l0,1],i=1,---,n

ou {ey, -+ ,e,} sont les vecteurs de la base canonique. On définit (pour h fixé
comme ci-dessus)

Y, :[0,1] = Q par v, (t) =z +the;

et par conséquent § = v, &y, € Ch,..([a,b+1];R") (cf. Figure 3.2) est
paramétrée par

v, () sit € [a,]

d:la,b+1 —Q et 5(75):{
v (t—b) sitebb+1].

On a alors facilement (ici on utilise aussi (iii)) que

x + he'

Yla) =p

Fi1G. 3.2 -

flethe)—f(x) = AF~dl—/ F-dldéfzd”/ F-dl
Yh

x h

1 1
= [ Fen@i@de=n [ (Flatthe)ied
0 0
1 .
= h / F'(z+the;)dt.
0
En passant & la limite (ce qui est légal car F' est continu) on trouve

tiny [L 2D L) i [ ot theg it = £ o).
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On a donc '
fui () = F* (2)

et comme les F'* sont continues, on a que f € C () et

F(x)=grad f (z) = (fz, (), -, fa, (), Vzel.

C’est ce que nous voulions démontrer. B

3.4 Condition suffisante

Théoréme 3.9 Soient Q C R™ un ouvert simplement conneze et F € C* (; R"™)
tel que _ '

Fp (x)—F] ()=0, Vij=1,,n e Vzel. (3.2)
Alors F' dérive d’un potentiel sur €.

Remarque Pour une autre démonstration quand € est étoilé voir Exercice
39. &

Démonstration On va faire la démonstration sous 1’hypothese plus forte
que les fonctions
’7:[0,,b}><[0,1]—>ﬂ, 7:7@78)7
qui apparaissent dans la définition de simplement connexe sont C? (cf. la re-
marque (i) qui suit la Définition 3.7).
En invoquant le Théoréme 3.8, il suffit de montrer que pour tout ~4,v; €
C? ([a, b] ; Q) joignant deux points quelconques p € Q & g € Q alors

/F~dl:/ F-dl.
Yo v

1

On définit, pour le v = (¢, s) qui apparait dans la définition de simplement
connexe,

2= [ (Fetn 2 e )a= [0 6 B )] a

On doit montrer que ® (0) = ® (1) ; et pour ceci nous montrerons que ' (s) = 0.
Calculons donc la dérivée

br_ . 2
v = [ X e g

. opv o,
3 2 s 5 (1,5) 8(;; (t,s)} dt

v,j=1 ij

ou encore

* 0 [n 0,
¥ = [ 5 TP G )@
P OF" 8’}/] 87u 8’}/] 87u
+/ 2 oy (1(8:9) {EW‘EE} dt

@ pj=1
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En réécrivant les choses différemment on s’apercoit que

—~ OF” [0v; 0y, 07,07, 7271: OF”  OFI] 0v, v,
18xj Os Ot ot s | . Oz, Ox, | O0s Ot

v,j=

et comme (3.2) a lieu, on a que

¥'(s) = / b 2 {Z:_l P 0,5) 22 s)} dt

la derniére identité provenant du fait que

(@) = e = (0), Vse0,1] > 5L (,5)=0
v(b,s) = vu(b)=71(b), Vse[0,1] = %(b,s)zo.

Le résultat est donc démontré. m

3.5 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment Exercices
2,5, 6 et 7, se trouvent au Chapitre 3 de [9].
3.5.1 Exercices sur les notions topologiques
Exercice 3.1 Montrer qu’un ensemble convexe est connexe par arcs.
Exercice 3.2 Soient les ensembles
Sz{(m,y)eRQ:yQSxQ, z#0}
T={(z,y) eR*:y® —2® =1} .

Déterminer s’ils sont connexes ou non-connexes

3.5.2 Exercices sur les champs qui dérivent d’un potentiel

Exercice 3.3 Soient n,m € N avecn>m+1 et

(i) Trouver le domaine de définition 2 de F.

(ii) Calculer le rotationnel de F.

(iii) F dérive-t-il d’un potentiel sur Q7 Si oui trouver un potentiel, si non
Justifier votre réponse.
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Exercice 3.4 Soient f :]0,+oo[ — R une fonction C*, Q = R3\ {(0,0,0)} et
F:Q — R3 défini par
F(z)=f(=)

ou |a|* = (1) + (22)” + (w3)” .

(i) Calculer div F' et rot F.

(ii) Pour quel f a-t-on divF =07

(iii) Le champ F dérive-t-il d’un potentiel sur Q7 Si oui trouver ce potentiel,
sinon justifier votre réponse.

2

Exercice 3.5 Soient n > 1 un entier et

ren = (i wir)

(i) Trouver le domaine de définition 2 de F. Dire s’il est connexe et s’il est
simplement connexe.

(ii) Caleuler le rotationnel de F.

(iii) F dérive-t-il d’un potentiel sur Q7 Si oui trouver un potentiel, si non
justifier votre réponse.

Exercice 3.6 Soit

F(x,y,z):( * 2 i 3 22 )
(224 1) (22 +92)" (22+1) (22 +92)° (22+1)" (22 +y?)

(i) Trouver le domaine de définition Q de F. L’ensemble Q) est-il simplement
conneze ¢

(ii) Calculer le rotationnel de F.

(iii) F' dérive-t-il d’un potentiel sur Q7 Si oui trouver un potentiel, si non
justifier votre réponse.

Exercice 3.7 Soit

AR T @
F(@,y,2)= | @ipp © ooy

(z2j22)2 +

(y2+22)*

(1) Trouver le domaine de définition Q2 de F. L’ensemble Q est-il simplement
connexe ?

(ii) Calculer le rotationnel de F.

(i) F dérive-t-il d’un potentiel sur Q7 Si oui trouver un potentiel, si non
justifier votre réponse.
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Exercice 3.8 Soient f € C? (R3) et

—y €T
F(‘r7y7z): <x2+y27$2+y

 Fa).

(i) Trouver le domaine de définition Q de F. L’ensemble Q) est-il simplement
connezxe ?

(ii) Trouver f, le plus général possible, pour que rot F' =0 et div F = 0.

(iii) Le champ F' trouwvé a la question (ii) dérive-t-il d’un potentiel sur Q7
Si oui trouver un potentiel, si non justifier votre réponse.

Exercice 3.9 (voir aussi Ezercice 2 du Chapitre 3 de [9]) Soit @ C R™ un
ouvert étoilé par rapport a xo . Soit F € C* (;R™)

FZF(U)Z <F1<u)7 7Fn<u))
satisfaisant, pour tout x € €2,

OF! (z) = OF7 @)
6’11,]‘ n 8%1 ’

Vi, j=1,-,n.

Soit enfin
1
I (z) :/ (F (zg+t(x—m0)) ;2 —xq) dt.
0
Montrer que F = grad f dans €.

Exercice 3.10 Soient Q C R? un ouvert étoilé par rapport & lorigine et F €
C (;R?) tel que
divEF =0 dans .

On dénote le produit vectoriel par A, ce qui veut dire que si z,y € R3, alors

€1 €2 €3
T2Y3 — T3Y2
TAYy=| T X2 T3 |=| T3Yyr — T1ys3

Y1 Y2 Y3 w1z T L2
Soit Uapplication
1 1 ‘
cp(:@:/ [F(tx)/\x]tdt:(/ [F(tm)/\x]%dt) req.
0 0

i=1,2,3

Montrer que
F=rot® dans Q.

Indication. S’inspirer de I’Exercice 3.9.
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Exercice 3.11 Généraliser I’Exercice 3.10 de la maniére suivante. Soient © =
(1, ,z,) et F € Ct(R";R")

F=F(x)=(F'(x), - ,F"(z))

tel que div F' = 0. On définit, pour tout 1 <i,j <n,
7 () = / (Fi (ta) 2, — F' (ta)a;] " dt.
0

Etablir que

Fl(z)= Y @ (x).
i=1(i#5)

Suggestion. On montrera tout d’abord que
n g L yq )
S @i (z) = / D n 1 pi ()] .
v o dt
i=1(i7#j)
Exercice 3.12 Soient (cf. Exemple 3.3)
Q= {(z,y) eR*:y >0}
Q= {(z,y) eR*:y <0}
Q3 =R*\ {(z,y) eR*: 2 <0 ety =0}

et
farctg£+7r siy>0etxeR
Y

flz,y) = % siy=0etxz>0

—arctgE sty<0etxelR.
Y

Montrer que f € C* (Q3).

3.6 Corrigés

Exercice 3.1 Soient 2 C R™ convexe et z,y € Q et définissons « : [0,1] — R"
alt)=>1-t)z+ty.

Comme {2 est convexe, alors
a([0,1]) = [z,y] C Q

et donc Q est connexe par arc. @
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Exercice 3.2 (i) Les ensembles
Sy ={(z,y) eR*: |y| <z, >0} et So={(z,9) eR?:|y| < —=x, <0}
sont ouverts dans S; en effet

S1=5SN{x>0} et Sy=S5N{x<0}.

De plus, S1()S2 =0 et S =51 JSs. Par conséquent S n’est pas connexe.

(#i) Les ensembles
Ty ={(z,y) eR?:y? —2” =1, y > 0}

et
ng{(x,y)eRQ:yQ—xQZI, y <0}

sont ouverts dans T'; en effet
T,=TN{y>0} et Th=T{y<0}.
De plus, T1 (T2 =0 et T =T, | Tz . Par conséquent T n’est pas connexe. @
Exercice 3.3 (i) Le domaine de définition © de F' est
Q=R*\{(0,0)}
qui n’est pas simplement connexe.

(it) Un calcul direct donne que si F(z,y) = (F'(z,y), F*(z,y)) , alors

F? = Fy1 = g2myn—2m ($2 + y2)_n_2 [(Qn —2m+1)z? - (2m+1) yﬂ

x

et donc rot F' = 0.

111) Soit v le cercle unité. On trouve tout de suite que
(iii) Soit ~
2m
/F -dl = / F (cosf,sinf) - (—sin 6, cos 0) df
vy 0
2m
= —/ (cos 6)*™ (sin0)*">™ df < 0
0

et donc F ne dérive pas d’un potentiel sur Q. &

Exercice 3.4 (i) On a

BFl . / TiTyj
5y =1 (D3 + 5" (o) 51

et donc
divF =3 f(|z]) + f (|z]) |x] et rotF =0.
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(i1) Ainsi div F' = 0 est équivalent & 3f (¢t) + f/ (¢)¢ = 0 et donc a
A

f(t) = 3

= F(z) =\

]
(ii1) Si on appelle ¢’ (t) =t f (t) et @ (z) = ¢ (|z]), on a bien

F(z) = grad @ (z) = f (|z[)=. &
Exercice 3.5 (i) Le domaine de définition est

Q:{(w,y)ERQ:xQ—I—yQ#O}

qui est connexe mais pas simplement connexe.

(i) On a

rot I = 5% [33 (z? + yQ)W} - % [y (z* +y2)7n]

=z {—Qny (z® + %) 77%1} —y [—2713: (2® + y2)7n71] = 0.

(i4i) On cherche f tel que

é)f —-n 8f -n
%:x($2+y2) et 8—y:y(:r2+y2) .
On a donc
%log(x2—|—y2) sin=1
flay) =

ﬁ (1'2 + y2)17n sin Z 2.
Exercice 3.6 (i) Le domaine de définition est
Q=R*\ {(z,y,2) eR* 1z =y =0}

qui n’est pas simplement connexe.
(ii) On trouve

€1 €2 €3
) ) )
rot ' = b oy 32 =
T Yy z
2+ (22 4y%)?  (Z2HD)(22+y?)?  (22+1)7 (22 +y?)

(iti) F dérive bien d’un potentiel sur Q, car

-1

ou C € R, est bien tel que

F=gradf dansQ. &

61
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Exercice 3.7 (i) Le domaine de définition est
Q=R*\[{z=y=0}U{z=2=0}U{y=2=0}

qui n’est pas simplement connexe.

(#) On trouve

e1 () €3
1o} 1o} el
rot F = G oy 32
T T Yy Yy z z
N s L e L e L ) L (LR

et donc rot F' = 0.

(#ii) F dérive bien d’un potentiel sur €2, car

-1 1 1 1

- - C
ou C € R, est bien tel que
F=gradf dansQ. &
Exercice 3.8 (i) Le domaine de définition est
Q=R*\{(z,y,2) eR* 1z =y =0}
qui n’est pas simplement connexe; par contre il est connexe.
(i) On trouve div F = f, et
e () €3 fy
b b )
rot F' = 92 Jy 9 = —f
1;27—4}22 %erz f (ZL’, Y, Z) 0

Par conséquent si ’'on souhaite que rot F' = 0 et div F = 0, il faut que f = ¢
une constante.

(iti) F' ne dérive pas d’un potentiel sur €2, car si on considére, par exemple,
la courbe

I'={v(0) = (cosh,sinh,0) : 0 € [0,27]}

on trouve que
2
/ F-dl = / ((—sind,cosb,c); (—sind, cosh,0)) dd = 27 # 0.
r 0

Noter que le calcul précédent montre que le champ F' ne dérive pas d’un potentiel
indépendamment de f. &
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Exercice 3.9 Notons par la suite

Y =, (ta) = @ —

[
5]

9v* ; i
T =i, (tw) = 0]

fy(t,x):(fy%,---,fy?):xo—l—t(x—xo) = {

On observe que, pour tout j =1,--- ,n,
0 ; -
5 L (v (b)) = Z )i () .
De plus
ZF’ 2 (ta)| = ) Zn:i 7+ZFW
axj t 8 t tx;
i=1 i=1 k=1
- aFi
= P o) 41 S (3 (6a) (1)
i=1 Uj
Comme OF*/du; = OF7 /Ou; on trouve que
% J - 8F] i
3:1: ZF NYeta)| = F(y(ta)+t ) o= ()7 (t:2)
J =1 i=1 "

De la définition on obtient que

1
fw:/<ﬂwmwnww»ﬁ:/§}” 2)) 7 (t,2) di
0
on déduit alors, en utilisant les identités précédentes, que
of [ ; o
8—%_/0 o ;F (t,x)} dt—/o a[tF (v (t,x))] dt
=mwwmmzﬂm.o

Exercice 3.10 On note y = (y1, Y2, y3) ,
O =®(z) = (®,02,0%) ot F=F(y)=(F,F,F?.
On rappelle que

/1 [F? (tz)as — F3 (to) xo tdt
o
O(x)=| @ | = /O [F? (tz)ay — F' (tx) xs] tdt

/0 [F'(tz)ao — F? (tz) @y tdt
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et
€1 €2 €3 .
P P 9 (I)iz - (I)92c3
tp=| — — — [=]| & —@3
ro 6:1,‘1 8952 8x3 3 o1
2 1
ol 92 PP Pz~ P,
On calcule la troisiéme composante de rot
(tot ®)> = @2 — DL
‘o 3 1
= — |F° (tx)xy — F* (tx) x:
| |5 172 o) = P )
9 (2 3
5 [F? (ta)azs — F° (tx) xo] | tdt

et on trouve

(rot <I>)3

1
/O[tF;’l(tx)x1+F3(tx)—tF;1(tx)x3

—tF, (tx)mg+tF) (ta)zy+ F° (tx)] tdt

et ainsi

(rot ®)*

/1 2t F? (ta) —* (F,, (tz)+ F, (tz)) xs
0

4t (in (tz)z + Fi (tz)xs)] dt.

L’hypothése div F' = 0 implique que

3
Fp (tr) = —

et par conséquent

1
(rot ®)° = /o (2t F? (tz) + t2F§3 (tz)ws +1° (F;1 (tx)z + ng (tz)as)] dt

Ceci nous conduit finalement &

(rot ®)° ()

d

dt

i

On montre de maniére similaire que (rot ®)' = F! et (rot ®)* = F2.

(Fy, (ta) + Fy, (tx))

/1 [2tF3 (ta) + > <VF3 (tz);z)] d
0

[F3 (tz)] dt = F? (z).

[ )

Exercice 3.11 On a immédiatement que

1
P (x):/ [F7 (tz) +tFl (tz)m; — tF) (tz)x;] " 2dt.
0
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On infére de ceci que

n

S 0l (2) = /O[(n—l)Fj(tx)

i=1(i#j)
+t Z F! (tz)z; — Z Fl (tz) || " 2dt.
i=1(i7) i=1(i7)

Comme div F' = 0 on obtient que

n

S EL(tr) = —F, (ta)

i=1(i4)
et donc
Z Fl (tz)z; — x; Z Fl (tz) = ZF; (tz)x;.
i=1(i#5) i=1(i#5) i=1

On a ainsi trouvé que

n

Y. )= /1 [(n 1) F7 (tx) +t (iFsﬁ (t ) x)] " 2dt
i=1(i%) 0 =1
d

:/0 E[t"—lFi(m)} dt=F (z). &

Exercice 3.12 On a clairement que f € C* (2;)NC* (Qy), il suffit donc d’étu-
dier ce qui se passe sur la demi droite

D={(z,y) eR*:z>0ety=0}.
On voit immédiatement que, pour T > 0 et y # 0,

lim |/ (7.) — f (7,0)] =0.
Jin

(i) Etudions maintenant la continuité dans toutes les directions. Soit (Z,0) €
D. Soit > 0 tel que

|z — 7| < = <z<

ol &
| g

x
2
et soit 0 < |y| < Z. Comme alors (x,y) € 3 U Q3 on a que

faw)=F @) = [ =07+t



66 Champs qui dérivent d’un potentiel

Par ailleurs on a immédiatement que

(1-t)T+tx>

| 8l

et donc, pour ¢ € [0,1],

lyl
~ (@/2)?

On a, par conséquent, estimation suivante, pour x et y comme ci-dessus,

—y
(1-0)T +tx) +y?

fw((l—t)fﬂw,y):’ g%.

1
— - - 4 -
Fen) - 1@< le-3] [ 1f(1- 0T +topldt <2 o3,
0
On déduit donc que si y # 0, alors

|f(ac,y) _f(§70)| < |f($7y) _f(jvy)‘ + |f(fay)_f(f’0)|
= |z -7 +1f @v) ~ £ 0.

IN

Noter que si y = 0, on a que f (z,0) — f(Z,0) = 0 et donc l'inégalité a aussi
trivialement lieu dans ce cas. On infére finalement que

tim_ 17 (o,) =/ (@,0)] < = lim o 7]+ lim | (@, 5) — / (7,0)] = 0.

=1
(z,y)—(%,0) X x—x

On a donc bien montré la continuité sur la demi droite D.

(i1) Pour la continuité des dérivées f, et f, c’est automatique car dans

Q1 UQ on a
_(__Y z
(fxafy)—( x2+y27$2+y2>

qui sont clairement continues sur la demi droite D. &




Chapitre 4

Théoréme de Green

4.1 Le théoréme et ses corollaires

Notation (Théoréme de Jordan) Si I' C R? est une courbe simple fermée
on notera par intI' = Q I’ensemble ouvert et borné Q C R? tel que 02 =T. &

Définition 4.1 On dit qu’une courbe simple fermée réguliére par morceaux I’ C
R?, de paramétrisation v : [a,b] — T, est orientée positivement, (cf. Figure 4.1)
si en tout point x € T, x = y(t) = (v1(t),v5(t)), ot v est Ct, le vecteur normal
a la courbe en x,

v(z) = (75(t), =7 (1),

est une normale extérieure @ Q = intT (o0 Q C R? est tel que I = T);
c’est-a-dire que Ve > 0 suffisamment petit

r4ev(z)eQ’, z—ev(z)e

T2,

Fic. 4.1 -

Remarque Une fagon plus simple, mais moins précise, de dire qu’une courbe
I" est orientée positivement c’est de dire qu’en se déplacant sur I' on doit avoir
le domaine 2 = intI" & gauche. &
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68 Théoréme de Green

Définition 4.2 (i) On dit que Q C R? est un domaine régulier (cf. Figure 4.2)
s’il existe Qo, Qq, -+, U C R? des ouverts bornés tels que

Q=\ U9
=1

Q;CQ, Vi=12-,m
ﬁzmﬁjzw SZZ#],Z,]:L,’I’R
GQJ‘ZFJ‘7 j:0,1,27---,m

ot les I'j sont des courbes simples fermées réguliéres par morceaux.

(ii) On dit que Q2 =ToUT1 U - U est orienté positivement si le sens
de parcours sur chacun des 'y, 7 =0,1,--- ,m, laisse le domaine Q & gauche.

Fi1G. 4.2 -

Remarque La définition de I'orientation de 92 est intuitive, une définition
précise se trouve ci-dessus. En particulier le sens de parcours de I'y doit étre le
sens positif mais le sens de parcours sur I'y,--- , [, est le sens négatif. &

Théoréme 4.3 (Théoréme de Green) Soit Q@ C R? un domaine régulier
dont le bord OS2 est orienté positivement. Soit

F =F (x1,22) = (F' (21,22) , F? (1,12))

avec F € C* (ﬁ; R2) alors

// rot F' (x1, 22) dzy dog = // (Ff1 — sz) dz1 dxo :/ F-dl.
Q Q 90
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En particulier si F' = 0, respectivement F? = 0, alors

// F} da du:/ (0, F?) - di

Q o0

// F;, dmldxzz—/ (F*,0) - dl.
Q o

Exemple Soient F (x1,2z5) = (($2)2 ;xl)

0= {(ml,mg) ER?: (21)% + (22)° < 1}.

Vérifier le Théoréme de Green.
Discussion (i) Calcul de // rot F'dzy dxo . On vérifie facilement que rot F' =
Q

1—2x5. En posant 1 = rcosf, x5 = rsinf, on obtient

1 21
// roth:nldxzz/ / (1 —2rsin®)rdrdf = .
Q o Jo

(i) Calcul de / F - dl. On pose v (0) = (cosd,sinf) et on a alors
o0

27 27
/ F.dl= ((sin® 0, cos 0) ; (—sin b, cos0)) df = / cos?0df =m. &
a0 0 0
Exemple Soient F (x1,2z3) = ((x1)2 x272$1x2) et

0= {(:171,:E2) ER?: 1< (21)° + (22)° < 4}.

Vérifier le Théoréme de Green.

Discussion (i) Calcul de // rot F' dxy dzo . On trouve que
Q

rot F = F2 — F) =2z — (z1)°

et donc, en passant aux coordonnées polaires,

2 27
// rot F'dzidxy = / / (2 rsinf — 72 cos? 9) rdrdo
Q 1 Jo

2 2 i 2 ) 15
= / / —r3cos? O drdf = —71'/ rdr = — == 1.
1 0 1 4

(ii) Calcul de / F - dl. On pose
o0

'y = {7, (0) = (cosb,sinb) : 6 € [0, 27]}
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Ty = {v,(0) = (2co0s6,2sinb) : 6 € [0, 27|}

/F-dlZ/F~dl—/ F-dl.
o0 Iz '

2m
/ F-dl = / <(8c082951n9,8003931n9) ; (—2sin6,2cos0)) db
Iy 0

et on obtient

On a

27
= —16/ (0032 fsin? 6 — cos? 0 sin 9) df
0
27
= —16/ cos? fsin? 0df = —4r
0
27 T
/ F.dl = / <(cos2 0 sin 0, cos 0 sin 0) ; (—sin 6, cos9)> do = ~1
I, 0

et donc finalement

/ F'dl=—1—5ﬂ'. 'Y
o0 4

Corollaire 4.4 (Théoréme de la divergence dans le plan) Soient Q, 00
comme dans le théoréeme et ® € C! (Q;R2). Soit v un champ de normales
extérieures unité a 0X), alors

// div ® (21, x2) dzq do :// (®L, + @2)) day dxo :/ (P;v)dl
Q Q re)

ou plus précisément

// @;ldmdwg:/ vy dl et // @izdxldm:/ % vy dl.
Q o Q o0

Démonstration On va faire la démonstration seulement dans le cas ou 2
n’a pas de trous et 02 est une courbe simple fermée réguliére de paramétrisation

v la, 0] = 09, (1) = (71 (t),72 (1))
On a vu que le vecteur normal extérieur unité est donné par

(12(t), =1 (1))
[y (®)]

v(z)=
Par ailleurs on pose
F'=-0% et F?=0o!

et on observe que
div ® = rot F.
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On applique le Théoréme de Green & F' et on a donc

//Qdivd)dand:cg = //QrOth‘rlde:/69F'dl:/ab<F(’Y(t));’)//(t)>dt

b
= / [Fl (v1,72) V) + F2 ('71772)7/2] dt
a

(¢t v @)

b
/ [@'v1 + @%vs] |y (t)| dt = / (®;v) dl.
a o

b / /
= /[Fl(’Yh’Yz)ﬁ‘*‘FQ(’Ylv’Yz) e }’V(ﬂdt

Ceci termine la démonstration. m

Remarque Le théoréme de Green et le théoréme de la divergence nous
permettent d’expliquer la terminologie : rotationnel et divergence. En effet soit
Q = B, (T) le disque centré en T et de rayon r.

(i) Interprétation du terme "rotationnel" :

IS 1 . 1 .
ot F/(7) = Aireliﬂm)—w {Aire Q) //Q ot F} N Air(}%g;—m [Aire Q) /39 F dl} '

(#) Interprétation du terme "divergence" :

1 1
ivF(z)= [l —_ ivF| =l —_— F .
div F'(z) Airc%g%%() [Aire Q) //Q div ] Aircégﬁﬂo {Aire Q) /39 (F5v) dl}

Corollaire 4.5 Soient Q et 9Q comme dans le théoréme. Soient F (x1,z2) =
(—x9,21), G1 (z1,22) = (0,21) et G (x1,22) = (—22,0), alors

1
Aire(Q):—/ Fdi=[ G-di=] Gs-d.
2 Jaq a0 o0

Démonstration Evident, une fois qu’on se rappelle que

Aire () = // dzq dzs .
Q

Ceci termine la démonstrtation. m

4.2 Démonstration du théoréme

On conclut maintenant avec la démonstration du Théoréme de Green. On
ne fera la démonstration compléte que dans un cas simple; puis on indiquera
succinctement comment traiter des cas plus généraux. Pour une démonstration
plus compléte on peut se référer a [4] 363-364, [13] 360 ou [21] 436-445.
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Définition 4.6 (i) On dit qu’un ouvert Q C R? est zo—simple si il existe a < b
et
a,B € C*([a,b])

tels que
Q= {(xl,xg) cER?*:a<m <b, a(z)) < 2o <B(w1)}.

De méme en intervertissant le role de x1 et de xo on aura la notion d’ouvert )
qui est x1—simple.

(i) Si les fonctions sont seulement C ([a,b]) (C},ore (Ja,b]), on dit alors que
Q est xo—simple (respectivement x1—simple) au sens généralisé.

Remarque (i) Le carré

2
Q=(]-11])
est a la fois x1—simple et xo—simple ; car on peut choisir « = —1 et 8 =1, c’est
a dire
Q = {(z1,22) €eR*:zy €]-1,1[, ~1 <2y <1}

= {(z1,22) ER* 12 €]-1,1], —1 <zy < 1}.

(#i) Le disque est a la fois 21 —simple et xo—simple, mais au sens généralisé ;
car

Q = {(wl,xz) eR?: —1<a <1, a(zy) <xo < ﬁ(acl)}
= {(wl,xz) ER?: —1<ay <1, a(xe) <x1 < 6(3@2)}

ot a, 3 € C([-1,1])NC* (]-1,1]) sont données par

at)y=—v1—-t> e [(t)=vV1-1t2

(iii) On rappelle (cf. Définition 2.2) que f € C ([a,b]) N CL,,e (Ja,b]) si f €
C ([a,b]) et §'il existe

a=ay<a <---<any1 =50
tels que, Vi =0,--- , N, f'lja; a,,,[ €St continue et, Vi =1,--- | N — 1,

Jlim f (@) = f'(a; +0) et lim f(2) = f(ais1 —0)
r>a; r<ait1

existent et sont finies; par contre en ag = a et ayy1 = b la limite de la dérivée
existe mais peut étre infinie (comme c’est le cas quand on parameétrise le cercle
en coordonnées Cartésiennes). '

Démonstration (Théoréme 4.3). La démonstration du théoréme se fera en
quatre étapes dont seules les deux premiéres seront détaillées; pour les autres
nous indiquerons uniquement les idées principales. Les trois premiéres étapes
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discutent le cas ou il n’y a pas de trous, i.e. Q1 = --- = Q,, = (. La derniére
traitant le cas général. De plus la démonstration, quand le domaine n’a pas de
trous, se fera sous les conditions plus restrictives suivantes. Le domaine {2 est
régulier et s’écrit comme

— N —
Q= U;
i=1
oulU,;,i=1,---, N, sont des ouverts x1—simple et xo—simple au sens généralisé

etUiﬁUj:Q)SiZ'#j.

Etape 1. On va tout d’abord démontrer le théoréme dans le cas ou 2 est
un domaine régulier qui est aussi simultanément x;—simple et xo—simple. Plus
précisément on va montrer que si ) est zo—simple alors

// F}, dwldxgz—/ (F',0) - dl.
Q o0

De méme en supposant que (2 est x1—simple on aura alors

// F31 d$1d$2 :/ (07F2) -dl.
Q o0

La combinaison de ces deux résultats, donne le théoréme. Comme les deux cas
sont traités de la méme fagon, on ne montrera que le premier cas.

Etape 1.1. Calcul de // E! . On a donc
Q

b rB(z1)
/ / F} dxidxs = / / F} dxodx
Q a Ja(zy)

//QF;? dxlde_/ab [FY (21, 8 (21)) — F* (1,0 (22))] ey (4.1)

et par conséquent

Noter que le résultat précédent est vrai méme si a, 3 € C° ([a, b]).

Etape 1.2. Calcul de / (Fl,O) -dl. On a que si (cf. Figure 4.3)
a9

r, = {(xl,xg) €R?: 29 = a(x;) avec z1 : a — b}
I'sg = {(xl,mg) ER?: 25 = fB(x;) avec 2 : b — a}
et

I, = {(ba2)€R*aveczs:a(b) — B(b)}
= {(b,t) avect € [a(b),B (D)}

Ly = {(a,22) € R? avec x5 : ( (a) — a(a)}
= {(a,a(a)+ B (a) —t) avect € [a(a), S (a)]}
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T

rb

Fi1G. 4.3 -

alors 02 et son sens de parcours sont donnés par
N=Tr,ulhbul'guly,.

Par conséquent, on trouve

b
7/ (F1,0)-dl = f/ ((F" (z1,(21)),0); (1, ¢/ (21))) day
'y a

‘[Fw%am»ml

b
—/(ﬂnyw::/<&%mﬁ@Mﬂy@Humwm
l—‘g a

b
= / F (21,8 (1)) dzy -

De méme on obtient

B(b)
f/(wmym:f/ ((F" (bt),0);(0,1))dt =0
Fb Oé(b)

B(a)
—A(prmz—/ ((F* (a,a0(a) + B (a) — £),0) ; (0, —1)) dt = 0.

a(a)

En combinant ces résultats, on a bien obtenu que

[P0 di= [ [P @8 ) - P (o) da
o a
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ce qui établit le théoréme dans le cas particulier.

Etape 2. On se place toujours dans le cas ou le domaine €2 est régulier, n’a
pas de trous et est simultanément x1 et zo—simple, mais cette fois-ci au sens
généralisé. Comme dans ’Etape 1 nous allons uniquement montrer que si ) est
xo—simple, mais cette fois- ci

a,B € C([a,b]) N Crore (Ja, b)) -
(au lieu de a, 3 € C* ([a,b])), alors

//Eé@ﬁm:—/ (F*,0) - dL.
Q N

L’autre cas étant montré de maniére analogue.

Etape 2.1. Commengons par établir le résultat quand

a,feCt

morc ( [

a,b)).

Comme déja observé on a toujours (4.1) & savoir

J([;PQdelde::ij{Fl(xl,ﬁ(ml))__Pd(qh,a(ml)ﬂ ds

De plus, comme dans ’Etape 1.2, on a que

aQ:FaUFbUF,@UFa

/(ﬁﬁ)ﬂ:/(ﬂﬂyﬂzo
Iy Ta
Par conséquent

_Ameyﬂ:_A(ﬂmym—A(ﬂﬁyﬂ

Soient donc

et

a=ayp<a; <---<any1=5b
tels que o, 8 € C'([a, b)) et

a,BECI([ai,aZ—H]), ZZO,,N

On trouve donc que

A(ﬂﬂyﬂ

/ﬂﬁl (F" (1, (21)),0); (1, (21))) dos

N

= /a1+1 (1,0 (x1))dzy = /ab F(x1,a(x1)) dxy
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N i1
[Ea = =3 [ w5 00),0)5 (1,8 @) don
LG i=0 7 %i

N ait1 b
;/ai 1 1 1 /a 1 1 1

En résumant on a obtenu le résultat souhaité, a savoir
b
// Pl - _/ (F',0) - di = / [F! (21,8 (1)) — F* (21, 0 (1))] das
Q o0

a

Etape 2.2. Montrons maintenant le théoréme dans le cas ou

a, 8 € C([a,b]) N Cruore (Ja, b) -

Ici aussi on a que

b
// F, duydes = / [FY (21,8 (01) - F* (zn,00(@))] doy . (4.2)
Q a
On défnit, pour € > 0 suffisamment petit,
Q. = {(wl,xz) eER?’:a+e<xi <b—g, a(zy) < x2 <B(m1)}

et on observe que a, 3 € C}, .. ([a + €,b— €]) et ainsi Q. (voir Figure 4.4) satis-
fait aux hypotheses de 'Etape 2.1 et on déduit que

b—e

—/ (Fl,o)-dzz/ [FY (21,8 (1)) — F* (21, 0 (1))] das
0

a+te

Comme F! € C° (ﬁ) on infére que

e—0

lim {— /aQ (F',0) -dl] :/: [F! (21,8 (1)) — F* (21,00 (@1))] dy . (4.3)

Finalement, comme 02 et 9€) sont des courbes simples fermées réguliéres par
morceaux et que F' € C° (Q) , on peut montrer facilement (cf. Etape 2.3) que

lim {— /89 (F*,0) -dl} = —/m (F*,0) - dl. (4.4)

En combinant (4.2), (4.3) et (4.4) on a montré le théoréme (sous les hypothéses
de I'Etape 2), a savoir

//Q Fo, = _/39 (F',0)-dl = /b [F! (21,8 (1)) = F' (21, (21))] day -

a

FEtape 2.3. 1l reste donc & montrer (4.4). On commence par observer (voir
Figure 4.4) que
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o A)

. _

- ”
A, < /
a
- / /
ate
N /

/

/

Fic. 4.4 -

090 = (02N 02) U (Tp—e) U (Tase)
09 = (02N 02) U (Ap.e) U (Ag.e)

o Tye={(b—ct)eR*avect:a(b—€) — B(b—€)}
Doye={(a+et)ER? avect: B(a+e) = alate)}
et
Ape=Tqp ULz ULy
ANge=T44Ulg,UT,
avec

Tape={(t,a(t)) eR*>avect:b—e— b}
Tgpe={(tB(t) R avect:b—b—c}
Iy = {(b,t) e R* avec t : a (b) — B (b)}
Laae={(tpB(1) e R% avect:a+e— a}
Lgae={(ta)e R? avec t:a — a+e}
I, ={(a,t) eR* avec t: B(a) > a(a)}.

On a par conséquent

T P N N S
o Joq. Ap.c Aq.c Ty |
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On note que, comme précédemment,
/ (F1,0)~dl:/ (F*,0)-dl=0.
Fa+5 bee

Il reste donc & montrer que

lim VA (F,O)~dl]:li_r% VA (F,O)~dl]:0. (4.5)

Les deux limites se calculant de la méme fagon nous allons montrer seulement la
seconde. La paramétrisation de A  ci-dessus ne convient pas car « et 5 ne sont,
a priori, pas dérivables en b. Il nous faut donc choisir une autre paramétrisa-
tion. Comme 0f2 est une courbe simple fermée réguliére par morceaux, on peut
trouver v € C},,.. ([0,1];R?) , v =~ (t) = (71 (t), 72 (£)) , une paramétrisation
simple et réguliére par morceaux de A .. On a donc (voir Figure 4.5) que

7110)=7(1)=b-€ 70)=alb—¢) et 7,(1)=F(0b-¢).
On observe ensuite qu'il existe 0 < § <1 —§ < 1 tels que

3(b— )
(5/
alb—ce)
Fia. 4.5 -
<b sur [0,0]
() =4 =b sur [§,1—¢]

<b sur }1—6/,1].

Supposons pour simplifier que v; € C* ([0,1]) (mais la démonstration est iden-
tique dans le cas v; € CL,,.([0,1])). Comme sur [0,d] la paramétrisation
n’est qu’une reparamétrisation de la courbe

{(ta()teb—eb[}
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on infére que 74} () > 0 sur [0,0] . Le méme raisonnement étant vrai sur
]1 -4, 1] , on déduit que

>0 sur [0,d]
Yi@t)=¢ =0 sur [§,1 -]
<0 sur]l—d’,l}.

Comme F' € C° (ﬁ) on peut trouver une constante M > 0 telle que ’Fl’ <M
dans Q et par conséquent

/ (F*,0)-dl
Ape

1
IR CAURAOEAT dt\

1 6 1
M [ @lde =1 V O <t>dt]

IN

et on obtient finalement

/ (F',0) -di
Ab,e

On a donc bien montré (4.5) et par conséquent (4.4).

<My () =7 (0) =7 () 47 (1-8)] =2Me.

Etape 3. Finalement considérons un domaine régulier 2 (mais sans trous)
qui s’écrit comme (voir Figure 4.6)

_ N __
0= U;
i=1
ouU;,i=1,---,N, sont des ouverts vérifiant les hypothéses de 'Etape 2 et

U;NU; =0 sii# j. De 'Etape 2 on déduit que

/ / rot F' = / F-dl
Ui an
et par conséquent

N N
rot F' = // rot F' = / F-dl.
//Q ; Ui ; oU;

On observe ensuite que

N
F.dl = / F-d
/69 ; oU;

Ty = oU; N U,

car si
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N

U,

Fi1G. 4.6 —

alors cette courbe a une contribution nulle & I'intégrale, car elle est parcourue
une fois dans un sens, suivant qu’on regarde le domaine U, et une fois dans
l'autre sens, si on se place dans U; . La combinaison des deux équations et de
I’observation que nous venons de faire implique le théoréme dans le cas ou €2
n’a pas de trous.

Etape 4. Le cas général ou Qq,- -+ ,Q,, # 0, se déduit par induction du cas
sans trous. En effet quand m =0 (i.e. Q; = --- = Q,, = 0) le résultat a déja été

démontré ; supposons le vrai jusqu’a l'ordre (m — 1) et montrons le pour m.

(i) Fixons les notations (cf. Figure 4.7). L’idée est de faire une petite incision
dans Q pour le partager en deux ensembles un sans trous et 'autre avec (m — 1)
trous. La construction est alors la suivante.

(o2

- Soient p1,q1 € 08 et I'y, 4, la courbe contenue dans 0§21 et joignant p;
q -

- Soient pg, qo € 08 et I'pq, la courbe contenue dans 9§ et joignant po
qo -

- Soient I'p,p, €t I'y,q, deux courbes simples et régulicres par morceaux (sans
intersection) joignant respectivement py & p1 et qo & ¢y .

- Soit A I'ouvert dont le bord est 0A =T’ 40 U g0 UL p q0 Ul pop, -

Qo

- Soit B =Q\ A.
On chois_it Po,qo et p1,q1 suffisamment proches pour que A ne rencontre
aucun des g, -+, €, . La construction est donc telle que A et B sont des

domaines réguliers au sens du théoréme, avec A sans trous et B avec (m — 1)
trous a savoir Qg, -+, Q.
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T

Po:do

Po-P1

Fic. 4.7 -

(#) On applique alors ’hypotheése d’induction et on trouve

//rotF:/ F-dl et //rotF:/ F-dl.
A A B B

Comme les courbes I'y,p,, et Ty q, sont parcourues une fois dans un sens (pour
c e BT : N . 24 3+ Aa 1 Q11Q
J5.4) une fois dans 'autre (pour [, ), on infére des deux égalités ci-dessus le

résultat souhaité
//rotF:/ F-dl.
Q o0

Ceci termine l'idée de la démonstration. m

4.3 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment Exercices
3 et 9, se trouvent au Chapitre 4 de [9].
On adopte ici et dans les chapitres suivants la notation suivante.

Notation 4.7 Soient Q C R™ un domaine régulier et u € C*(Q). Soit v =
v (z) le vecteur normal unité extérieur en x € Q. On définit la dérivée normale
de u au point x € I par

ou  Ou

5 = 3y (@) = (Vu(@)iv(2)).
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4.3.1 Un exercice calculatoire
Exercice 4.1 Soient Q = {(z,y) e R? : 2? +y> <1} et

F(z,y) = (ﬂiyz%wz) si (x,y) € 2\ {(0,0)}

(0,0) si (z,y) = (0,0).
(i) Calculer rot F' (z,y) quand (z,y) # (0,0).
(ii) Calculer // rot F' (z,y)dx dy et / F - dl. Le résultat contredit-il le
Q a0

Théoreme de Green ?

4.3.2 Identités de Green et applications

Exercice 4.2 (Identités de Green dans le plan) Soient Q@ C R? un do-
maine régulier, v = (v1,v2) la normale extérieure unité a 0Q. Pour tout u,v €
C? (Q) , vérifier les trois identités suivantes

// [vAu+<Vu;Vv)]dmdy:/ va—udl,
Q oa OV

ov ou
/A(uAvau)dxdy-/{uavg} dl,

o0

// Audazdy:/ @dl.
Q a0 OV

Exercice 4.3 Soient Q C R? ouvert borné et régqulier, f € C° (ﬁ) et p €
Cc?(Q).
(i) Soit le probléme

(4.6)

Aw(z)=0 sizef
w(z)=0 sixedN

ot w € C? (ﬁ) est l'inconnue. Montrer que w = 0 est [’unique solution de (4.6).
Indication. Utiliser la premiére identité de Green.

(ii) En déduire que le probléme

Au(x)=f(z) sizef
u(x)=¢(x) sizedN

admet au plus une solution u € C? (ﬁ) .
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4.3.3 Autres exercices

Exercice 4.4 Soit
Q= {x = (w1,22) €R?: (z1)* + 22 < 1}.

Pour z € 0Q et u € C! (ﬁ) , on dénote par

ou_ ou o ow ou_ouou
8V_$18331 zang ¢ 87'_$28x1 zlaxg'

(1) Calculer
% {[u (cos B, sin 9)]2} .

ou
u— = 0.
‘/(:)Q 87’

(ii) Soient A € R et u € C* () vérifiant

En déduire que

Au=0 dans Q
% = )‘% sur 0.

Montrer, o l’aide du Théoréme de Green et de la question précédente, que u =
constante.

Exercice 4.5 Montrer le Théoréme de Green pour ) le disque unité centré en
0 et pour F quelconque (écrire tous les détails de la démonstration).

Exercice 4.6 Vérifier le Théoréme de la divergence dans le plan quand

Q= {(acl,mg) cR?: (x1)2 < Tg < 1}.

4.4 Corrigés

Exercice 4.1 (i) On a directement rot F = 0 dans Q \ {(0,0)} .

(#) On trouve immédiatement

// rot F (z,y)dxdy =0
Q

27
/ F-dl:/ ((—sinf,cosf); (—sinb,cosd)) dd = 27 # 0.
19} 0

et

Mais cela ne contredit pas le Théoréme de Green car F' n’est pas continue en
zéro, et donc F ¢ C*! (Q;RQ) R 3
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Exercice 4.2 La premiére identité suit du Théoréme de la divergence appliqué
a vVu. En effet, div (v Vu) = v Au + (Vu; Vo) et donc

// [vAu+ (Vu; Vo) dedy = // div (v Vu) dx dy
Q Q
ou
vVu,v dl:/ v—dl.
/69< > oa Ov

Les deux autres identités se déduisent de la premiére, d’une part en permutant
les roles de u et v et en soustrayant les deux identités obtenues, d’autre part en
choisissant v=1. #

Exercice 4.3 (i) Soit w € C? (©2) une solution de (4.6). Par la premiére identité
de Green avec u = v = w, on a alors

// |Vw|? dz =0
Q

ce qui implique que Vw = 0. Donc, comme w € C? (ﬁ) , w est constante sur
chacune des composantes connexes de Q et puisque w = 0 sur 92, par continuité,
w est nulle sur tout 2. Par conséquent, w = 0 est 'unique solution de (4.6).

(i3) Soient u,v € C?(Q) deux solutions de (4.7) et posons w = u — v. On a
alors

Aw(z) =Au(z) —Av(xz)=f(z)— f(x) =0 sizeN
w(z)=u(x)—v(x)=¢(@) —p(E)=0 si z € 0N.

Par le point précédent, w = 0 est 'unique solution, et donc v = v, d’ou la
conclusion. &

Exercice 4.4 (i) On a si z1 = cosf et x5 = sinf que

ou . Ju ou 1d;, .
ugs = sin 6 (uﬁ_xl) —cosd <u—> =35 [u? (cos6,sind)] .

et par conséquent

ou 1 (d ., .
/BQUE__i/o pr7 [u? (cos6,sin6)] df = 0.

(i) En multipliant I’équation par u et en utilisant le Théoréme de Green et
(i) on obtient

0://uAu:—//|gradu|2+/ u@
Q Q o Ov

:f// |gradu|2+)\/ u%:f// |gradu\2.
Q oo OT Q

Par conséquent gradu = 0 et donc u = constante. @&
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Exercice 4.5 Etape 1. (i) On commence par calculer

361)2
—// Frlz d.’Eld.’Eg / / Frlz d.’l?ld.’Eg
Q V1=(z1)?

= 11 {Fl (xl, 1— (z1)2> —F! <x1, 1— (xl)Qﬂ dz; .

(i) On a de méme

1— (xQ
/ / F? dxydxy = / / F? dxydxs
Vi1—(z2)?

:[1 [F2< (@)2,@) _ P ( 1(@)2,@)] das .

FEtape 2. (i) On écrit 9Q =11 UT3 ou
Flz{’yl(t): (t,f\/l—ﬁ) :t:flﬂl}
Ty = { (t, \/142) ¢ 1ﬂf1}

On obtient alors que

/aQ(Fl,)dl /11(F1( M) ) ( ﬁ)dt

[ TR ) (1

On remarque que 7,7, € C°([=1,1))NC* (—1,1), mais v, ,7, ¢ C* ([-1,1]).
Toutefois on montre facilement que l'intégrale est quand méme bien définie.

(i1) On écrit ensuite 92 =T'3 UT, ou
ng{(\/l—tQ,t) :t:—1—>1} et T'y= {(—\/l—tQ,t> :t:1—>—1}.

On déduit alors que

/aQ (0, F2) - dl = /11 (O,F2 (ﬂt)) : (%1) dt

_/_11 (o,F2 (—m,t)) : (ﬁl) dt.

La méme remarque que précédemment s’applique.

(i4i) Finalement, en regroupant les résultats, on a bien obtenu que

// — F},) dxdxy = /(Fl,FQ)-dl. [
o0
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Exercice 4.6 (i) Calcul de / / div F. On écrit 2 de deux manieres différentes,
Q

a savoir
Q= { Il,SCQ (ZL‘1)2 <xo<letx € [*1,1]}
{ r1,29) €R? 1 —\ /Ty < 1 < /73 et 3726[0,1]}.
On a donc

1 NG 1
// F; :/ dxg/ F;, d:clz/ [F' (22, 22) — F' (=23, 22)] dxa
Q 0 —/Z2 0

1 1 1
// F122 = / dwl/ F9622 d.’EQ = / {FQ (.’El, 1) — F2 (.731, (.731)2)} d.Tl
Q -1 (z1)? -1

et par conséquent
1
// div F’ :/ 2,.732 Fl (_w/$2,$2):| d:I?g
0
1
/ acl, F2 (.’171,(.’171)2):| d.’El.
1

(#i) Calcul de / (F;v)dl. On a que
o9

+

GQ:FPUFd

ot (v dénote la normale extérieure unité)

Lp={y,@)=(tt°) ettc[-1,1]} = ~,(t)=(1,2t) = v=

Ta={v,®) =1 ette[-1,1]} = ~,1t) =10 = v=(01).

Par ailleurs on a

/aQ<F;y>dl:/F

Un calcul direct nous donne

1 1
/ (F1u1+F21/2)dl:/ 20 F' (¢,17) dt—/ F? (t,t%) dt
r, -1 -1

(F1V1 —|—F21/2) dl+/ (F1V1 —|—F21/2) dl.

p Tq

1
/(F11/1+F2y2)dl:/ F?(t,1) dt.
La -1




Corrigés 87

Comme
1 1 0
/ 2tF1(t,t2)dt=/ 20F" (t, %) dt+ [ 2t F' (t,¢%)dt
-1 0 -1
1 0
:/ 2t F* (t,t2)dt+/ 2sF! (—S,SQ)dS
0 1

= [ 117 - P (V)]

on trouve, en combinant ces résultats, que le théoréme est démontré. &
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Chapitre 5

Surfaces et intégrales de
surfaces

5.1 Surfaces

On va ici faire des considérations un peu simplificatrices et si nécessaire il
faut se référer a la bibliographie.

Définition 5.1 Soit ¥ C R3.

(I) On dit que ¥ est une surface réguliere et orientable si (entre autres) il
existe un ouvert borné A C R? tel que DA soit une courbe simple fermée réquliére

par morceauz (et donc A est aussi connexe) et 0 : A — R3 (0 est appelée une
paramétrisation réguliere de X)) tels que

(i) o €C* (4R, 0 =0(u,v) = (0! (u,v),0%(u,v),0° (u,v));

(i) o (A) =3 et o est injective dans le sens suivant

o (u1,v1) = o (ug,v9)
(U1,7}1) S Z, <UQ,’I)2) cA

} = (u,v1) = (u2,v2)

(noter qu’a posteriori, mais seulement a posteriori, (ui,v1) € A);

(iil) le vecteur

€1 €2 €3 2 3 3 2
w0y =040y
_ 1 2 3 | _ 3 1 1.3 .
OuNoy=| 0, 0, 0, |= 0,0y — 0,0y ;
1.2 2 1
1 2 3 OuO0y =040y
O-’U U’U U’U

est tel que
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(iv) soit x € &, . = o (u,v), alors

oy No

v=v(z)=v(o(uv) = ——
low A oyl

est le vecteur normal unité a la surface au point x. Pour que la surface ¥ soit

orientable il faut que Uapplication © — v (x) soit continue sur X.

(II) Le bord (cf. Figure 5.1) d’une telle surface 3, noté 0%, est défini comme
suit. Comme 0A est une courbe simple réguliére par morceaux, on peut l’écrire

m m
0A=Jv et c(@A) =TIy on Ti=o0(y,).
i=1 i=1

Le bord 0% est composé de o (0A) auquel on a enlevé les T'; qui sont réduits a
des points et ceux qui sont des courbes qui sont parcourues deux fois, une fois

dans un sens une fois dans l'autre. Le sens de parcours de 9% induit par la
paramétrisation o est celui obtenu en parcourant positivement la courbe simple

fermée OA C R2.

g

TN o%

0A

Fi1G. 5.1 —

Remarque (i) Le vecteur "normale unité" est indépendant, au signe pres,
du choix de la paramétrisation (cf. Proposition 5.2, ci-dessous). Si toutefois on
prend les paramétres (u,v) dans Pordre (v,u) on obtient une normale changée
de signe (car o, Aoy = —0y A 0y).

(#i) Le bord 9% est aussi indépendant du choix de la paramétrisation.

(i4i) Dans certains exemples ci-dessous on peut se permettre de relaxer 1é-
gérement ’hypothése

low Aoyl #0, ¥ (u,v) € A

par exemple en demandant la non égalité seulement sur A (et pas A).

(iv) La fagon dont on a défini le bord n’est pas la maniére usuelle de le définir.
Le bord 9% est habituellement défini comme le bord au sens topologique, & savoir
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0¥ =¥\ int ¥ (int ¥ étant vu comme ouvert relativement & ¥). Cette définition
coincide avec la notre. L’avantage de la notre est que, non seulement elle est
moins géométrique (et ne nécéssite qu'une repésentation dans R? et pas R3),
mais elle donne aussi un sens de parcours.

(v) Nous n’avons défini ici que des surfaces compactes (car ¥ = o (4), o
étant continue et A compact). On peut évidemment définir de maniére analogue
des surfaces non compactes (non bornées ou non fermées). &

Exemple (Graphe d’une fonction) Soit A C R? un ouvert borné tel que
OA soit une courbe simple fermée réguliére. Soit f € C! (A) , alors la surface
(cf. Figure 5.2)

= {(z,y, f (z,) : (z,y) € A}

est une surface réguliére et orientable. De plus son bord est donné par

% =0 (0A4) ={(z,y, f (x,y)) : (z,y) € DA}.

z= f(z,y)

9% = 0(0A)

yl 0A /\

)

Fi1G. 5.2 -

Discussion On prend comme paramétrisation

o(z,y)=(z,y, f(z,9), (z,y)€A

qui a clairement toutes les propriétés requises pour étre une paramétrisation
réguliére de la surface. De plus

A Oy = <_fz7 _fya 1)
et donc un champ de normale unité a > est donné par

(7.]02?5 *fy’ 1)

NCENTEN
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Le bord de X est par définition
0¥ =0 (0A) = {(z,y, f (z,y)) : (z,y) € DA}

et le sens de parcours de 9% induit par la paramétrisation o est le sens positif
usuel. &

Exemple (Demi-sphére) Soit
= {(z,y,2) eR3 x4+ 22 =1et z>0}.

C’est une surface réguliére et orientable (cf. Figure 5.3). Son bord 9% est donné

par
0% = {(z,y,2) eR®:a? +y? =let 2=0}.

(NE]

Fi1G. 5.3 -

Discussion On prend A =10,27[ x |0, 7/2[ et

o (0,¢) = (cosfsinp,sinfsin p, cos ) .

On trouve
o9 N o, = —sinp (cos 0sin ¢, sin @ sin ¢, cos @)
et
0'(814) = Fl UF2 Urg UF4,
ou

I ={c(6,0):0:0— 27} ={(0,0,1)}
F2:{0(27r,<p):g0:0—>g}= {(singo,O,coscp):cp:OHg}

I's = {O’ (9,%) :9:27r—>0} = {(cos0,sinh,0) : 0 : 2r — 0}
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s

ry= {J(O,w) tprg 0} = {(Singp,O,cosgp) D g — 0} =-Ts.
Grace & nos conventions on trouve que

X =1TI73

et que le sens de parcours de 9% induit par la paramétrisation o est le sens
négatif (car 6 : 2r — 0).

Note. On aurait pu prendre ici comme paramétrisation de X

o (z,y) = (x,y, v 1— 22 —y2) , (z,y)eB= {(:E,y) eR?: 2% +¢% < 1}
et on aurait retrouvé que
0L =6 (0B) = {(z,y,2) eR*:2? +y* =l et 2 =0}.
(Noter toutefois que & € C*! (B;R?) mais & ¢ C' (B;R?).) &
Exemple (Sphére) Soit
S={(z,y,2) eR*: 22 +¢y* +2° =1

C’est une surface réguliére et orientable. Son bord 0% = ).
z

Discussion On paramétre ¥ par 0 : A — ¥ ou A = 0, 27[ x |0, 7 et
o (0,) = (cosfsing,sinfsing,cosp), (0,9) € A.

Noter que cette paramétrisation n’est pas réguliére sur A mais au vu de la
Remarque ci-dessus ceci ne nous causera pas de probléme. Une normale calculée
a l’aide de la paramétrisation est

o9 N o, = —sinp (cos 0sin @, sin f sin ¢, cos )

et donc
o9 NOy
V= ——27
log Aoyl
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est une normale unité (intérieure au volume {(z,y,z) € R?: 2? + y? + 2% < 1}).
Calculons
0'(814) = Fl UF2 Urg UF4,

. I ={0c(0,0):0:0— 27} ={(0,0,1)}

Iy ={c2m,¢):¢p:0—7}={(sinp,0,cos¢):p:0—m7}
I's={c(0,7):0:2r — 0} ={(0,0,—-1)}
Iy ={0(0,¢):p:m—0}={(sinp,0,cos¢): p:m— 0} =—T5.

En conclusion et avec la convention que nous avons faite dans la Remarque, on
trouve 0 = (. &

Exemple (Cylindre) Soit (cf. Figure 5.4)
S={(z,y,2) eR*: 2 +y*=1et 0< 2 < 1}.

C’est une surface réguliére et orientable dont le bord est

Y =T, JTs
ou
ra = {(m,y,z):x2+y2zletz:O}
I3 = {(z,y,2):2°+y*=1let z=1}.
z
I's
g

T

Fi1G. 5.4 —

Discussion On prend A =)0, 2x[ x |0, 1] et

o (0,z) = (cosh,sind, z) .
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Le champ de normale unité induit par la paramétrisation est

v=o0gNo, = (cosf,sind,0).

On a de plus
U(aA):F1UF2UF3UF4,
ou
'y ={0(0,0) = (cosb,sind,0): 0:0— 27}
Iy ={o(2m,2)=(1,0,2): z2:0— 1}
I's ={0(6,1) = (cosb,sinh,1): 0:2r — 0}
I'y=40(0,2)=(1,0,2): z:1 -0} =-T5.
On a donc

0% =T, T3

et le sens de parcours de 0% induit par la paramétristion o est positif sur I'; et
négatif sur I's. &

Pas toutes les surfaces sont orientables.

Exemple (Anneau de M&bius) Soit (cf. Figure 5.5)
Y ={(z,y,2) eR®: (z,y,2) =0 (0,r), (0,r) € A}
o A=10,2r] x ]—1/2,1/2] et

o(0,r)= ((1 —|—rsing> cosf, (1 —&—rsin%) sin@,rcos%) )

C’est une surface réguliére, mais non orientable.

Fi1G. 5.5 —

Discussion Noter que

o(0,7) =(1,0,r) = o (2w, —r).
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Par ailleurs la normale est donnée par

0 0
<1+rsin§> COS§COSH+ gsinﬁ

0 0
og No, = <1+rsin§>cos§sin9—gcost9

— l—l—rsing sing
2 2

2 J—

0\ 2
|O'9/\0'T2:<1+TS111§> +%>0, vV (0,r) € A

et

On a donc que

o9 \Nop

v(0,r)

= est continue, V (6,7) € A.
log Ao

Toutefois on remarque que 'application £ — v (x) n’est pas continue sur 3. En
effet on a
x=(1,0,0) =0 (0,0) = o (27,0)

alors que
v(z)=v(0(0,0)) =(1,0,0) et v(z)=v(o(2m0))=(-1,0,0)

La surface n’est donc pas orientable. &

La notion de normale est indépendante de la paramétrisation.

Proposition 5.2 Soient A, B C R? des ouverts bornés tels que 0 A et OB soient
des courbes simples fermées réguliéres par morceauxr et T € C! (B;R3). S’il
existe une application p : A — B, telle que

peCt (Z; RQ), o teCt (F; RQ) et det Vo (zy,12) >0,V (z1,22) € A
alors o =Top € C! (Z;R?’) et
Oy (T1,22) N Ogy (21, 22) = det Voo (21, 22) [Ty, (@ (21, 22)) ATy, (21, 22)] -

On aura aussi souvent affaire & des surfaces réguliéres par morceaux telles
que : des cubes, des demi sphéres dont on a rajouté le couvercle ou des cylindres
dont on a rajouté les couvercles du dessus et du dessous.... Sans entrer dans les
détails, elles se définissent comme ci-dessus, mais par morceaux et en particulier
la paramétrisation est donnée par une paramétrisation o € C1,,,.. (4;R?) dans
le sens suivant.

Définition 5.3 Soit A C R? un ouvert connexe tel que DA soit une courbe
simple fermée réguliére par morceaus.
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(i) On dit que f € C},,. (A) si f € C (A) et s'il existe Ay, -+, Ap, C A des

ouverts tels que
J— m J—

A= U 4;

j=1

AzﬂAJ:® SZZ#],Z,]:L,’I’R
8Aj:Fj, j:1,2,~~~,m

ot les T'; sont des courbes simples fermées régulieres par morceaur et f €
CL(A),i=1,-- ,m.

(ii) De méme on dira que F € C}

A- ; ] 1
morc <A7 Rn) si F' € C’morc
y ... ’n'

@), Vi =
1

5.2 Intégrales de surface

On peut maintenant définir la notion d’intégrale de surface, on va d’abord
le faire analytiquement, puis géométriquement.

Définition 5.4 Soit A C R? un ouvert borné tel que A soit une courbe simple
fermée réguliére par morceauz (et donc A est aussi connexe).

(i) Soit o € C* (Z; R3) et f:o0 (Z) — R wune fonction continue, alors on
définit lintégrale de f sur o (Z) comme

//afds - //Af(ff (u,0)) o A 0| dudv.

(ii) Si o € CLope (A;R3) alors

//gfds_ij://Aif(U(W)H%AaUI dudv.

(i) Soit o € C* (A;R?) et F : o (A) — R® un champ vectoriel continu. On
appelle intégrale du champ vectoriel F' sur o (Z) dans la direction v = o4 A 0y

la quantité
//F-ds = // (F (0 (u,0)) ;04 A 0y) dudv.
o A

(iV) Sio € Cvlnorc (Z7 Rd) ’ alors

//(,F'ds_i//& (F (0 (u,0)) ;00 Aoy) dudo.
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Tournons nous maintenant vers la version géométrique.

Définition 5.5 Soit ¥ C R3 wune surface réguliére par morceauxr (avec o =
o (u,v) : A — ¥ C R® une paramétrisation réguliére par morceauz de ).

(i) Si f : ¥ — R une fonction continue, alors on définit l'intégrale de f sur

Y comme
ffre- e

(ii) Si de plus ¥ C R? est orientable et si F : ¥ — R3 est un champ vectoriel
continu. On appelle intégrale du champ vectoriel F' sur 3 dans la direction v =

ou N\ 0y la quantité
//F-dSZ//F-dS.
by o

Remarque (i) Si f = 1 alors on définit

Aire (¥) = //st

(#) L'intégrale / / F'-ds est aussi appelée flux a travers X dans la direction
b

V.

(i4i) Les définitions ci-dessus sont indépendantes du choix de la paramétri-
sation (au signe pres pour celle du flux, cf. Exercice 5.2). &

(Pour plus de détails, cf. [4] 376-389, [13] 334 et [21] 452-459).
Exemple Calculer / / f ds, puis étudier le cas particulier ou f = 1 (i.e.
calculer laire de X)) dans 12 cas ol
Y= {(z,y,2) eR®: 2® +y* + 2° = R*}.
Discussion On définit
o (0,¢) = (Rcosfsin p, Rsinfsin ¢, R cos )

et
A=1]0,27] x ]0,7[ .

On a

o9 Ao, = —R?sin ¢ (cosfsin g, sin 0 sin p, cos p)
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et donc
log A oy = R?sinp.

On trouve donc que

™ 27
// fds:RQ/ / f (Rcos@sin g, Rsinfsin ¢, Rcos @) sin ¢ df dp
b o Jo

L’aire de X est alors donnée par

T 27 T
Aire(E):// ds:RQ/ / sin<pd0d<p:27rR2/ sinpdp =41 R>. &
b o Jo 0

Exemple Calculer // fdsou f(x,y,2z) =2 +y> +2z et
by

S={(z,y,2) eR*: 0’ +y*=1et 0< 2 < 1}.
Discussion On définit
o (0,z) = (cos,sinb, z)
et
A =1]0,2n x]0,1] .

On trouve
o9 Ao, = (cosb,sinb,0)

ce qui donne
log Ao,| = 1.

Le résultat souhaité est donc

1 pom 1
//fds:/ / (00820+sin26?+22)d9dz:2ﬂ'/ (1422)dz=4r. &
) 0o Jo 0

Exemple Soient F' (x,y,z) = (y, -, z2) et
S={(z,y,2) eR*: 2 =2+’ et 0< 2 < 1}.

Calculer le flux passant a travers ¥ dans la direction ascendante (c’est-a-dire
dans la direction des z > 0).

Discussion Dans ce cas on pose
o(0,z) = (zcosb, zsinb, z)

avec
A=10,27] x 0, 1[.

On obtient
o9 No, = (zcosb,zsinf, —z).
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Comme —z < 0, on choisit comme normale v = — (o9 A o). On obtient ainsi

//EF-ds

1 2m
—/ / <(z sinf, —z 0089,22) i (zcosf,zsind, —z)>dz do
o Jo

1 27
—/ / (zzcosesinQ—zzcosesin9—z3) dz do
o Jo
1 -
= 27r/ Bdz==. @&
0 2

5.3 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment Exercices
3,4, 5 et 6, se trouvent au Chapitre 5 de [9].

Exercice 5.1 Soit {2 C R? un owvert, I C Q une courbe simple, régquliére et
fect (Q) , [ > 0. Considérons la surface

Y= {(z,y,2) ER*: (z,y) €T, 0< 2 < f(z,y)}.

/Ffdl:Aire(Z)://EldS.

Exercice 5.2 Soient A, B C R? deux ouverts bornés et 7 = 1 (y1,92) € C* (E; R3) .
Soit une application ¢ : A — B, telle que

Montrer que

peC! (Z;RQ) ., o ltect (F;R2) et detVo(z1,20) >0,V (z1,22) € A.

(i) Posons o = o (x1,32) = Top (w1, x2) € C* (A;R?) . Exprimer les dérivées
partielles de o en fonction de celles de T et p, et montrer que

Oy (T1,T2) N Oy, (21, 22) = det Voo (21, 22) [Ty, (0 (21, 22)) A Ty, (0 (21, 22))] -

11) En déduire que pour tout f € et I'e ; ,
(ii) En dédus feq® (]RS) FeC° (R3 R3)

//deSZ//rfds t //UF.dSZ//TF_dS.

5.4 Corrigés

Exercice 5.1 Soit v = (y1,72) : [0,1] — T une paramétrisation simple et
réguliere de la courbe I'. Définissons o : [0, 1] x [0,1] — R? par

ot h)=(v1 (&), 72 @) hf (v ()72 (1))
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Alors, o est une paramétrisation de X, avec

vy () f(y (1))
orNow=| -7 f(y (1)
0

et donc
loe Aon| = f (v (@) 1y ()] > 0.

En utilisant la définition de I'intégrale de surface, on obtient

//1ds—//\at/\ah|dtdh /f NI @) dt = /fdl 'S

Exercice 5.2 (i) Notons ¢ = (¢!, ¢?). Utilisant la formule de dérivation des
fonctions composées, on obtient

Oz, (T1,22) = @3, (%1, 32) Ty, (@ (T1,22)) + 5, (T1,22) Ty, (0 (31, 72))
et
Oy (T1,22) = 909152 (w1, 22) Ty, (@ (71,22)) + 909252 (T1,m2) Ty, (¢ (T1,72)) .

Par les propriétés élémentaires du produit vectoriel, nous obtenons, en omettant
d’écrire les variables des applications,

Ogy NOgy = (90;17';/1 + 903:17?/2) A (3091027-&!1 + 30?627-&!2)
= 0, Py Ty ATy) + 00, 05, (T ATy,)
+90:2c1 @03152 (Ty2 A Tyl) + <P92¢1 (piz (Tyz A Tyz)
et donc
011 A 012 = ((pclrl 90:202 - 90:102(10301) (Tyl A Tyz) = det (VL&D) (Tyl A Tyz) .

(#1) Par définition de l'intégrale de surface, la formule de changement de
variable et le point (i), nous avons directement

//fds = // |Ty1/\Ty2|dy1dy2
T B=

Lp
/ /_ 7 <r 09) [(Tys 09) A (T4 0 9)| [det V| dary deca
A

//des - //zf(") 7 N al dyrdyz = /gfds.

De maniére analogue on prouve que

f[ra ffre o

et ainsi
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Chapitre 6

Le Théoréme de la
divergence

6.1 Théoréme de la divergence et ses corollaires

Définition 6.1 On dit que Q C R? est un domaine régulier (cf. Figure 6.1) s’il
existe

QOaQL o 7Qm - Rg
des ouverts connexes bornés tels que
(l)ﬁjCQ(]v j:1527"‘5m5

(i) Q= 2\ @ 0, (= 90 =092%Uou U UJdm)

(i) Q,NQ; =0 sii,je{l,---,m},i#j,

(iv) 9Q; =%, j=0,1,2,---,m sont des surfaces réguliéres par morceauz,
orientables.

(v) Il existe un champ (continu par morceauxr) de normales extérieures et
unité v a Q.

Fic. 6.1 -

103
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Théoréme 6.2 (Théoréme de la divergence) Soient Q C R? un domaine
régulier et v une normale extérieure unité 4 Q. Soit F : Q — R3, F € C! (Q; R?’) ,

alors
/// divF (21,2, 23) dxy deg dxs = // (F;v)ds
Q a9

Corollaire 6.3 Si ) et v sont comme dans le théoréme et si

F(x1,20,23) = (z1,22,23), G1(x1,22,23) = (21,0,0),
G (z1,22,23) = (0,22,0), Gs(x1,22,23) = (0,0,23)

1

Vol () = —// (Fyv)ds = // (Gi;vyds, 1=1,2,3.
3./ Joa o0

Démonstration La démonstration est immédiate, une fois qu’on se rappelle

que
Vol (Q) = /// dxq dzo dxs .
Q

Ceci termine la démonstration. m

alors

Exemple Vérifier le Théoréme de la divergence pour
Q= {(ZL’1,ZE2,ZE3) € R3 : (Il)z + ($2)2 + (Ig)z < 1}
F(z1,22,23) = (2172, T2, 73) .
Discussion (i) Calcul de /// div F. On trouve que
Q

diVFZZL'Q +2

Donc, en passant en coordonnées sphériques 1 = r cos @ sin, xo = rsinfsin g,

T3 = T COS (p, on obtient
2m
/ / / (2 4 rsin @ sin @) 2 sin @ dr df dyp

/// (xo + 2) dxy dzo dxs
Q
4
= 277/ / 272 81n<pdrd<p—§ﬂ'/ sin @ dp
0
8
divF ==
///Q WF= o

et donc
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(ii) Calcul de / / (F;v)ds. Une paramétrisation de la surface est alors
G19)

donnée par
0N =% ={0(0,p) = (cosOsiny,sinfsinp,cosp), (0,¢) € [0,27] x [0,7]} .
Un calcul immédiat donne
o9 N o, = —sing (cosfsin g, sinfsin ¢, cos ¢)
qui est clairement une normale intérieure. En observant que sur 0f) on a
F-(—0g Noy) = (cos@sin 6 sin® ¢, sin 0 sin ¢, cos ¢)-(cos 0 sin ¢, sin 0 sin ¢, cos ¢) sin ¢

on obtient
2m ™
// (Fivyds = / / (cos® Osin 0 sin ¢ + sin? #sin®  + cos? @ sin ©) dpdf
o0 o Jo
= 7r/ sin3<pd<p—|—27r/ cos? psin ¢ dp
0 0

3 ™ 3 ™ 8
= 7 [cosgoJrCOZ SDL — 27 [cosg WL :§7r. '

Exemple Vérifier le Théoréme de la divergence pour

Q= {(wl,xg,xg) ER: (1) + (12)° <let0 <3< 1} et F(z1,22,23) = ((371)2 70,0) :

Discussion (i) Calcul de / / / div F. On trouve que
Q

divF =2ux.

En passant aux coordonnées cylindriques, 1 = rcosf, o = rsinf, x3 = z, on

obtient
o 1 pl
/// (le)dxldacgdxgz/ //2rc059rdrd9dz:0.
Q o Jo Jo

(ii) Calcul de // (F;v)ds. On a que
o9

00 =50 US) US,,
ou
3 2 2
Yo = {($1,$279€3) ER: (1) "+ (z2)" <letaz= O}
El = {(m1,$2,$3) GR?) : (.’E1>2+(.’E2>2 <1let 1’3:1}

Yo = {(Il,l’g,l’g) S R3: (£E1)2 + (£E2)2 =letl0<z3< 1},
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dont les paramétrisations et les normales sont données respectivement par
o (r,0) = (rcosf,rsinf,0) = o° Aoy =(0,0,7), (normale intérieure)
ol (r,0) = (rcos@,rsinf,1) = oL Aop=(0,0,7), (normale extérieure)

02 (0,2) = (cosB,sinf,z) = o2Ac% = (cosf,sinh,0), (normale extérieure).

On obtient par conséquent

//Zo <F;V>d8:_/OQTF/O1<(T2COS29,0,0);(O7O’r)>d7nd0:()

//21 <F;l/>dS=/OQW/01<(TQCOSQH,O,O);(O’O,T)>drd920

27 1
// (Fyvyds = / / <(0082 0,0, 0) ; (cos 8, sin 0, 0)> dfdz = 0.
o o Jo

Finalement on a bien trouvé que

//BQ<F;V>ds:O. o

6.2 Démonstration du théoréme

On conclut maintenant avec la démonstration du Théoréme de la divergence.
On ne va la faire que dans un cas simple, ou le domaine n’a pas de trous et a
une structure trés simple. Dans le cas plus général on procéde comme dans
le Théoréeme de Green et pour des démonstrations plus complétes on peut se
référer a [4] 397-407, [13] 340-349 et [21] 475-479.

Définition 6.4 On dit qu'un ouvert Q C R® est x3—simple s%l existe A C R?
tel que DA soit une courbe simple fermée réguliére par morceaux et il existe

a,feCt (Z)
tels que
Q = {(z1,22,23) € R3 : (z1,22) € A, a(x1,22) < x3 < B(x1,22)}.
De méme on aura la notion d’ouvert Q C R3 x;—simple et xo—simple.

Remarque (i) Le cube
Q= (-1,1))’
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est & la fois x1—simple, xo—simple et xz3—simple; car on peut choisir « = —1
et B =1, c’est a dire

Q = {($1,1’2,:E3)€R31(I1,1’2)€(]*1,1[)2,71<1’3<1}

{@hxg,xg) ER3: (x1,23) € (]-1,1])%, —1 < s < 1}
_ {(xl,xg,:m) ER3: (x2,23) € (]-1,1])%, —1 <z < 1}.

(#) On peut supposer, presque sans changements, que les deux fonctions
sont seulement

a,ﬁEC(Z)ﬁCl

morc

(4).

Dans ce cas beaucoup d’autres domaines deviennent a la fois x; —simple, xo—simple
et x3—simple; par exemple : la sphére. @

Démonstration (Théoréme 6.2). On va démontrer le théoréme seulement
dans le cas ou {2 est un domaine régulier qui est aussi simultanément x; —simple,
zo—simple et xz—simple. Plus précisément on va montrer que si {2 est z3—simple

alors
/// Fj’deldxzdxg = // F3usds.
Q o0

De méme en supposant que €2 est zo-simple (respectivement z1-simple) on aura

alors
///ngdﬂfld.’EQd.’Eg = // F?uyds
Q o0
/// F;l dwl d.’EQd.’Eg = // Fl V1 ds.
Q ble}

La combinaison de ces trois résultats, donne le théoréme. Comme les trois cas
sont traités de la méme fagon, on ne montrera que le premier cas.

Etape 1. Calculons tout d’abord / / / F2 . On a tout de suite
Q

B(z1,22)
/ / / F2 dxy doy dos = / / / F? dxy dwy ds
Q A Ja(zy,x2)
et donc

///Q Fj, = //A [F? (21,22, 8 (21, 22)) — F? (21, 22, (21, 22))] d1 das .

Ftape 2. Calculons maintenant / / F3v3ds. Noter que
o9

MN=Y5US, U,
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ou

g = {(x1,22,73) € R : (21,22) € A, x3 = B (z1,22)}
= {05 (z1,m2) = (w1, 22, B (x1,22)) : (z1,22) € A}

Yo = {(@1,22,25) €R®: (1,22) € A, w3 = a(w1,22)}

{0 (x1,22) = (21, T2, (x1,22)) ¢ (z1,22) € A}.
Enfin pour bien paramétrer
Se = {(21,22,3) €R®: (21, 22) € 0A, (w1, 22) < 3 < B(1,72)}

il faut paramétrer le bord de A (ici on fait aussi I’hypothése que OA est réguliere,
mais la démonstration est quasiment identique si le bord est seulement régulier
par morceaux) disons par

OA = {(z1,m2) =7 (t) = (71 () ,72 () € R? ou ¢ € [a,b]}
et ainsi
Te={o(t,xs) = (v(),z3) : L € [a, 0], a(y (1) <az <B(v(1))}.

(Remarquer que X5 NY,. # 0 et X, N, # 0, mais ces ensembles ont une
contribution nulle a 'intégrale). Calculons les normales correspondantes

€1 €2 €3 _/Bgcl
051 A 052 =1 0 B, |=| —Bu
0 1 4, !
e1 €2 €3 -
og Nog, =11 0 a |=]| —ag
0 1 ag, 1
ae el
o Nog, = M) @) 0= -7
0 0 1 0

Les normales extérieures unitaires a X3 et 3, sont donc respectivement

Un — (fﬁxl’ 75%27 1)
o |(_Bw17_61271)}

alors que la normale extérieure unitaire a ¥, a comme troisiéme composante

(ve); = 0.

(aznam’w _1)
|(aw1vaw2’ _1)|

et v, =



FExercices 109

Par conséquent on obtient

//Z F? (vg), ds

B
= // F? (21,22, 8 (21, 22)) ! |(=By,s —Bay>1)| dw1 das
A ( 1)]

—Bay> =By
/ /E F3 (v4), ds

) -1
/A (131,1:2,@(131,[172)) |(O[11,Oéw2,—1)| ‘(O(xlya.l/‘zv )| L1 AT 2

//E F? (v.)y ds = 0.

En combinant les trois résultats, on a bien démontré que

et

// F3V3dS=// [F3 (x1, 29, B (x1,29)) — F> (acl,acg,a(xhxg)ﬂ dxq dzy .
o0 A

C’est ce qu'il fallait démontrer. m

6.3 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment Exercices
6 et 9, se trouvent au Chapitre 6 de [9].

6.3.1 Quelques exercices calculatoires

Exercice 6.1 Soient F (z,y,z) = ($,$2y,0) et

Q= {(:p,y,z) eR3: (mQ —|—y2)2 <z < \a? +y2}.
Vérifier le Théoréme de la divergence.

Exercice 6.2 Soient F (z,y,z) = (0,0,2) et

= {(wyy,Z) eR’ Ig(x2—|—y2) <z<1- ‘1_\/952 +_y2‘}_

Vérifier le Théoréme de la divergence.
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6.3.2 Identités de Green et applications

Exercice 6.3 (Identités de Green dans I’espace) Soient Q C R* un_do-
maine régulier, v la normale extérieure unité o 0S). Pour tout u,v € C? (Q) ,
vérifier les trois identités suivantes

///Q [vAu+(Vu;Vv)]dxdydz://an%ds

Ov ou
///Q(uAv—vAu)dxclydz—//M2 [ua—vg} ds
/// Audwdydzz/ @ds.
Q oq OV

Exercice 6.4 Soient Q C R?® domaine réqulier, f € C° (ﬁ) et p € CF (ﬁ) .
(1) Soit le probléme

{ Aw(x)=0 siz e 6.1)

QW (z) =0 sizedN

ot w € C? (ﬁ) est linconnue. Déterminer l'ensemble des solutions de (6.1).

(ii) Que peut-on dire sur l'unicité des solutions du probléme

{ Au(z)=f(z) size

9 (1) = p(x) size . (6.2)

(iii) Si (6.2) admet une solution u € C? (ﬁ), quelle condition nécessaire
doivent satisfaire f et p?

6.3.3 Autres applications du Théoréme de la divergence

Exercice 6.5 Soient Q) C_R3 un domaine régulier et v la normale extérieure
unité a 0K Soit u € C! (Q;R?’) tel que

uw=v sur0f.

Aire (09) = ///Q div u.

(ii) A laide de la question précédente, montrer que si € est la boule centrée
en 0 et de rayon R, alors

(i) Montrer que

Aire (09) = % Volume (92) .
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Exercice 6.6 Soient Q2 C R™ un ouvert borné, f,g € C°(Q).

(i) Soit k > 0 entier et a1, - ,ar, € R. A laide de linégalité de Cauchy-
Schwarz, montrer que

(04 <k (o +a).

(ii) Montrer que

i smerses ([ o)’ (Jff o)

Indication. On pourra utiliser soit le fait que
1 1

b< Za?+ =02
W3ty

(iii) Soit @ C R3 un domaine régulier. A laide de la question précédente,
montrer que si u € C?(Q) et u= 0 sur Q. Alors il existe une constante v > 0
telle que

[l et ([ e’ ([l et

\ 2 . .
ot V*u est la matrice Hessienne de u et

Puf = ¥ )= ¥ (2U0)

1<i,j<3 1<i,j<3

,

Exercice 6.7 Soient (2 C R3 un domaine régulier et v une normale extérieure
unité o Q. Soit F € C! (Q;R3) , montrer alors que

///Qrothx:—//ém(F/\l/)ds

Exercice 6.8 Soient Q C R? un domaine régulier, A € R etu € C? (Q ( ) u # 0,
tels que
Au(z) =Au(z) z€Q
u(z)=0 x € 0.

A laide du Théoréme de la divergence, montrer que A < 0.

Exercice 6.9 Soient Q C R?® un domaine régulier et v = v (z) la normale
extérieure unité en x € 0S.

- On dénote le produit scalaire dans R® par (.;.), c’est a dire

(T;y) =x191 +22y2 + 2393
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- On note
_ - divG =0 dans
H(Q): GECl(Q;R3): rotG=0 dans )
(G;v) =0 sur 09
(i) Montrer que, pour tout f € C* (ﬁ) et GeH (ﬁ) ,
div (f G) = (grad f;G) .

(ii) Montrer, a Uaide du Théoréme de la divergence, que, pour tout f €

C'(Q) et GeH(Q),
///Q (grad f (z); G (z)) dw = 0.

(iii) A laide de la question précédente, montrer que si Q est simplement
conneze alors

GeEH(Q) < G=o.

Exercice 6.10 Soit Q C R? un domaine régulier et soit v la normale extérieure
unité a 0. On note pour

z=(x1,22,33) €R® et y=(y1,y2,y3) € R®
le produit scalaire et la morme par

1/2
(T;y) =1 +x2y2+a3ys et || = (23 95>1/2 = ((x1)2 + ($2)2 + (x3)2)

Soit

(i) Montrer que si B est une boule ouverte de R® centrée en 0, alors

//aB<F;1/)ds:47r.

(ii) Montrer que si 0 ¢ Q, alors

//aQ<F;1/>ds:0.

(iii) Montrer que si 0 € €, alors

//89<F;V>ds:47r.
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Exercice 6.11 Soit u € C? (R3) une fonction harmonique dans R (c’est a
dire que Au =0 dans R3). Soient r > 0 et

B,={zeR:|z|<r} ou |z[= \/(z1)2 + (x2)” + (23)°.

Soit v = v (z) = ﬁ la normale extérieure unité o 0B, en x. On dénote le
produit scalaire de deux vecteurs x et y par (x;y) = Z?Zl T Y -

(i) Montrer que

ou . Ou
//aBrgdS—O ot $—<gradu,l/>.

(ii) Montrer que

. 1
o[k ], 4] v

(iii) Soit, pour x # 0,
Y (@)= o

x|

Montrer que
Ay =0 dans R*\ {0}

et que si x € OB, , alors

Ob . _ !
90 (2) = (arad v (a) 10 (a) =
(iv) Soit Q@ = B, \ Be 0t 0 < e <. Calculer, dans {2,

div (ugrad ¢ — ¢ grad u)

//89 {u?—f—zﬁ%]ds:o.

Montrer a l'aide du calcul précédent et des questions précédentes que

1 1
—2// uds=—2// uds.
r 0B, € OB,

(v) Déduire des questions précédentes que

1
U(O):47Tr2 //BB uds.

et en déduire que
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Exercice 6.12 Soient Q@ C R® un domaine régulier, a € C* (), f € C°(Q)
et u= (u1,uz2,u3) € C* (ﬁ; R3) vérifiant

divu+ (grad a;u) = f  dans Q
u=0 sur OS2

ou {.;.) dénote le produit scalaire dans R®. Montrer, & l’aide du Théoréme de la

divergence, que
/// e f (x)dz = 0.
Q

Exercice 6.13 Soient B la boule unité de R3 et u € C! (F) .

(i) Montrer que, pour tout x dans B,
div [z (u (x))ﬂ > 2 [u(2))? — |grad u (z)[>

ot pour € = (€,,&,,&3) € R® on note |€]* = (£,)° + (£,)° + (&)
(ii) A laide du Théoréme de la divergence, montrer que

JJ[wera s [[] @l g [[ uekas

Exercice 6.14 Soient B la boule unité de R3 et u € C! (E) . Pour

€= (£,65,83),n = (n1,m9,m3) € R

on note le produit scalaire et la norme par

(&m) =8&m +8&amg +E&3my et €17 = (&1)° + (&) + (53)2-

(i) Montrer que

[ = e 1] o

Suggestions. Observer que, pour tout x € 0B,

[u (@) = (w2 u(@)]”)

et appliquer le Théoréme de la divergence.

(ii) Montrer que, pour tout 0 < e < 1,

2
2 (e < elel? + 112

€

(iii) A laide des deux questions précédentes, déduire que

// u?ds < (3+ 1) /// u?de + ¢ // |grad u|” da.
oB € B B
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Exercice 6.15 Soient Q C R3 un domaine régulier et v = v (x) la normale
extérieure unité en x € 0. On dénote le produit scalaire dans R3 par (.;.),
c’est a dire

(my) =x191 + 2292 +23Y3.
Soit u € C? (ﬁ) satisfaisant

Au(z)=0 six e
: . (63)
u(x)+ 52 (x) =0 sixec o
ot P
u
o (grad u;v) .

Montrer que u = 0 est la seule solution du probléme (6.3).

Suggestions. Multiplier I’équation Au = 0 par u, puis utiliser le Théoréme
de la divergence.
Exercice 6.16 Soient Q C R un domaine régulier, « > 0 et a;; € C* (ﬁ),
1<14,j <3, vérifiant

3

3
D (ay @) &8) 2l =ad (€)*, VYeeQeVe=(§,6,8) R,
=1

Q=1
Soit u € C? (ﬁ) une solution de

3
Y (aijue,),. =0 dans Q

ij=1 !
u=20 sur 0f)

ot on note les dérivées partielles d'une fonction f par f.,; (au liew de Of/0x; )
et idem pour les dérivées d’ordre supérieur. Montrer que u = 0 est la seule
solution du probléme.

Suggestion. Multiplier [’équation par u et utiliser le Théoréme de la divergence.
Exercice 6.17 Soient Q C R3 un domaine réqulier et v = (v1,va,v3) la nor-
male extérieure unité. On dénote le produit scalaire dans R3 par (.;.), c’est a
dire

(T;39) = T1 Y1 + T2 Y2 + T3 Y3
et le produit vectoriel par A\, c’est & dire

€1 €2 €3
T2Ys — T3Y2

TANYy=| 1 T2 T3 |= T3Y1 — T1Y3

x —x
Y Y2 Y3 LYz 2

Montrer que si F,G € C! (ﬁ; R3) , alors

///Q [<1“0tF;G>—(F;rotG)]dxld:cgdx;;://aQ (WA F:G) ds.
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Exercice 6.18 Soient Q C R? un domaine régulier et u € C? (ﬁ; R?’) . Soient
T =(z1,22,23) et u=u(z)=(u'(2),v*(z),u*(2)).
On note pour € = (&,£5,&3) € R3 la norme par

€17 = (£1)% + (€&2)° + (&)?

et
|Vul” = ]graduIIQ + |gradu2|2 + |gradu3|2.

(i) Veérifier que

[\rotu|2 + |divul® — |Vu|2]

1
2
{(uluiz)zl o (uluil)w2:| + [<U1ui3)m1 o <U1ui1)$3]

(W), - (i), ]

o on note, comme d’habitude, les dérivées partielles d’une fonction f par fu,
(au liew de Of /Ox; ) et idem pour les dérivées d’ordre supérieur.

(ii) A Uaide de la question précédente et du Théoréme de la divergence mon-
trer que si de plus uw =0 sur 0¥, alors

//Q|V“|2://Q\rotUI2+//Q|divu|2.

6.4 Corrigés

Exercice 6.1 (1) OnadivF =1+z% et r* <z <r < 1. On a ainsi (cf. Figure
6.2)

1 r 2 1 r
///divF:/ // (1+r2cos20)rd0dzd7":7r/ / (2T+r3)dzdr
Q 0 rt JO 0 Jr4
1

1
=7r/ (2T+T3)(7”—?"4)d?":71'/ <2T2+T4—2T5—r7)dr
0 0

2 1 1 1 49
=m|ls+-—5—3 =—
(3 5 3 8) 120
(ii) On a 9Q = L J¥? on
' ={o"'(r,0) = (rcos,rsind,r*) : (r,0) €10,1[ x ]0, 27[}

3% = {0*(r,0) = (rcos,rsinb,r): (r,0) €10,1[ x ]0,2nx[} .
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Fic. 6.2 —
Les normales sont
“a = € —47% cos 6
ol Nop =1 cosf sinf 4r® | =| —4rtsind |;
. r
—rsinf rcosf 0
1 2 € —rcosf
o2 Nos =] cosf sind 1 |=| —rsinfd |;
r

—rsinf rcosf 0

qui sont respectivement des normales intérieure et extérieure. On trouve ainsi
1 2
// (F;u)ds:/ / <(rcos€,r30082951n9,0);(4r40089,4r4sin9,r)>d9dr
x1 o Jo
1 2w
= 4/ / (r" cos® 0 + r” cos? 6 sin’ 9) dl dr
o Jo

1 4 1 19 95
W/O(r+r)r 7r<6+8) 2477 12071'

1 2
// (Fyv)ds = / / <(rcos€,r3 COSQQSinﬂ,O) ;(—rcosf,—rsind, —r)>d9dr
2 o Jo

1 27
= — / / (7“2 cos? 0 + r* cos? 0 sin® 0) de dr
o Jo

1 4
, T 11 23 46
7T/O (r+4>r 7r(3+20) 0" 10"

Exercice 6.2 (i) OnadivF =1et 272 <z <1— |1 —r|. Le domaine s’écrit
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(cf. Figure 6.3) donc

2, T r<l1
gl <A< 2—1r 1<7‘<%.

On a ainsi

Fi1G. 6.3 —

. . 1 r 2 % 2—r 27
/// divF:/ / / Td@dzerr/ / / rdfdzdr
Q o J2r2Jo 1 JEr2 Jo
1 r % 2—r
:27T/ / rdzdr+27r/ / rdzdr
0 %TQ 1 %2
1 :
2 2
:271'/ r— =2 rdr+2ﬂ'/ 2—r—Zr2) rdr
0 9 1 9

S

ol

et donc

(ii) On a 0Q = B! J¥? on

> = {01 (r,0) = (rcos@,rsinf,1 — |1 —r|): (r,0) €

0, g [ « 10, ZW[}
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2 = {02 (r,0) = <rcos€,rsin0,§r2> :(r,0) € ]O,g[x ]0,277'[}.

La normale & la premiére surface est, en observant que c’est une surface C! par
morceaux,

e e 2
! 2 3 —rcosf
oL Nog =] cosf sinf 1 |=| —rsiné pour r < 1
. r
—rsinfd rcosf 0
e e e:
! 2 3 7 cos 6 5
oL ANop=| cosf sinf —1|=| rsinf pour1<r<§.
r

—rsinf rcosf 0

C’est une normale extérieure. Pour la seconde on trouve

€1 €9 €
3 —37r%cosf

2, 2 _ : 4. | _ 4.2
o, Nog=| cosb sinf gr |=| —gr-sinf

. r
—rsinf rcosf 0

C’est une normale intérieure. On trouve ainsi

//Zl (Fiv)ds = /01 /02” ((0,0,7);(=rcos@,—rsind,r)) df dr

% 2m
+/ / ((0,0,(2=7)); (rcosf,rsinf,r)) do dr
1 Jo

1 3
:27r/ r2dr+27r/ r(2—r)dr
0 1

et donc
1 /3\? 1/3\° 1
F; —or|z4+(2) —1-2(2 -
J[ vy W<3+(2) L) +3)
_10r
12
On a aussi
% 27
// (F;V}ds:// O,O,zr2 ; é7"2(:ost9,éﬁsin@,fr df dr
2 o Jo 9 9 9
3 4
B 22 . 4(3) o9r¢
= 271'/0 grdr— 5 4 T = 6 'Y



120 Le Théoréme de la divergence

Exercice 6.3 Il suffit, comme dans ’Exercice 4.2, d’appliquer le Théoréme de
la divergence & u Vv et v Vu pour obtenir le résultat. &

Exercice 6.4 (i) Soit w € C? (Q) une solution de (6.1). Par la premiére identité

de Green, nous avons
Q

ce qui implique que Vw = 0 et donc w est constante (car  est connexe). Ainsi,
toutes les solutions de (6.1) sont des constantes.

(ii) Soient u,v € C* () deux solutions de (6.2). Alors w = u — v est
une solution de (6.1), et donc, par le point précédent, w est une constante.
Le probléme (6.2) admet donc une solution unique, & une constante pres.

[ suta d:c—//m—ds

on a la condition nécéssaire

i e f e

Exercice 6.5 (i) Par le théoréme de la divergence et comme (u;v) = [v|> =1,

on obtient
///Qdivu://é)g <U§V>d=9=//89ds:Aire(0Q).

(#) On choisit

(#i) Comme

3

u(x) = divu=4

I=v IR

et on infere le résultat. &

Exercice 6.6 (i) En appliquant U'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs
a=(ay, - ,ax) et 1y = (1,---,1), nous avons

a1+ +ap = (a; 1) < |a| 16| = VE /a2 + -+ a2

d’ou le résultat.

(#i) Supposons que /// g2, // f? > 0 (autrement, le résultat est trivial).
Q Q

En posant

@,

_ lg ()] _
Uiy Ulle)
dans l'inégalité (i) ave k = 2, on obtient

2

f@)gx (x) 1|g

<///Qf2>%</// ) S i

Ve
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En intégrant 'inégalité, on obtient le résultat.

(#i) Utilisant la premiére identité de Green avec v = u et le fait que u =0
sur 0f2 on trouve

///|Vu )P de = — /// ) Au (a d:z:<///\u | Au (2) de.

L’inégalité obtenue au point (ii) implique que

[ scra= () ([fawore)

Appliquant (i), nous avons, pour tout x € €Q,

3 2 3
|Au ($)|2 = (Z Ugsa; ($)> <3 Z (U ;z, (x))2 <3 o (uwﬂj (x))Q

= 3 |V2u(ac)|2.

Pour finir, combinant tout ce qui précede, on a le résultat, a savoir,

//Q|Vu(x)2dw<\/g(//ﬂ|u(x)2d$) (// V2 ( |da¢> .

Exercice 6.7 Si F = F (x1,22,23) = (Fl,F2,F2) . On a que

rot F = (F3, — F2. F,, —FJ F2 —F. ).

37?7 T3 T1?

Le Théoréme de la divergence donne alors

[ -5y = [[[avor-r
//aQ (0, F3, —F?) ; (v1,v2,v3))
//69 2 = Flug) = //aQ (F Av),

et idem pour les deux autres quantités, a savoir

[ nm = [ o
[l rr= [ oo

C’est exactement ce que nous devions prouver.

Exercice 6.8 Observer que

div (v grad u) = u Au + (grad u; grad u)
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et donc, comme Au = Au dans €2, on obtient

///Q div (u gradu) = ///Q (A + lgraduf®).

Par le Théoréme de la divergence, en se rappelant que v = 0 sur 052, on déduit

que
///Q (Azﬂ + |gradu|2) ///Q div (u grad u)
= //89@ grad u;v) = 0.

Sachant que u Z 0 on infére bien que A < 0. &

Exercice 6.9 (i) On a
div(fG) = fdivG + (grad f; G) = (grad f; G) .

(ii) Par le Théoréme de la divergence, comme G € H (),

JJ[avisar=[[ rini=o

Et donc, & I'aide de la question précédente

///Q (grad f (z); G ()) dz = 0.

(iti) Comme €2 est simplement connexe et G € H (2) , il existe g tel que
G =gradg.

En choisissant f = g dans la question précédente, on déduit que
[ e =0
Q

Exercice 6.10 (i) Si B est une boule de rayon R centrée en 0, on a v = x/ ||
et donc sur 0B on a
T 1 1
——V )= —5 = —.
] o R
On trouve donc que

T 27
// ig;u ds:/ / %(R2sin<p)d0d<p:47r.
B \ || o Jo R

et donc le résultat. &
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(i) On observe que si 0 ¢ Q, alors pour tout = € Q on a
. 8 X1 8 i) 8 T3
divF(z) = — | 2| + — | 2| + = | = | =o0.
S fo’] oz fo’] bz Lxr”’

1 L
i[ ]:_3|x4m__ﬂ

Oz | |2 EREE

En effet

et donc

: [i] - = 3 (z:)® 2?3 (x)°

Oz; | |af R

d’ou le résultat div F' = 0. On peut alors appliquer le Théoréme de la divergence

et on obtient
// (F;V>ds:///divF:0.
o0 Q

(ii1) Si 0 € 2, on commence par enlever une petite boule B centrée en 0 et
telle que B C . On applique alors la deuxiéme question a Q \ B et on trouve

o //89<F;V>ds=//aB<F;V>ds.

Puis on utilise la premiére question pour obtenir le résultat souhaité. &

Exercice 6.11 (i) Par le Théoréme de la divergence on a

// @ds:/// div(gradu)dx:// Audz = 0.
o, OV By By

(it) Comme u € C? (R?) et que

1
—_— ds=1
47 €2 //BBE 5

on a le résultat. En effet si on pose
c=max {|Vu(z)|: z € B, }

on a, pour x € B,
lu(z) —u(0)| < clzf =ce

et donc

Hﬁ//wud} u(o>‘_ #//83 fu ()~ (0)] ds| < ce.

En laissant € — 0, on infére le résultat souhaité.
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(i) On a tout de suite que, si i = 1,2,3,

3(2:)° — |2

—x
wﬂci = ?f et wfzfz = 5
|| ||

On trouve ainsi
A =0 dans R\ {0}

o T x -1 -1
— (v) = (grad ¢ (z);v(2)) =( ——3;—= ) =—= = —5 -
L (&) = {grady ()0 (2) <| > -

z)? |zl r2
(iv) On obtient immédiatement que
div (ugrady — Y gradu) =uAYp —p Au =0

et donc par le Théoréme de la divergence

//m{ I %] ds:///Qdiv(“gradlﬁ—zbgradu)dx:

LR e

et par conséquent
u—=ds / / — ds
/ /63 ov dB. Yo
1
o I i ],
r 3B, 9B,

(v) En laissant e — 0 dans la question précédente et en utilisant la deuxiéme
question on trouve le résultat souhaité, & savoir

1

Exercice 6.12 On commence par multiplier I’équation par e® et on observe que

qui implique

e’ f =e*divu + e (grad a; u) = div (e®u) .

On applique alors le Théoréme de la divergence pour obtenir que (v dénotant
la normale extérieure unité a 9Q)

o= = J], e

Comme u = 0 sur 02 on a le résultat. &
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Exercice 6.13 (i) On a
div [muQ] =3u® 4 2u (z;gradu) > 3u® — 2|ul |z| |grad u]
et comme |z| <1
div [z v?] > 3u® — 2|ul |grad u| > 3u® — (u2 + |gradu|2> =2u? — |grad u|”.
(ii) Par le Théoréme de la divergence on trouve

///B div [w (u (w))ﬂ do = //aB [w ()] ds

En invoquant alors la premiére question, on obtient

//aB ds>2/// dx‘/// lerad u (z)|* da

ce qui est le résultat souhaité. &

Exercice 6.14 (i) Comme sur 0B on a x = v (la normale extérieure unité), on
trouve, par le Théoréme de la divergence, que

//83“2‘152//83 |:E|2u2ds://6B<V;xu2>ds
:///Bdiv(auﬁ)dx:?)///Bu2dx+///3<x;grad(u2)>d$'

(#1) Cette inégalité suit immeédiatement de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, a
savoir

2 (&) < 2el ] < e e +" (ma %) 20l

(#i) En combinant (i) et (ii) on trouve (en se rappelant que dans B on a

2l < 1)
// u2d5§3/// uzdx+///2\x||u\|gradu|daﬁ
oB B B
2 |“|2
§3/// uzdx—i—/// elgradu|” + —
B B €

ce qui est le résultat souhaité. &

Exercice 6.15 On observe que

0 = uAu = div (u grad u) — (grad u; grad u) .
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Et donc, en utilisant le Théoréme de la divergence, on trouve

0://BQu(gradu;l/)ds—//Q|gradu(a¢)|2dm.

Finalement, en invoquant le fait que (Ou/0v) = —u sur 92, on obtient

0= —//BQ lu ())* ds — ///Q lgrad u (z)|* da:

et donc gradu = 0 dans © et © = 0 sur 0. Par conséquent v = 0, comme
souhaité. &

Exercice 6.16 Par le Théoréme de la divergence on a

0 = [[] |2 @, o

i,j=1
3 3
= // Z (@ijug,)vju| — /// Z (aijuwiuz‘j)
92 |ij=1 @ lig=1

ou v dénote la normale extérieure unité. Comme u = 0 sur 9S2 et de I’hypothese
sur a;; appliquée a &§; = ug, , on déduit que

o= [[] z @tasy | <o [[[ 9 <0

Par conséquent Vu = 0 dans et comme u = 0 sur 02, on a bien montré que
la seule solution du probléme est u =0. &

Exercice 6.17 Si F = (Fl,FQ,F?’) et G = (Gl,GQ,G?’) on a que
(rot F;G) = (F2, — F2))G' + (F,, — F2 ) G* + (F2, — F,,) G®

(1ot G, F) = (G2, - G2) F' + (G, — G2 ) F* + (G2, — GL,) F°.

On a, par le Théoréme de la divergence, que

///Q (Fr, — F2,) G =//m (F3vy — F?us) Glds—///Q (F3GL, — F*GL)
J[[ o -mye= [ - rmea- [[[ e, - ra)
///Q (F7, —FgL)G:‘z//89 (F2v1 = Flvg) G3ds—///Q (F2G3, — F'G3,)
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et donc

J[[ im0 = //muAFG ds+///pl (G2, —a2)
Sl [l

qui est le résultat souhaité. &

Exercice 6.18 (i) On a que

|r0tu\2 = (u;2 — uil)z + (ul — Ui1)2 + (u2 — u§2)2

|divul® = (uh, +u2, + u§3)2

+ (ul

(
+ (u2,)’]

V= ()" + ()’
)" + (ud,)?

2

et par conséquent
1 [\rot ul? + |divul® — |Vu|2]
= [(Uilua) (uzy iz, )] + [(uzuz,) = (uayua,)] + [(uz,u3,) — (uz,us,)] -

Le résultat suit alors immédiatement en se rappelant que u € C2.

(#) On observe enfin que comme u = 0 sur 92, alors (en invoquant le
Théoréme de la divergence et v = (v1, v, v3) dénotant la normale extérieure
unité)

L), - ] = [ ) - )] =0
JIL ) = ) ] = [ 6tz = et sa] =0
JIf Lo, = )] = [ L) va = ) vs] =0

et c’est bien, en combinant avec (i), ce qu’il fallait démontrer. &
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Chapitre 7

Le Théoréme de Stokes

7.1 Le Théoréme de Stokes

Théoréme 7.1 (Théoréme de Stokes) Soit ¥ C R?® une surface réguliére
par morceaux et orientable. Soit F: ¥ — R3, F = (Fl,FQ, F3) , ot les F"" sont
C" sur un ouvert contenant ¥ alors

//rotF~d8:/ F-dl.
> %

Rappel. On rappelle uniquement ce qui est nécessaire pour vérifier le Théo-
réme de Stokes et pour plus de détails sur les surfaces nous référons au Chapitre
5.

(i) Pour toutes les surfaces réguliéres par morceaux ¥ C R3, avec paramé-
trisation o = o (u,v) : A — ¥, que nous considérerons, le bord de ¥, noté 9%,
sera donné par o (0A) ol on a enlevé les parties qui sont parcourues deux foix
dans des sens opposés ainsi que les points (cf. les exemples plus bas).

(ii) Une fois choisie une paramétrisation o : A — 3, la normale o, A oy
est donnée et l'intégrale de surface est donc comprise comme intégrale dans la
direction o, A o, c’est-a-dire

//g ot F-ds = //A (rot F(o (u,0)); 0 A 0) du .

Par ailleurs le sens de parcours de 9% est alors celui induit par la paramétrisation
o: A — X et c’est donc celui obtenu en parcourant positivement 0A. &

Exemples (cf. Chapitre 5 pour plus de détails).
(i) (Sphére) Soit ¥ = {(zl,@,x?,) ERY: (1) + (22)% + (23)° = 1} alors
0% = (). Une paramétrisation réguliére par morceaux de X est donnée par

o (0,¢) = (cos@sin p,sinfsinp, cos ), (0,p) € A

129
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ou A=10,2n[ x 0, .
(ii) (Demi-spheére) Si
Y= {(:El,SCQ,I’g) S Rg : (ZE1)2 + (£E2)2 + (£E3)2 =1let I3 Z 0}

alors
oY = {(wl,xg,xg) ER®: (1) + (22)° =1 et a3 = 0}

et le sens de parcours de 0¥ induit par la paramétrisation
o (0, ) = (cosfsing,sinfsing,cosp), (0,0) €A

(ou A =10, 27[x]0, 7/2[) est le sens de parcours négatif (c’est-a-dire 6 : 2w — 0).
On a aussi que la normale est donnée par

o9 N o, = —sinp (cossin g, sinfsin g, cos ¢) .

(iii) (Cylindre) Si

Y= {(371,9527363) ER®: (1) + (22)° =let 0 < zg < 1}

alors
oY = FOUF1
ou
Iy = {(ZL‘1,£E2,SC3) c RS : ($1)2 =+ ($2)2 =1letzy= 0}
et

r, = {(zl,xg,xg) eR: (21)° + (22)° =1 et 25 = 1} .
Si on choisit comme paramétrisation
o(0,2) = (cosf,sind,z2), (0,2) €A

avec A =10,27[ x]0, 1], alors le sens de parcours de 9%, induit par la paramé-
trisation o, est le sens positif sur I'g (6 : 0 — 27) et négatif sur I'y (6 : 2r — 0).
Par ailleurs le champ de normale unité (induit par la paramétrisation) est

v=ogANo, = (cosf,sinh,0). &

Exemple Vérifier le Théoréme de Stokes pour F (z1, 22, 23) = (z3,21,22)
et
Y= {(ml,xg,xg) e R3: (:103)2 = (x1)2 + (x2)2 et 0 < x3 < 1}.

Noter que la surface ne satisfait pas exactement les hypothéses du théoréme,
mais on peut facilement montrer que le théoréme est vrai pour de telles surfaces.
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Discussion (i) Calcul de // rot F'-ds. On a

z
(& (& €
1 2 3 1
9 9 1ol —
rotF = 6_:1:1 6_;1:2 6_:1:3 = 1
1

On paramétre > comme suit
Y ={0(0,2) = (zcosb,zsinb,z), avec (0,z) € A}

et A =10,2n[ x ]0,1[ . Une normale est donc donnée par

€1 €9 €
3 zcos
ogNo, =| —zsinf zcosf 0 |= zsin 6
. —z
cos sinf 1

On déduit donc que

//rotF-ds = / / ((1,1,1);(zcos b, zsin b, —z)) dz df
)

1
= / / zcos@+zsmﬁfz)dzd9—727r/ zdz = —
0

(ii) Calcul de / F - dl. Commengons par calculer
%

U(@A) = F1UF2UF3UF4,
ou (cf. Figure 7.1)

Fig. 7.1 -

I = {71 (9) = 0(0’0> = (0,0,0)} = {(0,070)}
Iy ={y;(2) =0 (2m,2)=(20,2), 2:0— 1}
I's={y3(0)=0(0,1) = (cosb,sinb, 1), 0:2r — 0}

131
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Ty={v,(2)=0(0,2) =(2,0,2), 2: 1 =0} = —T5.
On s’apergoit alors que
X =T3={v3(0)=0(6,1) = (cosb,sinb, 1), 0: 27 — 0},
avec I's parcouru négativement. Comme
74 (0) = (—sin 6, cos 6,0),

on trouve
2
/ F.dl = —/ ((1,cos0,sin0); (—sind,cos 0, 0)) df
ox 0

27
= —/ cos?0df = —m. &
0

Exemple Vérifier le Théoréme de Stokes pour F' (z1,x2,z3) = (0, 0, (acg)Q)
et
Y= {(xl,xg,xg) e R3: (3151)2 + (3152)2 + (3153)2 =letaz < O}.

Discussion (i) Calcul de // rot F' - ds. On voit que

>
el e es3 2,
rot I’ = 8%1 3%2 3%3 = 0
0 0 (1) !

On choisit de paramétrer ¥ comme suit
Y ={0(0,¢) = (cosfsinp,sinfsinp,cosp), avec (0,p) € A}
avec A = 10,27 X ]7/2, 7| . Une normale est alors donnée par
o9 No, = —sing (cosfsin g, sinfsin ¢, cos ) .

L’intégrale de surface nous donne donc

// rot I’ - ds
b

™ 2m

/ / {(2sin @ sin ¢, 0,0) ; — sin ¢ (cos 8 sin p, sin O sin @, cos ¢)) dp db
z Jo
2

I 2m
—2/ / sin @ cos 0 sin® p dp df = 0.
z Jo
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(ii) Calcul de / F - dl. Observons que
)y

c(0A) =T, UTUTsUTly,

ou (cf. Figure 7.2)

I = {’yl 0)=0c (0,%) = (cosf,sinf,0), 6:0 — 27r}

Po = {7 (¢) = o (2m,p) = (sin,0,c089) , 02 5 — 7}
Ts = {35 (0) = 0 (6,m) = (0,0,~1), 6z 2r — 0} = {(0,0, ~1)}
I, = {74 (p) =0

On a donc que

0
(0790) = (Sin(‘D,O,COSQP)7 prT = g} =-Ts.

ro|

Fic. 7.2 -
ox=TI,
avec I'; parcouru positivement. On a alors
71 (0) = (—sin6,cos 0, 0)

et donc

27
/ F.dl = ((0,0,sin* @) ; (—sin6,cos6,0))df = 0. &
(o) 0

7.2 Démonstration du théoréme

Nous allons procéder a la démonstration du théoréme dans le cas o la surface
est réguliere (au lieu de réguliére par morceaux) et orientable. Pour les cas plus
généraux, cf. [4] 410-417, [13] 362-366 et [21] 470-474.

Démonstration On va faire la démonstration dans le cas ot ¥ est une
surface réguliere.

Etape préliminaire. Plus précisémment on fera les hypothéses suivantes.



134 Le Théoréme de Stokes

(i) Soit A C R? un ouvert borné tel que A soit une courbe simple fermée
réguliére de paramétrisation

7 [a,b] — 0A C R?

telle que v € C1 ([a, ], R?) , 7 (£) = (7, (1) , 72 (1)) et

' () =/ () + (1)* #0, Vi€ lab].

(ii) Soit o € C% (4 R3), 0 = o (u,v) = (o' (u,v),0% (u,v),0° (u,v)), tel
que

-0 (Z) =Y et o est injective dans A;

-low Aoy #0,V (u,v) € A

En conséquence 9% = o (0A) et le bord est paramétré par

p=007:[a,b] > AL IL C R

avec

P (1) = (1 (1) 2 (8) 03 (1) =0 (v (1) = (71 (1) ;72 (1)), ¢ € [a,0].
En particulier on a, pour ¢ = 1,2, 3,

@i (t) = 0, (Y1) 71 (1) + o0, (v ()72 (8) -

Noter de plus que |¢’ (t)| # 0, car o, et o, sont linéairement indépendants (car
low Aoyl #0) et |y ()] =/ (11)" + (15)” # 0.

Etape 1. Calcul de // rot F'-ds. On a
b

//ErotF-ds://A (rot F (0 (u,v)) ;004 A oy) dudv.

Comme
rot F = (Fa, — F2,  F) — F2 | F; —F,)
et
Oy Noy = (0303 — aiai ,aia}) — aiag ,aiai — 03011})
on trouve

/ /E rotfr-ds = / /A [F2, (0 (u,0)) = F2 (0 (u,v))] [020% — 030%] dudv
*//A [F2, (o (w,0)) = F2, (o (u,0))] [030} — oho%] dudo

+ / /A [F2, (0 (w,0) = Fy, (0 (w,0)] [0

a

[SH V]

— 03011)] du dv.

e =
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En regroupant les termes différemment on a

// rot F'-ds = R1 + Ry + R3
>

R, = // [}, (0 (u,0)) (630} —ou02) — F, (0 (u,v)) (on0s — o0y)] dudv
= 2 g (u,v 0'10'2—0'20'1 — F? g (u,v 0'20'3—0'30'2 U av
R2 - //A[le( (7 ))(u’u v) Fxg( (’ ))(uv uv)]d d
= 3 g (u,v 0'20'3—0'30'2 —F3 g (u,v 0'30'1—0'10'3 U av
R3 - //A[F ( ( ))(u’u uv) Fxl((’))(uv uv)]dd

Etape 2. Calcul de / F-dl. On a
a%

b 3

b
| ra=[Feooa- [ Sreoena
On va montrer que
b
[ P @d=m
et de maniére analogue

b b
[ FPewnnd=r o [ )40t

Et le théoréme sera ainsi démontré.

Calculons donc

b b
/ F! (o (1) ) (1) dt / FL (o (v(1))) [0 (v (D) 74 (8) + o} (v (1)) v (8)]

/ FY (o (v (1)) (o} (7 (1) .o (7 (£))) 7/ (1)) dt
/(Fl(a)at,Fl(a)a}))-dl.
0A

Appliquons le Théoréme de Green a (F*' (o) ol , F* (¢) o} ) . Noter tout d’abord
(on utilise ici o € C?)

Z(F (0)oh) = [F (0)oh+FL (0) 0%+ Ly (0)0] o + F* (o) o),
0
0 (F'(0)ay,)

v

v

[Fe, (0) 0y + Fy, (0) 04 + Fyy (0) 03] 0y + F (0) 0y
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et donc
2 (F'(0)0) - & (F (0) )
2

= —Fg}z (0) (U}LO' — a%a}}) + Fg}3 (o) (0%011} — ol 03) .

Par conséquent, en appliquant le Théoréme de Green
b
[ Pemdod = [ (P o))
a 0A
= // 9 (F' (o)) — 92 (F'(o)ol)| dudv
4 | Ou v ov “

et donc

b
RO

(£}, (0) (o0, — ohot) = FL, (0) (002 — 0207)] dudo

Il
=

= Rl

comme souhaité. m

7.3 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment Exercices
4 et 6, se trouvent au Chapitre 7 de [9].

Exercice 7.1 Soit, pour (z,y) # (0,0),

—y x
G,y =|—5——-,—4——,0].
(Z'y> <$2+y2 $2+y2 )
Montrer (a Uaide du Théoréeme de Stokes sur une surface appropriée) qu’il
n'existe aucun F' € C* (;R?), ot @ =R\ {(0,0,0)} tel que

rot F =0 dans Q et F(z,y,0) =G (z,y) st (z,y) # (0,0).
Exercice 7.2 Soient F (z,y,z) = (—y,0,2) et
z=eVPHY gy >0

Y=< (r,y,2) eR®: et

Va?+y? <arctg £

Vérifier le Théoréeme de Stokes. On rappelle, si nécéssaire, que

1 1
/mcosxsinxdm = gsin(Qx) - Zxcos(?x)

1 1 1 1
/.’L‘QSiHQZCCZ.’L‘: 5$3+ gsin(Qx) - Za?cos(2a?) - ZacQsin(Za?).
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Exercice 7.3 Soient F (z,y,2) = (2,2,y) et
S ={(z,y,2) eRY: 22+ + 22 =2eta’+9% < 1<z+1}.
Vérifier le Théoréme de Stokes.

Exercice 7.4 Soient F (x,y,z) = (z,2 2,0) et
E:{(w,y,z)eRgzy:e””QHQ, 0<z<zx et:p2+z2§1}.

Vérifier le Théoréme de Stokes. On rappelle que

1
/ 22edr = e — 2.
0

Exercice 7.5 Soient F (z,y,2) = (zyz,1,y%) et
E:{(x,y,z)€R3:y:x+22 et0<z<x<1}.
Vérifier le Théoréme de Stokes.
Exercice 7.6 Soient f,g € C! (Rg) ,
F(z,y,2) = (0, f (z,y,2) 9 (2,9, 2))

et
S={(z,y,2) eR*: 2’ +¢y* =1, 0 < 2,y,2 < 1}.

Vérifier le Théoréme de Stokes.
Exercice 7.7 Montrer le Théoréme de Stokes pour
Y ={z=(u,v,f(u,0)) € R3:u? +0% < 1}

ol f € C? (R?) .

7.4 Corrigés

Exercice 7.1 Supposons que le résultat soit vrai et montrons que ceci nous
conduit & une contradiction. Soit

Y= {(z,y,2) ER*: 2 +y* + 2 =1let 2 >0}.
Noter que ¥ C Q et
822{(x,y,z)ERB:x2+y2:letz:0}.

Comme rot F' = 0 dans €2, on a immédiatement que

//rOtF'dS:O.
by
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En notant que sur 0%
F(m,y,O) = G(xvy) = (—y,x,O)

on obtient directement que
27
/ F.-dl = / ((—siné,cos6,0); (—sinb,cosf,0))dd = 2.
) 0

Comme nous avons le droit d’appliquer le Théoréme de Stokes, on a bien la
contradiction souhaitée. &

Exercice 7.2 (i) Calcul de // rot F' - ds. On trouve
by

0

o) 9 9
rot F = 2z dy 9z | T 0
1

-y 0 =z

Par ailleurs on a

™
Y= {U(n&) = (rcosf,rsinf,e”): 0 <r <6< 5}
“ e e —re" cosf
orNog = cos 6 sinf e | = —re"sinf
T

—rsinf rcosf 0

On a ainsi

/2 0
// rotF~ds:/ / ((0,0,1); (—re"cosl,—re"sind,r)) drdd
b 0 0
7/2 1,270 37/2 3
[l
o 12, 6|, 48

(#) Calcul de / F - dl. Observer que
s

17}

U(@A) :F1 UFQ Urg

ou
™

D= {72(0) = 0(6,6) = (o6, 05in6,%), 0:0 |
Iy = {%(r) =a(r, g) = (0,r,€"), 7 g . o}
0,

Iy = {73(9) = 5(0,0) = (0,0,1), 9;g_>o} = {(0,0,1)}.
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Par conséquent
0x=T,JT2

avec I'1 parcourue positivement et I's parcourue négativement. On obtient alors
/2
/ F.dl = / ((—0sin0,0,e”); (cosd — Osind,sind + O cos 0, e’)) df
Iy 0

/2
= / (9281n29—9005931n9+e29)d9
0
/2 /2
/ F-dl:f/ <(fr,0,er);(0,1,er)>drz7/ 2" dr
I'y 0 0

/2
/F-dl = / (92Sin20—9008981n0)d9
9>

et ainsi

0
B 9_3_928111(29) ﬂ/2_7r_3 N
G 4 o 487

Exercice 7.3 (i) Calcul de // rot F' - ds. On trouve

b
er ez e3 1
| 2 29 20 |_
rot F'=| 7= oy 9: | = 1
z Y 1

Par ailleurs on a (pour A =]0,1[ x |0, 27[)

Y= {0(1‘,9) = (rcos@,rsin@, \/2—r2) : (r,0) GZ}

e e e 2
! 2 3 —s cos 0
. . —r _ z
orNog=| cosb sin 0 7= | = | A=sing
—rsinf rcosf 0 r

On a ainsi

// rot F' - ds
b3
1 pon 2 2 '
= 0/0 <(171,1);<mc0597m51n9,r>>drd9

1
:271'/ rdr =m.
0
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(#) Calcul de / F - dl. Observer que
0%

o(0A) =TT UTsYTy
Flz{'yl()—aro ('I"O\/ —7’2>,7'10—>1}
[y ={v5(0) =0(1,0) = (cosf,sinb, 1), 6:0— 27}
I's = {73(7") =o(r,2m) = (T,O, 2—7"2), r:l —>O} =-In

F4:{’y4(0)—a(09 (00\/_> 0:2%%0}:{(0,0,\/5)}.

Par conséquent

ou

0x =Ty

avec I'y parcouru positivement. On obtient alors

2m 2m
/ F-di= / ((1,cos6,sin ) ; (—sin b, cosh,0)) do = / cos’0df) =7. &
o% 0 0

Exercice 7.4 (i) Calcul de // rot F' - ds. On trouve

by
€1 €9 3 —X
|92 9 29 |_
rot F'=| &= oy 0z | = 0
x xz O Z

Par ailleurs on a (pour A =10,1[ x |0, 7/4[)
S ={o(r,0) = (rcosb,e,rsinb): (r,0) € A}

e1 es es re’ cosf
orNog = cos e’ sinf | = —r
—rsinf 0 rcosf re” sinf

On a ainsi

// rot F' - ds
b

1
= / / ((—7cos0,0,7rsin0); (re cosh, —r,re" sinh)) drdf

/ / sm 0 — cos” §) drdf

et finalement .
1 2 —
//rotF-ds:——/ re"dr = e.
. 2 /o 2
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(i1) Calcul de / F' - dl. Observer que
0%

O'(aA) :F1UF2UF3UF4

I = {71(74) = 0'(7’,0) = (T,GT,O), r:0— 1}

Ty = {v5(0) = 0(1,0) = (cosb,e,sinf), 0:0 — w/4}
F3:{73()—O'(T7T/4 (7‘\/_/26 7’\/_/2),7":1%0}
Iy ={v400)=0(0,0)=(0,1,0), 6:7/4 — 0} = {(0,1,0)}.

Par conséquent
o =T,yTr2UTs

avec I'1 et I's parcourues positivement et I'3 parcourue négativement. On obtient

alors )
1
/ F-dl:/ ((r,0,0);(1,€e",0))dr = =
Iy 0 2

/4
/ F-dl = / ((cos B, cosfsinh,0);(—sinb,0,cosh)) dd
Iy 0

7T‘/4 1
:—/ sinf cosfdf = ——
0 4

5
|
&
S~
—
/—\
M\E
| %
v
/—\
o
“Q!
© s
N——
~—
&

On a finalement

/ F~dl:/ F-dl+/ F~dl—/ Fod=2—° &
o Fl Fz F3 2

Exercice 7.5 (i) Calcul de // rot F'- ds. On a que
by

Ez{a(a&z)z (at,x—l—zQ,z) et0<z<x<1},

a; Na, = 1 1 0 |= -1
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et
€1 €2 €3 2y
) a
rot F = 75 9y bz |~ Ty
ryz 1 y? —xz

On trouve donc que

//rotF~ds:
by

/ <(2(m+z2),x(m+z2),—xz);(l,—1,22)>dz
0
1 T
dz/ (2(x+22)7$(:r+22)72x22)dz
0
/ (2.%‘—.’1? +22°2 —sz)dz
0
! 2 1
2 R s 1
2x z3 + $>d:c—3 4+

(i) Calcul de / F-dl. On a que
o%

0X =T1UTl'yuUTl';s
ou
I ={7 (@) =20 e0<z<1} = +(z)=(11,0)
Dy ={7 (@)= (z,z+2*z) es0<z <1} = ~4(z)=(11+2z1)
Fy={y3(z) = (1,14+2%2) et 0<z<1} = ~4(z)=(0,221).

Noter que I's est parcourue négativement. On obtient donc, comme F' (z,y, 2) =
(zyz1,4%),

1
/F-dl:/ ((0,1,2%);(1,1,0)) dz = 1
I'y 0

1

<(x2 ($+x2) ,1, (w+x2)2);(1,1—|—2x, 1)>dx

/ F-dl =
I

1
(x2 (m+x2)+1+2x—|— (a:+x2)2) dzr

1

) 1 3 2 209
142 24353 20 dr=1+14+=-4+-4+2=2"L
(1+2z+a2°+32° ++22") da tlt st o+:=45

1
o— S S>—

1

(2220, (1+2)7)0,221) ) dz = /01 224 (1+22)%) dz

1

2 1 43
1422422242 dz=14+14+=2+==—.
[1+22+22°+2%dz tltste=1¢

I
S— S—
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Nous déduisons donc que

[ram- 20 BB
o 60 ' 15 60

Exercice 7.6 (i) Calcul de // rot F' - ds. On trouve

b
er e €3 gy — [- —f2 9y
rot F' = % a% 6% = — G = 0 + | —gs
0 f g fz fa 0

Par ailleurs on a (pour A =]0,7/2[ x 0, 1])
Y ={0(0,z) = (cosb,sinb,2) : (6,2) € A}

e1 ey e3 cos 0
ogNo,=| —sinf cosf 0 |= sin 0
0 0 1 0

On a ainsi

// rot I’ - ds
by

1 pr/2
= / ((—f= (cosf,sinb, z),0, f, (cosb,sinb, z)) ; (cos 0,sin 6, 0)) df dz
o Jo

1 pm/2
+ / / ((gy (cosb,sinb, z), —g, (cosf,sinb, z) ,0) ; (cos #,sin§,0)) df dz
o Jo

// rot F' - ds
by

1 /2 d
= / / [—— [f (cosb,siné, z)] cos 0} df dz
o Jo dz

1 /2 d
+/ / {— [g (cos,sin b, z)]} df dz
o Jo do
et finalement

w/2
// rot F' - ds = / [f (cosf,sinf,0) — f (cosB,sind, 1)] cos b df
b 0

par conséquent

+/0 [9(0,1,2) —g(1,0,2)]d=.

(#) Calcul de /

F - dl. Observer que
0%

U(aA):FluFQUF3UF4
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ou
'y ={y,(0) =0(0,0) = (cosb,sinh,0), 6:0— 7/2}

Iy ={vy(z)=0(n/2,2) =(0,1,2), 2: 0 — 1}
s ={v,(0)=0(0,1) = (cosb,sinb, 1), 6 :7/2 — 0}
Iy ={v4(2)=0(0,2) =(1,0,2), z:1—0}.

Par conséquent
0Xx=T1uUll'yul'suTly

avec I'1 et I's parcourues positivement et I'3 et I'y parcourues négativement. On
obtient alors

/2
/ F.dl = / ((0, f (cos,sinB,0), g (cosf,sinb,0)); (—sinb,cosb,0)) do
r 0

/2
= / f (cosB,sin6,0) cos 6 do
0

/FF-dl:/O ((O7f(071,z),g(O,l,z));(0,071)>dz:/O (0,1, 2) dz

m/2
/ F.-dl= —/ ((0, f (cos,sinf, 1), g (cosh,sinb, 1));(—sinb,cosb,0)) dd
Iy 0

/2
= 7/ f(cosf,sinf, 1) cosdf
0

1 1
/F4F~dl—/0 <(0,f(1,0,z),g(l,O,z));(O,O,l))dz:—/0 g(1,0,2)dz.

On a finalement
/2
/ F.-dl = / [f (cos,sind,0) — f (cosB,sinb, 1) cosbdb
% 0

+/0 [9(0,1,2) — g (1,0,2)] d2

ce qui est le résultat souhaité. &

Exercice 7.7 La paramétrisation naturelle de ¥ est donnée par

o =0(u,v)=(uv, f(u,v) avec (u,v)€ A= {(uv)ER® > +2*><1}
et celle de 9% s’écrit alors

0 (0) = (1 (0),05(0),05(0)) = (cosB,sinb, f (cosb,sind)), 6 <]0,2n].



Corrigés 145

(i) Calcul de // rot F' - ds. On a
b

//,gth'dS - //A (r0t F (0 (u,0)) ;00 A 70) dudo.

Comme
_ 3 2 1 3 2 1
rotF—(F Fm3an3 le,le sz)
et
Uu/\av:(_fu,_fval)
on trouve

//E rot - ds = //A [F2, (0 (u,v)) = F2, (0 (w,0))] [~ fu (u,0)] dudv

+ [ IR (o o) = B (o )] (1, () dud

N //A [, (o (w,v) = Fy, (0 (u,0))] dudv.

En regroupant les termes différemment on a

// rot F'-ds = R1 + Ry + R3
b
ou

// (u, v, f (u,0)) + F}, (u,0, f (u,v)) fo (u,v)] dudv
,7// % F1 (u,v, f u,v))} du dv
A

Ry = // (u, v, f (u,v) —l—FQJQ3 (u,v, f (u,v)) fu (u,v)] du dv
://A% F2 (u, v, f (u,v))] dudv

// (1,0, f (,0)) fo — F2 (u, 0, f (,0)) fu] dudo
://A{@ (7% (u, 0, f (u,0)) fo (u,0)] _a% (7% (w0, f (u,0)) fu (u,v)]}dudv.

(i1) Calcul de / F-di. On a
%

/82F-dl:/027<F( ) da—/%iFV 0) do.
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On va montrer que

2T 2T 2T
RlZ/ Fl(@)w’l,Rzz/ FQ(@)w'z,R:a:/ F3 () ¢4
0 0 0

et le théoréme sera ainsi démontré. Comme ¢ (0) = (cos6,sin@, f (cosf,sind)),
on trouve

/OﬂFl(go(H))gp'l (9)d6:—/07rF1(gp)sint9d9:/aA (F',0) -di

2 2
2 / _ 2 () cos _ 2\
| Peoaoa- [ Feoon- [ 0

/ " FS (0 (0)) o, (6) db = / 7 () (< sin fu+ cos f,) df = | @) a
0 0 0A

on déduit, par le Théoréme de Green, que

// [F (u,v, f (u, v))]dudv:/ (F',0) - di

0A

Rgz//A%[FQ(u,uf(um)ﬂ dudv:/aA (0,F?)-dl

Rg_//{ [F3 (u, v, f (u, v))fv]fai[F‘g(ufu f (u, v))fu]}dudv

— [ (P g
0A

comme souhaité.
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Chapitre 8

Fonctions holomorphes et
équations de
Cauchy-Riemann

8.1 Rappel sur les nombres complexes
Notation On écrira un nombre complexe
z=z+1y, x,y €ER et x=Rez, y=Imz.
(i) Le conjugué complexe sera
Z=x—1Yy

(7i) le module sera
|z| = Va2 + 92,

Noter que
|2 =2% et |z4w|<|z|+ |w|.

(i4i) Si z # 0, on peut écrire le nombre complexe sous la forme polaire

9 = cos® + isinb.

z=|z|e? on e
Noter que 0, appelé 'argument de z, n’est défini qu’a 2x prés. La valeur prin-
cipale de I’argument est la valeur unique de I'argument si on le restreint &
]—m, 7] . Par la suite nous considérerons quasiment uniquement la valeur prin-
cipale de Pargument et nous adopterons la notation arg z. Ainsi

arg (1) =0, arg(—1) =, arg (i) = =, arg(—i) = —g.

ol
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On peut aussi écrire 'argument comme une fonction de ’arc tangente ; en effet,
siz=xz+1y,

arctg2 six>0etyeR
x

/2 siz=0ety>0

argz = v (z,y) = —7/2 siz=0ety<O0

7T—|—arctg2 siz<0Oety>0
T

—7T+arctgy siz<0ety<O.
T

Au Chapitre 3 on avait écrit (mais ¢’est équivalent)
—arctg£+7r siy>0etzeR
Y
v(z,y) = /2 siy=0etz>0

—arctgg siy<OetzeR
Y

Noter aussi, par anticipation, que la fonction
z—argz

n’est pas continue le long de I'axe réel négatif. &

Les notions topologiques telles que : ouvert, fermé, intérieur, fermeture,
frontiére, compact, connexe, connexe par arcs, simplement connexe sont celles
naturellement induites par I'identification de C a R2.

8.2 Continuité des fonctions complexes

Une fonction complexe
f:QCcC—-C, f=f(2),
est formée d’un couple de fonctions réelles
u(z) =Ref(z), v(z)=Imf(z)
et par abus de notations on écrira, si z = = + 1y,
v=u(z,y), v=v(z,y).
On a ainsi la définition suivante.

Définition 8.1 Soit Q C C un ouvert. On dit que f : Q C C — C est continue
en zg € Q si pour tout € > 0 il existe 6 = d (€,20) > 0 tel que

lz—20l <6 = [f(2) = f(20)| <e
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Remarque (i) Toutes les régles de continuité (pour la somme, le produit, le
quotient, la composition, ...) usuelles pour les fonctions s’appliquent sans autres
aux fonctions complexes.

(i) 11 est facile de voir que
f est continue en zy < w et v sont continues en (g, yo) -

Exemple Les fonctions f(z) = 2", pour n un entier, et f(z) = Z sont
continues sur C. Mais la fonction

z —argz

n’est pas continue sur C. [ Y

8.3 Les fonctions holomorphes

Définition 8.2 Soient Q2 C C un ouvert et f: Q — C.
(i) On dit que f est holomorphe (ou analytique complexe) en zy € Q si

lim f(zo+h)— f(20)
h—0 h

existe et est finie. Cette limite est appelée la dérivée de f en zy et elle est notée
par f'(zg) -

(1) On dit que f est holomorphe (ou analytique complexe) dans Q) si f
est dérivable Vzq € (.

On a tres facilement (cf. Exercice 8.1).

Proposition 8.3 Soient Q C C un ouvert et f: Q — C.
(i) f est holomorphe en zy € Q, alors f est continue en zy .

(i) Si f,g: @ — C sont holomorphes en zg € Q, alors leur somme, produit
et quotient sont holomorphes en zy € 2. Plus précisémment

(f+9) (20) = (f"+9)(20) et (f9)'(20) = (f'g+ fg)(20)
et si, de plus, g (zo) # 0, alors

(- (552)

(i) St f : O — Q C C est holomorphe dans O et si g : Q@ — C est
holomorphe dans €2, alors

gof:0—-C

est holomorphe dans O et pour tout zg € O on a

(g0 /) (20) =g (f (20)) [’ (20) -
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Voyons maintenant des exemples.

Exemple (i) Les fonctions f (z) = 2™, pour n un entier, sont holomorphes
sur C (cf. la formule du produit dans la proposition ci-dessus, par induction) et

' (z) =nz""t

(ii) La fonction f(z) = 1/z est holomorphe sur C \ {0} (cf. la proposition
ci-dessus) et

f(z)=—1/22
(iii) La fonction f (z) = Z n’est pas holomorphe sur C, car

f(z0+h) = f(20) _
h

> >

qui n’a pas de limite quand h — 0. &

On a maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 8.4 Soient 2 C C un ouvert et zg = xg+1yg € Q. Soit f : Q2 — C
telle que, si z =1z + 1y,

u(z,y) =Re f(z +iy), v(z,y)=Imf(z+iy).

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est holomorphe en zy €

(i) les fonctions u,v sont différentiables en (xg,yo) et satisfont les équa-
tions de Cauchy-Riemann en (xg,yo) & savoir

0 0 0 0
5 (7090) = 5. (@0,0) et 5 (0,u0) = 5 (w0,30).

En particulier si f est holomorphe en zg = xo + iy alors

5} 0 0 .0
I/ (z0) = G (oo 0) 5 (0,0) = 5 (0,30) = i 50 (20, 90)

Notation Par la suite on notera
_ ou _ ou B ov B ov

_£7 uy_a_ya ’Uz_%v vy_a_y- ‘

Ug

Remarque On verra plus tard (cf. Théoréme 9.10) qu’en fait u,v € C* ()
et méme qu’elles sont analytiques (cf. Théoréme 9.16). &
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Avant de faire la démonstration, voyons d’autres exemples.

Exemple La fonction f (z) = €* (définie comme e* = €% on verra plus
loin une meilleure définition de la fonction exponentielle) est holomorphe dans

Cet f'(z) =€
Discussion Ecrivons

eF = e = e%cosy +iesiny = u(x,y) +iv(z,y),

ol u et v sont C1(R?) et vérifient les équations de Cauchy-Riemann, i.e.

Uy = vy = €¥ cosy
J— J— T o1
Uy = —Vp = —€7 siny

et donc [/ (2) =uy +iv, =€*. @
eiz_ —iz

. . € .
Exemple La fonction sin z = — est holomorphe dans C et sa déri-
ei z 4 efi z !
2
Discussion (i) Commencons par trouver les parties réelles et imaginaires.

vée est cosz =

] _eiz e Yel® _ pUe—iT
sinz = =

21 2i
e Y(cosz +isinx) — e¥(cosx — isinx)
2
ey —e Ycosx n eY+e Y |
= - - sin x
2 ) 2
= coshysinz + isinhycosz.

(ii) Calcul des dérivées.
uy = coshycosx, uy, = sinhysinz
v, = —sinhysinz, vy = coshycosz.
On a bien u, = vy et uy = —v, . De plus
(sinz)’ = u, +iv, = coshycosz —isinhysinx = cosz. @
On va maintenant procéder & la démonstration du théoréme.
Démonstration (Théoréme 8.4).

(i) = (i1). On démontre cette implication en deux étapes.

Etape 1. On va montrer, dans un premier temps, que toutes les dérivées
partielle de u et de v, soient uy, uy, vy, vy, existent et qu’elles satisfont les
équations de Cauchy-Riemann. On écrit

zo=xo+1iyo et h=a+1i05.
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Comme f est holomorphe en z5 € 2, on a

J(z0+h) = f(z0)

/ o .
— lim [u(zo + a,yo + B) +iv(zo + a,yo + B)] — [u(zo, yo) + iv(zo, yo)]
a,—0 o+ ’Lﬁ

1) On commence par choisir 8 = 0 et on trouve

[u(x() + «, y()) - U(x(), yO)] +1 [U(ZIJO + «, yU) - ’U(CL’o, y())]

/ _ .
fi(z0) = lim "
— lim u(zo + @, yo) — u(zo,Yo) 44 lim v(xo + o, yo) — v(T0,Yo)
a—0 o a—0 (6%

Ceci implique que u, (g, yo) et vz (xo,yo) existent et que
f (20) = ue(w0,90) + i ve(20, Y0)-
2) De méme en choisissant o = 0 on a

[u(wo, Y0 + B) — ulxo,y0)] + i [v(z0, Yo + B) — v(w0,Y0)]

f'(z0) = lim

B—0 10
— l lim u(x07y0 + 5) B u(x07y0) + lim v(z()vyo + B) _ U(x07y0) )
1 B—0 I} B—0 B

Ceci implique que u,(z0,%0) et vy(zo,yo) existent et que
[ (20) = —iuy (w0, y0) + vy(T0,Y0)-

Comme les limites doivent étre égales, on a les équations de Cauchy-Riemann
et les formules pour la dérivée.

Etape 2. Montrons maintenant que u et v sont différentiables. Par la premiére
étape on a que
f’ (Zo) = uz($07y0) +ivz($o,y0) = Uy(fcoayo) - iuy(l“o, yo)~
En posant h = a4 3, on a que
f(z0+h) = f(20) = f' (20) b
= [u(zo + o, y0 + B) — w(zo,yo)] + i [v(xo + @, yo + B) — v(z0, Yo)]
— [uz (0, yo) + i vz (z0,y0)] [ + i 5]

et donc
f(zo+h) = f(20)—f (20)h

= [w(zo + a,yo + B) — u(wo,yo) — Uz (o, Yo) + vz (0, Yo) ]
+i[v(xo + a, yo + B) — v(xo,Yo) — Vz(T0, Yo ) — Uz (20, Y0) ] -
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En invoquant les équations de Cauchy-Riemann on trouve

f(z0+h) = f(20) = f (20)h
= [u(zo + a,yo + B) — u(zo,Y0) — ua(To, Yyo)a — Uy(mo, Y0) 3]
+i [v(xo + , yo + B) — v(20, Yo) — Va(To, Yo) o — vy (0, Y0)B] -

Comme f est holomorphe, on a
f(zo+h) = f(20) = f'(z0) h +-e(h) avec  lim [e(h) /h] = 0.
Posons h = a+ i,
€1 (a,B) =Ree(h) et e(a,f)=1Ime(h)
et on a ainsi
a(xp) _e(ap)
Va2 + g2 7 Va2 + pg?
On déduit donc que

—0 siy/a2+82-0.

u(wo + o, yo + B) — u(wo,y0) = uz(To,yo) + uy(xo,%0)B + €1 (@, B)
U($0+04ay0+/6) _v($0ay0) = vw(x()vyo)a—i_vy(x()ayo)/g—"_e? (04,,6))

ce qui veut dire que u et v sont différentiables.

(i) = (i). Comme u et v sont différentiables, on peut écrire

w(@o + o, yo + B) —u(zo,y0) = uz(zo,yo)a + uy(xo,y0)B + €1 (o, B)
v(zo + a,yo + B) —v(xo,yo) = vz(Zo,yo) + vy (2o, y0)B + €2 (v, )

ou

e (af)  e(p)
Va2 + 877 Va2 4 5
Sionpose h=a+ifete(h)=c¢€ (a,0)+iez(a,3), on obtient donc

—0 siy/a2+p3%—0.

Flo+h)=f(20) = wa+uB+el(ef)+ifva+v,f+el(op)
= (ugp +ivy)a+ (uy, +ivy)B+e(h).

Et ainsi, en invoquant les équations de Cauchy-Riemann, on trouve

fzo+h)—f(z0) = (ug+ive)a+ (—vy+iug)B+e(h)
= (up+ivy)a+i(u, +ivg) B+ e(h)
= (up+ivg) (a+i8)+e(h).

Comme h = a+ i3, on a bien montré que f est holomorphe pour tout zy € Q2
et

I (20) = ua(0,y0) + i vx(20, yo) = =i uy (20, Yo) + vy(To, Yo)-

La démonstration est compléte. m
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8.4 Les séries de puissances

Commencgons par rappeler certains faits élémentaires que nous ne démontre-
rons pas.

Proposition 8.5 Soient a,, € C et considérons la série

+oo
g an 2"
n=0

Alors il existe 0 < R < oo, appelé le rayon de convergence, tel que la série
converge pour |z| < R, appelé le disque de convergence, et diverge pour
|z| > R. De plus, avec la convention que 1/0 = oo et 1/o0 = 0, alors R est
donné par

1 . 1/n
imsup,, . |an|

Remarque Evidemment que sur |z| = R on ne peut rien dire en général.

[ )

Exemple Considérons la série géométrique
+oo
E z".
n=0
On a R =1 et aussi que pour |z| < 1, on a
00 1

Zzn:l—z' .

n=0

Théoréme 8.6 Soit R > 0 le rayon de convergence de la série
+o0o
f(z)= Z an 2",
n=0

Alors f est holomorphe dans |z| < R, de plus sa dérivée est donnée par

o0
I (z) = Z na, 2"
n=1

et la série a aussi R comme rayon de convergence.

Démonstration Ftape 1. L’assertion sur le rayon de convergence est immé-
. . 1
diate car lim |n| /M =1 et donc

lim sup |n an|1/n = lim |n|1/n lim sup |an|1/" = lim sup |an|1/n .
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Etape 2. 1] reste donc & montrer que la série
oo
g(z)= Z na, 2"
n=1

donne bien la dérivée de f. Soient alors |zg| < r < R et écrivons

N )
f(z)=An(2)+Bny(2) ou Ay (z):Zanz” et By (z)= Z an 2"
n=0 n=N+1

Choisissons h € C de telle fagon que |z 4+ h| < r. Nous allons faire trois estima-
tions.

Etape 2.1. Comme |zp]|, |20 + h| < r et
n—1
" — yn — (:I? _ y) Zxkyn—k—l
k=0

on a, comme le rayon de convergence de la série g est R et que r < R, que

By (Z() + h) — By (Z()) (Z() + h)n — (Z())n

oo

< 3
h n=N+1 h
oo
< Z nlan|r™ .
n=N+1

Et donc pour tout € > 0 on peut trouver N (e) suffisamment grand pour que,

pour tout N > Ny (e), on ait

By (20 +h) — BN (20)
h

< £
=3

Etape 2.2. Comme Ay est un polynoéme, on trouve que

N
Ay (z) = Z nay 2"t
n=1
On déduit ainsi que
lim Ay (20) = g (20)
N —oo

et donc pour tout € > 0 on peut trouver Nj (€) suffisamment grand pour que,
pour tout N > N3 (€), on ait

[ A (20) = g (20)] <

Wl m

Etape 2.3. Par ailleurs, comme Ay est un polyndme (et donc il est holo-
morphe et on peut dériver terme a terme)7 on a qu’on peut trouver § = 0 (6, N ) >
0, tel que pour tout |h| < 4, on ait

AN (Zo+h) — AN

h < — Ay (20)| <

Wl m
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Conclusion. On écrit

f(Zo—I-h}z—f(Zo)_g(zo) _ AN(ZO+hZ_AN(ZO)—A§V(Z())

By (z0 +h) — By (20)
- .

On fixe alors N = N (¢) = max {N; (¢), N3 (¢)} (définis dans les Etapes 2.1 et
2.2 ci-dessus) puis on choisit (cf. Etape 2.3)

+A (20) — 9 (20) +

0=20(e, N (e)).
On a ainsi que si || < d, alors

J(z0+h) = f(20)
h

—g(20) <e

ce qui est le résultat souhaité. m

Remarque (i) Par applications successives du théoréme, on a qu’une fonc-
tion écrite comme une série ci-dessus est une fonction infiniment dérivable,
au sens complexe, et de plus toutes ses dérivées sont obtenues par dérivation
formelle.

(i) Nous avons considéré jusqu'a maintenant seulement des séries centrées
en 0. Il est évident que toutes les considérations ci-dessus s’étendent, sans autres,
au cas ol ces séries sont centrées en n’importe quel zo € C. &

8.5 La fonction exponentielle

On peut maintenant donner la bonne définition de la fonction exponentielle
complexe. On définit, pour tout z € C,

n on
z 0o
€ = Zn:() TL' .

Elle a les propriétés suivantes que nous ne démontrerons pas (cf. Exercice 8.2).

Proposition 8.7 Le rayon de convergence de la série est infini et donc la fonc-
tion est holomorphe dans tout le plan complexe et

(e) = €.
De plus €® =1, € # 0 pour tout z € C,

g1tz — o122

Siz,y €R et n € Z alors

e =e Y = ¢"cosy +ie”siny
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e =1

ez+21n7r — ez

Remarque La fonction e* n’est donc pas injective sur tout le plan complexe
et elle n’est pas non plus surjective. Pour la rendre bijective on peut par exemple
choisir

e“:{z€C:RezeRet Imze]-mn|} -C\{0}. &

8.6 La fonction logarithme et les fonctions puis-
sances

8.6.1 La fonction logarithme

On va maintenant définir la fonction logarithme qui est la fonction inverse de
la fonction exponentielle. A cause des remarques ci-dessus il faut étre prudent.
Pour z = z+iy on rappelle que |z| = y/22? + y? est son module et arg z (la valeur
principale de) est son argument. On définit alors la (détermination principale
de la) fonction logarithme

logz =log|z| +i(argz) avec —m <argz<m

ol log |z| est le logarithme naturel du nombre réel |z| (en particulier loge = 1).
Cette fonction est définie pour tout z # 0.

Remarque (i) On a donc que log 0 n’est pas défini et si z > 0 alors argax = 0
et donc le logarithme complexe restreint aux réels positifs correspond au loga-
rithme réel. Si z < 0, alors

logz =log (—z) +im

et par conséquent
log (—1) = im.

Mais il faut faire attention car, par exemple,
0=1log1=log(—1)* # 2log (—1) = 2.

(#) Comme nous lavons dit, il existe une infinité de déterminations du
logarithme et elles différent entre elles par un multiple entier (relatif) de 2im;
voir aussi ’Exercice 9.4 pour une discussion plus approfondie.

(#i) La fonction que nous avons définie sur C \ {0}, n’est pas continue sur
cet ensemble. En effet

log(—1+1it) =logv/1+t2+iarg(—1+it).
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On déduit donc que

lim log(—1+4it) = logl+imr=1in
t—0+

lim log(—1+it) = logl—imr = —im.
t—0—

Donc f n’est pas continue sur C\ {0} (plus précisément on a montré que f n’est
pas continue en z = —1, mais ceci est vrai pour n’importe quel point z € C tel
que Imz =0 et Rez < 0).

(iv) On rappelle que si z = x + iy, alors on peut définir Pargument comme
une fonction de 'arc tangente ; en effet

arctgg six>0etyeR
x
/2 siz=0ety>0
argz = v (z,y) = —m/2 siz=0ety<0

7T—|—arctgg siz<0Oety>0
x

—7r+arctgg siz<0ety<O.
T

Par ailleurs on sait que v est C* () ou
Q = R\ {(z,y) eR*:y=0etz <0}
= C\{z€C:Imz=0et Rez <0}

et que , pour tout (z,y) € Q,

—y p
Vp = ———— et v, =——.
a4 y? Y y? 4

On a maintenant la proposition suivante.
Proposition 8.8 La fonction logarithme a les propriétés suivantes
loge* =2 siImze|—m,
€8 =2 sizeC\{0}.
Si z,w € C\ {0}, alors
log z + log w si argz +argw € |—m, )
log (zw) =< logz+logw —2mi si argz + argw € |, 27]
logz +logw + 2w si argz +argw € |—2m, —7.
La fonction logarithme est holomorphe dans
N=C\{z€C:Imz=0 et Rez <0}
et sa dérivée est

f'(z)zl, VzeQ.

z
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Démonstration Cf. Exercice 8.3 pour la partie algébrique. Une autre dé-
monstration du fait que f'(2) = 1/z, Vz € Q, sera faite dans I’Exercice 9.4 ; en
voici une basée sur le Théoréme 8.4. Montrons maintenant que

f'(z)zl, VzeQ.

z

Comme
log = = log 2| +i (arg 2) = u (2, ) + v (z,y)
on trouve
u(z,y) =logv/z?2+y? et v(z,y) =argz.
On a ainsi
_ T _ Y
Uy = ,’1]2 +_y2 Uy = —$2 + y2
_ Y _ T
vm—x2+y2 vy_r_ﬂﬂ

et donc les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites et

-y T—1y 1

(log2) =ty +iv, =

Zrg Zrg @rinE-iy 2

La démonstration est terminée. m

Remarque Une autre idée de la démonstration (mais qui doit étre traitée
délicatement car elle rend obscur le fait qu’il faut se restreindre a €2 et pas a
C\ {0}) utilise l'identité

€8 = 2 sizeC\{0}.
En effet, en invoquant le fait que (go f)' (2) = ¢’ (f (2)) f' (2), on trouve
1= (logz) €& = (log z) 2

d’ou le résultat.

8.6.2 Les fonctions puissances

On va maintenant définir la fonction puissance. Pour v € C et z € C\ {0},
on définit (la détermination principale)

f(z) =27 =¢vloez,

Remarque (i) Pour chaque détermination du logarithme on a, pour n € Z,

2 = e’y[log z+2zn7r].
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(ii) Noter que si > 0 et v € R la détermination principale de z” correspond
exactement & ce qu’on entend en analyse réelle par z7.

(i1i) Si z € C\ {0} et v € Z, on vérifie facilement que la détermination prin-
cipale de 27 correspond exactement a celle définie algébriquement, cf. Exercice
8.5.

(iv) On a, par exemple,

(_1>z _ eilog(fl) —e 7
(_1)1/2 _ elog(fl)/Q _ eifr/? —3
(_1)1/3 — elos(=1)/3 _ in/3 _ % +1q ? .

(v) Comme la fonction logarithme, les fonctions puissances ne sont en général
pas continues sur C\ {0}, mais elles peuvent étre étendues par continuité a C
quand y e N (A C\ {0} quand y € Z_). &

Proposition 8.9 Soient 8,7 € C et z,w € C\ {0}, alors

BT = LB,

(zw)” si arg z + argw € |—m, 7]
27w = (zw)? €™ si argz + argw € |, 27]
(zw)" e 2™ i argz +argw € |—2m, —7].

La fonction f (z) = 27 est holomorphe dans
Q=C\{z€C:Imz=0 et Rez <0}
et sa dérivée est donnée par
frzy=n2""1

Démonstration cf. Exercice 8.4. m

8.7 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment les Exer-
cices 1, 4, 6, 7, 8,9, 10 et 11, se trouvent au Chapitre 9 de [9].

Exercice 8.1 Montrer la Proposition 8.3.

Indication. Pour la composition, on pourra utiliser la définition suivante : f est
holomorphe en zy si et seulement si il existe une fonction € : C — R telle que
lim,_oe(h) =0 et w € C satisfaisant

fzo+h)—f(z0) =h(w+e(h), pourtouth suffisamment petit.

Ici on prendra [ (z9) = w.
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Exercice 8.2 Montrer la Proposition 8.7.

Exercice 8.3 (i) Montrer la Proposition 8.8 (le fait que f' (z) = 1/z a déja été
fait). Soit z € C. Montrer que

loge® =z, si Imz € ]—m, 7] et 8% =2 sizecC)\{0}.
(ii) Trouver et expliquer la faute dans la série d’égalités suivante :
1=1Y2 = (6271'2')1/2 — T — 1.
Exercice 8.4 Montrer la Proposition 8.9.

Exercice 8.5 Soit z # 0. Montrer que la définition donnée dans la Section 8.6
de la fonction z™, n € N, correspond & celle obtenue de maniére algébrique, c’est
a dire
Z P Z e e e z'
[

n fois

Exercice 8.6 Soient z =x + iy et la fonction

f(z)=+|zy|, VzeC.

i) Vérifier les équations de Cauchy-Riemann associées & f en zg = 0.
il) Montrer que f n’est pas holomorphe en zg = 0.

iii) Montrer que la partie réelle de f n’est pas différentiable en (zo,yo) =
).

Exercice 8.7 Soient z=x+ iy et

(
(
(
(0,0

f(z)=a2*+iy>

Trouver le plus grand ensemble L C C ot la fonction f est holomorphe. Justifier
votre réponse.

8.8 Corrigés
Exercice 8.1 (i) Comme f est holomorphe en 2, nous avons, par définition,

o £ Go 1) = 1 (20) = W (o)

=0
h—0 h

et donc, en particulier,

lim [f (20 + h) — f (20) — hf' (20)] = 0

h—0

ce qui implique
}Lig}) [f (20 +h) — f(20)] =0
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d’ou la continuité en zq .
(i) Addition :

lim (f+9)(20+h) = (f+9)(20) _ lim f(zo+h) — f(20) 1 lim 9(20+h) —g(20)
h—0 h h—0 h h—0 h

= f"(20) + 9’ (20) -

Produit :
i 9) (20 + 1) = (fg) (20)
h—0 h
i 9) o 1) = £ (2o +R) g (20) + 1 (20 + ) g (20) = (fg) (20)
h—0 h

= f'(20) 9 (20) + f (20) ¢’ (20) -

Quotient : par la formule pour le produit, il suffit de montrer que

(5) =5

pour obtenir la formule pour le quotient. On trouve directement que

fon Y9 Go+h) =g (o) _ o g(a0) —g o+ h) _ —g/ ()

h—0 h =0 hg(zo+h)g(20)  ¢%(20)

(i4i) Puisque f est holomorphe en zo et g en f (z0), on peut écrire
f(zo+h1)— f(20) =h1 (f (20) +€1(h1)), Vhy€C (8.1)
9(f(20) +h2) — g (f (0)) = h2 (¢'(f (20)) + €2 (h2)), Vha €T  (82)
avec limy_q ¢; (h) = 0. Choisissons dans le membre de gauche de (8.2)
ha = f (20 + h1) — f (20)
et on trouve donc
9(f (20) + h2) — g (f (20)) = 9(f (20 + h1)) — 9(f (20))-
Puis prenons dans le membre de droite de (8.2)
ha = h1 (f' (20) + €1 (h1))

(qui, par (8.1), est égal au précédent) et nous obtenons, en utilisant I'identité
précédente, que

9(f (20 +h1)) = g(f (20)) = h1 (f' (20) ¢'(f (20)) + €3 (1))

avec limy,_,g €5 (h) = 0. Ceci montre bien que g o f est holomorphe en zg et que

(gof) (20) =g (f (20)) f'(20). &
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Exercice 8.2 (i) On utilise le critére de d’Alembert : pour tout z € C,

2|

h |a’n+1| — = —
n—oo |ay,| n—=oo [z|" (n+1)!  n=con 41
ce qui montre que la série converge dans tout C et donc le rayon de convergence
est infini.
(#1) Par le Théoréme 8.6, on sait qu’'une série de puissance est holomorphe
sur son rayon de convergence et que sa dérivée s’obtient en dérivant termes a
termes. Par le point précédent, e* est holomorphe dans C, d’ou

o0 1 +o0o m

o~ nz""" 2™,
SR D D DY A
n=0 m=0
(#i) Soit z = x + iy. Par définition, nous avons
+oo 4. n +oo 00
ey — Z (iy) — N2k y** n ZZ-ZIC-H y*rH
| | |
— nl — (2K &= 2k +1)!
too 2k oo 2k+1
Yy . E Y ..
= —1)k L cos S
;O( ) (Qk)!—&-szO( ) T cosy +isiny

et donc _ _
e* ="V = ¢e%e"¥ = e"(cosy + isiny).
(iv) Les autres propriétés découlent immédiatement du point précédent. &

Exercice 8.3 (i) Soit z =z + i y. On rappelle que
e =e€"(cosy +isiny) et logz=1logl|z|+iargz, z#0.
- Comme y € |—m, 7], alors arge® = y et donc
loge® =logle*| +iarge” =x +1iy = z.

- Par ailleurs on trouve que

elog z log|z| elarg = iarg z

=e = |z|e =z.

- On rappelle que Pargument de z € C est le seul scalaire arg z € |—m, 7| tel que

I’on puisse écrire
z = |z| e'?8%,

On a donc

iarg w i(arg z+arg w)

zw = |z €87 |w|e = |zw|e
et par conséquent, puisque la fonction t — et est 2r—périodique, on déduit que
arg z + argw si argz + argw € |—m, 7]

arg (zw) =< argz+argw — 27 si argz + argw € |, 27]

argz +argw + 27 si argz 4 argw € |—2m, —7).
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En utilisant la définition du logarithme, a savoir
log (zw) =log |zw| + iarg (zw) = log |z| 4+ log |w| + i arg (z w) ,

on obtient directement le résultat.

(e2m‘)1/2 = ¢™. Par définition,

(#i) La faute est manifestement dans 1’égalité
(€2Tri)1/2 — elog(e2"i)/2 _ eiarg(ezﬂi)/Q- (83)

La fonction arg z prend ses valeurs dans ]—m, 7] (la détermination principale),
on trouve

arg (62”) =0,

et donc 1
(6271'2) / _ e(] =1.

Par contre, si on fait la faute suivante
arg (¢’™) = 2,
alors (8.3) nous donne la fausse égalité, a savoir

(62771') 1/2 _ eTl'i'

On a donc que la propriété suivante, vraie dans R, est fausse dans C :
()" #27, 2B8,7€C, 2#0. &

Exercice 8.4 (i) Le fait que 2°77 = 2827 est vrai suit directement des pro-
priétés de ’exponentielle complexe.

(#) Utilisant 'Exercice 8.3, on a

wY = ey log z e logw __ e'y(log z+log w)

et donc
g7 log(zw) si argz + argw € |-, 7]
2w =4 e les(zw)+2m) i arg» +argw € |, 27]

erlog(zw)=2mi) i arg» 4 argw € |—2m, —7].

Comme e71°8(2®) = (zw)”, on a le resultat.

(iii) La fonction 27 = €71°8* est holomorphe dans O, car composition des
fonctions e et log z, holomorphes dans O (par 'Exercice 8.1). On a donc

1
f/ (z) _ (e'y logz)’ — logz,y; :,yz'y—l. A

Exercice 8.5 Utilisant I’Exercice 8.3, on a que

n nlogz _ elogz+~~+logz — elogz . t9/‘logz

zZ =€ =Z- 'z
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d’ou le résultat. &

Exercice 8.6 Posons u (z,y) = +/|zy| et v =0, de sorte que

f(2) =u(zy) +iv(zy).

(1) Nous avons trivialement v, (0, 0) = v, (0,0) = 0. Montrons que u, (0,0) =
uy (0,0) = 0. Par définition, nous avons directement
u(h,0) —u(0,0) 0

=lim-—-=0

h h-0h

ug (0,0) = lim

de méme pour u, . Les équations de Cauchy-Riemann sont donc satisfaite avec
Uz (0,0) = v, (0,0) =0, wu,(0,0) =—v,(0,0) =0.
(#i) Soit h = hy + ihy € C. Nous voulons montrer que la limite
i LW =S _ VIR
im ~¥—————= = lim ———
h—0 h h—0 h

n’est pas définie. D’une part, en choisissant hy = 0, la limite converge vers 0.
D’autre part, si hy = hg > 0, alors

. A/ |h1he| . hi 1
1 _— = 1 - 0.
A by A ) 1t

Donc f n’est pas holomorphe en 0.

(i4i) Supposons par ’absurde que u soit différentiable en (0, 0) . Par définition
ceci implique, pour h = (hy, hy) € R?,

lim u(hl,hg) —U(0,0) —hlux (0,0) —hguy (0,0) — lim \/|h1h2| o

|0 I hj—0 \/hZ + h3

En particulier, si h; = hy > 0, nous avons

lim o _ 1
h—0+2h; /2

ce qui est absurde, et donc u n’est pas différentiable en (0,0). &

£0

Exercice 8.7 On appelle u (z,y) = Re f (2) = 2% et v (z,y) = Im f (2) = 3°.

On a alors
ug (z,y) =2z, v,(0,0) =2y et wu,(v,y)=0=—v,(z,y).

Comme u et v sont différentiables sur tout R? et que les équations de Cauchy-
Riemann sont satisfaites uniquement quand = = y, on déduit que le plus grand
ensemble o f est holomorphe est

L={z€C:Rez=Imz}. &
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Chapitre 9

Intégration complexe

9.1 Rappel sur les intégrales curvilignes

On va adapter ce qu’on a vu au Chapitre 2 au cas complexe.
Définition 9.1 (i) Soit v € C' ([a,b];C) et f € C° (v ([a,b]);C), c’est a dire
f:v(ab) cC—C

est continue. L’intégrale de f le long de ~y est définie par

Lf(z)dzz /abf(’y ()~ (t)dt.

(ii) Soit v € CL, .. ([a,];C), alors

N ait1
[r@a=3 [ raw @
v i=0 7 @i

Remarque Pour que toutes ces notions aient un sens géométrique, en par-
ticulier celle de longueur, il faut faire des hypothéses supplémentaires sur . Il
faut supposer que 7 ([a, b]) est une courbe simple et réguliére (par morceaux),
au sens des Définitions 2.1 et 2.3 du Chapitre 2; en particulier, v’ (¢) # 0 pour
tout t € [a, b] et ~y est injective sur [a,b] . Sous ces hypothéses la longueur d’une
telle courbe est donnée par

b
long (7) = / ' (1) db.

Nous ne ferons cette hypothése supplémentaire que si cela est nécéssaire. @

Exemple Soient f (z) = 22, et 7, , 75 respectivement le demi-cercle supé-
rieur de rayon 1 centré en l'origine et le cercle de rayon 1 centré en l’origine.

Calculer (2)dz, i =1,2.
Vi

169
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Discussion 7, : [0, 7] — C, ott 71(8) = €*? et donc 74 () =ie'?. On a
3i0 |7

f(z)dz:/ (ew)Qiede:i/ 31040 = S — .
Y1 0 0 3 0 3

b) ¥4 : [0,27] — C, avec v5(6) = €*? et donc ~4(#) =ie’?. On obtient

2 ) 2T €3i0 2
f(z)dz:/ (€l9)2i610d9:i/ 6329d0: T —0. &
0 0

0

T2

On a, par ailleurs, les inégalités suivantes.

Proposition 9.2 (i) Soit g € C°([a,b];C), alors

[ swal< [wora

(ii) Soient v € C' ([a,b];C) (idem pour C}...) et f € C°(y([a,b]);C).
Alors

z)dz| <

s {If (= \}/h ) d.

z€7([a,b])

b
Démonstration (i) Posons A = [ g (¢)dt. Si A =0, le résultat est trivial.

Supposons donc que A # 0 et définissons
= [lul=Tet pA=I[A[].

On observe ensuite que

b

w:m:/ (ug(t))dt=/ Re(ug(t))dt+i/ Im (sug (1)) dt

a

et donc, comme le membre de gauche est réel, on obtient que

b
/ Im (g (t))dt = 0.

Finalement on trouve le résultat souhaité, a savoir

b b b b
w:/ Re<ug<t>>dts/ IMQ(t)IdtS\nI/ \g(t)\dt=/ 9 (1) dt.

(i1) En appliquant (i) on infére que
< [eey o

t)dt
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[yf(z) dz

ce qui est le résultat cherché. m

et donc

< sup]{lf(v(t))}/a ! (t)] dt

t€la,b

On a une premiére version trés faible du Théoréme de Cauchy, mais qui nous
sera utile par la suite.

Proposition 9.3 Soient Q2 C C un ouvert et deux fonctions
LF:Q—C

telles que f soit continue, F soit holomorphe dans Q et F' = f (F est alors
appelé une primitive de f). Soit v € C}... ([a,b];Q) (i-e. v ([a,b]) C ), alors

/f(Z)dz:F(v(b))*F(v(a)%

En particulier si vy est fermée, on a

[yf(z)dz:o.

Démonstration Etape 1. Notons, pour z =z + iy,
u=u(z,y) =ReF (z) et v=v(z,y)=ImF(z).
Comme F' est holomorphe on a, par le Théoréme 8.4, que
Uy =Vy € Uy =—uy
et
F'(z) =uy +ivy = vy —iuy.

Comme F’' = f est continue, on déduit que uy, vy, uy, v, € C°(Q) et donc que
u,v € C(Q) et les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites.

Etape 2. Montrons que si y € C* ([a,b];Q), v (t) = a (t) +i3(t), alors

F v (@) ()= S uy )] +i 5 b (3 (0)] = % [F (7 ()]

En effet
Fy)y' (1) = [ua(a(®),8) +ive (a(t),81)][o (1) +i6 (1)
= [ue (0 f)a — vy (@, 8) '] +i [vz (@, B) &' + ug (e, B) 5]
et donc en utilisant les équations de Cauchy-Riemann on trouve
F'iy))y () = [us(a,B)a +uy(e,8) 8] +i [z (o, 8) 0’ + v, (o, 8) ]

= % [u (v (1))] + z% [v(y ()] = % [F (v (1))
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Etape 3. On fait la démonstration quand v € C* ([a, ] ;Q) (mais la démons-
tration est exactement la méme dans le cas général). On a, par 'Etape 2 et le
fait que f = F”, que

b b
/ f(z)dz = / £ v () () dt = / F (v (1) (£) dt
bd

= [ FIFO@ld=FO®) -F @)
ce qui termine la démonstration. m

Corollaire 9.4 Soient Q2 C C un ouvert connexe et
f:Q—=C
telle que f soit holomorphe dans 2 et f' =0 dans Q. Alors [ est constante.

Démonstration cf. Exercice 9.3. m

9.2 Le lemme de Goursat

Le lemme de Goursat est un cas particulier du Théoréme de Cauchy. On
définit le diamétre d d’un triangle T par

d=sup{|lz —w|:z,weT}

ainsi que son périmétre
p = long (0T).

Théoréme 9.5 (Lemme de Goursat) Soient Q C C un ouvert, T C Q un
triangle et f : Q — C holomorphe. Alors

f(z)dz=0.
aT
Démonstration Ftape 1. Soient A, B, C les sommets du triangle et soient
Ay, By, les milieux des trois cotés du triangle. On a ainsi formé quatre nou-
veaux triangles le , 7 =1,2,34 (cf. Figure 9.1). On a alors, a cause du sens de
parcours,

Tf(z)dzzz f(z)dz

= Jor;

On doit stirement avoir pour au moins un j = 1,2, 3,4 que

<4

f(z)dz
orT

f(z)dz

1
oT;
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Fi1G. 9.1 -

On choisit un de ces le et on Pappelle T* (noter que ' C T'). Comme les quatre
triangles sont semblables, il est facile de voir que le périmeétre (respectivement
le diametre) de chaque triangle est p/2 (resp d/2) ou p (resp d) est le périmeétre
(resp. le diametre) de T.

Etape 2. On itére ainsi le procédé et on va construire des triangles 7", de
périmetre p/2™ (respectivement de diameétre d/2™) tels que (cf. Figure 9.2)

Fi1G. 9.2 -

ThC--CTYCT et < 4"

f(z)dz

oTn

(2)dz
orT

La suite {77} est une suite décroissante d’ensembles fermés dont le périmétre
tend vers 0 et donc (résultat classique en topologie) il existe un unique

e (TP cTca.
n=1
Etape 3. Ecrivons maintenant que f est holomorphe en zg
f(2) = f(20) + ' (20) (z = 20) + € (2, 20) (2 — 20)

avec €(z,29) — 0 quand z — zo. Par la Proposition 9.3 appliquée a

(z— 20)2

f(z0)+ f'(20) (2= 20) et F(2)=f(20)z+ f (20) 5
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on déduit que
(2)dz = / €(z,20) (2 — 20) dz.
oTn

Comme z € 9T™ et zp € T™ on obtient que

d
\z—z0|§2—n

oTn

et donc pour n suffisamment grand on a |e(z,29)| < €, ol € est arbitraire,

f(z)dz| < 4" f(z)dz| =4" / €(z,20) (2 — 20) dz
oT aT™ o™
d p
< 4" — = =cdp.
< €4 o on edp

Comme € est arbitraire, on a bien démontré le lemme de Goursat. m

Le Lemme de Goursat a comme corollaire (qui sera amélioré plus loin, cf.
Théoréeme 9.11).

Théoréme 9.6 Soient Q2 C C un ouvert étoilé et f : Q — C holomorphe. Alors,
il existe une primitive de f, c’est a dire qu’il existe F' : Q — C holomorphe tel
que

F' = f dans Q.

Démonstration Etape 1. Supposons que 2 soit étoilé par rapport a £ € Q.
On définit
F(z)= (w)dw ze€Q
[€:2]
ou
£, 2] ={neC:n=yt)=1—-1t)+1tz t€[0,1]}.

On considere h € C, suffisamment petit pour que z + h € 2. On va montrer (cf.
Etape 2) que

F(z+h)—F(z)= / £ (w) dw.
[z,2+h]

Si c’est le cas on peut conclure car

1
F(z+h)—F(z)= fwydw="h | f(z+th)dt
[z,lh] A
et donc

z - Z '
F( ”2 F<>_f(z):/0 [f (= +th) — £ (2)] dt.

On a alors (f étant holomorphe, elle est continue, cf. Proposition 8.3)

F(z+h)—F(z)
h

|h|—0
—

—f@) < sup A|f(w) - f(2)}

|w—z|<|h|

0,
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ce qui implique le résultat.

Etape 2. Montrons donc que

F(z+h)—F(z)= / f(w) dw.
[z,5+h]
Cas 1 :{&,z,2z+ h} forment un vrai triangle T (cf. Figure 9.3). Alors
0T =[£,2]U[§,z+ h|U [z, z + h]

est entierement contenu dans 2. On applique alors le Lemme de Goursat et on

Fi1G. 9.3 -

a (attention au sens)

(w) dw = (w) dw + / f(w)dw— / f(w)dw
oT [£,2] [z,2+h] [€,2+h]

F(z)—F(z+h)+/ £ (w) duw

[z,2+h]

0

d’ou le résultat.

Cas 2 : £ =z ou {&, 2,2+ h} sont alignés. On a tout de suite (on n’a
pas besoin d’invoquer le lemme de Goursat)

F(z+h)—F(z)= / f(w)dw
ce qui implique aussi le résultat. m

9.3 Continuité des dérivées des fonctions holo-
morphes

On commence par un cas spécial du Théoréme de Cauchy (cf. Théorémes
9.12 et 9.14 pour des versions plus générales).
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Théoréme 9.7 (Théoréme de Cauchy pour les étoilés) Soient Q C C un
ouvert étoilé et f : Q — C une fonction holomorphe. Soit v € CL .. (la,b];Q)
(i.e. v ([a,b]) C Q) avec v (a) = (b). Alors

Lf(z)dZZO.

Démonstration La démonstration résulte de la combinaison de la Propo-
sition 9.3 et du Théoréme 9.6. m

Exemple Soient v € C}, . ([a,b] ; C) avec 7 (a) = 7 (b) et

f(z)=sin(e®) = /f(z)dzzO. [ )

On a maintenant un cas spécial de la Formule intégrale de Cauchy.

Théoréme 9.8 Soient Q) C C un ouvert, f:Q — C une fonction holomorphe,
zo € § et soit v un cercle tel que zy € inty et yUinty C Q. Alors

1 [1E .
zZ— 20

f(z0) = omi
vy

Exemple Soient v = 9B, (0) et

w dz = 2misin(1). &

f(z) =sin(e?) = /7

Démonstration La preuve est faite en deux étapes.

Etape 1. On pose
f(2)

z—2z0

9(z) =

Puis on choisit € > 0 suffisamment petit pour que B, (z0) C int-y, on a ainsi

B, (zp) Cinty CyUinty C Q.

On décompose "'anneau" int~y \ B (29) en quatre parties (cf. Figure 9.4, la
décomposition en quatre parties n’est pas nécessaire) et on appelle Vi J =
1,2,3,4, les bords de ces quatre parties.

Voyons un peu plus précisément comment est décomposé I’anneau.

(i) On choisit v J =1,2,3,4, comme dans le dessin, de maniére que v; €
Clove ([a, bl; L\ m) ;74 (@) =7, (b),v;Uinty,; C Q\m est étoilé
et

VJZ’YU’YG ou 76:8B6(Z0)'
1

ICw

J

(i) On agrandit légérement -+, U int ; pour que

v; Uinty,; C € C Q; CQ\ Bejs (20)
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Fic. 94 -

avec ) étoilé.

Etape 2. On applique alors le Théoréme de Cauchy (cf. Théoréme 9.7) pour
les domaines étoilés a §2; et a chacune des courbes v; , j = 1,2, 3, 4, pour déduire

que
/ 9g=0, j=1234
~

J

On a clairement, a cause des sens de parcours, que

et donc

27 i6 )
/ [C) dZ:/ /(2) dz=1 Meewdéﬁ
y zZ— 20 ~ €
Comme f est holomorphe et donc continue, on a bien par un passage a la limite
que
f(z)

——dz =2mi f (20) -

’YZ_ZO

La démonstration est donc compléte. m
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Corollaire 9.9 Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme, alors la fonc-
tion f est infiniment dérivable au sens complexe et

£ ) = o | L ! (Z))nﬂ dz.

211 Z—2

De plus, pour tout r > 0 tel que B, (zo) C Q, linégalité suivante a lieu
|70 (z0)] < 25 max{1f (2)]: = € OB, (20)}
Démonstration (i) On procéde par induction, le cas n = 0 ayant été dé-

montré dans le théoréme précédent. On choisit A suffisamment petit pour que
2o + h € int~y. Supposons donc qu’on ait démontré le corollaire jusqu'a n — 1,

c’est a dire
(n—1) _ (=1 f(2) d

27q z—2p)
ot o = Pt [T

On a donc, en réduisant au méme dénominateur, que

FO D (zo4+h) — fP D (z)  (n—1)! z—zo —(z—20—h)"
= f 7 dz.
h h(z—20)" (2 —20—h)
(9.1)
Par ailleurs on observe que, comme
n—1
:L,niyn — (SC - y) (znfl +‘T/any et :L,yn72 + ynfl) — (:E o y) anfkflyk,
k=0

onapourr=z—zpety=z—2p—h

(z—20)" —(z—20—h)" ity

. = Z (z — zo)n_k_l (z— 20— h)k

k=0
et donc N -
oy [E=8 = ] e,
De ceci on déduit immédiatement que
. [z—20)"=(z—2—h)" n(z—z)""" n
lim o) n = 2n = n+1l°
h—0 | h(z—20)" (z— 20 — h) (z — 20) (z — 20)

En passant a la limite dans (9.1), ce qui est légal car on a convergence uniforme,

on trouve | s ( )
(n) - JE
£ (20) = 211 L (2 )n+1 dz
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comme souhaité.

(#) On applique la formule & v = 9B, (2p) et on a (en utilisant la Proposition
9.2)

f (=)

(Z _ zO)’ﬂ-‘rl

‘f(n) (zo)‘ < % max [ : 2 € 0By (20) | long (0B, (20))

’f(") (Zo)‘ < #:LH 2 r max [|f (2)] : z € 0B, (20)]

et le résultat est démontré. m

On a enfin le résultat souhaité, mais qui sera amélioré plus tard (cf. Théoréme
9.16)

Théoréme 9.10 Soient Q C C un ouvert, f : Q — C une fonction holomorphe
u=Ref etv=1Imf alorsu,v € C® (Q). De plus en tous points z = x+iy € Q

Up =Vy €t Uy = —Vy

et
Au=Av=0.

Démonstration On va montrer seulement que u,v € C!(Q), mais le ré-
sultat général est évident par induction. Par le Corollaire 9.9, on a que f’ est
holomorphe et par la Proposition 8.3, on déduit que f’ est continue. Les équa-
tions de Cauchy-Riemann impliquent le résultat souhaité. m

Le résultat précédent nous permet d’améliorer le théoréme sur les primitives,
cf. Théoreme 9.6.

Théoréme 9.11 Soient Q C C un ouvert simplement connexe et f : Q — C
holomorphe. Alors, il existe une primitive de f, c’est a dire qu’il existe F : Q —
C holomorphe tel que

F'=f dans Q.

Démonstration La démonstration est une combinaison de celles des Théo-
rémes 3.9 et 9.6.

Etape 1. En effet fixons & € . Soit z € £ un point quelconque et v, €

Cl e ([a,0];Q) (ie. v, ([a,b]) C Q) avec v, (a) = € et v, (b)) = 2. On définit

morc
alors

F(z)= [ f(w)dw.
’YZ
Montrons, comme dans le Théoréme 3.9, que la définition de F' est indépendante
du choix de v, . Comme d’habitude il suffit de montrer cette indépendance pour
des v, € C? ([a,b];£) . Soit donc v, € C? ([a,b]; Q) avec v, (a) = £ et v, (b) = 2.
Comme € est simplement connexe, il existe

v €C*([a,0] x [0,1]39Q), y=7(ts) =alts) +if(ts),
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(dans la définition de simplement connexe on a seulement v € CY, mais, comme
déja dit, on peut supposer, sans perte de généralité, que v € C? car  est ouvert)
tel que
[v(#0)=7.() et (1) =92(t)], Vt€]a,
v(a,s) =7.(a) =7.(a) =&, Vse[0,1]
v(b,s) =7.(0) =7. () =2 Vse[0,1]
v(t,s) €, V(ts) € la,b] x[0,1].

On définit alors

b
@@=/fwmmmw@ﬁ=w$w¢@
o (f (2) = u(2,y) + 0 (2, ) o 7, (£ 5) = a (£,5) + 1 B, (£, 5))
b
ols) = /[UW@ﬁﬁﬁﬁﬁ»aM@Q—Umﬁﬁ%ﬂﬁﬁﬂﬂﬁﬁﬂﬁ

b
P(s) = /[U(a(tvs)ﬁ(taS))ﬁt(t»S)+v(a(t78),ﬁ(t»))at(t,S)}dt

On doit montrer que ® (0) = ® (1) ; et pour ceci nous montrerons que ¥’ (s) = 0,
ie ¢ (s) = ¢ (s) = 0. On va montrer cela seulement pour la partie réelle
p, le résultat pour la partie imaginaire 1) étant montré de maniére analogue.
Calculons donc la dérivée (ceci est légal car on sait maintenant que u,v € C*)

b
¢ 9 = [ [wan =08, + (e + 1,8, 01 = (vs00 +0,5,) 5] di
Observons ensuite que

(was — ’Uﬁs)t = (uags — v By) + (ugay + uyﬂt) as — (veay + Uyﬂt) Bs

et donc en invoquant les équations de Cauchy-Riemann (pour la partie réelle ¢
on utilise seulement que u, = —v, , tandis que pour la partie imaginaire 1) on
fait uniquement appel & u, = v,) on obtient

(was —vB), = (vars —v ) + (uer — vef3y) s — (—uyar + vy 8;) By
= (uats - ’Uﬂts) + (umas + uyﬂs) Qp — ('Uzas + 'Uyﬂs) Bt .
On infére ainsi que
¢ (s) = [u(a(ts),B(ts) as (t5) —v(alts), Bt ) B, (t5)][;Zn =0

car o, (b, s) = B, (b, s) = as (a,s) = B, (a,s) =0.
FEtape 2. On considére h € C, suffisamment petit pour que [z,z + h] C Q. 1l
suit immeédiatement du calcul précédent que

ﬂwwwl.ﬂwww— [t
z [

p
#th z,z2+h]
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et par conséquent

1
F(z+h)—F(z)= / f(w)dw—h/o f(z+th)dt.

On déduit que

F(z+h)—F(z)
h

1
—f(Z)=/O [f(z+th)— f(2)]dt

On a alors (f étant holomorphe, elle est continue, cf. Proposition 8.3)

F(z+h)—F(2)
I

h|—0
50

—f@)| < sup A{lf(w) - f(R)}

 Jw—z|<[h|

ce qui implique le résultat. m

9.4 Théoréme et Formule intégrale de Cauchy

On va maintenant généraliser les Théorémes 9.7, 9.8 et le Corollaire 9.9.

9.4.1 Le Théoréme de Cauchy

Le Théoréme 9.7 va étre étendu aux domaines simplement connexes (cf.
Théoréme 9.12) et d’une fagon un peu différente aux domaines réguliers (cf.
Théoréme 9.14).

Théoréme 9.12 (Théoréme de Cauchy pour les simplement connexes)
Soient Q C C un ouvert simplement connexe et f : Q — C une fonction holo-

morphe. Soit v € CL .. ([a,b] ;) (i.e. v ([a,b]) C Q) avec v (a) = (b). Alors
/ f(z)dz=0.

Démonstration La démonstration résulte de la combinaison de la Propo-
sition 9.3 du Théoréme 9.11. m

On rappelle maintenant la notion de domaine régulier au sens du Théoréme
de Green.

Définition 9.13 Un ouvert O C C est dit régulier s’il existe Oy, Oy, -+ ,0yp, C
C des ouverts bornés tels que

0=00\JOx

k=1
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avec _
O C Og k=1,2,---.m

0;N0r=0 j#ketjk=1,--,m
00y, = v, k=0,1,2,---,m

ot les v, sont des courbes simples fermées réguliéres par morceau.

Théoréme 9.14 (Thég‘éme de Cauchy pour les domaines réguliers) Soient
Q C C un ouwvert, O C O C Q un domaine régulier et f : Q — C une fonction

holomorphe, alors
m

f(z)dzzZ/ f(z)dz.

k=1"Y"k

En particulier si vy est une courbe simple fermée et réguliére par morceaux telle
que yUinty C Q, alors
/ f(z)dz=0.
¥

Démonstration Le cas particulier se déduit du cas général en prenant
O():il’lt’}/ et 01::Om:®

Montrons maintenant le théoréme sous I’hypothése supplémentaire que toutes
les courbes vq,7v1, " 7., sont régulieres (si v, sont seulement réguliéres par
morceaux on procéde de maniére similaire).

FEtape 1. Soit vy une courbe réguliére de paramétrisation v : [a,b] — C telle
que

T() =alt)+iB(t).

On écrit f =u+ v et on trouve donc

/Vf(z)dz = /ab(quiv)-(o/JriB')dt

b
/ [ula(t),B() (t) —v(a(t),5(t) 5 (t)] dt
b
+i/ [v(e(t), B (1) o' (t) +ula(t),B(t)B (t)] dt.

On pose ensuite

F(x,y) = (U (zay)viv (x,y)) et G(:E,y) = (U (:E?y) ’u(x’y))'

Noter que

b
[Fa = [uew.s00®-v@n.50)8 0]

b
/G~dl - /[U(a(t),ﬁ(t))o/(t)+u(a(t),ﬂ(t))ﬂ'(t)]dt
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/f(z)dz:/F~dl—|—i/G-dl.
ol o o

FEtape 2. On applique alors le Théoréme de Green, noter que F,G € C* (6; Rz) .
On a donc que

f(2)

z)dz / F-dl+i/ G-dl
o0 00 00
// (rot F) dxdy + i // (rot G) dzdy
o o
// (—vg — uy) dedy +1 // (ugy — vy) dzdy.
@] O

et donc

En utilisant les équations de Cauchy-Riemann (u, = v, et u, = —v;), on en
déduit que
o_/ f(x)dz= | f(z dz—z
Yo k=1 ’Y/c

ce qui est le résultat souhaité. m

9.4.2 La Formule intégrale de Cauchy

Le Théoréme 9.8 et le Corollaire 9.9 se généralisent comme suit.

Théoréme 9.15 (Formule intégrale de Cauchy) Soient Q C C un ouvert
et f: Q — C une fonction holomorphe. Soit vy une courbe simple fermée et régu-
liere par morceauz telle que v Uinty C Q. Alors f est infiniment différentiable
et sin € N alors

f(n)(zo)—n—!./(f(izllﬂdz Vzy € intry.
v (z

271 — 20)

En particulier quand n = 0, cette formule s’écrit

FIoN

27i 52— 20

f(ZQ) = YV zp € int .

Remarque Dans les Théorémes 9.14 et 9.15 on observe que si 2 est sim-
plement connexe et si v C €, alors automatiquement v U int~y C €2; c¢’est pour
cette raison que, dans la plupart des livres d’analyse complexe, les théorémes
sont énoncés sous ’hypothése de connexité simple. Et donc nos théorémes ne
sont qu’en apparence plus généraux.

Voyons maintenant des exemples.

Exemple Soit v une courbe simple, fermée et réguliére par morceaux. Dis-
cuter en fonction de « la valeur de I'intégrale suivante :

/cos (22) .
y 2
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Discussion On observe que z = 0 est une singularité pour f (z) = [cos (2z2)] /z.
On va distinguer plusieurs cas.

Cas 1 0 € inty. On applique la formule intégrale de Cauchy a g(z) =

cos (2 z) et on trouve
1 cos (2z)
1=¢0)=— | ——=d
9(0) 2m'/7 =—0 “

et par conséquent / % dz = 2mi.
¥
Remarque La formule intégrale de Cauchy représente un instrument bien
utile dans le calcul de certaines intégrales. Un calcul direct, dans notre cas

. 21 2 i6 . 2 )
[l [Tl s =i [T e ) an
y z 0 0

i

n’est pas évident.

Cas 2 0 ¢ int~. Le Théoreme de Cauchy appliqué & f nous permet de
conclure immédiatement que

/COS(QZ) ds — 0.
y

z

Cas 8 0 € ~. Dans ce dernier cas l'intégrale n’est pas bien définie. &

Exemple Soit v = {z € C: |z — 2| = 1}. Calculer
z+2
[
v (2—-2)
Discussion Soient f (z) = e**2, z5 = 2 et n = 2. Le Théoréme 9.15 nous
donne o ori o
/(e —dy — mf”(z):ﬂe‘l:m'e‘l. '
v

z—2)° 21 2

Démonstration (Théoréme 9.15). La démonstration est un corollaire im-
médiat du Théoreme de Cauchy (cf. Théoréme 9.14). En effet prenons zg € Q et
€ > 0 arbitraire mais petit tel que B, (29) C inty C . Appliquons le Théoréme
de Cauchy a

0=ty \B(w), =0\ {x} et g(z)=LE

On trouve

27 i0
/g(z)dz:/ g(z)dz=1 Meewdﬁ.
o OBc(z0) 0 et
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Comme f est holomorphe et donc continue, on a bien par un passage a la limite
que
z .
FACN dz =2mi f (20) .
v zZ— 20
Le cas des dérivées supérieures se démontre exactement comme ci-dessus et

comme dans le Corollaire 9.9. m
9.5 Conséquences du Théoréme de Cauchy
Théoréme 9.16 Soient Q2 C C un ouvert, f : Q2 — C une fonction holomorphe,

z0 € Q et r >0 tel que B, (z9) C Q. Alors f admet une série de Taylor en z
c’est a dire

+o0
f(Z):ZCLn (Z_Zo)n \V/ZEBT(Z()).
n=0

De plus

Ay =

f™ () 1 / 1)
o

_ 1 —
nt 271 Jop, (20) (€ = 20)™"

Démonstration Posons v, = 9B, (z9) . Comme

z € By (29) =int7y, C v, Uinty, = B, (20) C Q,

on a par la formule intégrale de Cauchy que
_ 1 f©)
Fe=5m [ Fn e

On écrit alors
1 1 1 1

§—z_§—zo—(z—z0)_§—zol—2%§§'

Comme & € v, (i.e. |£ — 20| =7) et z € By (29) (i.e. |z — 20| <r),on a
z— 20
§£— 20
et on peut alors écrire, z étant fixé,
1 RS . 20"

E—z E—2 Z [f—zo}

n=0

:|z—zo| <1
r

et la série converge uniformément pour £ € 9B, (z0) (car z est fix¢). On peut
donc permuter somme et intégrale pour avoir

— 1 f& [2==]"
10 = Yom ] sl

R O T AR () ) (R
= Z{Qﬁifyr (g_ZO)n'Hdg (Z ZQ) .

n=0
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Donc si on pose

1 /)
™ JoB.(2) (£ — 20)
on trouve que
+o0 (n) 5
f (Z) = Z Qp, (Z — Zo)n et ap,= fn—|(0) .
n=0 ’

Le théoréme est donc démontré. m

Théoréme 9.17 (Théoréme de Liouville) Si f : C — C est holomorphe et
bornée, alors elle est constante.

Démonstration 11 suffit de vérifier que f’ = 0, en vertu du Corollaire 9.4
et du fait que C est connexe. Par le Corollaire 9.9, on a que

7 ()] < mmax{If (©)] € € 9B, ()} = 2 0 sir— o0

ceci est le résultat souhaité. m
Théoréme 9.18 (Formule de la moyenne) Soient Q@ C C un ouvert, f :

Q — C une fonction holomorphe, zy € Q et r > 0 suffisamment petit pour que
B, (z9) C Q2. Alors

2w
f(Zo)—i/O f(z0+ret)dt.

2
Démonstration Ceci suit immédiatement de la formule intégrale de Cauchy
avec v = 0B, (z9) . En effet

f(zo)—i/&dﬁzi/oWf(zo+7“e”)dt

S omi ), E— 2 2

comme affirmé. m

Théoréme 9.19 (Théoréme fondamental de I’algébre) Soient n > 1, un
entier, et
P(z)=a,2"+ -+ ao

un polynome tel que a,, # 0. Alors le polynoéme a exactement n racines.

Démonstration (Pour une autre démonstration, cf. Exercice 11.4). Il suffit
de voir que P a une racine, puis on procéde par induction. Pour cela on suppose
par I’absurde que ce n’est pas le cas et donc, comme P est holomorphe dans C et
qu’il ne s’annule pas, on a que z — 1/P (z) est holomorphe dans C. Si on réussit
a montrer que cette derniére fonction est bornée, on aura par le Théoréme de
Liouville que 1/P et donc P est constant, ce qui est absurde.
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On écrit donc, pour z # 0,

Pz

Zn

ZTL

=a, + (an_l @)

Comme chaque terme a;/2"~* — 0 quand |z| — oo, on peut trouver R > 0 tel

que
|an|

<T Y |z| > R.

z 2n

’(Inq ao

En conclusion, on a que

P(z) lan|  lan]
R IS _ Pnl M0l
‘z” > |an] 5 5 >0 V]|z|>R
et done P _ [P - laal
z z an
> >
T ‘ oo B >0 Vi|z|>R
ce qui implique
‘ L |« 2 visnr
P(z)| ~ |an| R™

Donc 1/P est bornée si |z| > R, et comme P est continue et n’a pas de racines,
on a aussi que 1/P est bornée sur le compact |z| < R, elle est ainsi bornée dans
tout le plan complexe, comme souhaité. m

Théoréme 9.20 (Principe du prolongement analytique) Soient Q@ C C
un ouvert conneze et f,g : Q — C deux fonctions holomorphes qui coincident
sur une suite de points distincts {z,} et dont la limite zo € Q (2, # zo pour
tout v), alors

f(z)=9g(z) VzeQ.

Remarque Le résultat est aussi partiellement vrai pour les fonctions f, g :
Q C R™ — R. En effet si les deux fonctions coincident sur un ouvert contenu
dans Q alors elles sont égales partout (cf. John [16] page 65). Par contre le
résultat du théoréme est plus fort et il est faux dés que n > 2. En effet il suffit
de considérer la fonction

f(x) =

qui est évidemment analytique (et méme harmonique) dans R™ et qui coincide
avec g = 0 sur {0} x R*~L,

Démonstration Sans perte de généralité, on peut supposer que g = 0, en
remplacant f par f —g.

Etape 1. On commence par montrer que f = 0 sur n’importe quel disque
B, (z0) C 2 (la fonction f étant continue, on a f (29) = 0). On sait qu’on peut
alors écrire (cf. Théoréme 9.16)

+oo
f(z)= Zan (z—20)" Vz€B,(2).
n=0
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Si f n’est pas identiquement nulle (hypothése absurde), alors on peut trouver
N > 1 (car ag = f(20) = 0) tel que a,, = 0 pour tout n < N et ay # 0. On
écrit ensuite

f(z)=an(z— zo)N [1+€(z,20)] avec €(z,20)= Z j—n (z— zo)"_N
n=N+1 N

et donc €(z,29) = 0siz— zg.
Choisissons donc z, (par hypothése z, — 2 et z, # zg) de telle facon que

1+€e(z,20) #0.

On a ainsi pour ce z, que
an (2, —20)" [1 4 € (20, 20)] # 0

alors que f(z,) =0, ce qui est une contradiction.

Etape 2. On montre maintenant le théoréme. On définit
A=int{ze€Q: f(z) =0}.

Noter que :
- A est ouvert par définition,

- A est aussi fermé dans €2; en effet si
w, —»w, w, € Aetw €

(car on veut montrer que A est fermé dans ), alors f (w) = 0 par continuité
et par la premiére étape il existe un voisinage de w tel que f (z) = 0 et donc
w € A, c’est a dire que A est fermé dans ).

On pose ensuite
B=Q\ A

On a bien que A et B sont ouverts dans {2,

Q=AUB et ANB=0.

Comme €2 est connexe, on déduit qu'un des deux ensembles est vide. Comme
zp € A, on a le théoréme. m

Théoréme 9.21 (Principe du maximum) Soient 2 C C un ouvert conneze
et borné, f: Q) — C une fonction continue et holomorphe dans €2, alors

max {[f (2)|} = max{|f (2)[}.

En fait, si |f| atteint son maximum dans Q, alors f est constante.
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Remarque Il y a d’autres versions du principe du maximum, cf. Exercice
9.17.

Démonstration On va commencer par supposer que la fonction f n’est
pas constante, sinon le théoréme est trivial. Comme la fonction z — |f (2)] est
continue sur le compact €, elle atteint son maximum en un ¢ € . Montrons
qu’un tel a ne peut pas étre dans (2, et ainsi on aura démontré le théoréme.

Supposons par 'absurde que a € €. On a ainsi

IF(2)| <|f(a) VzeQ.

On peut supposer que f (a) # 0, car sinon |f (z)] = 0 pour tout z € Q et ceci
contredit le fait que f n’est pas constante.

Comme 2 est ouvert, on peut alors trouver r > 0, suffisamment petit pour
que B, (a) C © et donc

lf (&) <|f(a)] Vztelque |z—a|] <7
Quitte a remplacer la fonction f par z — f (z) /f (a), on peut supposer que
fla)=1 et |f(2)] <1 pourtout |z—a| <r.
On a donc par la formule de la moyenne que

1 1 2w

2
_ = it
_271_/0 f(a+re )dt

(car f (a) est réel). On a ainsi, comme

1= f(a) Ref (a+re't)dt

:% .

Ref(a—i—re”) < }Ref(a—&—re”” < |f(a+re“)} <1,
que
1 27

0=—
2T 0

[Ref(a—i—re”)—l] dt < 0.
Or ceci n’est possible que si
Ref(a+re’)=|Ref(a+re’)|=|f(at+re) =1

et donc
fla+re’)y=1 pourtout |z—al=r.

Par le principe du prolongement analytique (cf. Théoréme 9.20), on déduit que
f est constante, ce qui est la contradiction souhaitée. m

Voici une autre formulation du principe du maximum.

Corollaire 9.22 Soient 2 C C un ouvert connexe, f : Q — C holomorphe et
non constante. Alors |f| ne peut pas atteindre son mazrimum dans §Q.



190 Intégration complexe

Démonstration Supposons, par 'absurde, qu’il existe a € €2 tel que

If ()| <|f(a)] VzeQ.

Soit 7 > 0 tel que B, (a) C Q. On peut alors appliquer le Théoréme 9.21 a
B, (a) et a f pour déduire que f est constante dans B, (a). Le principe du
prolongement analytique (cf. Théoréme 9.20) nous donne immédiatement que f
est constante dans €2; ce qui est la contradiction souhaitée. m

Corollaire 9.23 (Principe du minimum) Soient 2 C C un ouvert conneve
et borné, f : Q — C une fonction continue et holomorphe dans 2. Alors une des
deuzx possibilités suivantes a lieu.

(i) Il existe un point a € Q tel que f (a) = 0.
(i) Le minimum de |f]| est atteint sur le bord de €, i.e.

g;ig{lf(Z)l} = min {|f (2)|}.

2€0Q

Démonstration Supposons que f (z) # 0, pour tout z € €2, sinon le corol-
laire est établi. De méme on peut supposer que f n’est pas constante, sinon le
résultat est trivial. Alors deux possibilités peuvent se produire.

1) 11 existe un b € 9N tel que f(b) = 0 et alors le corollaire est démontré,
car le minimum vaut alors 0 et est donc atteint sur le bord (en b).

2) f(z) # 0, pour tout z € . On pose alors g = 1/f, qui satisfait toutes
les hypothéses du principe du maximum. Comme f n’est pas constante, g n’est

pas constante. Alors par le principe du maximum |g| atteint son maximum sur
le bord et on a ainsi que |f| atteint son minimum sur le bord, comme souhaité.

Théoréme 9.24 (Théoréme de Morera) Soient Q@ C C un ouvert et f :
Q — C continue. Si

f(z)dz=0
or

pour tout triangle T C €2, alors f est holomorphe dans €.

Démonstration Soit £ € et r > 0 suffisamment petit pour que B,. (§) C
et soit 7" un triangle tel que

T C B, (&) C Q.

On procede alors comme dans la démonstration du Théoreme 9.6 (Théoréeme
sur les primitives, qui est un corollaire du Lemme de Goursat). On pose

F(2)= (w)dw z € B, (&)
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et on choisit h € C, suffisamment petit pour que z + h € B, (£). On considére
ensuite le triangle 7" dont le bord est

T =[¢,z]U[¢,z+ h|U[z,z+ h].

(Les cas ot £ = z ou {&, 2,2 + h} sont alignés sont triviaux). Par hypothése on

f(w)dw=0
or

et donc
1
F(z+h)—F(z):/[mwf(w)dw:h/o F(z+th)dt,

ce qui implique que

F(z+hf)b_F(Z) _f(z):/o [f (z+th) — f ()] dt.

Par la continuité de f, on trouve que

F'(z) = f(2)

et donc F' est holomorphe et par le Corollaire 9.9, F/ = f est holomorphe,
comme annoncé. B

Théoréme 9.25 (Théoréme de Weierstrass) Soient Q C C un ouvert et
fv : Q@ — C holomorphes, telles que si v — oo alors

fu— [ uniformément sur tout compact K C €.
Alors f est holomorphe dans Q2. De plus, pour tout entier n > 1,
fIS") — ™) uniformément sur tout compact K C Q.

Démonstration Etape 1. Montrons tout d’abord que f est holomorphe dans
Q. Soit £ € Q et r > 0 suffisamment petit pour que B, (§) C Q et soit T un
triangle tel que

T C B, (§ c.

Par le Lemme de Goursat on trouve que

fv(z)dz=0.
orT

Par hypotheése f est continue dans B, (§), car elle est limite uniforme de fonctions
continues sur le compact B, (£), et on déduit donc que

0= fo(z)dz — f(z)dz=0.
aT oT
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Par le Théoréme de Morera, on trouve que f est holomorphe dans B, (£) et ceci
pour tout £ € Q et donc f est holomorphe dans 2.

FEtape 2. On doit montrer que pour tout € > 0 et pour tout compact K C €2,
il existe vg = vg (¢,n, K) (indépendant de z) tel que

F™(2) = i (2)| <e pourtout z € K et v > vyg.
Soit § > 0 on définit
Ks={z€C:dist(z K) <d}.

K étant compact et K C 2, on peut trouver § suffisamment petit pour que (cf.
Figure 9.5)
KcKscC.

Noter que K est compact. On applique alors la formule intégrale de Cauchy a

Fi1G. 9.5 —

n’importe quel z € K et on trouve, comme Bs (z) C K5 C Q,

7@ =176 = = /aB (2) {(éi(zg))"“ S “

= omi (€ — z)nt1
On a donc
n!
F @ = F0 G| < 5 maxlf (€)= £ (§)] € € 0Bs (2)]
|
< smmax[[f(©) ~ L ()] € € Ks].

Le résultat suit du fait que
f, — f uniformément sur Ky .

La démonstration est ainsi compléte. m



FExercices 193

9.6 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment les Exer-
cices 1 4 9, se trouvent au Chapitre 10 de [9].

Exercice 9.1 (Conjugué harmonique) Soit Q@ C C ouvert et simplement
conneze. Soit u € C%(Q) (ou Q est vu dans R?) tel que Au =0 dans Q.

(i) Montrer qu’il existe v € C* (Q) telle que u + iv soit holomorphe sur Q.
En déduire qu’en fait u,v € C™ (Q).

(ii) Que peut-on dire sur 'unicité d’un tel v?

(ili) Tester les deux points précédents avec Q = C\ {0} et

u(z,y) = log (\/W) :

Exercice 9.2 Si g(u,v) est harmonique dans R? (i.e. Ag=10) et f =u+iv
est holomorphe dans C, vérifier alors que la fonction

h(z,y)=g(u(z,y),v(z,y))
est harmonique dans R2.

Exercice 9.3 Montrer le Corollaire 9.4. On pourra pour cela utiliser la Propo-
sition 9.3.

Exercice 9.4 Soit Q un ouvert simplement connexe, zg € et f une fonction
holomorphe dans 2 telle que f (2) # 0 pour tout z € Q. Soit~y, une courbe simple
et réguliére par morceaux telle que v, C Q joignant zo & un point quelconque
z € Q. On définit alors

F(2) = og [ (o)) + | {; ((jj)) dhw

ou la fonction log est la détermination principale du logarithme définie a la
Section 8.0, i.e.

logz =log|z| +i(argz) avec — 7w < argz < .

(i) Montrer que la définition de F est indépendante du choix de v, , que F
est holomorphe dans Q et que, ¥z € €,

P =f(z) et Re[F(2)]=loglf (2)].
(ii) Que donne la construction ci-dessus dans le cas ou f(z) =z, z0 =1 et
Q=C\{z€C:Imz=0et Rez <0}.

Indication. Trouver une courbe v, entre 1 et z passant par |z| et ne sortant
jamais de €.



194 Intégration complexe

(iii) Que donne la construction ci-dessus dans le cas ot f (2) = z, zg = —1
et
Q=C\{z€C:Imz=0et Rez >0}.

(iv) Montrer que pour tout n € N\ {0}, il existe une fonction holomorphe
g:Q — C telle que g" = f.

(v) Trouver un contre-exemple au point (iv) si f s’annule ou si Q n’est pas
simplement connexe.

Exercice 9.5 Soit f : C — C une fonction holomorphe et wy € C\ f (C). Mon-
trer qu’il existe une fonction g : C — C holomorphe tel que

f(z)=e9%) L.

Exercice 9.6 Soit f une fonction holomorphe non constante sur C. Montrer
que f (C) est dense dans C.

Indication. Procéder par l’absurde en utilisant le Théoréme de Liouwville.

Remarque. En fait, on peut montrer le résultat suivant (connu comme le Grand
Théoréme de Picard) : toute fonction holomorphe non constante sur C atteint
tout point de C, sauf au plus un.

Exercice 9.7 (i) Soit f une fonction holomorphe sur C non constante. Mon-
trer, o Uaide du principe du prolongement analytique, que, pour tout w € C,
f~Y(w) est au plus dénombrable.

(ii) Montrer que le résultat est, en général, fauz pour des applications
f:R? 5 R?
dont chaque composante est analytique.
Exercice 9.8 Soientn € Z,a € C,r >0 et
Yor =12€C: |z —a|=7}.

Discuter en fonction de n, de a et de r la valeur de l’intégrale

I(n,a,r)= / 2"dz.
¥

a,r

Exercice 9.9 Soient |a| <r < |b| et v ={z € C:|z| =r}. Montrer que

/7 (z — a()iz(z —b) - aQiib '

Exercice 9.10 Montrer que
T sing o
o r 2
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Indication. Utiliser le Théoréme de Cauchy pour la fonction

et la frontiére du domaine
D.p={2z€C:e<|z|<Ret Imz>0}.
On rappelle, par ailleurs, que
[sint >¢/2 si0<t<7/6] et [sint>1/2si7/6<t<7m/2].
Exercice 9.11 (Intégrales de Fresnel) Montrer que
/+0° cos (xQ) dr = /+<>0 sin (xQ) dr = ﬁ .
0 0 2V2
Indication. Utiliser le Théoréme de Cauchy pour la fonction
fz)=e"
et la frontiére du domaine

Dp={zeCilz| <R 0<agz< T},

Exercice 9.12 Soient Q C C un ouvert et g: Q@ x [0,1] — C, g = g (z,t), une
fonction bornée, telle que

g:Q x]0,1[ — C est continue
et
z g(z,t) est holomorphe dans , pour tout t € [0,1].

Montrer que la fonction
1
)= [ aod

est holomorphe dans Q.
Indication. Se rappeler de la construction Uintégrale de Riemann (sommes de
Darboux), et appliquer le Théoréme de Weierstrass.

Exercice 9.13 Calculer, pour t € R,

+o0 2
/ e " cos(2bx)dx.

—00

Suggestions. (i) On rappelle que

+oo 5
/ e " dr = /7.

— 00
(ii) On pourra intégrer f (z) = e~* sur le bord du rectangle dont les sommets
sont *a et *a + i b, puis laisser R — oo.
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Exercice 9.14 Soient f une fonction holomorphe dans C et
Fr=f(C) ouv C={zeC:|z|=1}.
Montrer, a l'aide de la formule de la moyenne, que
long (I') > 27 | f' (0)].
Exercice 9.15 Soient R > 0,
Fp=TRUI'%LU(-T%)
ot

Ip={z=r€]0,R}, Ti={z=Re’:0€]0,n/8[}

I = {zzrei’r/ger]O,R[}.

/ e V2 gy,
'r

lim e V2 s,

R
—oo JTL

(i) Calculer
(ii) Calculer

On rappelle que
“+o0
/ e~ 2z2dx:2_5/4\/7_7.
0

(iii) Montrer que
lim e V27 4z = 0.

R
—oo Jr2,

(iv) Montrer que

2 . Foo N2
lim e’ﬁz dz = 615/ e~ I+ 7.
0

R
—00 FBé

(v) Déduire des quatre questions précédentes la valeur de

+oo N
/ e~ I gy
0

+o0 5 +o0 5
/ e % cos (xQ) dr et / e * sin (xQ) dx.
0 0

et calculer
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Exercice 9.16 Soient n € N, M > 0 et f : C — C une fonction holomorphe
telle que

If ()l < M(1+]2["), VzeC.
Montrer qu’alors f est un polynome de degré au plus n.

Suggestion. Procéder exactement comme dans le Théoréeme de Liouville (qui
correspond au cas n = 0) en utilisant la formule intégrale de Cauchy.

Exercice 9.17 (Principe du maximum pour la partie réelle) Soient ) C
C un ouvert connexe borné et f : Q@ — C une fonction holomorphe et telle que
f:Q — C est continue. Montrer que si Re f atteint son mazimum en un point
a € Q) alors f est constante. En déduire que

rfef%{Ref (2)} = max {Re f (2)} .

Suggestion. On montrera tout d’abord (& l'aide de la formule de la moyenne) que
Re f est constante dans un voisinage de a, puis on déduira que f est constante
dans ce voisinage et on obtiendra finalement le résultat.

Remarque. La méme démarche permet d’établir le principe du mazimum pour
la partie tmaginaire Im f.
Exercice 9.18 (Formule de Jensen) Soient0 <r < R, B, ={z€C: |z| <7}
et f: Brp — C holomorphe.

(i) Montrer que si f (2) # 0V z € B,, alors

27
log|f (0)] = %/0 log}f (rei9)| do.

(Par hypotheése et grace o l'Exercice 9.4, on peut trowver ¢ > 0 suffisamment
petit et F : B,.y. — C holomorphe tels que Re F = log|f| dans B,y.).
(ii) Soient a tel que 0 < |a|] <7 et g(2) = z — a. Montrer que

lal Lo i
log g (0)] = log +—/0 log |g (re'?)| do.

r 21

Suggestion. Appliquer (aprés avoir vérifié les hypothéses) tout d’abord la question

(i) a

2

az—r
h(z) = —
(iii) Soient ay,--- ,an (pas nécessairement différents) tels que
n
0<lai|, - ,lan| <7 et g(z)= H(z—aj).

j=1
Montrer, a laide de la question (ii), que

n

. 1 [ )
log |g (0)] :ZIOg <%|> +%/0 log |g (re'?)|do.

j=1
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(iv) Montrer, en utilisant les questions (i) et (iii), que si ai,--- ,a, (pas
nécessairement différents) tels que 0 < |aq|, -, |an| <7 sont les seuls zéros de
f dans B,., alors

n . 27 ,
log|f (0)] = Zlog <%) + %/0 log }f (r 619)| de.
i=1

Exercice 9.19 Soient  C C un ouvert et F une famille de fonctions holo-
morphes dans ) vérifiant la propriété suivante : pour tout compact K C €, il
existe une constante ¢ = ¢ (K) telle que

lf(2)|<e¢, VzeK etVfelkF.
(i) Soit r > 0 suffisamment petit pour que
Ky ={£€C:dist(§,K)<2r}CQ.
Montrer que

|z —w[ <7 . _ |z — wl
= [f(2) = fw)] <max][[f ()] : € —w|=2r] ——.

z,w e K

Suggestion. On pourra utiliser la formule intégrale de Cauchy intégrée sur
v=0By (w)={{e€C: | —w|=2r}.

(ii) Montrer alors que F est une famille de fonctions équicontinues, dans le
sens ou, pour tout compact K C § et pour tout € > 0, il existe un § = J (e, K) >
0 tel que

|z_w<5} S ) -fw)<eVeF

z,w e K

Exercice 9.20 Soient Q2 C C un ouvert connexe borné et {f,}, n une suite de
fonctions telles que

- fn: Q2 — C est holomorphe et f, : @ — C est continue pour tout n,
- fn — f uniformément sur 002 quand n — oo.
Montrer, griace au principe du mazximum, qu’alors

- 4l existe f: Q — C holomorphe et f: Q — C est continue avec f: f sur
o9,

- fn— f uniformément sur 0 quand n — oco.

9.7 Corrigés

Exercice 9.1 (i) Par le Théoréme 8.4, il suffit de montrer qu’il existe v € C* (Q2)
satisfaisant les équations de Cauchy-Riemann

Vy =Uy et vy =—u, surf)
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pour conclure que f = u + iv est holomorphe. On remarque que ces équations
sont équivalentes au fait que le champs vectoriel (—u, u,) dérive d’un potentiel.
Comme € est simplement connexe et v € C? (), une condition suffisante est
donnée par

10t (= Uy, Uy) = Ugy + Uyy = 0.

Or cette condition est vérifiée puisque u est harmonique. On a donc trouvé un
v tel que f = u + ¢v est holomorphe. Par le Théoréme 9.10, il s’ensuit que
u,v € C*®(Q).

(#) Utilisant les équations de Cauchy-Riemann v est unique a une constante
pres.

(i) Soit u = log (\/302 + y2) .1l est facile de voir que u € C* (R?\ {0}) et
que Au = 0. Par I’absurde supposons qu’il existe v tel que u+14 v est holomorphe.
Alors par unicité de v & une constante prés et puisque la fonction

log z = log(|z]) + iarg z

est holomorphe sur C\ {y =0,z < 0}, on aurait que v = argz + ¢. Ceci est
absurde car la fonction arg n’est pas continue sur C\ {0}. &

Exercice 9.2 Comme g est harmonique on a
Ag = guu + gov = 0.
Par ailleurs f étant holomorphe on a
Uy =Vy € Uy = —Vy.
En calculant les dérivées successives de h (cf. Théoréme 9.10) on trouve

hw:guuz+gvvz et hy:guuy +gvvy

hzz = Guu ’U,i + 2.97“) Uy Vg + Gov U% + Gu Ugx + Gov Uz
hyy = Guu uf/ + 2 gup Uy Vy + Gou vi + Gu Uyy + Go Vyy -

Par conséquent en se rappelant que (cf. Théoréme 9.10) les équations de Cauchy-
Riemann donnent

— _ 2, ,2_ 2, .2 _
Au=Av =0, uy+uy,=v;+v,, uzVz+u,vy=0,

on déduit
Ah = hye + hyy
= Guu (U2 + 1) + 2 Guv (Ug Vg + 1y vy)
+ oo (V2 +v5) + gu Au+ gy Av
et donc

Ah:Ag(ui—&-ui):O. 'y



200 Intégration complexe

Exercice 9.3 Soient a, b € Q). Comme {2 et connexe et ouvert, il est connexe par
arc. Il existe donc une courbe réguliére ~ joignant a & b complétement contenue
dans Q. Comme f est une primitive de f’, on a par la Proposition 9.3 que

f(b)—f(a)sz’ZLO:O.

Il s’ensuit que f (b) = f (a) pour tout a,b € ) et donc f est constante. @

Exercice 9.4 (i) Le Théoréme de Cauchy (cf. Théoréme 9.12) donne immédia-
tement 'indépendance par rapport a la courbe 7y, . Par le Théoréme 9.11 (et sa
démonstration) on sait que F' est holomorphe dans Q et que

r-LE

On observe alors que
d —F(z)| _
e [f (z)e ] =0

et on infére du Corollaire 9.4, que
f (z) e~ F(z) — f(ZO) e~ Flz0) — f(ZO) o—log f(z0) — 1

d’ou le résultat e*) = f(z). Par ailleurs comme e*) = f(z), on a que
eReF(2) — | £ (2)| et par conséquent, pour tout z € €,

Re[F (2)] = log|f (2)]-
(i) Quand f(2) =z, z0 =1 et
Q=C\{z€C:Imz=0et Rez <0}

F(z):/ -,

z

on trouve (v, C )

Soient les courbes
{Wl(t):1+t(|z|_l)a te[oal]} et {72(t):|z‘eitargz7 te[ovl}}'
On remarque que
71(0)=1, (1) =7(0) = 2] et 7, (1) ==

et donc la courbe vy, = v; @ 75 C £ est une courbe simple et réguliére par
morceaux joignant 1 & z et passant par |z|. On déduit donc que

1 1,
v, W v, W by W o 71 (t) o 72 (t)

1 — 1. i targ z
(Jz| —1)dt / i|z| arg z e*tor8 '
= + =  dt=loglz iare » — log 2

/0\ 1+t(‘2|—1) 0 |Z|eltargz g' | g g
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et par conséquent F (z) = logz, & savoir la détermination principale du loga-
rithme donnée au cours.

(111) On procede comme ci-dessus et on obtient (v, C )

F(z) =log(-1) + Wy [ 2
v, W v, W

On écrit maintenant

2=z on 0<argz < 2w

de maniére a rendre la fonction arg continue dans 2. En particulier, la relation
entre arg et arg (celui utilisé dans la définition de la détermination principale
du logarithme) est

— arg z si0<argz <m
argz = .
argz+2m si —w<argz <0.

Soient alors les courbes
{7 @) =-1+t(1—1z]), t€[0,1]}
{72 (1) = |z| elrrime==m), y e fo,1]}
On remarque que
711(0)=-1, 71 (1)=70)=—[z[ et 7)==z

et donc la courbe v, = v; ® 75 C Q est une courbe simple et réguliére par
morceaux joignant —1 & z et passant par — |z|. On déduit donc que

1 _ 1
d_w:/ do d_w:/ vl(t)dH/ A0
1. v n W v, W 0 71 () o 72 (t)
_/1 (|2 = 1) dt +/1i|z|<ang_7r)ei[w+t<a'fgz—w>l "
o 1+t =D |2] eilm+i(atez—m)]

et ainsi

dw 1 .~ e~
~, = log (L +t(jz[ = 1))y +i(argz —7) = log || +i (argz — 7).
’YZ

On a finalement _
F (2) =log |z| + iargz.

Attention : ceci n’est pas la détermination principale du logarithme.

(iv) La fonction g (z) = e¥(*)/™ est clairement holomorphe et vérifie

0" (2) = (PO = (FO) 2 P = £ )
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ol nous avons utilisé I’Exercice 8.5 et la Proposition 8.7.

(v) La fonction f(z) = z n’a pas de racine carré holomorphe dans C, ni
méme dans C\ {0} . En effet, les seules fonctions f vérifiant f2 = z sont

:|:Zl/2 — ie(logz)/2

qui ne sont méme pas continues sur C\ {0}.

Rappel. La fonction f(z) = 27 (avec v € C) est toujours holomorphe dans
C\{Imz=0et Rez <0}, mais f est holomorphe dans C si et seulement si
vyEN. &

Exercice 9.5 Soit h (z) = f (2)—wy . Appliquons I’Exercice 9.4 & h pour trouver
une fonction g : C — C holomorphe telle que

f(z) —wo=h(z)=e"?,

Le résultat suit immédiatement. &

Exercice 9.6 Par 'absurde supposons que f(C) n’est pas dense dans C. Il
existe alors z5 € C et > 0 tels que

FC)NBr(20) =0

c’est & dire
|f(2) — 20| >r, VzeC.

Il s’ensuit directement que la fonction

1
9(2):7f(z)_207

zeC

est bornée par 1/r et est donc constante, par le Théoréme de Liouville. Donc f
est constante ce qui contredit les hypothéses. &

Exercice 9.7 (i) Par I'absurde, supposons qu’il existe wy € C tel que f~! (wp)
soit infini non dénombrable et dénotons, pour n € N, le disque fermé centré en
0 et de rayon n par D, . Il s’ensuit qu’il existe n € N tel que D,, contienne une
infinité¢ (non dénombrable) d’é¢léments de I’ensemble f~1 (wg) (sinon f~! (wp)
serait au plus dénombrable). Comme D,, est compact, il existe alors un point
d’accumulation des zéros de f (-) —wp et donc, par le principe du prolongement
analytique, f est constante, ce qui contredit I’hypothése de départ.

(ii) Soit f (x,y) = (x,0); c’est clairement une fonction analytique sur R,
non constante et, pour tout € R, f~! (,0) est indénombrable. &

Exercice 9.8 D’abord, si n > 0, alors z™ est holomorphe dans C et donc I =0
pour tout a et r, par le Théoréme de Cauchy. Si n = —k < 0, alors z" admet
une singularité en 0. Il y a trois cas a traiter.

(i) Sir < a|, alors 0 ¢ ~, . Uint (v, ,.) et donc le Théoréme de Cauchy nous
dit que I = 0.
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(i4) Sir = |al, alors 0 € 7, ,. et I est mal définie.

(iii) Si r > |al, alors 0 € int (7, ) et la formule intégrale de Cauchy nous

donne, en posant f =1,
(k—1)! dz P
“om J, w0

Donc I =2misin=—1,et I =0si n < —1. En résumé, nous avons
pas défini sin <0 etr=|al
I(n,a,r)= 2mi sin=—letr>la ®
0 autrement.

Exercice 9.9 Puisque b ¢ yUint~ et a € int~y, nous appliquons directement la
formule intégrale de Cauchy a la fonction f(z) =1/ (z —b), ce qui nous donne

IO
i ) s P W=

d’ou le résultat. &

Exercice 9.10 Posons f (z) = €'?/z. Comme f n’a pas de singularité dans
D. r (cf. Figure 9.6), on aura, par le Théoréme de Cauchy,

0= fe [ [ e [ as [ reae 02
4D R -R T C. e L Cr

onCc={z€C:lzl=¢ Imz220}et Cr={2€C:|z|=R, Imz>0}.

F1G. 9.6 —

(i) Groupons d’abord la premiére et la troisiéme intégrales de (9.2)

—€ iz R _ix R _ix —iz R
(& (& (& — € 3 ST
_p X . T . x . T

En passant & la limite, nous avons donc

—€ iz R _ix R
lim {/ ¢ dz+/ £ d:r} =92 lim {/ s'l—ndz}.
e—0,R—o0 _R I € €T e—0,R—oc0 € x
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(it) Evaluons ensuite la deuxiéme intégrale de (9.2). Remarquons que exp (i ee'?)
converge uniformément vers 1 lorsque ¢ — 0. On en déduit que, pour tout
t e 0,7,

’L€€

Mg

’exp(iee“)—l’ ice! '

H2)

6—§|e 1] =0
n

n=1

|
HM8

On peut donc permuter limite et intégrale, ce qui donne

e—0

lim f ) dz = hm —z/ exp (iee”) dt = —im.
0

(iv) Estimons ensuite la derniére intégrale de (9.2)

</7T ezRe“’ dt_/ﬂ—e_RSintdt_Q/E e—Rsintdt
< = = .
0 0 0

Comme e ne converge pas uniformément vers 0 (ni ponctuellement en
t = 0) quand R — o0, on ne peut pas permuter limite et intégrale comme
précédemment. En utilisant le fait que

f(z)dz
Cr

—Rsint

[sint >¢/2s10<t<7/6] et [sint>1/2si7/6<t<7w/2

on obtient

z . z 3
/ e—Rsmtdtg/ e dt+/ e~ T dt =
0 0 %

et donc

IS

lim f(z)dz=

R—oo Cr

(v) Finalement regroupons tous les calculs précédents pour obtenir

R
. . . sin .
0= lim / f=2 lim / —dx p—im
e—0,R—o00 D r e—0,R—o00 €
. B gin T
lim —dr ==
e—0,R—00 € x 2
0o -
sinx s
dr = —.
0 T 2

et donc

c’est a dire
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Remarque. 11 faut noter ici qu’il n’est pas clair, a priori, que l'intégrale est bien
définie car
> lsinz
/ u dr = oo.
0 X

L’Exercice montre toutefois que c’est le cas et donne méme la valeur de la
limite. &

Exercice 9.11 Posons f (z) = ¢ 2’ Comme f n’a pas de singularité dans Dp
(cf. Figure 9.7), on aura, par le Théoréme de Cauchy,

R x 0
) . 4 .52 2ix im 2
O:/ f:/ e’ dav—l—zR/ etftve e”dm—l—eél/e“”dm.
dDg 0 0 R

Dp

Fi1G. 9.7 -

- La premiére intégrale nous donne les quantités que nous devons évaluer, a

savoir
o 00 00
/ e = / cos ($2) dx + z/ sin ($2) dz.
0 0 0

- Traitons la deuxiéme intégrale. Comme la fonction x — e’ ne converge
pas uniformément vers 0 (ni ponctuellement en = = 0) quand R — oo, nous ne
pouvons pas permuter limite et intégrale. La bonne technique consiste & majorer
le module de l'intégrale par une fonction indépendante de x, qui converge vers

0 quand R — oo. Nous avons donc

s iy s
4 o2 2ix 4 o2 2ip 4 o
R/ ezR e T da < R/ |ezR e ez:v| do = R/ e R Sln(QI)d:L,
0 0 0

R (2 .
_ -t / e—R2 sm(w)dm'
2 0

En utilisant, comme dans ’Exercice 9.10, le fait que

[sint >¢/2s10<t<7/6] et [sint>1/2si7/6<1t<7/2]
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on trouve
R [T _peu, R [T g2 R [T w2
— smtdr < = 2 dt + — 2 dt
2/0 e 2/, e +2 ) e
e
R 6
et donc
. i iR%e%? ix
lim (R e e'*dx| =0.
R—oo 0

- La derniére intégrale donne directement
R
et / e dy = VT (1+4)
o 2v2

- Combinant ce qui précéde, nous avons

0=R1i_1>r(1)O {/E)DRf] :/Ooocos(:EQ)d:E—l-i/Ooosin(xQ)dx—%(1—&-1’)

autrement dit

00 ) o ) 7ﬁ .
/Ocos($)d$+z/0 31n(:c)dx—2\/§(1+).

En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on infére que

/Ooocos(xz)dm:/ooosin(x2)dx:2—\/\/7_%. '

Exercice 9.12 Soit O C Q un ouvert borné, tel que O C Q. Nous allons
construire une suite {f,} de fonctions holomorphes qui converge uniformement
vers f dans O. Notons

M= sup A{l|g(z,t)[} <oo
z€Q,t€0,1]

puisque, par hypothése, g est bornée. Pour tout v > 1 assez grand, on définit
0<a, <b, <1par

1 1
T 4v M et by_l_éll/M'

ay

Par hypothese, g est continue sur {2 x ]0,1[ . Par conséquent, g est uniformément
continue sur le compact O X [a,,b,] et donc il existe une partition de [a,,b,],
que ’on note

a,=c" <) <. =b,, N=Nw)eN,
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telle que

1 v v .
sup {9 (z,t1) — g (2, t2)[} < % Vi, te € [cg ),c§+)1} , 1<i<N-1
2€0

Définissons enfin

(L0 Y~ [0 @)
= 3 (=)o (o) = 1 [ o)
On a donc que f, est holomorphe dans 2. Pour tout z € O, on obtient
1f () = fu (2)]
a, 1 N—1 cgfl
= / g(z,s)ds+/ g(z,8)ds+ Z /( ) (g(z,s) —g (zvcl(”)>) ds
0 by i=1 e’
i c(i)l |
< Ma,+M(1-0, <=
< ay + M ( ) + Z 5 >

i=1
d’out
fu — f uniformément dans O.

Par le Théoréme de Weierstrass, f est holomorphe dans 2. &

Exercice 9.13 On va prouver le résultat quand b > 0 (le cas b < 0 est identique
car l'intégrale est indépendante du signe de b; le cas b = 0 est standard). Soit
a > 0 et soit le rectangle (cf. Figure 9.8)

Yo = [—a,alUa,a+ib]Ua+ib,—a+iblU[—a+1ib,—a].

Par le Théoréme de Cauchy appliqué a f (z) = e et v, on obtient
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(i) La premiére intégrale donne

. a72 +0072
lim et dry = e dr =7

alors que la troisiéme intégrale nous conduit &

lim {/ e~ (@tib)® d:c} = ¢ lim {/ e (cos (2b:v)+sin(2b:r))dx}

2 +oo 2
= ¢ / e ¥ (cos(2bx)+sin(2bx)) dx.

— 00

(#i) Evaluons ensuite la deuxiéme et la quatriéme intégrales de (9.3). On
obtient directement que
b _ is)2 . b —a?+s? —2ias
/ e (a+is) ids / e~ @ 57 g2das go
0 0

a+t+ib )
/ e * dz
a
2 b 2
= e / e’ ds— 0 quand a — o0
0

car b est fixé. L’autre intégrale donne de maniére analogue que

—a-+ib R
lim / e ? dzyp=0.

(#i) En combinant (9.3) (i) et (ii), on déduit que

—
a—00 o

2 +oo 2
0= lim [/ f] =Vr—é e ™ (cos(2bx)+sin(2bx))dx

et donc

oo, _p2
/ e cos(2bz)dr =/me . W

— 00

Exercice 9.14 On a, par définition
P={~0)=f (ew) avec 0 € [0,27]} .

On trouve donc que
27 27
long (T') :/ 0% (9)\d9:/ |f' (ew)iew’dﬁ
027r ) ’ 27 )
= [y (el9)|d92‘/ 7 (e”’)d&'.
0 0

Par la formule de la moyenne, appliquée a f’, on sait que

27
f(0) = %/0 £ (e'?) do.
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I, R

F1G. 9.9 -

La combinaison des deux résultats donne I'inégalité souhaitée. @

Exercice 9.15 (i) Par le Théoréme de Cauchy (cf. Figure 9.9) on a

/ e V220, — 0.
T'r

R
/ efﬁzjdz:/ e V27 gy
rL 0

—+oo
lim / e V22 gy :/ e V2 dr = 275/ /7.
R—oo | Jr1 0

(#i) On trouve

R /8 Son2 )
/ e V22, :/ e VA(Re) (iRele) do
2, 0

(#) Par ailleurs

et donc

/8
_ / e—ﬁRz[cos(QG)—l—isin(QG)] (Z-Reie) do
0

et donc

/ e V22,
r%

IN

< ﬂ sup {e—ﬁR2 cos(2 9)}

R /W/S e—\/§R2 cos(2 9)d9
0 0€[0,7/8]

ﬁ [e—ﬁR2 COS(‘IT/4):| )

8
lim [/ eﬂzzdz] =0.
R—oo F%

(iv) On obtient immédiatement que

V2 22 R V2 in/8)2 - - R L2
/ e V=*F dZ:/ e (re™/®) (e’§)dr261§/ e~ (1+)r* 7.
r3 0 0
R

On a donc que
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2 . T +OO . 2
lim / e V2| = el§/ e~ (I g,
R—oo | Jrg, 0

(v) On déduit donc que

lim [/ e_\/iZde] = lim [/ e_\/iZde]
R—o F}? R— o0 ].—\:;,3

et ainsi

et ainsi

R—o0

lim / e V2F | = elg/ e~ (O g — 9=5/4 /70
F% 0
Par conséquent
+o0 ) +o0 ) 400 N -
/ e~ " cos (3?2) da?—i/ e~ " sin (gcz) de = / e~ (IHD)2® gy — 9=5/4 /7 o—i%
0 0 0
et donc
J 2 5/4 7T
/ e cos (2?) dz = 27°/*\/7 cos (§>
0
+o0 R -
[,
0

Exercice 9.16 Par la formule intégrale de Cauchy on a que

(nt1) (5 ) (n+1)! [ (2) ;
£ (20) / : d

211, z — Zo)n+2

ou v est le cercle centré en zy et de rayon R. Le résultat sera prouvé si nous
montrons que

f(nJrl) (Zo) = 0, VZQ .

De la formule on obtient immédiatement que

(n+1)! M (1+ (Jz0] + R)™)
2 Rnt2

|70 (z0)] < 2 R

car, sur 7, on a |z — zg| = R et donc |z| < |zg| + R et ainsi
[F(2) < M1+ (20l + R)").-

Or le membre de droite tend vers 0 quand R tend vers 'infini. Le résultat est
donc démontré. &

Exercice 9.17 Etape 1. Comme a € {2 on peut trouver R > 0 tel que Bg (a) C
et
Ref(z) <Ref(a) Vztelque |z—al <R.
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Par la formule de la moyenne on a que, pour tout 0 < r < R,

2m
Re f (a) = %/0 Ref(a—l—re”)dt

On trouve ainsi, comme Re f (a +re’’) <Re f (a), que

1 2m

0=—
2T 0

[Re f (a+7e€") —Re f(a)]dt < 0.

Or ceci n’est possible que si
Ref(a+re'") =Ref(a)
et donc, comme ceci est vrai pour tout 0 < r < R, on déduit que
Re f(z) =Ref(a) pour tout |z —a| < R.
Etape 2. Par les équations de Cauchy-Riemann on déduit qu’on a aussi

Im f(z) =Im f(a) pourtout |z—al| <R

et donc f est constante dans By, (a). Par le principe du prolongement analytique
f est constante sur € et donc Re f est constante sur 2. De ceci on a directement
que

max {Re f ()} = max {Re f (2)} .

z€QN

Remarques. (i) On peut montrer, de fagon analogue, que

max {Im f (2)} = max {Im f ()} .

(#) Quitte a changer f en —f on obtient aussi que

zréig{Ref(Z)}:gg%{Ref(Z)} et gleig{lmf(Z)}zggiB%{Imf(Z)}- L]

Exercice 9.18 (i) On sait (cf. Exercice 9.4) qu’il existe une fonction F' ho-
lomorphe dans un disque ouvert contenant B, telle que Re F' (z) = log |f (2)].
Elle satisfait donc la formule de la moyenne, i.e.

27
F(0) = %/O F(re'?)do.

Par ailleurs, comme Re F' (2) =log |f (2)|, on déduit que

log|f (0)] = Re F (0) = %/OWReF(rew) i — %/Owlog}f(reie)}de.

s
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(#) On pose

qui satisfait les hypothéses de la question (i), car

2
h(z)=0 < |z\:E>r.

On observe que

_ |Erew —r2|

n(re)] - =

:|ei9}|a—re |rei9—a|:|g(rei9)’

r

et donc, en appliquant (i) & h, on trouve

1 2m X 1 27 )
1Og‘h(0)|:%/o 1°g|h(7‘6l9)|d9=g/0 log |g (r¢?)| d.

Comme |a| = |g (0)| et » = |h (0)], on déduit que

g9 0) = oz (1 0)) = oz

la|

r

)+1og|h<o>|
et ainsi
log g (0)] = log (12 +i/2”10g|g(re”)!d9
T 27T 0 ’

(tii) Ceci suit immeédiatement de (ii) appliquée a g; (2) = (¢ — a;) , & savoir

. 1 [%" )
g9 0) = tog (140) + 22 Moo ()] as

r

Comme g (z) = H?Zl gj (2), on déduit que

n n . 1 n 2T )
g9 0)] = Y- tog g, 0 = S tos (1) 4 237 [ 1oy (rei) a9
j=1 j=1 J=1

et donc
T

n . 1 27 )
10g|g(0)|zZlog<aj)+%/o log}g(rele)’d&
j=1

(iv) On pose g comme dans la question (iii) et h = f/g qui est holomorphe
et qui ne s’annule pas dans B,.. On a donc par (i) que

1 27 .
log |h (0)| = %/o log |1 (re'?)| do

alors que par (iii) on trouve

n 3 1 2 .
log |g (0)] = Zlog <&> + %/0 log |g (re'?)|do.

. T
Jj=1
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Comme
log|f (0)] = log|g (0)| + log | (0)]
et
log }f (rew)} = log |g (rei9)| + log |h (rei9)|
on obtient tout de suite le résultat. &

Exercice 9.19 (i) Comme |z — w| < r, on a que z, w € int~y et on peut appliquer
la formule intégrale de Cauchy, i.e.

Fe-rw =z [ 1916 g

Tomi ), |E—2 f—w
Noter que si § € v (i.e. € —w| =27)
E—zlz[§—w—]z—w|=2r—|z—w| =7
et donc

1 1 |z — wl |zl |z — wl

-z E-w| [E-wllE—2  2r[E—2[ T 22
En utilisant cette estimation, on déduit que

f (2) = f (w)| <max[|f(€)] : |§ —w|=2r]-

et (i) est démontré.
(i1) Soit ¢ = ¢ (Kay) (ie. |[f(€)] < ¢, VE €y C Ko et Vf € F), on choisit

alors
. Te
0 = min {7“, —}
c
et on a, en invoquant (i), que, si |z — w| < 4, alors |z — w| < 7 et
|f(2) = fw)| <c

Exercice 9.20 Montrons que {f,} est une suite de Cauchy dans C (ﬁ; C).On
sait déja que c’est une suite de Cauchy dans C (9€2; C) qui converge vers f, i.e.

i | sup {16 () = fn ()} =0,

,M—00 | 200

|z —w| 47r
272 27

|2 — wl

<e @

Comme par le principe du maximum on a que, pour tout n,m € N,
sup {[fn (2) = fm (2)[} = sup {|fn (2) = fm (2)]},
zeﬁ z€00

on déduit que
lim [sugﬂfn () = F <z>|}] =0
) z€Q)

Par conséquent {f,} est une suite de Cauchy dans C (ﬁ; (C) et par conséquent
elle converge uniformément vers une fonction f (et, par unicité des limites,

f: f sur 0Q). Parle T héoréme de Weierstrass f est holomorphe dans 2 et la
convergence a lieu sur tout Q. '
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9.8 Appendice : Exercices sur les fonctions ana-
lytiques réelles

Rappel. Soient r > 0 et ¢,, € R, pour n € N, tels que la série

—+oo
g cp T converge.
n=0

Alors la fonction N
f(z)= Z "
n=0

appartient & C* (—r,r) et vérifie

De plus, pour tout m € Net z € |—r,r[, on a

o

f(m) (x) = Z —(n il!m)! cp ™M,

Définition 9.26 Soient 2 C R un ouvert et f: Q2 — R.

(i) Soit y € . On dit que f est analytique en y s’il existe r > 0 et ¢, € R,
pour n € N tels que

+oo
f(@) = Z cn (z—y)"  pour tout |z —y| <.
n=0

(ii) On dit que f est analytique dans Q et on note f € C¥(Q), si f est
analytique en y pour tout y € Q.

Exercice 9.21 Soient & C R un ouvert conneze et f € C¥(Q). Soit y € .
Montrer que f est uniquement déterminé dans Q a partir des valeurs ™ (y),
pour tout m € N.

Exercice 9.22 Soient Q C R un ouvert, y € Q et f: Q — R. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) f est analytique en y.
(ii) Il existe M,r > 0 tels que f € C®° (Jy —r,y +7r[) et

M m!
‘f(m) (ZE)‘ < _mm pour tout m € N et tout |x —y| <r.
T

Indication. Pour (i) = (i), montrer tout d’abord que, pour tout |z| < 1 et tout
m € N, l"identité suivante a lieu
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Pour (ii) = (i) on pourra utiliser le Théoréme de Taylor, & savoir que pour

et)=fly+tx—y)).

on a -
AN )]
P (0)
p(1)=>" T
k=0
ot
1 ' =10 () d
R, = —/ 1—-1t) t) dt.
Exercice 9.23 Soit )
eV six>0
f(z)= { )
0 sinon

Montrer que f € C* (R) mais que f n’est pas analytique en 0.

Exercice 9.24 Soient  C R un ouvert, y € Q, et f,g: Q2 — R deux fonctions
analytiques en y.

(i) Montrer que f est analytique dans un voisinage de y.

(ii) Montrer que f + g et fg sont analytiques en y.

Exercice 9.25 Soit f € C¥ (R). Décider (en justifiant) si les assertions sui-
vantes sont justes ou fausses.

(i) f est une série entiére, c’est a dire il existe cp,n € N tels que
“+o0
f(x)= Z cn " pour tout x € R.
n=0

Indication. Choisir f (z) =1/ (1+?).
(i) Si f est entieére et bornée alors f est constante.

9.9 Corrigés

Exercice 9.21 Sans perte de généralité, on suppose que f™) (y) = 0 pour tout
m € N. Montrons que f = 0. Posons

le{xGQ:f(m)($):O, vmeN}

Qs = {ac e Q: f () £ 0, pour un certain m € N} .

Puisque f € C™ (), tous les f("™) sont continus et donc Q5 est ouvert. Soit
alors z € ;. Par analycité de f en z, nous avons, par définition et par le rappel,

120 4(n) (,,
[P sy A Iy L

n!
n=0
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pour tout z dans un voisinage de z. Par conséquent, 21 est ouvert. On a ainsi
montré que 2 est I'union disjointe de deux ouverts. Puisque 2 est connexe et
y € Qy, on déduit que Qy =P et Q3 =Q,dou f=0. &

Exercice 9.22 (i) = (ii). Par définition on sait qu’il existe § > 0 et des ¢, € R
tels que

+oo
f(z)= ch (z —y)" pour tout |z —y| < 4.
n=0
En particulier, on a que Z::S end" < 00, ce qui implique

w=sup{lc,| 6"} < o0 (9.4)
neN

et aussi, par le rappel, que f € C*® (y — d,y + J) . Puisque, pour |z| < 1 on a
que

1 RS
= Zn
— =D
n=0
on obtient en dérivant m fois

o0

m! n! m
TR DY re A 09

Soient |z — y| < §/2 et m € N. Puisque (cf. rappel)

Fm (@)=Y (R_L'm). e (z—y)" "

n=m

on infére, utilisant (9.4) et (9.5), que (on suppose, sans perte de généralité que
§<1)

£ (@)

IN

i n! S\ 1 & n! a1 nom
S el (3) = X el (5)

= n! 1 nim_ﬂ m! _ 2pm!
; (n—m)! (2) M —1/2)tm (6/2)m

n=m

IA
Y=

On a donc le résultat en posant M = 2u et 7 = 6/2.
(ii) = (i). On sait qu’il existe M, r > 0 tels que

Mm)!
‘f(m) (iE)‘ < —ZL pour tout m € N et tout |z —y| < 7.
r
Soient z tel que |x —y| < r/2 et ¢ € C* ([0,1]) défini par

et)=fy+txz—y)).
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Pour ¢ € [0,1] et m € N on remarque que

) (1) = £ (u + ta —p) - (a — )" | < MRT M

11 vient alors que

1 ! mel fm
|Rm| = ‘Z;;jjij;jﬁ (1= ™) (2) at
M m) ! m—1 M
—_— 1—t = —
(m— 1)!2m/0 (=07 dt =50
et donc
lim R,, =0.
Comme
m=L () (0 m_l () )
=0 J: j=0 J:

il s’ensuit, laissant tendre m vers l'infini, que

() )
o= 0wy,
§=0

Ceci étant vérifié pour tout z tel que | — y| < r/2, on a montré Passertion. @

Exercice 9.23 1l est facile de voir que f € C™ (R) et f(™ (0) = 0 pour tout
m € N. La fonction f ne peut pas étre analytique en 0, parce que sinon on aurait

X £im)
m=0 '

pour tout = dans un voisinage de 0, ce qui est absurde. &

Exercice 9.24 (i) Immédiat par ’Exercice 9.22. En effet puisque

M m)
‘f(m) (x)} < _mm pour tout |z —y| <r
r

alors, trivialement,

M m! Mml!
< ——5 pour tout |z —z|<r/2
rme T (r/2)

|7 (@) <

pour tout |z — y| < r/2 et donc f est analytique pour tout z tel que |z — y| <
r/2.
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(ii) Soient My, 11 > 0, respectivement Ma, o > 0, vérifiant la caractérisation
d’analycité pour f, respectivement pour g. Posant M = max{M;, M} et r =
min {ry, 72}, on déduit que
M m!

g™ (x)‘ < —— pour tout m € N et tout |z —y| <.
r

0 ()

Il s’ensuit directement que

m 2 M m!
’(f—i—g)( )(x)‘ngm pour tout m € N et tout |z —y| <7

et donc f + ¢ est analytique en y. Utilisant la formule bien connue

f9)™ (@) =3 F9 () g9 (x)

= (m Ik

il s’ensuit que, pour tout m € N et tout |z —y| < r,

,r’m r’m

m
M?m) m+ 1) M?m!
o™ @] < 2 m+
§=0
m+1 M?2m) M?m)

= T S *

Exercice 9.25 (i) L’assertion est fausse car la fonction f (z) =1/ (1 + 2?) est
analytique dans R, mais il n’existe pas de ¢, € R tels que

x) = Z cp ™ pour tout x € R.

En effet la fonction g : C\ {i,—i} — C définie par g(z) = 1/ (14 2?) est
holomorphe dans C\ {4, —¢} ; il s’ensuit donc que, pour z,y € R avec |y — z| < 1,
(")

et donc f est analytique dans R. Supposons, par ’absurde, que

[y

f
y) = Z " y", pour tout y € R.

Posons

f () (
Z z", pour tout z € C

qui est holomorphe dans (C. Comme g = h sur l'axe réel, on a, par le principe
du prolongement analytique, que g = h sur C\ {i, —i} et donc g serait définie
sur 7 et —i; ce qui est absurde.
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(1) Ici aussi assertion est fausse car la fonction
—+oo
(_1)mx2m
coszx = E —_—

= (2m)!

est entiere et bornée, mais pas constante. @
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Chapitre 10

Séries de Laurent

10.1 Le Théoréme de Laurent

Théoréme 10.1 Soient Q C C un ouvert, zy € 0, v une courbe simple fermée,
réguliére par morceauz, telle que zg € inty C yUinty C Q. Soient

f:Q\ {20} —=C

une fonction holomorphe, N € N et

N
Inf(z) = 3 enlz—2)
n=—N
N C_1 C_N
= cn(2—20) +-..+C1(z—Zo)+Co+(z Zo)+”.+ﬁ
- Z— 20
ol

_ 1 f(©)
Sy el
(en particulier c_q = ﬁ/f({) d¢ ). Soit enfin R > 0 tel que Br(z) C

.
(cf. Figure 10.1). Alors, pour tout z € Bpr(z0) \ {20}, la limite Lf(z) =
limy oo Ly f (2) existe, est finie et

+oo
FR)=Lf()= Y calz—2)" ch z— 20) +Z )

Par ailleurs la série converge uniformément dans Bg (20)\ B, (z0) 000 <1 < R.

Remarque La définition des ¢, est indépendante du choix de v. &

221

b
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Fic. 10.1 -

10.2 Différents types de singularités

Conformément aux notations du théoréme, nous introduisons maintenant les
définitions suivantes.

Définition 10.2 (i) L’expression Lf (z) est appelée série de Laurent de [ au
voisinage de zg .

(ii) La partie réguliére de la série de Laurent est, par définition, la série

+oo
n
E en (2 — 20)
n=0
alors que
-1
E Cn Z — ZO E C_p Z - ZO
n=—o0o

en est sa partie singuliére (ou principale}.

(iii) On dit que zy est un point régulier de f si et seulement si la partie
singuliére de la série de Laurent est zéro.

(iv) On dit que zy est un pole d’ordre m de f si et seulement si

c.m#0 et c =0, Vk>m-+1.

On a alors
Com
L = —" 4. (2 —
f(z) (Z—Zo)m+ Z—Zo +ZC z ZO
S D DL
n=1 Z—ZO n=0

(v) On dit que zy est une singularité essentielle isolée de | si et seule-
ment si c_y # 0, pour une infinité de k. Dans ce cas

“+ o0 400

Lf(z)zzc;rﬂ-zcn (2= 20)"

n=1 (Z o ZO) n=0
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(vi) On appelle résidu de f en zy et on note Res,, (f), la valeur c_1 .

(vii) Le rayon de convergence de la série est le plus grand R > 0 tel que
{z€C:|z— 2| <R} CQ.
(viii) On dit que f : Q@ — C est une fonction méromorphe s’il existe un
ensemble
S = {zl’z%...}
sans point d’accumulation tel que f : Q\ S — C est holomorphe et chaque point
de S est un pole de f.

Remarque (i) Si f : & — C est holomorphe alors le développement de
Laurent coincide avec la série de Taylor, c’est-a-dire que ¢, = (™) () /n! et

= () 20 n
Lf(z):Tf(z):Zng)(z—zo) .

(ii) Les séries de Laurent ne sont définies que pour des singularités isolées.
Par exemple la fonction

f(z) =logz
n’admet pas de série de Laurent en zy = 0.
(#7i) Remarquer que si zg est un pole d’ordre m de f, alors

9(2) =(z—20)" f ()

est holomorphe dans , mais la fonction (z — 2z9)™ " f (2) ne lest pas.
(iv) Noter que si Q est borné dans la définition des fonctions méromorphes,
alors S consiste en au plus un nombre fini de points. &

Dans les exemples qui suivent on trouvera la série de Laurent pour une
fonction f donnée. On spécifiera de plus la nature des singularités, ainsi que le
rayon de convergence de la série et le résidu.

Exemple f(z) =1/z et zo = 0.

Discussion On a immédiatement que
1
Lf (Z) = ; +0

i.e. les parties réguliére et singuliére sont respectivement 0 et % . Deplus Resy (f) =
1 et zp = 0 est un pole d’ordre 1. La série de Laurent converge Vz € C\ {0},
ie. R=00. &M

Exemple f(z) =1/z et zg = 1.

Discussion Avant de répondre a la question rappelons la formule de la série
géométrique a savoir que si ¢ € C et |g| < 1 alors

1 =
-y
1_(] n=0
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Dans notre cas on a donc

1 1 +o00 N
Pl oy B ;}(—1)" (2—-1)

c’est-a-dire que la série de Laurent de f coincide avec la série de Taylor et 2o = 1
est un point régulier. La convergence a lieu dans |z — 1| < 1, i.e. R =1, et le
résidu est zéro. &

Exemple f (z) = % et 29 = 0.
Discussion Il est facile de voir que zy = 0 est un pole d’ordre 2 et que

Lf(z):z—12

Le résidu est zéro et la convergence a lieu Vz € C\ {0},ie. R=00. &

Exemple f (z) = 5 + 2 et 2 = 0.

23
Discussion On remarque que 2o = 0 est un pole d’ordre 3, Resg (f) = 2 et
que la convergence a lieu Vz € C\ {0}, ie. R=00. &

Exemple f (z) et zg = 0.

__1
T 2242
Discussion On écrit (a laide de la série géométrique)

1 1 1 1

+oo
1
f— — - _17l n:L
2+z z(z4+1) =z z41 =z nZ::o( )z 1)

pour tout z : 0 < |z| < 1 (i.e. R = 1). De plus Resg (f) = 1 et 29 = 0 est un
pole d’ordre 1. &
Exemple f (z) = e* et z = 0.

Discussion Comme

eV = y_'
n:(]’fl.
ona,en posant Yy = 1/,27 que
“+o0 400
1 11 11
=ez =1 = —— =1 —_—
O R EEO W

On voit que zp = 0 est une singularité essentielle isolée de f, Resg (f) = 1 et
que la convergence a lieu ¥z € C\ {0}, ie. R=00. &

Définition 10.3 Soient Q@ C C un ouvert, zg € Q et f : Q\ {z0} — C holo-
morphe. Si les coefficients c,, de la série de Laurent sont tels que

c—n =0 pour toutn =12

on dit alors que zy est une singularité éliminable.
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Exemple Soient zp = 0 et f(z) = sinz/z. Alors zp est une singularité
¢liminable.

Discussion Il suffit de poser

S e siz#£0
z
f(z): sin z
lzlimO siz=0

et d’observer que

“+oo 1 n
fz)= 2%22”

n=0
La fonction f ainsi définie est holomorphe dans C, et donc zy = 0 est un point
régulier de f. &

Exemple Montrer que toutes les singularités d’une fonction ne sont pas
nécéssairement des poles ou des singularités essentielles isolées.

Discussion On a déja vu le cas de f(z) = log(z), en 2o, = 0. Un autre
exemple est f(z) =tg(1/z), en 2o, = 0. On a en effet que, si k € N,

w
yk:(2k+1)§ = tg(y) =

et donc

2

%= Trron

1
— Zoo =0, quand k — 00) = tg(z—>:o@
k

Donc f n’admet pas de série de Laurent en z., = 0 car alors on devrait avoir
R = 0. Conclusion : z,, = 0 n’est pas une singularité isolée. &

Voici maintenant quelques résultats simples mais utiles.

Proposition 10.4 Soit f (z) = p(z) /q(z), ot p et g sont des fonctions holo-
morphes au voisinage de zg. Soient

a) zo un zéro d’ordre k de p, i.e. (sip(z0) # 0 on pose k=0)

p(z0) = =p"V(20) =0, mais p™ (z0) # 0.
b) zo un zéro d’ordre | de q, i.e. (si q(z0) # 0 on posel =0)
q(z0) = =q""V(20) =0, mais q" (2) #0.

- Sil >k, alors zg est un pole d’ordre |-k de f.

- Sil <k, alors zy est une singularité éliminable de f (ot on a posé f (29) =
lim p(2) /q(2), ¢f. Exemple 10.3).
zZ—2z0

Démonstration Cf. Exercice 10.2. m
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Proposition 10.5 Sizg est un pole d’ordre m de la fonction f, alors la fonction

F(z)=(z—20)" f (2)

est holomorphe au voisinage de zo et

m—1
Resey () = gy S |y 6= 20)” £ 2]

Démonstration Par définition d’un pole d’ordre m, on a que

+oo

)= ) ealz—20)"

n=—m

et par conséquent F' est holomorphe car

+00 +00
F()=(z-20)"f(z) = Z en(z—20)" T = ch_m (z — 20)".
n=—m k=0
On a donc
—+o0
F (Z) =C-1 (Z — Zo)mi1 + Z Ck—m (Z — Zo)k
k=0,k#m—1
et ainsi
dm—l
T T [F(2)] = (m—1lecy

ce qui est le résultat souhaité. m

Proposition 10.6 Soit f(z) =p(z)/q(z), ot p et q sont des fonctions holo-
morphes au voisinage de zg € C et telles que p (z0) # 0, q(20) =0 et ¢’ (z0) # 0.
Alors

Res., (f) = P (20) .

Démonstration Cf. Exercice 10.3. m

Théoréme 10.7 (Reégle de I’Hopital) Soient f et g deuz fonctions holomorphes
au voisinage de zy telles que zg est un zéro d’ordre k de f et d’ordre | de g avec
k> 1. Alors

im N f(l) (20)
A [g(zﬂ =0 ()
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En particulier sil =1 (i.e. f(z0) =¢(20) =0 et ¢’ (20) #0), alors

[ 78] - 22

zZ—2(
Démonstration Comme f est holomorphe au voisinage de zy on a

£ = 1)+ () (= 20) + 2 (o gy

D (2 N 20 n—
=(z—2)’ [—f “( )—i— Z f1 (z0) )(z—zo) l]

1 FO (20)
!

car zg est un zéro d’ordre k > [ de f. De méme on obtient

A (4 I ),
g(2) = (2 — Zo)l [g lg 0) + Z g ns 0) (z — Zo)n—l]

n=I[l+1

=(z—2) +(z—20) F(2)

) (4
:<zsz>lw+<zw>lG<z)

Donc, comme F (zp) = G (20) = 0 et gV (20) # 0, on en déduit que
wm [FO] _ o [EE2+FG)

lim = lim |—~
=20 [ g(2) ] =m0 | 48D 4 gy

Ceci termine la démonstration. m
(Pour plus de détails, cf. [1], [5] 155-159).

B f(l) (20)
B g® (20) .

10.3 Démonstration du théoréme

Démonstration On divise la démonstration en trois étapes.

Etape 1. Soient 1, R tels que
O<r<l|z—z|<R et Bgr(z)CQ.

Soit € > 0 suffisamment petit pour que (cf. Figure 10.2)

B, (Z) C Bpgr (Z()) \ B, (Z()) .

Soit la fonction

noter qu’elle est holomorphe dans

0=0\ B, () UB(3)|.
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Fic. 10.2 -

Par le Théoréme de Cauchy, on a, si

Yr = 0Br (ZO> ;Y= 0B, (ZU) ; Ve=0B(2),

que

[yﬂg(f)af:/7 g(f)d§+/7 g(€)de.

T €

Or, comme d’habitude, de la continuité de f en z on déduit que

2 f(z+eet?)

> ee'?dh — 2mif (z), quand € — 0.
0 eer

/g(&)dazi

€

On a ainsi

f(z):L[Y f(g)df— 1./ &d@

2mi ), E— = 2mi ), -z

Etape 2. On procéde ensuite comme dans le Théoréme 9.16. On évalue cha-
cune des deux intégrales séparément.

(i) On écrit

1 1 1 1

E—2 E—2—(2—2) &E—2 1—2%2'

Comme £ € yp (i.e. | — 20| = R) et z € Br(20) (ie. |z — 20| < R),on a

|z — zo]
= <1
R

zZ— 20

§€— 20
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et on peut alors écrire, z étant fixé,

1 = z—2z9|"
E—z €—2 Z[ﬁzo}

n=0

et la série converge uniformément pour £ € v (car z est fixé). On peut donc
permuter somme et intégrale pour avoir

1 f€) _ f (€ 2"
Zﬁ—mf—z% B 2 /ﬁ [ —%} “
1 S n
e
(ii) On écrit
1 1 o1
-z E-xw—(r—2) z-x21-&2

Comme £ €, on a | — zg| =7 < |z — 2| < R, on déduit que

§— 2

zZ— 20

r
<1

|z — 2
et on peut alors écrire, z étant fixé,

1 B 1 400 5_2’0 n
E—2z z2—2 Z[z—zo]

n=0

et la série converge uniformément pour & € «, (car z est fixé). On peut donc
permuter somme et intégrale pour avoir

_ 1 £=2]"
271'@ f—z a 2271-2 . -z |:Z—ZO:| d¢
+oo 1
= == | [ (E—2)"dp(z—20) "
;){2771 /%‘ 0 } 0)
B — -1 f .
) k;m { 2 /% (= Zo)k+1 df} ( 0) -

Etape 3. Soit v est une courbe simple fermée, réguliére par morceaux, telle
que yUinty C Q (20 € int). On choisit maintenant r suffisamment petit pour
que

B, (#z0) C int~y

et R > r comme avant pour que (cf. Figure 10.3)

B, (ZQ) C Bgr (Zo) C Br (Zo) C Q.
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-y,
&P

Fic. 10.3 -

On observe alors que, par le Théoréme de Cauchy, on a
[ ! © _ge_ [ O J i
vr (§ = 20) 7. (€ = 20) 7 (§ — #0)
Par conséquent si
1
n——./if(g)n+1 d¢, nelZl
2mi )y (€ = 20)
on obtient par la premiére et la deuxiéme étapes que

10 = 5 [ Ha- o [ 1By

271 E—2z
+oo -1

= ch (2 —20)" + Z en (z—20)".
n=0 n=—oo

On a donc montré le théoréme, & savoir que la convergence des deux séries a
lieu si z € Bg (20) \ {20} et qu’elle est bien uniforme dans tout anneau contenu
dans Q. m

10.4 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment les Exer-
cices 1, 6, 8 et 12, se trouvent au Chapitre 11 de [9].

Exercice 10.1 Soit f une fonction holomorphe sur C telle que son développe-
ment en série entiére autour de chaque point a, c’est a dire

+oo
f(z)= Z Cna (2 —a)"
n=0
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posséde au moins un des ¢, q nul.
(i) Pour tout n € N, soit I’ensemble

A, ={a€B:c,,=0}

ot B C C est le disque unité. Montrer qu’il existe m € N tel que A,, soit
non-dénombrable.

(ii) Appliquer le principe du prolongement analytique & ™ pour en déduire
que [ est un polynome.

Exercice 10.2 Montrer la Proposition 10.4.
Exercice 10.3 Montrer la Proposition 10.6.

Exercice 10.4 Soient a, zg € C distincts. Montrer que

Xz—2\" a—z
Z( O) = 0 Vi]z—2|<|z—ad.
a— 29 a—z

n=0

Exercice 10.5 Soit f holomorphe dans C\ {0} et paire, i.e f(z) = f(—2).
Montrer que Resg (f) = 0.

Exercice 10.6 Soit f(z) = Z:B an 2" une série entiére telle que, pour un
certain r > 0,

+oo

Zn|an|r"_l <lai|.

n=2

(i) Montrer que f posséde un rayon de convergence supérieur ou égal & r.

(ii) Montrer que, pour |w|,|z| <,

+o00 n—1 +o00
E an, E 2t || < E nan|r™
n=2 7=0 n=2

(iii) Montrer que f est injective sur B, (0), en utilisant le point précédent et
la formule

n—1
2" —w" = (z —w) Z AT
k=0

(iv) Déduire du point précédent que si une fonction holomorphe sur un ouvert
Q C C satisfait f' (z0) # 0 pour un zg € Q, il existe un voisinage de zy sur lequel
[ est injective.

Exercice 10.7 (Lemme de Riemann) Soit f une fonction holomorphe et
bornée sur By (z0) \ {#0} -
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(i) Montrer que la fonction

g(z):{ (2= 20)" f (2) 2 € By (20) \ {20}

0 Z = 2

est holomorphe sur By (z0) \ {20} -

(ii) En déduire que f peut s’étendre en une fonction homolomorphe sur
Br (Z()) .
Remarque. Pour une approche trés légérement différente voir Ezercice 10.8 (ii).

Exercice 10.8 Soient 2 C C un ouvert, zg € Q, R > 0 tel que

Br(z)={2€C:|z—2| <R} CQ

et f:Q\ {20} — C holomorphe. Soit Lf le développemnt de Laurent de f, a

savoir
“+ o0

Lf(z)= Z en(z—20)" 0<|z—2)| <R

n=—oo

(i) Montrer que pour tout 0 < r < R et pour tout n € Z
1
lenl < = max{|f (2)| : 2 € 9B: (20)}-

(ii) Montrer, a laide de (i), que zo est une singularité éliminable si et seule-
ment si [ est bornée dans B, (z0) \ {z0} pour un certain 0 < r < R.

(iii) Montrer que zy est un pole de f si et seulement si

lim |f (2)] = 0.

zZ—2z0

Exercice 10.9 (Théoréme de Casorati-Weierstrass) Soient ) C C un ou-
vert, zg € ), R > 0 tel que

Br(z0)={2€C:|z— 2| <R} CQ

et f: Q\{z0} — C holomorphe. Montrer que si zy est une singularité essentielle
isolée de f, alors pour tout 0 < r < R, l"image de B, (z0) \ {70} est dense dans

C, en d’autres termes
f(Br (20) \ {z0}) =C.

Suggestion. Procéder par contradiction en supposant qu’il existe 0 < r < R,
£eCete>0 tels que

|f(2) =& =€ pour tout z € By (20) \ {20}

puis poser

Puis utiliser I’Exercice 10.8.

Remarque. En fait le théoréme peut étre nettement amélioré et est alors connu
comme le Grand Théoréeme de Picard.
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Exercice 10.10 (i) Montrer que les coefficients du développement de Taylor
Z;io ajz? en 0 d’une fonction f holomorphe sur By (0), le disque centré en 0
et de rayon 1, sont donnés récursivement par

f2) =Y ga;2

2k

aozii_r%[f(z)} et ak—ii_r%[ ] pour k > 1.

(ii) En déduire qu’il n’existe pas de fonction f holomorphe sur By (0) satis-
faisant
f(@/n)=1/2", ¥YneN, n>2.

Exercice 10.11 Soit
1

sine®

f(z) =

Trouver toutes les singularités de f. Indiquer la nature des singularités dont la
partie imaginaire est nulle, leur résidu et le rayon de convergence de leur série
de Laurent.

Exercice 10.12 Soientn € Z et

_sin(m (2 —1))

Trouwver la série de Laurent de f en z = 1. Préciser, en fonction de n, la nature
de la singularité, son résidu et le rayon de convergence de la série de Laurent.

Exercice 10.13 Soit la fonction

f(z)=tg [g ez} .

Trouver toutes les singularités de f. Pour chacune des singularités, déterminer
- la nature de la singularité
- le résidu

- le rayon de convergence de la série de Laurent en ce point.

Exercice 10.14 Soit la fonction

1
sin (22)

f(z) =

(i) Trouver toutes les singularités de f. Pour chacune des singularités, dé-
terminer la nature de la singularité et le rayon de convergence de la série de
Laurent en ce point.

(i) Caleuler le résidu en z = 0.
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Exercice 10.15 Soit

2,2

[ =t

sin (23)
Trouver toutes les singularités de f. Indiquer la nature des singularités, leur
résidu et le rayon de convergence de leur série de Laurent.

Exercice 10.16 (i) Soit f(z) = 2°sin (z%) Trouver sa série de Laurent en
zo = 0, préciser la nature de la singularité, le résidu et le rayon de convergence.

(ii) Soient g(z) = @ et zo = 0. Préciser la nature de la singularité
et son résidu. Donner le terme constant dans la partie réguliére de la série de
Laurent.

Exercice 10.17 (i) Soient Q C C un ouvert contenant 0 et f : Q\ {0} — C
une fonction holomorphe et paire (voir aussi Exercice 10.5). Montrer qu’alors
sa série de Laurent, au voisinage de 0, est de la forme

+oo
f(z)= Z Con 22"

n=—oo

Que vaut Resg (f)?

(ii) Soit
1/2%
f(z) = (22 4+ 1) cos (22)

Trouver toutes les singularités de f qui sont & l'intérieur de -y, le cercle centré
en 0 et de rayon 2. Pour chacune des singularités dire sa nature, en donner son
résidu et le rayon de convergence de la série de Laurent en ce point.

10.5 Corrigés

Exercice 10.1 (i) Par hypothése, nous savons que, pour tout a € C (et donc
en particulier dans B le disque unité de C), il existe m, € N avec

Cimg.a = 0. (10.1)
Pour tout n € N, on définit ’ensemble A,, par
A, ={a€B:cy,=0}.
Par (10.1), on a que

5o
n=0

Puisque B n’est pas dénombrable, il existe nécessairement m € N tel que A,,
est également non-dénombrable.
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(it) Puisque A,,, C B et que B est borné, il existe z, € A,,, et z € C (en fait
aussi dans A,,) une suite telle que 2z # z pour tout k € N et

kILrI;O [2k] = 2.

Comme
f(m) (z) =mlcm,, =0

on conclut par le principe du prolongement analytique que
f™ =0 dans C.
Il s’ensuit directement que est f est polynome de degré au plus m — 1. &

Exercice 10.2 Comme zy est un zéro d’ordre k de p et [ de ¢, on peut écrire

p(2)=(2—20)"P(2) et q(z)=(2—2) Q)
o P et @ sont holomorphes et P (z),Q (20) # 0. On a donc que

f2)=(z—2)""F(2)
ou F'(z) = P(z) /Q (z) est holomorphe en zy et F'(z) # 0.
(1) Sil >k, alors
f(2)(z=2)"" =F(2)
qui est holomorphe et ne s’annule pas en zy, par conséquent, zg est un pole
d’ordre | — k de f.
(i) Si k > 1, alors z — (z — 29)" " et F sont holomorphes en z, et donc z

est un point régulier de f. &

Exercice 10.3 Par I’Exercice 10.2, zy est un pole d’ordre 1 de f. Par la Propo-
sition 10.5, le résidu est donné par

Resz, (f) = lim [(z = 20) f (2)] = Jim l qu))] = lim lq(z)(q(lo) q/((z?
zZ—20 Z—Zz0

Exercice 10.4 La formule de la série géométrique standard (avec a = 1 et
20 = 0) est

00 1
Zw”:—, Vw| < 1.
= 1—w

En écrivant, pour z # a,

a—20 a— 2 _ 1
a—z a—20—(2—2) q1_ (z=z
a—zo

on applique & w = %3 la formule précédente valable pour autant que

|z — 20|

<1

jw| =

la — 2o
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ce qui donne le résultat voulu. &

Exercice 10.5 Par le Théoréme de Laurent, f admet une série de Laurent
autour de 0

+oo
f(z)= Z cn 2, YzeC\{0}.

Comme f est paire, tout les coefficients impairs sont nuls, c’est a dire
cor+1 =0, VkeZ.
En particulier, le résidu est nul
Resg (f)=c_1=0. &
Exercice 10.6 (i) La série entiére converge absolument en |z| = r puisque

+o0 foo

Z lan ™| = |ao| + |ai|r + Z lan|r"

n=0 n=2
—+o0

lao| + |CL1|T+TZTL|CZH|T“71
n=2

lag| + |a1| 7 + |a1| r < 0.

IN

A

Son rayon de convergence est donc supérieur ou égal & r.

(i1) Soient |w|,|z|] < r. On a directement

“+o00 n—1
Zan Zz”fl*jwj
n=2 j=0
“+o0o n—1 ) ) +oo n—1
< D lanl DT ol <Y Janl Do I e
n=2 7=0 n=2 7=0
+oo
= Zn|an|7""71.
n=2

(i11) Soient z,w € B, (0) tels que f (z) = f (w), c’est a dire

+oo
Z an (2" —w™) = 0.
n=1

Comme, pour n > 2,
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nous avons

+o00 +oo n—1
ay (w—2z) = Z an (2" —w") = (z —w) Z an, (Z zkw"1k>
n=2 n=2 k=0

en particulier

laa] |z —w| = |z — w]

“+o0 n—1

n=2 k=0

Supposons par ’absurde que z # w, ce qui implique

+oo n—1

n=2 k=0

Puisque |z|, |w| < r, nous avons, par le point (ii) et par hypothese

“+o00 n—1
E an E kanflfk
n=2 k=0

la1| =

“+o0 n—1
k —1—k
> lanl Dl w™
n=2 k=0
+oo
< Zn|an|r"_1 < aq|

n=2

IN

ce qui contredit (10.2). Ainsi z = w, et donc f est injective dans B, (0).

237

(10.2)

(iv) Sans perte de généralité, quitte a remplacer f (z) par f (2 + 2p) , on peut
supposer que zg = 0 € . Puisque f est holomorphe sur €, alors il existe R > 0

tel que

“+oo
f(z):Zanz”, Vi0z| <R

n=0
+
f/( o ~ n—1
z)—a1+Znanz , V12| <R
n=2

avec a1 = f' (z0) # 0. Ceci implique que la fonction réelle

—+oo

g(t)= Y nla, |t

n=2
est continue sur [0, R]. Comme ¢ (0) = 0, il existe r € ]0, B[ tel que

—+o0

g(r) = nlan|r" " <larl.

n=2

Alors, par le point (iii), la fonction f est injective sur B, (0). &
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Exercice 10.7 (i) Soit g : B, (z9) — C définie par

B { (z—2)" f(2) 2€ B, (2))\ {20}
g(z)

0 z =z

Montrons que g est holomorphe sur B, (zg) . Il est clair que g est holomorphe
sur B, (20) \ {20} . Voyons cela en zy

[9(2) - 9(20)}

pp—— = lim [(z —20) f (2)] =0

zZ—20

lim
z2—20
puisque f est bornée. On a donc que ¢’ (z9) = 0.

(ii) Par le Théoréme de Laurent, g se développe en série de Taylor autour
de zp

+oo
9(2) =3 ar(z—2)", Vlz—z|<r
k=2

o ag =g (20) =0et a; = ¢ (20) = 0. Il en découle que

+oo
f(z) = Zak (z—20)2, V]z—z|<r 2#2.
k=2

La partie singuliére de cette série est nulle, donc on peut prolonger f en zy en
posant

f(z0) = a2 = g" (20) /2.
Par le Théoréme 8.6, f est également holomorphe en zp. @

Exercice 10.8 (i) Soit v = 0B, (). Comme

1 f(©) L fotre) iy

~ 2mi v (€

on a tout de suite le résultat.

de = =—

Cn 0)n+1 2mi J W

(ii) Etape 1. Si zg est une singularité éliminable, on a, par définition, que

—+oo —+oo
f(z)= Z en (2 —20)" = ch(z—zo)" 0<l|z—2z| <R
n=-—00 n=0
et, par conséquent,
lim |f (2)] = co
zZ—2z0

et ainsi f est bornée au voisinage de zg; i.e. f est bornée dans B, (z0) \ {20}
pour un certain 0 < r < R.

FEtape 2. Si f est bornée dans B, (29) \ {20} pour un certain 0 < r < R, alors
par (i) on obtient si 0 < s < 7 et si

M =max{|f (z)]: 2 € Bs (20)}
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que
M _

En laissant s — 0, on trouve que
¢, =0 pourtout n=-1,-2,---

et donc zp est une singularité éliminable.

(#ii) Etape 1. Si zy est un pole d’ordre N de f, la série de Laurent s’écrit

— — 2l <
fz)= Zz—zo +chz 20)" 0<|z—2| <R
n:l n=0
et on infére que

lim
z—2z0

(2 = 20)" F (2)] = - #0.
On déduit alors immédiatement que

lim |f (2)] = oo.

z—20

Etape 2. Réciproquement si lim,_,, |f ()| = oo, alors

lim =0

z—20

1
f(2)
et, par la question (ii), 1/f a une singularité éliminable en zy. On peut donc
écrire, au voisinage de zg,

1 =
= Z dy (2 — 20)"
Z) n=0

Comme dy = 0 et 1/f n’est pas identiquement nulle, soit N > 1 le premier
entier tel que dy # 0, on a donc que

f(lz):(zfzo)NF(z) ot F(2) = dy + Z d, (2
n=N+1

Au voisinage de zp, on a que F (z) # 0 et donc

1

(Z_ZU>7Nf(Z) = F(Z)

ce qui nous permet de conclure que 2y est un pole de f, comme souhaité. @&

Exercice 10.9 Supposons que le résultat est faux. On peut donc trouver 0 <
r<R,£e€Cete>0 tels que

|f(2) =& > € pour tout z € By, (20) \ {20} -
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Soit )
SN CET:
elle est holomorphe dans B, (z0) \ {20} et
. 1
lim |g(2)] < —.
zZ—20 €

Par le rappel (i) g a une singularité éliminable en z; . Deux cas peuvent alors se
présenter.

Cas 1 : g(z9) # 0. On obtient alors que
fe) =€+ —
z) = —
9(2)

est holomorphe en 2y, ce qui contredit le fait que f a une singularité essentielle
isolée en zq .

Cas 2 : g(z9) = 0. On a alors que
lim [f(2) —¢| =00

zZ—2z0

et par le rappel (ii) f (z) — ¢ (et donc f) a un pole en zy, ce qui contredit aussi
le fait que f a une singularité essentielle isolée en zp. @

Exercice 10.10 (i) Puisque la série de Taylor de f en 0 converge absolument
et uniformément sur tout disque B, (0) avec 0 <7 < 1, on a

+o0 T +o0
lim =1lim |> a;2/ | =) lim (a;27) =
Jm [f (2)] 2|2 F 2" (a;27) = ao
Jj=0 Jj=0
et sik>1,
k—1 j _+oo . “+o00
. f(z) - Zj:() a; z . 27 . ik
lim = lim Z a; — | = lim Z a; 2’
z—0 zk z—0 ‘ zk z—0 ‘
L i=Fk J=k

+oo )
= D lim (g 27") = ax.
j=k

(#i) S’il existait une telle fonction, nous aurions

ap = lim [f (2)] = Jim [f(1/n)] = lim (1/2") =0

ar = lim [m] = lim [M} = lim (n/2") = 0.

z n—oo 1/n n—o0o

Par récurrence, on a ay = 0 pour tout k € N; en effet si

ag=a;=---=ag_1 =0,
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alors
@) -b a2 _[ramy-o] . .
ak:ili%[ T ]:JLH;O [W = lim_ (n*/2") =0

Donc f (z) = 0 sur By (0), contredisant f (1/2) =1/4. &

Exercice 10.11 (i) Appelons p (z) = sine® et remarquons que

sin(e*)=0 < e=nmneZ
ou encore, si n # 0,

log (nm) 4+ 2imm sineNetmeZ
p(z)=0 & z= _ )
log(jn|m)+i(2m+1)7 si (—n) € Netm € Z.

(ii) Les singularités dont la partie imaginaire est nulle sont donc
=log(nm) avecn e N.
Ce sont des poles d’ordre 1, car
p' (2n) = (n7)cos(nm) = (—1)" (nm) #0.

Le résidu en z, est donné par

Res., (f) = = =

R, =log <1+ l)
n

Ry = min {m,log (27) — log 7} = log 2

Le rayon de convergence est

carsin=1

alors que sin > 1 on a
R, = min{m,log(nm) —log((n —1)7m),log((n+1)7) —log(nm)}. &

Exercice 10.12 (i) Posons y =7 (2 —1). On a

. +o0 k +00 k
_.n S Y _ ﬂ._n (_1) 2k+1 __ (_1) " 2k+1—n
f@) =m0 _y"z:%(ZkJrl)!y _kgo(2k+1)!y
et donc la série de Laurent de f est
+oo k
2k+1 - 1)2k+17n

DM

2k—|—1



242 Séries de Laurent

(ii) Par conséquent si n < 1, f est holomorphe dans C; alors que si n > 2 le
point z = 1 est un pole d’ordre n — 1.

(#ii) La série de Laurent converge ¥z # 1 et de plus

0 si n > 3 et n est impair
Res; = _qym—1_2m—1
(/) (122m—_q), sin=2metmeN.
car si n = 2m > 2, alors
m— 2 k 2kl (71)m—1 g2m=1  q

(Z . 1)2(k—m)+1 +

M

2k—|—1 @em-1)! =z-1

k=0
k r2k+1

R
Exercice 10.13 Les singularités sont en
ee=2n+1 avec neZ
ou en d’autres termes

log (2n + 1) + 2mmi sin>0etmeZ
#n,m logl2n + 1|+ 2m+1)7i sin<-letméeZ

(i) On a clairement que z, ,, est un pole d’ordre 1.

(ii) Comme la fonction est un quotient de fonctions holomorphes f = p/q,
on trouve

Res., ,.(f) = z_l)izmn)m (2= znm)f (2)] = 5((%7::3
. sin [ e*»m] - 9
= [% ezn,m] sin [% ezn’m] i (2n T 1) .

(#i) Le rayon de convergence en z, ., est donné par

Ry = min {, [log [2n + 1] — log (|20 + 1 — 1)], log[2n + 1| ~ log (|2 + 1] + 1)[}

=log [1+ [

1
|2n+1[]"
Exercice 10.14 (i) Les singularités sont en

+/nm sin>0
+iy/In|m sin <0

et ce sont des poles d’ordre 1 sauf z = 0 qui est un pole d’ordre 2. De plus le
rayon de convergence en z2 = nr est

Ro=+7 sin=0

Z=nravecnecZ < z:{
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Rn:gleig{\/ﬁf\/(nfl)ﬂ,\/(n+1)7rf\/n_7r}
:m—\/ﬁ sin>1

Ry =min {/Inl7 = /(n[ = D7, /(In[+ D 7 — Vor |

neN
=V(n|+ )7 —+/|n|m sin< -1

En résumésin € Z

Ry =/(Inl+ )7~ /In|7

(i1) Le résidu en z = 0 est donné par la formule

L 2zsin (2%) — 22 [2zcos (22)]
Reso(f) = limy E £ 2] = limy [sin (22)]? .

Et donc en faisant un développement limité, on trouve

Resp(f) = lim QZ[Z 7_] 2 [1722_4;] 0. &

z—0 24 -

3

Exercice 10.15 Les singularités de f sont en z = 0 et en 2° = nm avec n €

Z\ {0}.
(i) La singularité zo = 0 est une singularité essentielle isolée. En effet noter
tout d’abord que la fonction s’écrit, au voisinage de zg = 0,

bll’l :_+Zan

et a donc un pole d’ordre 1 en zg = 0 et de résidu 1. Alors que

+oo n 2 +oo n
4, -1 4 (-1 _ [ .4 1 1 (-1)
o7z (Z n!z">_( z+§_§+ + _5!_Z+Z(jn!z"*4

n=0

N——

a une singularité essentielle isolée en zp = 0 et de résidu (—1/(5!)). En conclu-
sion on a bien que z = 0 est une singularité essentielle isolée et

Res,, (f) =1 —%

Le rayon de convergence de la série de Laurent en zy = 0 est (ﬁ)l/?’ .
(#i) Les autres singularités sont donc pour n € N\ {0}
(znp)’ = (nm) "™, £ =0,1,2,3,4,5
et donc

Zn,0 = (7177)1/3, Zn,1 = (nﬂ-)l/3 e%‘, Zn,2 = (’I’Lﬂ')
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1/3 %

Zn,3 — (nﬂ') e, Zn74 — (7177)1/3 4im 1/3 5im

€3, zZns=(nm) e .

Ce sont clairement des péles d’ordre 1 et dont le résidu est donné par, pour
k=0,---,5,

2
Res., , (f) = leggk [(z = 2np) £ (2)] = Zl%{}k [(z = k) ﬁ(zﬁ)}
_ 2 9 (z = 2np) | _ 2 9 —1
= (2n,k) legik {W} = (#n.k) zl}gik {3,22 cos (23)]
B 1 B 1 _ ="
3cos (zn.k)° ~ 3cos(£nm) 3

Le rayon de convergence R, ) de la série de Laurent en z, j est donc

Ry = min {lznk = 2znr1als [2nn = 2n—1al s |20 — 20}

On voit facilement, avec la convention z, 6 = 2,0, que

Rn,k = min{|zn,k - Zn+1,k| ) |Zn,k - Zn—l,k| 5 |Zn,k - Zn,k—&-l‘}
= 7r1/3min{(n—|— D3l pl/3 _(n — DY pM/3 e — 1‘}

3 min n—|—11/3 1/3,n1/3—(n—1)1/3,n1/3}

3 min n+11/d 1/3,711/37(7171)1/3}.

Comme la fonction f (z) = (x + 1)1/  — z1/3 est décroissante, on déduit que
Ruje ="/ [n+ 1) = nl/3] . &
Exercice 10.16 (i) Comme
“+oo n
/1 (—1) 11
S (Z) B Z < (2n 4 1)L 22n 1 B

on a que la série de Laurent de f est

f(z) = 2°sin <z_12) —§$

ey s L
=z _— =27 — —
—(2n+1laAn3 3lz
On a donc que 0 est une singularité essentielle isolée et Resp (f) = — (1/3!). L

rayon de convergence est infini.

(#) On voit tout de suite que 0 est un pole d’ordre 1 et donc

Res (9) = ;13%) [z2g(2)] = lim ! =1

z—0 [(ez + ze?)cos (ze?)
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Comme la fonction h (z) = z g (2) est holomorphe en 0 on a
h(z)=h(0)+h (0)z4---=1+h(0)z+---

11 nous faut donc identifier A’ (0) (qui est le terme constant dans la partie régu-
liere de la série de Laurent)

z—z(1+z)] .

z—0

. sin(ze®) — z(e* 4+ ze?)cos(ze?
h/ (0)22111(1) ( ) ‘.(2 - ) ( ):|
— sin” (z e?)

zlim{

ou on a utilisé un développement limité. On a ainsi
1

Exercice 10.17 (i) On écrit la série de Laurent de f en 0. On a ainsi que pour
r > 0 suffisamment petit et pour tout 0 < |z| < 7 que

“+o0 “+oo
f(z)= Z e 2" oet f(—z2)= Z cn (—1)" 2™

Comme f est paire on déduit des deux identités précédentes que cop11 = 0 et
donc Resg (f) = 0.

(i1) Les singularités a l'intérieur de v sont clairement 0, £ et :t\/m.
1) zp = 0 est une singularité essentielle isolée et Resg (f) = 0, car la fonction
f est paire et donc par (i)
Reso (f) = 0.
Le rayon de convergence est 1.
2) 29 = i est un pole d’ordre 1,

Res; (f) = lim

z—1

el/? e
(z41)cos (zQ)] ~ 2icos (1)

Le rayon de convergence est 1.

3) zo = —i est un pole d’ordre 1,

R I G i~
es—i (f) = B (z—i)cos(22) |  2icos(1)
Le rayon de convergence est 1.
4) zg = /m/2 est un pole d’ordre 1,

. (z— 77/2) el/#!
Res\/m (f> zjlnjr/Q (’22 + ]‘) cos (2:2)

1 —en?
lim - = .
z—/7/2 |:—QZSID(Z2):| (% + 1) V2
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Le rayon de convergence est \/m/2.
5) 29 = —+/m/2 est un pole d’ordre 1,

(z+\/77/2) el/* eE (z+\/7r/2)
Res ~—=(f)= lim - lim |
—V/2 z——y/T/2 (22 + 1) Cos (22) % +1 z——y/m/2 Cos (22)

4

en?
Z+1

1 enr?
lim - = .
z——y/m/2 |:2ZSID (22):| (% + 1) V2T

Le rayon de convergence est \/7/2. &



Chapitre 11

Théoréme des résidus et
applications

11.1 Le Théoréme des résidus

Théoréme 11.1 Soient Q) C C un ouvert et vy une courbe simple fermée et régu-
liere par morceaux telle que yUinty C Q (¢f. Figure 11.1). Soient z1,- -+ , 2y €

inty (z; # 2z, sij#k) et
fZQ\{Zl,“',ZN}—)(C

une fonction holomorphe, alors

N

/f (2) dz = 2mi ZReszk (f)

k=1

ot Res;, (f) est le résidu de la fonction [ au point zy, .

(Pour plus de détails, cf. [1] 150-151 et [5] 201-202).

Démonstration Comme z1, - ,2zny € inty C Q et int+y est ouvert on peut
trouver € > 0 suffisamment petit, tel que

Be(zr) Cinty et Be(zk)[)Be(z) =0, j,k=1,--+,N, j#k.

On applique alors le Théoréme de Cauchy (cf. Théoréme 9.14) a
N ——
O = (inty) \ | Be (21)-
k=1

247
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Fic. 11.1 -

On trouve, en notant v, = 9B, (z), que

/Wf(z)dz_

Comme, par définition du résidu et grace au Théoréme de Laurent, on a

Res,, (f) = L f(z)dz

211 -

N

on a immeédiatement le théoréme. m

Remarque Soient € et v comme dans le théoréme précédent, alors aussi bien
le Théoréme de Cauchy que la formule intégrale de Cauchy sont une conséquence
du Théoréme des résidus.

1) Si f est holomorphe dans , alors il n’y a aucune singularité et on déduit
ainsi le Théoréme de Cauchy, a savoir

Lf(z)dZZO.

2) Soient zy € int+y et f holomorphe dans Q (on suppose par souci de simplité
que f (z0) # 0). Alors considérons la fonction

f(2)

(2 — zo)"+1

g(z)=

qui a un pole d’ordre n + 1 en zy . Par la Proposition 10.5, on déduit que

1 .. dr "
Res.,(g) = ] zli»Hle T (z— 20) +1
1. 1 ..

m —— [f (2)] = — ") (z0).

— 1
n! z—zo dz™

g(z)

En appliquant le Théoréme des résidus, on trouve

/ 7( / (z))n+1 dz = % f(") (20)

zZ— 20
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qui n’est rien d’autre que la formule intégrale de Cauchy. @&
Exemple Soient 2 et v comme dans le théoréme précédent et

2 3 1
+ -

z z—1

Calculer /f(z) dz.
¥

Discussion On remarque tout d’abord que les singularités de f sont en
z = 0et z = 1. Il est facile de voir que Resg (f) = 2 et Res; (f) = 3. On va
distinguer les cas suivants.

Cas1:0,1€int~.
/ f(2)dz = 2mi(2 + 3) = 10mi.
.
Cas 2:0€inty et 1 ¢ inty. Dans ce cas

f(2) dz = 4mi.

—

Cas 3:1€inty et 0 ¢ inty. On trouve
/f () dz = 6mi.
-
Cas4:0,1¢inty. On a

Lf(z)dz_O.

Cas 5: 0 € youl € «v. Dans ce dernier cas l'intégrale n’est pas bien
définie. &

11.2 Applications au calcul des intégrales réelles

Application 1. Calcul des intégrales de la forme

2
f (cos,sin0) db
0

ot f:R? = R est telle que




250 Théoréme des résidus et applications

avec P et () des polynomes et

Q (cosf,sinf) #£0, V6.

osf *

2
Discuter le cas / Hi
0 C

(Pour plus de détails, cf. [1] 155 et [5] 203-205).

Démonstration On pose z = e'? et on a donc
0 el feif +1 - et — il 1 1
08 = ———— == 2+ - sinf=—=—(z—=).
cos 2 ) ) 2 2 P

Noter qu’on a aussi df = dz/iz. Par conséquent, si v dénote le cercle unité et

si on pose
-3 (c+2) 3 (1)

dans le cas particulier
~ 2 2

&)= nTD T i(z42+V3) (2 +2-VB)

on déduit du Théoréme des résidus que

/vf(z) dz = 0% f (cos,sin ) df = 2mi iReszk (f) ,

k=1
ol zj sont les singularités de fa Pintérieur du cercle unité v (cf. Figure 11.2).

Y

FaAh
AN

Fia. 11.2 -
Dans le cas particulier les singularités de f(z) sont

21:—(2+\/§>, 22:\/§72,
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mais seulement 25, qui est un poéle d’ordre 1, se trouve a 'intérieur du cercle
unité. On obtient

N 2(2+2-3) _ L

/27r df 1 o
Y o =T
o 2+ cosf i3 V3

Ceci termine la démonstration. m

et ainsi

Application 2. Calcul des intégrales de la forme

400 )
/ R(z)e' " dx

—00

avec a > 0 (le cas a <0 est traité de la méme fagon)

ot P et Q sont des polynomes tels que
Q(z)#0, VzxeR et degQ — degP > 2

(deg dénotant le degré d’un polynéme). En fait on peut considérer des R plus
générauz, cf. la discussion ci-dessous. Sous ces hypothéses l'intégrale ci-dessus
existe et on a

+oo
/ R(z)e' " dx = 2mi Z Res., (f),
—o0 Im z; >0

ol zy, sont les singularités de f(2) = R(z)e'®* appartenant au demi-plan su-
périeur (i.e. Imz > 0). Discuter le cas particulier

too 42 too 2
/ ——cos(ax)dr et / ———sin (az) dz.

oo 16+ z* oo 16+ x*

(Pour plus de détails, cf. [1] 156 and [5] 208-212).

Remarque Le résultat ci-dessus s’applique au calcul des transformées de
Fourier, lorsque R est donné sous forme de quotient de polynoémes, satisfaisant
aux conditions ci-dessus. On trouve

~ +o0 _ N |
R(—a) = / R(x)e*™ % dx = 2mi ZRGSzk(R (2)e*™e). &
k=1

—00
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Démonstration On divise la discussion en trois étapes (les deux premiéres
s’appliquent au cas général alors que la troisiéme s’applique a I'exemple). On
pose

f(z)=R(z)e .
Etape 1. Soient r > 0 et (cf. Figure 11.3)
C,={z€C:|z|=ret Imz >0}
L.={z€eC:—r<Rez<ret Imz=0}
I'=C,UL,.

Ay

&V

Fic. 11.3 -

On choisit r suffisamment grand pour que toutes les singularités de R situées
dans le demi plan supérieur soient dans lintérieur de I',. (noter que, comme
Q(x) # 0, Vz € R, la fonction R n’a aucune singularité sur l’axe réel).

Le Théoréme des résidus s’applique et on trouve

N
/F f(z)dz=2mi » Res,, (f), (11.1)
T k=1

1az

ou zj, sont les singularités de f (z) = R (z) e"*# a l'intérieur de ', . Par ailleurs
les hypotheses ci-dessus impliquent (cf. Etape 2) que

lim R(2)e'**dz = 0. (11.2)

7—00 C
T

Comme, a partir d’un 7 > 0 suffisamment grand, le membre de droite de (11.1)
est indépendant de r et que (11.2) a lieu, alors

N
2mi Z Res,, (f) = lim f(z)dz = lim f(z)dz
=1 T™—00 F'r T—00 L'r
r ) —+oo )
= lim R(m)e“”dx:/ R(z)e' " dz,
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ce qui est le résultat souhaité.
Etape 2. On va maintenant montrer (11.2).

1) Supposons, cf. plus bas, que

lim lr sup {’R (reio)’}] =0 (11.3)

r—oo 0€0,m]

alors comme

/R(z)ei”dz:/ R(rew)ei”eieirewdQ
. 0

[ ireen)

7 sup {|R(T‘€i0)|}/ e—ersindgg
0

0€[0,7]

on déduit que

/ R(z)e'**dz
c,

. 76
iare
e

IN

\irei0|d9

IN

Comme a > 0 et 6 € [0,7], on a que e~ "% < 1 et on obtient donc de (11.3)
que

lim R(2)e“%dz=0

T—00 C
r

2) 1l reste donc & montrer que (11.3) a lieu. Ecrivons donc

P(z) = ap2"+---+az+ag aveca, #0
Q(z) = bpz™+---+biz+by avec b, #0

et on sait, par hypothése que m —n > 2. On a ainsi que

[P < lanllz" + - +laa] 2] + |ao]
< llanl 4 Flaoll 2" = afz" i 2] = 1.

De méme pour r > 0 suffisamment grand on a

Q) = bl l21™ = [lbmr| 12" + -+ + [ba |2] + [bo]

[bm] [2]™

>
- 2

=B™ si |zl >

En combinant les deux estimations on a que

n
z |

R ()| = '28

<a|z o)

> 5|Zvn = ﬂ‘zrn—n

et donc
o
5Tm7n71

r|R(rei9)|§ —0, carm—n—1>1.
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On a donc bien obtenu (11.3).

Etape 3. Si on revient a ’exemple, on notera que les hypothéses ci-dessus sont
satisfaites. On va chercher maintenant les zéros (complexes) de Q. On trouve

16+22=0 & 222=16&0127 o =2 DF 5 =0,1,2,3,
i.e. . .
21:26’12\/§+i\/§ 22:26172—\/5—1—2‘\/5
23 =26 = —\2—iV2 2 =2eT =2-iV2.
Noter que

gian = gia(VEHiV2) _ p—a V2 (cos (a \/5) + i sin (a \/5))
iz — gia(-V2IHiV2) _ o—aV2 (cos (a \/5) —isin (a \/5))

Ce sont des poles simples de

22

- 16—|—z4e

Seuls z1 et 29 appartiennent au demi-plan supérieur, par conséquent

1az

f(z)=R(z) "

+oo 72 )
/ T €' *"dx = 2mi (Res;, (f) + Res., (f)) .

On va maintenant calculer les deux résidus, a I’aide de la Proposition 10.6, on a
Z% 6“121 ezazl (1+Z‘)ezazl

Res., = A_glemn — = =
(/) 423 dz1 4(1+40)V2 8iv/2

= (;i—j—/;)e_“ﬂ (cos (a \/§> + i sin (a \/5))

22 ) eia22 eiazg (1_1) eiazz
Res, = 2 elar— = =
2 (f) 423 dzg  4(-1419)V2 8iv/2

= %e“ﬁ (cos (a\@) —4sin (aﬂ))

et donc

Res,, (f) + Res., (f) = L e V2 cos (a \@) — &Lﬂ e~ V2gin (a \/5) )

On a ainsi

+oo xQ )
/ e dxr = 2mi(Res, (R)+ Res,,(R))

oo 16+ 2t
= 7TT\/ﬁef‘“/i(cos(a\/i)—si11(a\/§)>-

On note que le membre de droite est réel. m
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11.3 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment Exercices
2, 3, 9 et 13 se trouvent au Chapitre 12 de [9].

Exercice 11.1 (Principe de argument) Soient Q@ C C un ouvert et f une
fonction holomorphe sur €2 et non-constante.

(1) Soit zo € Q un zéro d’ordre (multiplicité) k > 1 de f. Calculer le résidu
de la fonction f'/f en zp.

(ii) Soit v une courbe simple fermée réguliére par morceauz telle que vy U
inty C Q et f ne s’annule pas sur v. A Uaide de la premiére question montrer

que
1 /
Ly
2mi ), f

N = nombre de zéros (comptés avec multiplicité) de f a lintérieur de 7.

ol

Remarque. Ce résultat peut se généraliser a des fonctions f méromorphes. Dans
ce cas, la formule devient
1 !
— / I =N-P
2rmi ), f

on
P = nombre de poles (comptés avec multiplicité) de f o Uintérieur de v. @

Exercice 11.2 (Théoréme de Rouché) Soient Q C C un ouvert et f,g des
fonctions holomorphes sur . Soit v une courbe simple, fermée, régquliére par
morceauz telle que v Uinty C 2. Montrer que si

If () >1g(z)l, Vzeny

alors f et f+ g ont le méme nombre de zéros dans int 7.

Indication. Posant f; (z) = f (2)+tg(z), pourt € [0,1], et ny le nombre de zéros
de f; dans int~y, montrer, a l'aide de I’Ezercice 11.1, que ny est une fonction
continue en t et conclure.

Exercice 11.3 Soient Q2 C C un ouvert et f : Q — C une fonction holomorphe
et injective. Montrer qu’alors

() #0, VzeQ.

Suggestion. Raisonner par contradiction et utiliser le Théoréeme de Rouché (cf.
Ezercice 11.2).
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Exercice 11.4 Démontrer le Théoréme fondamental de [’algébre o [aide du
Théoréme de Rouché.

Exercice 11.5 Montrer, a l'aide du Théoréme de Rouché, que le polynome
p(2) =25 +42+2
a une et une seule racine dans le disque unité.

Exercice 11.6 Soit Q2 C C un ouvert connexe et { fn}, oy une suite de fonctions
telles que

- frn : Q — C est holomorphe pour tout n,
- fn — f uniformément sur tout compact K C Q quand n — oo,
- fn (2) # 0 pour tout z € Q.

Montrer qu’alors
soit [f(2)=0,VzeQ] soit [f(2)#0, VzeQ].

On pourra procéder par contradiction et invoquer le principe de Uargument (cf.
Ezercice 11.1).

Exercice 11.7 Soit 0 < a < 1. Calculer, a l'aide du Théoréme des résidus,

+oo ax +oo .a—1
/ ¢ dr et / $ dx.
oo 1+€* 0 1+z

Exercice 11.8 Calculer, pour n € N,

Exercice 11.9 Soient A >0, r >4

6)\2

O EEy

Cr={2€C:|z|=7r et Rez <0}
L,={2€C:Rez=0¢t —r<Imz<r}
I,=C.UL,.

/Frf(z) dz.

(ii) Montrer que si z € Cy, alors

(i) Calculer

|z +1], ]z 42| > et |e/\z|§1.

N3
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(iii) Etablir que
lim f(z)dz=0.

r—oo [~
e

(iv) Calculer
1 [t

e f(is)ds.
Exercice 11.10 Calculer, pour n > 1 un entier,

21 s
/ sin (n ) &b,
0

sin 6

Exercice 11.11 Soit s € N la fonction

O p—

z2tlginz

(i) Trouver toutes les singularités de f et en donner leur nature.
(ii) Montrer que le résidu de f en z =0 est nul.

(iii) Calculer le résidu de f en toutes les autres singularités.

(

iv) Calculer, en fonction den € N,

IRCLE
Tn
1
Fn:{zG(C:z|: <n+§>7r}
Exercice 11.12 Calculer
/27r d@
0 2—cos(20)°
Exercice 11.13 Calculer
—+o0
Ccos T 9
- ll‘d X
[oo 22z 12° *

ot

Exercice 11.14 Soient
—z

fz) = 22 —4243°

En posant g (r,0) = f (re'®) re, calculer (en justifiant votre réponse)

lim l/4g(r,9)d91, lim l/4g(r,9)d9],
r—00 0 T—00 %

27 i T
lim [/ g(r,0) d@] et lim [/ g(r,0)do +/ g(r,0) d@] .
r—00 7 r—00 P 5m

4
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Exercice 11.15 Soient f : C\ {z1, -, 2o} — C, z; # z; pour tout i # j,
holomorphe, a, R > 0, k > 1 tels que

If (2)] < ﬁ pour tout |z| > R.
z

Montrer, en utilisant le Théoréme des résidus, que

iReszj (f)=0.
j=1

11.4 Corrigés

Exercice 11.1 (i) Puisque f est holomorphe et non-constante, il existe r > 0
suffisamment petit tel que f # 0 dans B, (20) \ {20} . En effet, si ce n’était pas
le cas, f serait nulle sur une suite de points convergeant vers zg, et donc, par
le principe du prolongement analytique, f serait identiquement nulle dans Q.
Comme zq est un zéro d’ordre k de f, on peut alors écrire

f()=(z-2)"F(z), VzeB. ()

ot F est une fonction holomorphe telle que F' # 0 dans B, (zy). En dérivant,
nous obtenons

F () =k(z—2)""F()+(z-2)F(2), YzeB ()

et donc

[k F) L
f(Z)_(Z—zo)+F(z)’ V2 € By (20) \ {20}

ce qui nous donne immeédiatement

Res., (f'/f) = k.

(i) Soient z1,- - , 2y, € int7y les zéros de f d’ordre ky, - -+ , ky, > 1 respective-
ment. Le nombre m de zéros est fini, car sinon, par le Théoréme du prolongement
analytique, f serait identiquement nulle, ce qui n’est pas le cas, puisque f n’est
pas constante. Comme f est holomorphe dans int~y, alors z1,--- , 2z, sont les
seuls poles de f’/f. Done, par le Théoréme des résidus et le point précédent,
nous avons directement

1 rr
2mi ), f

d’ou le résultat. &

:Reszl (fl/f)+"'+R€SZm(fI/f):k1+-~~+km,

Exercice 11.2 Soit

fi(z)=f() +tg(z), Vie[01]
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et soit ny € N le nombre de zéros de f;, comptés avec multiplicité, dans int .
Nous allons montrer que ng = ny pour conclure. Puisque |f (2)| > |g ()] sur 7,
alors f; ne s’annule pas sur . En effet, si c’était le cas, on aurait

tlg () =1f ()] > g (=)l

pour un certain z € v et t € [0,1], ce qui est absurde. Ceci nous permet
d’appliquer I'Exercice 11.1 et d’obtenir

[ HE L [t e
omi ), 5@ T ) T e ()

Comme f et g sont holomorphes, I'application

f'(z) +tg (2)
f(2)+tg(2)

est uniformément continue dans [0, 1] X v, ce qui implique que
( t
f 2)+tg( )dz =ny
~ omi (2)+tg(z)

est continue dans [0,1]. Puisque n; € N, cela n’est possible que si n; est
constante et ainsi

Ny

(t,2) —

ng =mnq. ‘

Exercice 11.3 (i) Supposons par contradiction qu’il existe zy € € tel que
1" (z0) = 0. Par conséquent, comme f # 0, il existe k > 2 tel que

fzo)==f%V(%)=0 et ¥ (z)£0.

Appelons A = f*) (z) /k!, on a alors, pour |z — 2| suffisamment petit,
s \ =S (20) ;
FE) = fl)=Ae—2) +F(z) on F(x)= > L2 gy,

(ii) On choisit r > 0 suffisamment petit tel que
By (20) ={2€C:|z—2|<r}CQ
f'(2) #0, Vze€ B, (20)\ {20}
|F (2)] <¥, Y2z € B, (20).
(iii) Puis on prend w € C tel que |w| < |A|7¥/2 et on pose
Ay (2) =A(z—2)" —w
de telle fagcon que

f(2) = F(20) —w = Aw (2) + F (2).
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On a clairement que

by k
P < 2 gl < A ()] Yz €y = 0B, ().
On peut donc appliquer le Théoréme de Rouché (cf. Exercice 11.2) et on trouve
que A, et Ay, + F ont le méme nombre de zéros dans B, (2g) .

(iv) Mais A,, a k > 2 zéros dans B, (zy) car

k
w| T
Ap(z)=0 = |Z—Zok=H<7 = |z—2z <

r
m <r

et donc f(z) — f(z0) — w a aussi k zéros dans B, (zp). Or, par hypothése,
f'(z) #0,Vz € By(20) \ {20} et donc les zéros de f(z) — f(z0) — w sont
simples. On a bien la contradiction souhaitée, a savoir que f n’est pas injective
dans Q. &

Exercice 11.4 Soit

f(2)=2" et g(2)=an 12" '+ - +a1z+ao

et
P(2)=f()+9(z)=2,+an 12" '+ +arz+ag.

Soit R > 0 suffisamment grand pour que
[f ()] = 2" = R* > |ap—1| R" "+ +ao| > |g (2)], VY |z[ =R

Par I'Exercice 11.2, f et P = f + g ont donc le méme nombre de zéros dans
{]z| < R}. Or f posséde un zéro d’ordre n, donc P posséde n zéros, comp-
tés avec leur multiplicité, ce qui est exactement le Théoréme fondamental de
lalgébre. &

Exercice 11.5 Soit g (z) = 2% et f(z) = 42+ 2. Soit v le cercle unité. Comme,
Vzen,
gl =2 =1<2=4|z| —2< 4z +2| = |/ (2)|

on a que f et p = f+ g ont exactement le méme nombre de zéros dans int ~y,
qui est le disque unité. Mais f n’a évidemment qu’une seule racine qui est
—(1/2) € intv. D’ou le résultat. &

Exercice 11.6 Par ’absurde on suppose que f % 0, mais qu’il existe zg € 2 tel
que f (z) = 0.

(i) Par le théoreme de Weierstrass (cf. Théoréme 9.25), on a que [ est
holomorphe dans Q et que f/, — f’ uniformément sur tout compact K C
quand n — oo

(#i) Par le principe du prolongement analytique (cf. Théoréme 9.20), il existe
€ > 0 tel que B (29) C 2 et f ne s’annule pas dans B (29) \ {20} -
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(#11) Soit alors v une courbe simple fermée et réguliére telle que v U inty C
B (2g) . Par le principe de 'argument (cf. Exercice 11.1)

1 ! 1 !
— f—" =0 mais —/ f— > 1.
271 Jy fa 2mi ), f

!

' — f’ uniformément, on devrait donc avoir que

!/ !
o=t L L[] oy
27i ) fn 2mi )y f

Comme f,, — f et

ce qui est la contradiction souhaitée. &

Exercice 11.7 Avec le changement de variables ¢t = e”, il est facile de voir que

+o0 eaT +oo tafl
/ dr = / dt.
oo 1te€* o 14+t
On va donc calculer seulement la premiére intégrale.
- Soit

e(lZ

@) =1

Alors f est holomorphe dans C sauf aux points zx = (2k + 1) im, k € Z. Ceux-ci
sont des poles d’ordre 1, car, par la régle de I’Hopital,

lim [f (2) (z — )] = lim [M] _—

Zz— 2 z2—2ZE 1 + e*
Soit R > 0 et le rectangle
v=[R,R+2mi] U [R + 2mi,—R + 2mi] U [-R + 2mi, —R| U [-R, R|

La seule singularité de f a lintérieur de 7 est zg = im. On obtient donc
/ f(2)dz = 2miResy; (f) = —2mi ™.
5

- Combinons d’abord les deux intégrales

R eaT —R ea(m+27ri)
f+ / f = / dx + / ——dx
/[R, R] [R+427i,— Rt-2mi] _rl+e” r L4 ertim

(1e2a“)/R i
R].“rez

ce qui nous donne la quantité que nous voulons calculer.

- Montrons que les deux autres intégrales tendent vers 0 quand R — oo.

Posant
2 a(Riy) 2T a(—Retiy)
n=i [ et e =i
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nous avons d’une part

aR
|Il‘<27T€R*1_)0 quand R — oo
cara <1et
—aR
|Iz] < 27 < — 0 quand R — oo
1—e R

car a > 0.

- Combinant ce qui précéde, nous avons finalement

R ax
(1 — eQam) Rlim / 1?_ dr = —2mie®™
—o J_R et

d’ou

dx = = = ..

too eaw —2mi e?™ 2mi ™
1+e® 1 —e2ami  eami _ eg—ami  gin (g )

— 00

Exercice 11.8 (i) Commengons par remarquer que

) dn—l o1 2
ti = | (Sis )| =

car le terme en 2" ! est nz" L.

(#i) On observe ensuite que que

el — i ?
2 . ne\ 2
sin (”79) B 2% B (e“”’ —1)e 'z
sin (g) N el% — e 3 N (e”) -1) e
21

et donc

0

Posons z = €'?, on peut donc écrire
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on trouve que 0 est un poéle d’ordre n et donc (par la Proposition 10.5 et par
(i)) on obtient

o (1) - sy e ()] -

On a donc que (v est le cercle unité)

/Yf(z)dz =271 Resg (f) =2nm.

(iv) Comme, par (ii),

on déduit de (iii) que

o (G (m)\? g
/0 (Sln(%)) d9—/0 f(e )Ze dG—Af(z)dz—an. 'Y

Exercice 11.9 (i) Par le Théoréme des résidus

/F f(z)dz =2mi[Res_1 (f) + Res_2 (f)] -

Or z = —1 est un pole d’ordre 1 et z = —2 est un pole d’ordre 2, on trouve
ez)\ \
Res_ = lim [(2+1 z)] = lim =e
V)= B (G4 DT ) = |

Res_o(f) = lim_ {diz (:+2)° f (2)] } = Jim, {d% [Jrlﬂ }

zA oz A
= lim l)\e (Z+1))2 ° ]_)\eQAew‘.

z——2

On a ainsi

/ f(z)dz =2mi [67/\ — e ?r— 672)\} .
r,

(i) Si z € C, on a z =re'? avec 0 € [7/2,37/2]. On a trivialement par
I'inégalité du triangle (comme r > 4)

lz+1>r—12> et |z+2|>r—2>

o3
l\DI‘i

De plus
’e)\z’ — ’€>\TCOSG+i>\TSi110’ — eArcosQ S 1
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car A, > 0 et cosf < 0.
(#i) On a

3m/2 6)\7’6i9
IR
C /2 (

. 60
. . do
retf +1)(rei? 4 2)2 tre

et donc, par la question précédente,

r 3m/2
/ f(z)dz| < 2/ de.
S 5(3)" Jnr2

Le résultat suit alors immédiatement.
(iv) On a alors

1 e
) f(is)ds

=— lim f(2)dz=e—Xe 2* —e2X,
2wy r—oo Jp

[ )

Exercice 11.10 On pose z = ¢'? et on a

einQ_e—inQ P U
sin (n @) = - -
21 21
et ainsi
sin(nf) "l —eind o pTm 2n 1 ]
sinf et —e—i0  z_ 71 21 pn-l
On écrit alors
2n
z¢" =1 1 1 9 22
P — = — (14224 422"
F(2) 22 —1 427 ZZn( )

et on remarque que si 7y est le cercle unité centré en 0, alors

2™ sin (n 6) - 9
/0 Wd@_/yf(z)dz-??m Reso(f)-

Par ailleurs on voit immeédiatement que

0 sin est pair
1/i sin est impair

/27r sin'(n 9) o { 0 sin est pair
0 sin 0

2w sin est impair.

Reso(f)

et donc

Exercice 11.11 (i) Les singularités de f sont en z = km avec k € Z. Ce sont
des poles d’ordre 1si k # 0 et (2s+2) si k=0.
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(i1) Comme f est une fonction paire on a tout de suite
Reso (f) = 0.

(111) Pour toutes les autres singularités qui sont des poles d’ordre 1 on a

[ z—kn ]: 1 (-»"

(km) > cos (kr)  (km)® Tt

(iv) A Dintérieur de T, les singularités sont en z = k7 avec |k| < n et donc
n . n . -1 k
, (—1)* 2 (-1)F 2 (1)
(Z) dz = 2mi Z (kﬂ_)25+1 = 28 Z k2s+1 + ﬁ Z k2s+1 =0. ‘

r'n k=—mn k=1 k=—n

Exercice 11.12 On pose z = €' et on a donc

e?i0 47210 1 241
cos(29):f25<22+—2) 5.2

Soit «y le cercle unité et on pose

~ z 2
f(z)——g 24 —4224+1
z 2

(- (24V3) (- (2-V3))

On déduit du Théoréme des résidus que

- 27 do N
/f(z)dz —/O oo ag) ~ 2™ D Ress, (7).
R k=1
ol z; sont les singularités de fé Iintérieur du cercle unité ~, a savoir

21:\/27\/5 et 2227\/27\/5

qui sont des poles d’ordre 1. On obtient

1
23

. _ 2z
Res,, (f) =~ lim [ (@ @2+ v3) (+ =)

1
23

= . 2z
f> B _Zlgrzlz L (22— (2+V3)) (z + 22)

Res_, (

et ainsi

/Q’T do ors L o a
— =2 —— = —.
o 2—cos(26) i3 V3
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Exercice 11.13 Etape 1. On pose

_ cosz C9is € P4 e3iE

T =9, 52%  ~3@s2:19)

Les seules singularités de f (qui sont des poles d’ordre 1) sont
z21=—141 et z9=-1—1.

On aura besoin plus bas de

e—izz +e—3izg ei—l +e3i—3

Res., (f) = lim [(z — 22) f ()] = -

z—22 2(z2 — 21) —414
e !(cosl+isinl) + e 3 (cos3+isin3)
B —4i

—e'sinl —e3sin3 e lcosl+e3cos3
- 1 T 1

Etape 2. Soient r > 0 et
Cr,={2€C:|z|]=ret Imz <0}
L.={z€eC:—r<Rez<ret Imz=0}
I'.=C,UL,.

On choisit r suffisamment grand (r > 2, par exemple) pour que z3 € intT',.. Le
Théoréme des résidus s’applique et on trouve

/ f(2)dz = 2mi Res,, (f). (11.4)
Ty
Par ailleurs les hypothéses ci-dessus impliquent (cf. Etape 2) que
lim f(z)dz=0. (11.5)
r—00 CT‘

Comme, a partir d’un 7 > 0 suffisamment grand, le membre de droite de (11.4)
est indépendant de r et que (11.5) a lieu, alors

+o0
270 Res,, (f) = lim f(z)dz = lim f(z)dz = / f(x)dx.

=00 Jp r—oo Jr, o
En conclusion
/+°° COST  2ix gy _ o —elsinl —e™3 sin3_27r e tcosl+e 3cos3

. 2242z 12 4 4
c’est & dire
+0 cosx cos (2) e tcosl+e 3cos3
—————Fdrx=—7
oo X242 42 2
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———dzx=m
oo T2H2 42 2

/"'OO cos zsin (2) e lsinl+e3sin3

Etape 3. On va maintenant montrer (11.5).

1) Supposons, cf. plus bas, que

lim lr sup {’f (r ew)’}] =0 (11.6)
r—oo oe(m,2r]
alors comme

27
/ f(z)dz:/ fret?)ireds
(o T

on déduit que

/Crf(z)dz

et on obtient donc de (11.6) que

2m
<[ AN firet o<y sup {|7 (e}

o€, 2m]

lim f(z)dz=0.

T—00 C
T

2) 1l reste donc & montrer que (11.6) a lieu. On a ainsi, en se rappelant que,
pour 0 € [, 27], sinf < 0, que

6 i 00 6 6 : :
)6 ire Le 3ire :ers1n9+63r51n9 < 9.

< )e—irei

+ )e—Bire'i

Par ailleurs on a, pour |z| > r suffisamment grand,
2(22+22+2) 222> —4]z| —4 > |2 > %
En combinant les deux estimations on obtient que

.6 .6
e~ire +e—3w’e

2(re*f +2ref +2)

<5 = rlfee) <

[/ (re’?)| =

ce qui implique (11.6). &

Exercice 11.14 (i) Les singularités de f sont en z = 1,3 qui sont des poles
d’ordre 1. Les résidus sont donnés par

Ress (f) = lim [(2 = 1) f (2)] = — 5~

Ress (f) = lim [(z =3) f (2)] = =~

Soit r > 3 et C. = {z € C: |z| =r}. On a donc, par le Théoréme des résidus,
que

/c f(2)dz = 2mi (Resy (f) + Ress (f)) =mi(e™ —e™ ).
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Comme le membre de droite ne dépend pas de r (dés que r > 3) on trouve

lim UC f(2) dz} =mi(e ¥ —e').

T—00

(#i) Commencons par observer que
Skl 5”} U [” 27@ H =0. (11.7)

)LH;J”“P{V(” )]0 o, EU[TT 1
En effet, pour § € [0, 5] U [2F,2Z] U [ZE,2 7], cos (26) > 0, et pour z =re'?
on a que ] o ]
‘672 _ ’efr e2t —e T cos(20) <1.

Par ailleurs on a, pour |z| > r suffisamment grand,

2 2 |Z‘2 r?
|z —4z+3‘ >lz|"—4|z]| -83> — > —.
2 2
En combinant les deux estimations on obtient que
2 210
0 - 677‘ e 2
rf(re?)|=r 72e2i0 _ Areif 1+ 3 Sz

ce qui implique (11.7).
(i4i) Le calcul précédent implique que, pour r suffisamment grand

o

4 i s
S/o ’rf(ree)’dGSE

i

/Z f (r ew) iredo
0

5
! i0 m
/5 |7‘f(re )|d9§r

B 0\ ;.. 0
ﬁ f(re )zre do| <

27 ) ) 27 ) T
/ f (rew) irefd| < / Irf (releﬂdﬂ < o
Ix In
4 4
et donc )
lim [/4 f (7“ eie) Tei9d9‘| =
T—00 0
et .. )
lim [/ ’ f (rew) Temdg] — lim [/ f (T ei@) rede] -0
T—00 % T—00 %

(iv) Pour r > 3 on a par (i) que

27
S -9 -1 _ = r 6 ir 0
i (e e ) /af z)d / f( e ) e'’df

e 2
AR EITARYA!
o Ju 7
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En utilisant le fait que le membre de gauche est indépendant de r et en invoquant
(iii) on déduit que, en posant g (r,0) = f (re®) re®,

d

37 i
lim [/ g(r,@)d@—l—/ g(r,&)d@]

= l lim l/Tig(r,&)d&—i—/Tig(r,H)dG] =m(e?—e'). &

5w
4 4

Exercice 11.15 Soit C). le cercle centré en 0 et de rayon r suffisamment grand
pour que zi,- - ,z, € int C, et r > R. On trouve alors que

/Cf(z) dz

et par conséquent

am o\ . 2ma
/ f(mze)mwda’gzmup {rlf )} < 225

|w|=r

Tim [/Crf(z)dz] 0.

Le Théoréme des résidus donne immédiatement le résultat. &



270 Théoréme des résidus et applications



Chapitre 12

Applications conformes

12.1 Définitions et exemples
Définition 12.1 Soit Q C C un ouvert. On dit que
f:Q—=f(Q)=Q"cC

est une application conforme de Q) sur Q0* si

(i) f est bijective de Q sur Q*,

(ii) f est holomorphe dans €,

(iii) f'(2) #0, Vz € Q.

Remarque La définition d’application conforme que nous adoptons ici n’est
pas la définition usuelle (cf. [1] 67-76, et [5] 427-434), mais elle est équivalente.

Toutefois dans [5], page 432, on trouve la méme définition. Par ailleurs I’Exercice
11.3 montre que 'hypotheése (iii) est inutile car elle résulte de (i) et (ii). @

Exemple La fonction f (z) = z est manifestement conforme de C dans C.

[ )
Exemple f (z) =Z n’est pas une application conforme.
Discussion 11 suffit d’observer que f(z) = Z n’est pas une fonction holo-

morphe. &

Définition 12.2 Une transformation de Mdbius est une application

az+b
cz+d

o fl2) =

ot a,b,c,d € C avecad—bc#0 (= c#0 oud#0).

271
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Remarque (i) Du point de vue géométrique, la transformation de Mobius
peut étre vue comme une combinaison de dilatations, rotations et de transla-
tions.

(ii) Lorsque ad—bc = 0 et disons d # 0 (idem si d = 0 et ¢ # 0 qui implique
b = 0; le cas ¢ = d = 0 est mal posé), on s’apercoit immédiatement que f est
constante, en effet

az+b dlaz+b) blcz+d) b

cz4+d  dlcz+d) dlcz+d) d’ u

f(z) =

Proposition 12.3 Soient ad —bec # 0 et

az+b

F@)=—"T4

(i) Sic#0,
Q=C\{-d/c} et Q" =C\{a/c},

alors la transformation de Mobius est une application conforme de € sur Q.
(ii) Sic=0 (= d #0), alors f est conforme de C sur C.

Démonstration (i) On discute d’abord le cas ¢ # 0.
Etape 1. Tout d’abord on va montrer que f est bijective.

1) On va commencer par montrer 'injectivité. On a que, si z1, 20 €
b ) )

azler_azQer
cz1+d  cze+d

f(z1) = f(z2)

& aczizotadz+bezo+bd=aczizo+becz +adz +bd
& (ad—bc)zn=(ad—bc)zy & 21=2.
(Noter qu’on a utilisé 'hypotheése ad — be # 0).
2) On va prouver que f est surjective. On a

f)=w= Zzzjr_z < (az+b) =w(cz+d)
= (cw—a)z=b—dw

o Z:ffl(w):M_
cw—a

Noter que comme w € 2*, on a que
z=f"1(w)eC.
De plus, comme ad — bc # 0, on trouve que

—dw+b d
—?g,z,

cCw—a
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En combinant les deux observations précédentes, on a bien trouvé que
z=f""(w) € 2= C\ {~d/c}

et donc
f(Q) =" =C\{a/c}.
Etape 2. De plus f est holomorphe, car c’est le quotient de deux fonctions

holomorphes dont le dénominateur ne s’annule pas. Finalement la dérivée est

donnée par
, ad—bc
z)=— # 0.
(@) (cz—&-cl)2 #

En conclusion des deux étapes on a bien montré (i) de la proposition.

(#) On considére enfin le cas ¢ = 0. Comme ad — bc # 0, alors d # 0. On a
donc

f@):%w%

qui est une application conforme de C sur C (onaa #0,carc=0et ad—bc #
0).m

Proposition 12.4 Toute transformation de Mdébius transforme des cercles et
des droites en des cercles et des droites (pour autant que ad —bc#0 = c#0
oud#0).

Démonstration Si ¢ = 0 et donc ad # 0 alors

a b
) ==z24 -
) =524
qui clairement transforme des cercles en des cercles et des droites en des droites

(cf. Etape 2). On va donc a partir de maintenant supposer que ¢ # 0.
Etape 1. On définit

bc—ad a

fi(z) = p Z+z, fz(Z)ZE, f3(z) =cz+d.

Noter que la transformation de M&bius

az+b
s’écrit alors
f=rfiofaofs.

En effet

P = fohehi)=hohiestd =i ()

bc—ad 1 a bc—ad+a(cz+d) az+bd

c cz+d+z_ c(cz+d) cz+d’
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Etape 2. Montrons qu’une application linéaire f (z) = az + b a la propriété
que
f: {droites} — {droites} et f:{cercles} — {cercles}.

Ecrivonsa=a+if,b=v+id, z=xz+iy et f(z) =u+ iv. On trouve alors
que

f= utiv=(a+if)(x+iy)+y+id
= (ax—PBy+7)+il(Bz+ay)+d]

ie.
u=ax—Ly+v et v=Fx+ay+d.

En inversant on obtient

r=———(u—7)+

a? + 2 (v=9)

o? + 2

-y (uﬂ)+—a2152 (v—9).

Cas 1 : Az + py = v. On infére que

Aoa—pflut AB+pa)v  QAa—pf)y+AB+pa)d

042+ﬂ2 042—1-52

Y

qui est bien ’équation d’une droite.
Cas 2 : (z —x0)* + (y — y0)” = R%. On pose

up =awg—Byo+vy et vo=pBxo+ay+0

qui est équivalent a

o
$0:‘a2+/62 (u0_7)+a2+62 (vo —0)

= (up =)+ ——— (v — O
yO_a2+62 0—7 O(2+52 0 .

En revenant a Péquation (z — z0)> + (y — yo)° = R2, on déduit que

R* = (z—20)"+(y—wo)°
_ fa(u—u)  B(v—) 2 <—B(u—u0) a(v—vo))2
- <a2+ﬁ2 i a2+/32) Taere e
(u— u0)2 + (v — v0)2
a? + (2

et le résultat suit immédiatement.
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Etape 3. Comme f1, fo, fs transforment des cercles et des droites en des
cercles et des droites (par 'Etape 2 pour le premier et troisiéme cas et par
I'Exercice 1 du Chapitre 13 de [9] dans le deuxiéme cas), on a par 'Etape 1 le
résultat souhaité. m

Exemple (i) Soient
zj,wj €C, j=1,2,3 avec z;# 2z, wj # wg, sij#Kk.
Trouver une transformation de Mobius f telle que
flz))=w; j=1,2,3

(i.e. les transformations de Mobius sont caractérisées par la donnée de trois
points différents et de leurs images différentes).

(it) Trouver une transformation de Mobius de @ = {z € C: Rez > 0} sur
D={zeC:|z| <1}

Discussion (i) On fait un calcul heuristique; toutefois une fois trouvé le

résultat, on s’apercoit qu’il est rigoureux. Si f(z;) = w;, j = 1,2,3, alors
nécessairement
f(z)—w1_ wy—w3 _ z—2 Z (12.1)
wy—wy  f(z)—ws -z z-—2z3

Posons

22 — 23 W2 — W3

a=—— e f=——;
29 — 21 w2 — w1

on déduit alors de (12.1) que
Blf (2) —un](z — z3) = a[f (2) —ws] (z — z1)
ce qui implique
fRB-—a)z—Pzs+azn]=Fw (z—23) —aws(z—2)

i.e.

(ﬁwl —awg)z+ (aw3z1 —Bwlzg)
B—a)z+az — Pz

f(z) =

11 suffit alors de poser
a=pPw —aws b=awsz — fwizs
c=p—-« d=az —[(z23.

(#i) On cherche une application de la forme

az+b
cz+d’

f(z) =
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On utilise la premiére partie et on choisit, par exemple, les points z; = 1,
2o = —i, z3 = 0 qui appartiennent tous & Re z = 0 et on leur associe trois points
sur |w| = 1 arbitraires, par exemple 7, —i et 1 (il est évident qu’il aurait mieux
valu choisir ¢, —i et —1, mais j’ai fait intentionnellement ce choix pour illustrer
le phénomeéne d’inversion). On a
) . ai+b
fli)=i=——
ci+d 2b=—2¢
f(=i)=—i= —eitb ) ggi—ob

—ci+d
b b=d.

On trouve alors a = b = —c = d et donc

z+1
z) = .
Il reste encore a savoir si f a envoyé € sur D ou sur 'extérieur de D. On
prend alors un point appartenant & €2, par exemple z = 1, et on trouve que
f(z) = oo ¢ D. Alors lapplication requise, disons g, n’est rien d’autre que
inverse de celle obtenue (car I’application h(¢) = ¢~' envoie lintérieur du
disque unité sur 'extérieur et réciproquement), i.e.
1—2z

g(z):Z+1. .

(Pour plus de détails, cf. [1] 76-89 et [5] 436-459).

12.2 Inversibilité des applications conformes
Commengons par un résultat préliminaire.
Proposition 12.5 Soient 2 C C un ouvert conneze et
f:OQ=f(Q)=Q"cC
une fonction holomorphe non constante. Alors Q0* est un ouvert conneze.

Remarque Le résultat est faux pour les fonctions analytiques dans R. Par
exemple la fonction
f(x) =sinz

est telle que f(R) =[-1,1].

Démonstration Ftape 1. Le fait que Q* est connexe résulte (cf. le cours de
topologie, mais c’est élémentaire) du fait que f est continue. En effet soit

Q=A"UB* avec A*,B*ouverts et A*NB* =
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et montrons que soit A* = () soit B* = (). Définissons A = f~!1(A*) et B =
f~1(B*) qui sont ouverts car f est continue. Comme ANB = () et que 2 = AUB
est connexe on déduit que soit A = () soit B = ) et par conséquent soit A* = ()
soit B* = ().

FEtape 2. Montrons donc que 2* est ouvert. Soient
ac€Q et b= f(a),
il faut donc montrer qu’on peut trouver ¢ > 0, tel que
Bs (b) C Q.
Considérons la fonction
z— f(2) —b=f(2) - f(a)
qui est telle que f(a) —b = 0. Par le principe du prolongement analytique

(cf. Théoréme 9.20), comme f n’est pas constante, on a qu’il existe ¢ > 0
suffisamment petit pour que B, (a) C Q et

f(z) =b#0 pour tout z € B (a) \ {a}.

On pose alors

6:%inf{|f(z)—b|:ze()Be(a)}.

On a clairement que § > 0.

Il reste & montrer que By (b) C Q* et pour cela il suffit de montrer (comme
[ (Be(a)) € ) que
Bs (b) C f(Be(a))-

Soit y € Bs (b), on a alors, si z € 0B, (a), que

f(z) =yl = |f(z)=b+b—y|l>|f(2)—b]—|b—1y]
> 26— |b—y|>20—68=04.

On déduit donc que, pour y € Bs (b) et pour tout z € 9B, (a),
|f(z) =yl >d6>b—y|l=I[f(a) -yl

Donc la fonction z — |f (2) — y| n’atteint pas son minimum sur B (a) en un
point de la frontiére 9B, (a) . Par le principe du minimum (cf. Corollaire 9.23),
il existe w € B, (a) tel que

f (UJ) —Yy= 07
c’est & dire que y € f (Be (a)) C Q*, comme souhaité. m

En revenant aux applications conformes, on a que
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Proposition 12.6 Soient 2 C C un ouvert conneze et
f:9—=f(Q)=Q"ccC
une application conforme. Alors Q* est un ouvert connexe et l’application
g=f1: Q"= Q
est holomorphe (en fait une application conforme) et

, _ 1
9 W) = Tt

Démonstration Par la proposition précédente 2* est un ouvert connexe.
Montrons que g est holomorphe (g existe car f est bijective).

pour tout w € QF.

FEtape 1. Commengons par montrer que g est continue. Ceci vient de la
proposition précédente, en effet

g~ ! (ouvert) = f (ouvert) = ouvert.

Pour plus de détails on procéde comme suit. Noter tout d’abord que f n’est pas
constante, car elle est conforme. On veut montrer que pour tout b € Q* (i.e.
b= f(a) avec a € ) et pour tout € > 0, il existe 6 = & (b,€) = d (a, €) tel que

|lw—0b] < 4§

weQ & w=f(2) avechQ} = o) —g®)=lz—al <e

En d’autres termes on doit montrer que

g (B5 (b)) C B (a’) = B. (g (b))

or c’est exactement (Bj (b) C f (Be (a))) ce que nous avons fait dans la démons-
tration de la proposition précédente.

Etape 2. 1l nous reste a prouver que g est holomorphe. Soient b € Q* et a € Q2
tel que b = f (a). Soient h € C suffisamment petit pour que b+ h € Q*, soit
donc z € Q tel que b+ h = f(z). On a ainsi

g(b+h)—g(b) z—a 1 1 .
= — = sih—0
h [ =f@)  f(a) [ (g(b))
car la fonction g est continue (ce qui implique z — a si h — 0) et f est holo-
morphe et f’ (a) # 0, Va € Q. On a ainsi bien montré la proposition. m

12.3 Le lemme de Schwarz

Théoréme 12.7 (Lemme de Schwarz) Soient D le disque unité (ouvert) et
f D — C une fonction holomorphe telle que

f(0)=0 et |f(2)] <1 pourtoutz € D.
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Alors
I (0)] <1 et |f(2)| <]zl pour tout z € D.
Si de plus soit | f' (0)] =1 soit
If (20)] = |20| pour un certain zo € D\ {0}

alors il existe a € C, avec |a| = 1, tel que

f(z)=az.
Démonstration Etape 1. Observer que la fonction
f(z)/z siz#0
g(2) = . .
f7(0) siz=0

est holomorphe dans D, car (f (0) = 0)

f(n) , (0 +o00 f(n) 0
Z f(0)+%z+—;%z 1

Pour z € D, choisissons |z| < r < 1. On déduit principe du maximum (cf.
Théoréme 9.21) et du fait que r > 1 que

|9 (2)]

IN

sup {lg ()] | = 7} = = sup {1 (w)| : ] =r)
L sup {1 ()] < ] < 1

IN

~

Comme |f ()| <1 on infere que sup {|f (w)| : Jw| < 1} <1 et donc

9 (2)] <

*EI»—\

En laissant » — 1, on a que
lg(2)| <1 pour tout z € D

et ainsi
lf(0)<1 et |f(2)] <]zl pour tout z € D.

FEtape 2. Si de plus soit |f’ (0)] =1 soit
|f (20)] = |20] pour un certain zy € D\ {0}
alors on a (21 = zg ou 21 = 0)

lg (1) =1 pour un certain z; € D.
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En appliquant a nouveau le principe du maximum (sous la forme du Corollaire
9.22), on déduit que g est constante (puisque |g| atteint son maximum dans D
qui est ouvert), on a donc

g = constante et |g(z)] =1.
En d’autres termes, il existe a € C, avec |a| = 1, tel que
g(z)=a

d’ou le résultat. m

Le lemme de Schwarz a comme conséquence directe le résultat d’unicité
suivant.

Théoréme 12.8 Soient Q un ouvert connexe et D le disque unité (ouvert).
Soient f,g: Q2 — D des applications conformes. S’il existe zg € Q tel que

f(z0) =g(20) =0
alors il existe a € C, avec |a| = 1, tel que
f(z)=ag(z) pour tout z € .
De plus sl existe t > 0 tel que ' (20) =t ¢’ (20), alorst =1 et
f=g9

Démonstration Etape 1. Par la la Proposition 12.6 la fonction g~ ! : D — Q
est bien définie et donc

h=fog':D—-D = |h(2)<1

est bien définie (et est conforme) et satisfait en outre

h(0) = F (g7 (0)) = £ (z0) = 0.
Par le Lemme de Schwarz on déduit que

|h(2)] <|z| pour tout z € D.
En appliquant le méme raisonnement a h~' : D — D, on déduit que

|h~! (w)] < |w| pour tout w € D.
En combinant les deux résultats on trouve
Ih ()] < |z| = |h™" (h(2))] < |k (2)] pour tout z € D

et ainsi
|h(z)| =|z| pour tout z € D.



Le Théoréme de Riemann

281

En appliquant & nouveau le Lemme de Schwarz, on infére qu’il existe a € C,

avec |a| = 1, tel que
h(z)=az

et donc (en posant z = g (w))
f(w)=ag(w) pour tout w e N.

Etape 2. Si, en outre, il existe t > 0 tel que

[ (20) =tg (20),

alors on déduit (comme f et g sont conformes, on a que f’ (29),¢’ (z0) # 0) que

t = a. Et comme |a| =1, t = a = 1, ce qui veut dire que

=y

comme souhaité. m

12.4 Le Théoréme de Riemann

Théoréme 12.9 (Théoréme de Riemann) Soit Q@ # C un ouvert simple-

ment connexe. Alors

(i) il existe une application conforme de Q sur D, le disque unité (cf. Figure

12.1).

(i) Si de plus il existe zg € Q) tel que, par exemple,

f(z0)=0 et f'(2)>0

(c’est & dire Re f' (z9) > 0 et Im [’ (z9) = 0), alors un tel f est unique.

AU

yA f

/\ D

HV

Fic. 12.1 -

:V
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(Pour plus de détails, cf. [1] 229-249, [5] 485-504).

Démonstration Nous ne ferons pas la démonstration de Pexistence, mais
observerons que I'unicité suit directement du Théoréme 12.8. En effet supposons
qu’il y en ait deux satisfaisant

f(z0) =g(20) =0 et f'(20),9 (20) >0
alors il existe ¢t > 0 tel que f’ (z0) =t ¢’ (20) et donc par le Théoréme 12.8
f=g

Ceci termine la démonstration de 'unicité. m

12.5 Exercices

De nombreux autres exercices concernant ce chapitre, notamment Exercices
1, 3, 6, 7 et 10, se trouvent au Chapitre 13 de [9].

Exercice 12.1 Soit f une application conforme sur Q. Soient zg € Q et ¢,d €
Cl (J—¢, €[ ; Q) avec

c(0)=d(0) =z et ¢ (0),d (0)#0.
(i) Montrer que
(foo) (t)=f(c(t)(t), Vte]-eel.
(i) Déduire que

d(0) _ (fod)(0)

¢ (0)  (foe)(0)
et expliquer pourquoi cette dermiére identité peut étre interprétée comme une
préservation des angles par application conforme.

Exercice 12.2 Soient D = {z € C: |z| < 1} et f: D — D une fonction holo-
morphe telle que f(0) = 0.

(1) Montrer que la fonction

fE+F(=2)

g(z) = 5

est holomorphe dans D.

(ii) Déduire du lemme de Schwarz que
lg (2)| <1z, pour tout z € D.
(iil) Inférer de (ii) que

1F(2)+ f(=2)| <2z, pour tout z € D.
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Exercice 12.3 Soient
1
Ql—{zeC:§<Rez<1}

Q={2z€C:0<Imz< 7w}
Q3 ={2€C:Imz>0}.

(i) Trouver une transformation de Mdbius qui envoie 0y sur Qs .

(ii) Montrer que l’application z — €* est une application conforme qui envoie
Qo sur Q3.

(iii) Trowver une application conforme qui envoie 1 sur 3.

Exercice 12.4 Soit
D={zeC:|z| <1}.

Montrer que si f : D — D est conforme, alors il existe o,a € C avec |a| < |a| =
1 tels que

a—z
fz)=a 1-az
Suggestion. (1) Soient |a| < 1 et
a—z
h =
a(?) l-az

Montrer que hy, : D — D est holomorphe (pour montrer le fait que hq, (D) C D
on pourra utiliser le principe du maximum,).

(ii) Montrer que h, est bijective de D sur D et que h;' = hy, .
(iii) Montrer qu’il existe un unique o € D tel que f (a) = 0.

(iv) Poser g = fohg, ot « est tel que f (o)) = 0. Montrer, a l'aide du lemme
de Schwarz, que, pour tout z € D,

lg ()], ]97" ()] < |2l

(v) Conclure de la question précédente.

12.6 Corrigés
Exercice 12.1 (i) Soient

f(2) =f+iy) =u(z,y)+iv(zy)
et c(t) =c1 (t) +ica(t). On a donc

(foe)(t) =uler(t),ca () +iv(er(t),ca(t)).
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On trouve immédiatement, par la formule de dérivation des fonctions composées,
que

(Foef (1) = luler(t),es(®)] +i g oer (1), e2 (1)

= g (c1,0) ) +uy (e1,02) ch+ i (v (c1,¢2) ) + vy (c1,¢2) ]
Comme f est holomorphe, les équations de Cauchy-Riemann nous donnent
(foe) (t) =us (c1,¢2) ) —vp (c1,2) ¢+ [vg (c1,¢2) €] + ug (c1,2) )]
et, comme ¢’ = ¢} +ic, ceci implique que
(fo0) = lug (e1,02) +ivg (c1,)] [¢h +ich].

Le membre de droite n’est rien d’autre, par holomorphie de f, que f'(c)¢’. On
a donc bien montré que

(foc) () =f(ct)c (t)

et de maniére analogue

(fod) (t)=f(d(®)d ().
(#i) Par le point précédent, et comme ¢ (0) = d (0) = zp, on a directement
(fod)(0) _ f/(d(0)d(0) _ f'(z)d (0) d'(0)
(foe) (0)  f(c(0)c(0)  f'(20) ¢ (0) ¢ (0)

Comme arg 2L = arg z; — arg 23 , 'égalité précédente implique que 'angle entre
les courbes ¢ (t) et d (t) au point zy et 'angle entre 'image des courbes, c’est a
dire (foc)(t) et (fod)(t), au point f(zo) sont égales. &

Exercice 12.2 (i) Comme f est holomorphe dans D et f(0) = 0, on peut
écrire, pour tout z € D,

) ( +o0 nn>0n
Zf Z ()Z

n=

—

et donc

PO+ f(—2) £ [1+(_1)n+1] £t (0)
g)="—"5 = 2(n+ 1) ‘

n=0

n

qui nous dit bien que g est holomorphe dans D.

(#i) Par le Lemme de Schwarz appliqué a f, on infére que |f (2)| < |z| pour
tout z € D. Comme par ailleurs g (0) = 0 par (i) et

HOESICIN

lg (2)] = 2T <
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et comme g (0) = 0 par (i) on a bien montré, en utilisant a nouveau le Lemme
de Schwarz, que
lg (2)| < z|, pour tout z € D.
(#11) Le résultat suit immédiatement de (ii). &

Exercice 12.3 (i) L’application f; (z) = 2mi (z — 1/2) est bien conforme de
sur f1 (1) . De plus f1 (1) = Q2. En effet si on pose f; (2) = a+i [ on obtient

1 B 1 at+if) 1 I5)
§<ReZ_Re(2+ omi >_2+2w<1
ce qui nous conduit &
0<pB<m.

(7) Soit fa (z) = e* qui est bien conforme de Qg sur fa (22) = Q3. En effet
on doit vérifier que fy : o — Q3 a les propriétés suivantes.

- f2 injective : soient z1, zo € () tels que €' = e*2 et donc
29 =21+2int = [Reze=Rez; et Imzy=1Imz; + 2nx].

Comme 0 < Im z,Im 2o < 7 on déduit que z; = 22 et donc fo est injective.

- fo surjective : soit w € 3, on veut trouver z € Qy tel que f(z) = w. 1l
suffit de prendre z = logw. On a bien Imw > 0= Imz € (0, ).

- f2 holomorphe : on sait que fs (z) = e* est holomorphe Vz € C et que
f5(z)#0 VzeC.
(#i) L’application
()= feo fi(z) = 2m73)

a les propriétés voulues. &

Exercice 12.4 (i) Comme |a| < 1, on a que 1 — @z # 0 pour tout |z| < 1
et donc h, est holomorphe dans D. Montrons maintenant que h, (D) C D.
Observons que

C1-wei? el (et —7) (a—e?)

. (ew)_ o — ¢if o — eif i0

d’ott on déduit que }ha (e“’)} = 1. Par le principe du maximum on infére que
lha (2)| <1, VzeD

ce qui est le résultat souhaité.

(#1) La fonction h, est clairement injective car c’est une transformation de
Mobius. Etudions maintenant la surjectivité de h, . Soit w € D, alors
o—z o —w

= z=
l1—-aw

w = —
l1—-az
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a savoir h' = hy, .

(ii) Comme f est conforme de D sur D, il existe un unique a € D tel que
f(e) =0.

(iv) On a g(0) =0 et g : D — D est holomorphe, On déduit du lemme de

Schwarz que
lg ()| < 2], VzeD.

1

Comme le méme raisonnement s’applique a ¢g~', on a aussi ‘g‘l (w)| < wl,

Yw e D.

v) De la question précédente on obtient que
(v) q p q
lzl = g7 (w)| < w[ =g ()| < 2], VzeD
A savoir
lg(2)| =12, VzeD.

En invoquant une nouvelle fois le lemme de Schwarz, on a qu’il existe a € C
avec |a| =1 tel que
g(z)=az

ce qui implique, comme g = f o h, et h;' = h, , que

1—-az

et ceci termine la démonstration. &



Chapitre 13

Quelques fonctions spéciales

13.1 Préliminaires sur les produits infinis

Soit {uy}, -, C C. Si
N

li 1+ uy,
v L)

existe et est finie, on dit que le produit converge et on note

“+o0

H(l—i—un).

n=1

On a tout de suite la proposition suivante.

Proposition 13.1 8i . |u,| converge, alors [['25 (1 +u,) converge. De
plus le produit converge vers 0 si et seulement si un de ses facteurs est 0.

Démonstration Comme Z:fl |un| converge, on a sirement qu'’il existe ™
tel que |up| < 1/2 pour n > 7. L’expression log (1 + u,,) est alors bien définie
et de plus

N N
H (14+uy,) = H elog(1+un) _ e{zfjﬂlog(uun)}
Comme
log (1+2)] <21z i [2] <1/2
on a (par hypothese) que

N N

> flog (14 un)| <23 fun| < o0

n=n n=n

287
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N . - ,
et donc >, '_—log (1 + u,) converge vers un certain a. On a ainsi montré que

N
lim (14+u,) =e"
N—+o00 e
ou encore
N n—1 N n—1
. _ . .
Nl—lg-loo 1 (1+un) = 1 (1+un) N1—1>r-I|-1<>o 1:[_(1 +un) =e 1 (14 un)

On a du méme coup établi que le produit converge vers 0 si et seulement si un
de ses facteurs est 0 (car e® # 0). m

Ceci se généralise au produit de fonctions holomorphes.

Proposition 13.2 Soit @ C C un owvert. Soit {c,}>5 C Ry et soit {fn}'S
une suite de fonctions holomorphes dans € telles que

+oo
|fn (2) = 1| < ¢y, pour tout z € Q et ch < 00.
n=1

Alors il existe une fonction F' holomorphe dans Q) telle que

N
Fy = H fn— F  uniformément quand N — +oc.

n=1

Démonstration On écrit
fn (Z) =1+u, (Z) avec |un (Z)| <cp

et on procéde comme dans la démonstration précédente pour z fixé, en écrivant

N

Fy() =[5 =10 +u(2).

n=1

Le fait que la convergence est uniforme suit immédiatement du fait que les ¢,
sont des constantes. On a donc bien montré que

N N
Fy = H fn= H (1+up) — F uniformément quand N — +oo0.
n=1 n=1

Le fait que F' est holomorphe est une conséquence du Théoréme de Weierstrass
(cf. Théoreme 9.25). m

On peut montrer grace a la proposition ci-dessus (cf. [5] page 356 ou [24]
page 142) la formule d’Euler

sin (7 2) = (7 2) ﬁ(pi-i)

n=1



La fonction T’ 289

13.2 La fonction I

Définition 13.3 (Intégrale d’Euler) Soit z € C avec Rez > 0. On définit

+o00
I'(2) :/ ettt
0
Théoréme 13.4 La fonction I' est holomorphe dans
Q={ze€C:Rez>0}.

De plus pour tout z €
I'(z+1)==2T(z2)

'l)=1 e I'(n)=mn-1!, sineN.
Démonstration Etape 1. Soient 0 < a < 3 et
Qup={z€C:a<Rez<f}.

Il suffit de montrer que pour tout 0 < a < (3, la fonction est holomorphe dans
Q4 3. On définit ensuite pour € > 0,

1/e
T (2) = / e 't* 7 dt.

On va montrer que cette intégrale converge quand € — 0 pour tout z € Q,3.
On observe tout d’abord que si z=x + iy

e~ttel gt <1

|6_ttz_1| — e—ttx—l S
e tP1 gt > 1.

Comme z — e~ t*~! est holomorphe dans €2 et la fonction (¢,2) — e **~1 est
continue dans [e, 1/€] X 2,5, on peut appliquer I'Exercice 9.12 et déduire que
I'c est holomorphe dans 2,3 . Si on montre que

' = I' uniformément dans Q. (13.1)

alors par le Théoreme de Weierstrass 9.25, on aura que I' est bien holomorphe
dans 2,8 pour tout 0 < oo < § et donc dans {2, comme souhaité.

Il reste donc & montrer (13.1) et pour cela on observe que, pour tout z € Q.3 ,

+oo

[T (Z)—F(Z)IS/ 6_tta_1dt+/ et L.

0 1/e

Clairement, chacune des intégrales converge vers 0 et on a ainsi démontré le
résultat.



290 Quelques fonctions spéciales

Etape 2. Observons

. 1 z 1/e d 1/e 1/e
e < (_> —e % = / = [e*ttz] dt = —/ e 'Pdt + z/ e P tdt
€ € € €

= —Te(z+1)+2T:(2).

Comme Re z > 0, on trouve

liH(l] |:€_% <%> } = liH(l) [e_sez] =0

et donc, pour z € (2, en passant a la limite
P(z+1)=2T(2)

qui est le résultat désiré.

Etape 3. On voit que

“+oo
I (1) :/ e tdt =1
0

et que par induction, pour n € N, (de 'équation I' (n + 1) = nI' (n)) on trouve
I'(n)=(Mn-1)!

ce qui est le résultat souhaité. m

Théoréme 13.5 La fonction ' peut étre étendue a tout le plan complexe en

une fonction holomorphe sauf en z = —n oun € N. Les points z = —n sont des
poles d’ordre 1 dont le résidu est (—1)" /n!.

Démonstration Ceci suit de la formule I' (z + 1) = 2" (2) .
1) En effet définissons
I'(z+1)

Le membre de droite est holomorphe pour z # 0 et pour Re (z + 1) > 0. Comme
I'y (2) =T (2) pour Rez > 0, on a bien étendu la fonction & Re(z+ 1) > 0 et
qui a un pole simple en z = 0 et le résidu est donné par

RGSO (Fl) =T (1) = 1.

A partir de maintenant nous ne distinguerons plus I'; et I'.

2) On procede de maniére analogue pour

:F1(z+1) I'(z+2)

I2(2) z 2(z+1)°
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Le membre de droite est holomorphe pour z # 0,—1 et pour Re(z +2) > 0.
Comme I'; (2) =T'1 (2) = T'(2) pour Rez > 0, on a bien étendu la fonction a
Re(z+2) > 0 et qui a des poles simples en z = 0, —1 et le résidu est donné par
I
-1

Res_1 (Pg) = =-—1.

A partir de maintenant nous ne distinguerons plus I's et I'.

3) On itere alors le processus et on définit, par induction,

I'n(z+1) 'z+n+1)

Ty (2) = 2 :z(z—l—l)‘”(z-i-n)-

Le membre de droite est holomorphe pour
2#0,—1,---,—n et Re(z+n+1)>0.

Comme T'y41 (2) =T, (2) =T (2) pour Rez > 0, on a bien étendu la fonction a
Re(z+n+1) >0 et qui a des poles simples en z = 0,—1,--- , —n et le résidu
est donné par

ra (="

Res_p, (Thy1) = (—n) (—n+1)---(=1) Tl

Ceci termine la démonstration. m

Théoréme 13.6 Soit z € C\ Z, alors

F(Z)F(l—z):m;

()

Démonstration On a vu dans 'Exercice 11.7 que, si 0 < z < 1,

/+OO pr—1 T

dv = — .
o 14w sin (7 z)
Pour démontrer le théoréme il suffit de le démontrer pour le cas ot z = x est
réel avec 0 < < 1. Comme z — I'(2) ' (1 — 2) et 7/ sin (7 z) sont holomorphes
dans C\ Z (noter que I'(z) a des singularités sur tous les entiers négatifs et

I'(1 — 2) sur tous les entiers positifs), on aura le résultat par le principe du
prolongement analytique.

en particulier

Pour 0 < z < 1, on peut écrire,

+o0o +oo
Fzrr(l-=z) = / e_“u””_ldu/ e ftrdt
0 0

+oo +oo
= / / e U te T dt du.
0 0
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En faisant le changement de variables (u,t) = (u,uv), on trouve

)l (1—-2) = /()+ooe“ux1du {u/o+ooe“”(uv)_xdv]

+oo  ptoo +oo T
/ / e )= oy do :/ dv
T B T

sin(7(1 —x)) sin(7z)

comme souhaité. m

Avant de montrer la formule d’Euler, nous allons montrer deux lemmes pré-
liminaires.

Lemme 13.7 (La constante d’Euler) Soit

1
VN:ZE—logN.

n=1

La suite v tend vers une limite notée v et appelée la constante d’Euler.

Démonstration On écrit
N

1 N1 N
ZEIOgN_;E/I de

1

TN

3
Il

2

ot 1
= = )de+—.
n—1/” (n x) $+N

On observe que pour n <x <n-+1on a

1 1 1 1 1 1 1 1
=< = < —
n x| n x - n nt+l nh+l) " n?
Si on pose
n+1
1 1
an:/ (——)d:r
" n T
on a donc
N-1
VN:T;G%JFN

Comme |a,| < 1/n? on a bien le résultat. m

Lemme 13.8 Soit )
N AR i CRa

n!n?

Alors la fonction F (z) = lim,_,o [Fy, ()] est holomorphe dans C et ne s’annule
que quand z € (—N).
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Démonstration FEtape 1. Soit v, comme dans le lemme précédent. Noter
que

Z(Z+1)(Z+TL) —z Z(Z+1)(Z+n) —zlogn

Fo(z) = o n ° = p” e
_ z(z+1).'..(z+n) T SN ey).
n!

4D (+n) s T _z

= et — ETN) =20 (/) — et g{(H%)e k]
Etape 2. Posons

n +o0
L=T0+5) ] @ r@=TL[(1+7) 7]

k=1 k=1

On a donc que
Fo(z) = 2% fu (2).

Le membre de droite est holomorphe dans C et de plus grace au lemme précédent
il est facile de voir que la fongtion g, , définie par g, (z) = ze7»?, converge
uniformément sur tout compact vers g ou g (z) = ze?*. De méme il est facile
de voir (cf. Etape 3) que f,, converge uniformément sur tout compact vers f. Et
donc F est holomorphe dans C. Comme f (z) # 0 si z ¢ (—N) on a le résultat
souhaité.

Etape 3. Montrons la convergence uniforme de f,, vers f. Noter que si on
écrit
Z z
b () = (1+ 1) e

on a

faz) =[] o 2)-
k=1

11 est alors facile de voir (en utilisant un développement limité) que si K est un
compact, il existe ¢ = ¢ (K) > 0 tel que

\¢k(z)71|§k—c2 siz € K.

On peut donc appliquer la Proposition 13.2 pour déduire la convergence uni-
forme de f, vers f sur le compact K; d’ou le résultat. m

Théoréme 13.9 (Formule d’Euler) Pour tous z #0,—1,--- etn €N

nln?
r =1
(2) nono z(z+1)---(z+n)
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Démonstration Grace au Lemme 13.8 et au principe du prolongement
analytique, il suffit de démontrer le résultat si z = x est réel avec x > 0; & savoir

ol I est définie dans le Lemme 13.8.

Etape 1. On commence par rappeler que

n
lim (1 — 3) =e!
n— o0 n
" 3 " x—1
T, (z)= 1——| t* " dt.
0 n

On observe que par intégrations successives (cf. Exercice 13.1)

et on définit

nln® 1
F"(I):x(x—i-l)'“(l""n) :Fn<x)

ou F), est définie dans le Lemme 13.8. Il reste & montrer que

lim T, () =T (z).

Ecrivons
+oo n ¢ n
[(z)—Thn(x) = / e W dt —/ (1 _ _) =y
0 0 n
= Il + 12 + I3
ou

“+o0 n t n
I :/ e e, I :/ [e—t — (1 — —) ] t*dt
n n/2 n
n/2 t\"
I3 :/ [e_t — (1 — —) ] t*tdt
0 n

Le résultat sera démontré une fois qu’on aura prouvé que
n—oo n—oo n—oo
FEtape 2. Estimation de I; . On a clairement

“+o0
|| =1 :/ e dt >0 s n— oo.
n

Etape 3. Estimation de I . Il est facile de voir (cf. Exercice 13.2) que

tn
0O<t<n = 0<(1——) <et
n
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Par conséquent

L] = I =/ [e_t - <1 - i) } T dt
n/2 n

n
< / eIt — 0 sin— oo
n/2

FEtape 4. Estimation de I3. On a (cf. Exercice 13.2) qu’il existe une constante
c¢> 0 telle que

t\" 12
0<t<n/2 = Oge_t—(l——) <c—el.
n n

On déduit ainsi que

n/2 \" ¢ n/2
Is| = Iy :/ [e—t — <1 — —> } t"tdt < —/ tre 1t
0 n n Jo

c n/2 c +o0
< —/ e L < —/ e 1Tt
n Jo n Jo

Or, comme x > 0, on déduit que
“+oo
6= / e Tt < oo
0

et donc

§
\Ig|§c——>0 sin — oo.
n

Ceci termine la démonstration. m

13.3 La fonction ¢

On définit pour z € @ = {z € C: Rez > 1} la fonction

+ool

C(2) = =

n=1
Noter, par exemple, que ¢ (2) = 72/6.

Remarque La fonction ¢ joue un role capital dans la théorie analytique
des nombres, en particulier les zéros de cette fonction. Un résultat typique de
théorie des nombres qui utilise trés fortement cette fonction (et le fait que la
fonction, proprement prolongée, n’a pas de zéros sur Rez = 1) est le Théoréme
fondamental des nombres premiers, qui s’énonce comme suit. Soient x > 0 et

7 (z) = Z 1

p<z
p premier
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(autrement dit le nombre de nombres premiers plus petit que ), alors

e R

T—00 €T
Théoréme 13.10 La fonction  est holomorphe dans €.
Démonstration Il suffit de démontrer le résultat pour
Qy={2€C:Rez>1+a}

avec a > 0. On définit pour N € N la fonction
N
1
(n (2) = nz
n=1
qui est clairement holomorphe dans 2. Noter que

(ny — ¢ uniformément dans Q,

car, si N — oo,

v =C@I< 3 rm= 3 e X e 0
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Par le Théoréme de Weierstrass 9.25, on déduit que ¢ est holomorphe dans €. m

Théoréme 13.11 (Identité d’Euler) Soit z € Q= {z € C: Rez > 1}, alors

o= I ==

p premier

En particulier la fonction { ne s’annule jamais dans 2.

Démonstration Ftape 1. On note P = {p; =2,p2 =3,--- ,pn---} 'en-
semble des nombres premiers. Soit

N

1 N po? N 1
ol ) -l t)
s ) s s

s=1 s=1

Noter que si
Q,={2€C:Rez>1+a}

avec a > 0 et si z € Q) , alors, pour p € P,

|pz‘ — \ezlogp| — ieRezlogpi :pRez Zlera Z 2.

Si on pose
1

T 1

us (2)
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on trouve que, pour tout z € Q,,

1 1 2 _ 2 _ 2
ps =11 7 Ipsl =1 7 [pg| T pste T st

|us ()]

Comme « > 0 on peut appliquer la Proposition 13.2 pour déduire que Fn
converge uniformément vers une fonction holomorphe F' dans €2, , qui ne s’an-
nule jamais. Comme a > 0 est arbitraire, on a bien montré que

Fz)= [ —

— —Z
peP 1 p

est holomorphe dans 2 et qu’elle ne s’annule jamais.

Etape 2. Le résultat est donc équivalent & montrer que

¢(2) _
F)
1) Regardons
¢ (2) § 1
277 (2) = z
n=1 (2 ’fl)

puis (ceci est légal car les séries ci-dessous sont convergentes car Rez > 1)

400 1 +oo 1 T 1
— -z = T “2nF n®
=276 = Y-l ow™ 2w
+oo 1 I 1
= Y —=1+ > -
2tn n23, 2n
2) De méme
+o0 1 too 1
377 -~ = 3z
et donc
ARl &1
(1-37)> —= n®
2tn 2fn,3fn
et ainsi
400 1 I 1
s -z = - -
(-2 (-37)C) = -3 ==
2n 2(n,3tn
+oo 1
= 1+ ) —.
n>5

2tn,3tn
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3) En procédant de maniére analogue avec les N premiers nombres premiers

p1=2<p2=3<---<pn

on obtient
N “+oo

¢(2) _ 1
= 1 — Z = _
Fy (2) H( ps7)C(2) Z 7

s=1 petn, 1<s<N

+oo 1
NZ>PN+1

pstn, 1<s<N

4) Noter (ceci a été essentiellement déja fait dans la premiére étape) enfin
que

+oo +oo +oo
1 < 1 < 1
Z ; - Z nRez — Z nRez .
N2PpN+1 N2PpN+1 n=PN41
pstn, 1<s<N pstn, 1I<s<N

Comme il y a un nombre infini de nombres premiers et que Rez > 1, on a que
le membre de droite tend vers 0 quand N — oo. On a ainsi obtenu que

Ceci est le résultat souhaité. m

Théoréme 13.12 La fonction  peut étre prolongée en une fonction holomorphe
a Rez > 0, sauf en z = 1 qui est alors un pole d’ordre 1 dont le résidu est 1.
Plus précisément la formule suivante est vraie pour Rez > 0

1 +eo
C(Z):Z—l+1_z/1 tii}ldt

ot {t} est la partie fractionnaire de t (c’est a dire {t} =t — [t] ou [t] dénote la
partie entiére).

Remarque (i) On peut méme étendre (une fois le théoréme démontré) la
fonction a tout le plan complexe gréace a la formule de Riemann

C(1—2)=2"*1"%cos (%) I'(2)¢(2)

(i) L’hypothése de Riemann est alors que les seuls zéros de la fonction ¢
dans la bande 0 < Rez < 1 se trouvent sur Rez = 1/2. Les seuls zéros de { en
dehors de cette bande sont en z = —2,—4,—6,---. &

Pour démontrer le théoréme, on a besoin du lemme suivant.
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Lemme 13.13 (Procédé sommatoire d’Abel) Soient z > 1, {a,} C C et

A(a?):Zan.

n<x

Soit enfin f € C* ([1,00[;C), alors, pour tout x > 1,

S e =A@ @)~ [ A0 F O

n<x

Démonstration (Lemme 13.13) Etape 1. Nous allons tout d’abord donner
la version discrete du Procédé d’Abel. Soient {a,, } et {b,} deux suites, on montre
alors, par induction évidente, que

N
Zanbn = a1by+---+anby
n=1

= a1 (b1 fb2)+(a1+a2) (b27b3)+(a1+a2+a3) (bg*b4)
+--+(a1+--+an_1)(by—1 —by)+ (a1 + - +an) by

N-1 n N
- Z (bn—bn+1)za/i +bNZai-
n=1 i=1 i=1

Etape 2. Voyons maintenant la forme intégrale du procédé ci-dessus. On pose

bp=[f(n) et N=lz].

On a donc, en se rappelant que A (z) = >, ., an = A([z]),
[z]-1
Yoanfm) = D ((f(m) = fn+1)AMm)]+ A=) f (=])
_ [z] -1 n+1
= AW - X |Aw [ reel.

On observe ensuite que si n < t < n+ 1, alors A(t) = A(n). Et donc, de
Pidentité précédente, on infere que

) £ ([a]) — HZ |/ Ao q
) 7 () - [ T AW W
D7)~ [ A0 7 W+ /[IA(t)f/(t)dt-

x]

1

Sauf(m) = A

n<x

Al
= A(
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Comme A (t) = A([z]) = A(z) si t < z, on déduit que

x

r] <
Safn) = /1A D+ () [ o

n<x

_ / A@) F () dt+ A([) (f (&) — £ (2]))

1

T

=A@ f(@) - / At) () dt.

=

Ceci termine la démonstration. m
Tournons nous maintenant vers la démonstration du théoréme.
Démonstration (Théoréeme 13.12) Etape 1. Choisissons (Rez > 1)

anp=1etdonc A(z) =[z] et f(n)=—

dans le lemme et déduisons que
1 x x

Y == =] —/ 1] (t72) dt = ka1 - z/ [t]t=*Ldt.
n* T? 1 x? 1

n<x

Noter que comme Rez > 1, alors

[]

:EZ

X _
<——=gz'"R* L0 quand z —
xRez

et de méme

xT x +oo
/ [t] tZldt' g/ t—Rezgr < / t~Re2dt < 00, si Rez > 1.
1 1 1

On a ainsi montré, en laissant x — 0o, que, si Rez > 1,

+oo [t} +Oot—{t} +ool +o0o {t}
C(z)zz/1 tz+1dt=z/1 ppe dﬁ:z/1 t—zdﬁ—z/1 t”ldt'

Par ailleurs on voit facilement, comme Re z > 1, que

+o0 1 it t—z+1 +oo 1 i t—z-l-l 1
— = = — 1m =
1 t* —z+1], z—1 totoo|z—1 z—1

z o {ty 1 e {t
= — e 1—
g(Z) z—1 Z/l tz+1 dt | + Z/l t2+1

et ainsi
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Etape 2. 1l reste & montrer que, si
O={z€C:Rez>0}

alors

G(z):/1+oo oy

tz+1

est bien holomorphe dans O et ainsi on aura démontré le théoréme (noter que
ceci ne suit pas directement de 'Exercice 9.12, car la fonction ¢ — {¢} n’est pas
continue sur [1,00[ et en plus l'intervalle est non borné, par contre on va s’y
ramener). On commence par observer que si k est un entier et si t € [k, k + 1,
alors

g:[k,k+1[x0—=C, g=g(t,z)={t}t =1

est continue (noter qu’elle n’est pas continue en k+1) et bornée sur [k, k + 1] x O
et
z—g(t,z) est holomorphe dans O pour tout ¢ € [k, k + 1] .

On applique alors ’Exercice 9.12 pour déduire que

k+1
t
/ tEJr}l dt
k
est holomorphe dans Re z > 0.
Soient NV et k des entiers et définissons

N k+1 oy N+1 gy
v =3 [ (= [ )

k=1

Observer que G est holomorphe dans Rez > 0, comme une somme finie de
fonctions holomorphes. Noter, par ailleurs, que si Rez > « avec a > 0

+oo k+1 {t} +oo k+1 dt
> [ el Y [ m

tz+1
k=N+1 k=N+1

oo gt oo g gt
s [ [5]
/JV+1 tRez+1 Ni1 o+l —a | N

1

(0%

G (2) = G (2)]

On peut donc appliquer le Théoréme de Weierstrass 9.25, pour déduire que G
est holomorphe, comme souhaité. m

Théoréme 13.14 Pour z € Q = {z € C: Rez > 1}, alors

400 tz—l

C(z):r(z)/o a—
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Démonstration Etape 1. On se rappelle que si Rez > 0, alors

“+o0
I'(z)= / et ldt
0

F(Z)_/+oo —t(t zﬂ
n?  Jo °\n) T

En faisant le changement de variables u = t/n (= d¢/t = du/u), on trouve

1 _ 1 /+OO —nu zdu_ 1 /+OO —nu zfld
TLZ_F(Z)O € U U_F(Z>O e u U.

Etape 2. On observe ensuite que

et donc

“+ o0 “+o00 1

—nu __ —nu _
D e =14 ) e =
n=0 n=1

et donc

+o00 1
e —— .
ot 1—e ¥ et —1

On montre ensuite (cf. Etape 3) que si Rez > 1, alors on peut permuter la
somme et 'intégrale et donc

+o0 +00

=W = e 1
((z) = — = —/ e MUy = —/ e U du
O = LT X6, ok =

1 /+OC uz—l
= du
I'(z) Jo ev—1

ce qui est le résultat souhaité.

Etape 3. On va anticiper ici un résultat de la théorie de I'intégration a savoir
le Théoréme de la convergence dominée (cf. Théoréme 16.14). Soit N un entier,

uz—l

N +o00o
In (u) = nz::le_”“uz_l et f(u)= ;e_”“uz_l =

Observer que
fn@w) — f(u) siN— oo

et que, si Rez = z, alors
x—1

N +oo u
v ()] <D et <Y e T = ——— = |f ()]
n=1 n=1

e —1
Par ailleurs comme

[e*—1>wuquand u > 0] et [e*—12>e"/2 quand u>1],
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on déduit que, se rappeler que = > 1,
+o0 oo z—1 1 z—1 Foo -1
/ |f (u)| du / Y du:/ ke du+/ ks du
0 0 ev —1 0 e —1 1 e —1
1 “+o0
< / u*2duy +/ 20" e du < 0.
0 1

On peut ainsi appliquer le Théoréme de la convergence dominée (cf. Théoréme
16.14) et obtenir

+oc0 400 +o0 +oo uzfl
Z/ Uy = lim Iz (u )du:/ f(u)du:/ du
1o 0 0

N—oo 0 ev — 1

comme souhaité. m

13.4 Les intégrales elliptiques

Définition 13.15 On appelle intégrale elliptique une expression de la forme

I<z>:/IR<t,y<t>>dt

ot R (x,y) est un quotient de polyndmes et

y? = [y ()] = ast® + ast® + ast® + art + ao .

Exemple 1) Intégrales de Weierstrass
V=42 —at—p

et
r tdt

v dt
x)_/ VAt —at—pB’ VAti —at—B’
v dt
W= v

2) Intégrales de Legendre
=(1-#) (1 -k

Wy (z) =

et (en posant t = sin p = ¢ = arcsint)

B ) - = dt _ arcsin o dw
Ly (z) = Ly (, k%) / VA —2)(1- k222 / (1 — k2sin? )

/1_ 212 arcsin x
Ly (z) = Ly (=, k%) / k) / 1—k2s1n<p

l—t2
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dt

| Tmvm—m

3) Longueur d’une ellipse (d’ot le nom). Soit Iellipse d’équation

Ls (x) = Ls (, k2, c?) =

avec, disons 0 < a < b. On paramétre ’ellipse par
r=acosy et y=bsinyp

et alors un élément de longueur (cf. Figure 13.1) de Dellipse d’angle 0 est donné

0 &
Fic. 13.1 -
par
0 0
L(9) = / \/ ((w’)2 + (y’)z) dp = / \/(a2 sin? ¢ + b2 cos? ©) de.
0 0
En posant
b% —a?
2 __
]’C = b—2
on trouve

L(@)zb/:\/(l—k:%in%p)dgp

qui est exactement l'intégrale b Ly (6, k?) de Legendre.

4) Longueur d’une lemniscate. L’¢quation d’une lemniscate (cf. Figure
13.2, ici on suppose que 22 > y?) est donnée par

(m2 —|—y2)2 =% 2.
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Fic. 13.2 -

En passant aux coordonnées polaires on a r? = cos (26) (et donc 6 € | =E, %),
on trouve aprés calcul (on peut écrire la longueur comme fonction de 6 ou de
fagon équivalente de r)

Toodt
L(r)= .
o V1—1t4
Un probléme historiquement important a été de "doubler I’arc de la lemniscate",

il a été considéré notamment par Bernoulli, Fagnano, Euler, Gauss, Weiers-
trass... On trouve (cf. Proposition 13.16 ci dessous)

9L(r)=1L (w— M) o

L+t

Remarque On peut montrer que la fonction hypergéométrique (définie dans
la Section 13.6) et les intégrales Ly (k) et Lo (k) de Legendre sont liées par la
formule (cf. Olver [20] page 161)

2 T 2 2 T 2
Ly (k ) = 5F(1/2,1/2,1,k ) et Lo (k ) = §F(—1/2,1/2,1,k ) [
Proposition 13.16 (Formule d’Euler) Soient x,y > 0 suffisamment petit et
Toodt
L(r)= —_—
n- [ ==

alors

1+ a2y?

L(x)JrL(y)—L(ley4+yv1$4>.

Remarque (i) 11 est facile de voir que le résultat a lieu pour tous z,y €
]-1,1] et que

/11—yt +yVi—at

-1<
1+ 22y?

<1
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(ii) De fagon presque immeédiate on peut généraliser le résultat au cas ou

L(r):/ dt ot p(t)=1+at> -t
0

V()

On a alors

L(2)+ L) (”p—“”—>

1+ 22y?

(#i) La formule ci-dessus est l'exact analogue de la formule d’addition de
I’arc sinus, a savoir

L(z)+L(y ( VIio 2+y\/1—x)

ou ,
Cdt
r)= —. A
- A=
Démonstration On suit ici Siegel [22], pages 7-8. Soit
yX+a2Y
:\/1—1'4, Y:\/l—y4 et TZW'

On va considérer x comme la variable et r fixé. De la définition de r on dé-
duit (par exemple par le Théoréme des fonctions implicites) que y = y (z). En
dérivant par rapport a x, avec y = y (x), on a

0 = WX+yX +Y +2Y'y] (1 —|—x2y2) -2 (:py2 —I—nyy’) [yX +2Y]
= {wX' +Y](1+2%%) —22¢y° [y X +2Y]}
+y'{[zY’ + X] (14 2%y*) —22°y [y X + 2 Y]}

Or
X +Y]=y—— £+Y—i[—2x3 +XY]
Y 112 T X Y

et donc

{lyX' +Y](1+2°*) — 229> [y X +2Y]}
2
22%y + X Y] (1+2%y°) —2% [yX*+2XY]
XY (1-2%°) —22% (1 +2%y%) — 22 ¢°X?]

XY (1-2%?) —22% (1+2%y%) —22y° (1 —2")]

I
[
[
[

><|*~><|H><|H><|H

XY (1-2%%) —2zy (2 +y7)].
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De méme symétriquement on a

{lzY" + X] (1—|—x2y2) —23;2y[yX—|—xY]}
= % [XY(I —x2y2) —2:vy(x2 —|—y2)} .

Ainsi en revenant & ’équation et en simplifiant par le facteur commun
[XY (1 — x2y2) —2zy (x2 + yQ)]
(noter que pour z,y petits Pexpression ci dessus n’est pas nulle) on trouve

=+
X

==

0=

En intégrant on déduit que

T I
/()—m_‘_/o —,f[wdtzo,

Y
puis en faisant le changement de variable s = y (¢) on a
Toodt v g
[t [
0 1—t4 y(0) 1— st

Ory(0)=rety=y(zx), ainsi

/ roodt n / Yoods / " ds
0o V1—tt 0o V1—st 0 \/1—84.
C’est exactement la formule

L($)+L(y)—L(r)_L<M> _L<x¢1_y4+wl_x4>

1+ 22y? 1+ 22y?

souhaitée. m

13.5 Les fonctions elliptiques

13.5.1 Généralités sur les fonctions elliptiques

Définition 13.17 On dit que f : C — C est une fonction elliptique si
1) f n’est pas constante ;

2) f est méromorphe dans C, ce qui veut dire que la fonction est holomorphe
sauf en des singularités isolées et que ces singularités sont des poles;

3) f est doublement périodique, ce qui veut dire qu’il existe wy ,ws € C avec
wa/wi ¢ R et tels que, pour tout z € C,

f(2)=f(z+w)=f(z+w2).
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Remarque Historiquement les fonctions elliptiques ont d’abord été vues
comme les fonctions réciproques des intégrales elliptiques. Pour voir I’analogie
avec les fonctions circulaires (sinu ou cosu) on écrit

U—fl(z)—arcsin$_‘/0\/% = = f(u)=-sinu

alors que pour les fonctions elliptiques on a, par exemple,

u:f_l(x):/o\/% = z=f(u)=slu

ou encore pour la fonction P de Weierstrass

u =

p-1 (x)_/zL
0 AT —gat — g3

ou bien (c’est la méme, cf. plus loin)

“1(x) = ’ dt T = u) .
=70 [ e < T

Pour voir la double périodicité il faut ensuite étendre les fonctions a C, cf. plus
bas. &

Voyons d’abord pourquoi on fait ’hypothése que ws/w; ¢ R. Pour ceci on
aura besoin de deux petits lemmes.

Lemme 13.18 (Identité de Bezout) Soient p,q € Z des nombres premiers
entre eux, alors il existe m,n € Z tels que

mp+nqg=1.
Démonstration Soit
S={deN:d=px+qyavec z,y € Z}.

et soit s le plus petit élément de S. On prétend que s = 1, ce qui est la conclusion
du lemme. Pour cela il suffit de démontrer que s | p et s | ¢ et comme p, ¢ sont

premiers entre eux, on aura s = 1. On va démontrer seulement le premier
résultat, 'autre étant démontré de maniére analogue.
Ecrivons
p=as+r

avec « € N et 0 <r < s. Ainsi comme s = px + qy, on déduit que
as=apr+oaqy=p—r

et donc
r=(1—-ax)p+ (—ay)q.

Or0<r<set(l—az),(—ay) € Z et comme s est 1’élément minimal de S
on déduit que r =0, c’est & dire p=a s et donc s | p. m
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Lemme 13.19 (Théoréme de Kronecker) Soient 7 € R\ Q et
A={zeR:z=m+n7 avecm,n € Z}.
Alors A est dense dans R.

Démonstration (cf. Exercice 17.24). La démonstration peut aussi étre trou-
vée dans Stein-Shakarchi [23] page 106-107 sous une forme plus forte ou dans
Katok-Hasselblatt [17] page 27 Proposition 1.3.3. m

Proposition 13.20 Soit f une fonction méromorphe et doublement périodique
de périodes w1 ,wy € C.

(1) Siws/w1 € Q, alors f est simplement périodique.

(11) Si wa /w1 € R\ Q, alors f est constante.

Démonstration (i) Soient p,q € Z premiers entre eux tels que
“r_ P

w2 q'

Par le Lemme 13.18 (cf. aussi Stein-Shakarchi [23] Corollaire 1.3 du Chapitre 8)
il existe m,n € Z tels que

P) mp
mp+ng=1 = 7: T—i—n Wo =Mmwi +nws.

On prétend alors que f est périodique de période w; et wo si et seulement si f
est périodique de période
w1 w9
w=—=—.
p q
1) En effet si f est périodique de période w; et waq , alors

Pletw) =1 (54 2) = f (e mo -+ nen) = £ (),

2) Si maintenant f est périodique de période w = w1 /p = wa/q, alors

fltw)=f(z+pw)=[(2) et [flztws)=[(z+qw)=[(2).
(i) Comme
T:%ER\Q

on a (cf. Lemme 13.19) que
{reR:z=m+nT7 avec m,n € Z}

est dense dans R. Soit donc z un point ou la fonction f est holomorphe et a € R,
on peut alors trouver, pour tout € > 0, m,n € Z tels que

€
|a—(m+n7)|§m & Jaws — (mwi +nws)| <e.
1
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On a ainsi, en posant h = aw; — (mw; + nws), par double périodicité que
flz+aw)=f(z+mwi +nws+h)=f(z+h)

et comme f est continue en z et que € est arbitraire, on déduit, pour tout a € R,
que

fEtaw)=f(z2).
Par le principe du prolongement analytique on infére que f est constante. m

Remarque A partir de maintenant on va donc supposer que 7 = ws/wy ¢ R.
Comme 7 et 1/7 ont des parties imaginaires de signe opposé (car 7 ¢ R), on
peut supposer, quitte & intervertir les roles de wq et wo, que Im7 > 0. De plus
quitte & remplacer la fonction f par

9(2) = f(w12)
on peut supposer que wi = 1 et Imws > 0. Par conséquent, pour tous m,n € Z,
fz+m+nt)=f(z). & (13.2)

Théoréme 13.21 (Théoréme de Liouville) Une fonction holomorphe dans
tout le plan complexe doublement périodique est constante.

Démonstration Soit (cf. Figure 13.3)

FiG. 13.3 -

Php={z€eC:z=a+bravec0<a<let0<b<1}

(qui est appelé le parallélogramme fondamental). Clairement une fonction dou-
blement périodique de périodes 1 et 7 est complétement déterminée par ses
valeurs dans Py. Or P, est compact et donc la fonction est bornée sur tout C.
Par le Théoréme de Liouville (cf. Théoréme 9.17) on déduit que la fonction est
constante. m
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13.5.2 La fonction sl

On aimerait maintenant faire un calcul informel pour voir un exemple de
fonction elliptique (on en verra un autre plus loin) et pour cela on va commencer
par faire un calcul sur les fonctions circulaires.

1) La fonction sinus.

Etape 1 : la fonction sinus sur |—w,w[ . On a dit que

w= @) maresing = [ e 5 5= f(w) =sinu

On voit donc que

fil : ]_L 1[ - ]_w’w[

est une fonction monotone, ot

et

On a ainsi
fi]~w,w[—1-1,1] avec f(—u)=—f(u).

Etape 2 : extension o R. On étend alors f a R de la maniére suivante (cf.
Figure 13.4). D’abord & |w, 3w[ en écrivant

fw)=—f(u-2w)
puis par 4w = 27 périodicité, c’est a dire
fu)=flu+tdw).

On a, de la formule f/ (f~!(z)) =1/ (f_l)l (x), que

sin’ (u) = f (f 7' (2)) = (J’Tl)'(ac) =V1—22=1/1—(sinu)? siuel-wuw]

puis comme ci dessus a R. Et en particulier
sin(4w) =sin(0) =0 et sin’(4w)=sin’(0)=1.
Etape 3 : extension a iR. Pour I’étendre a iR on définit pour u € R
sin (iu) = isinh (u).
En particulier on a

sin(iu) = isinh (u) = disin’(iu) =dsinh’ (u) = sin’(iu) = sinh’ (u).
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w 2w

FiG. 13.4 -

Etape 4 : extension a C. Pour étendre la fonction & tout C on utilise la
formule du sinus de la somme

sin (u + v) = sinwsin’ v + sin v sin’ u.
Plus précisémment
sin(u+iv) = sinusin’ (iv)+sin(iv)sin’u
= sinwusinh’ v + isinhvsin’ u.

2) La fonction sl.

Etape 1 : la fonction sl sur |—w,w[ . On a vu que

u:f_l(x):/o\/% = z=f(u)=slu

Si on pose
/1 dt
w= —_—
o V1—t4
on voit que
fil : ]_L 1[ - ]_w’w[
est une fonction monotone et

[ (=) == ().

On a ainsi

fil—w,w[—]-1,1] avec f(—u)=—f(u).

Etape 2 : extension ¢ R. On étend alors f = sl & R de la maniére suivante.
D’abord & |w, 3w[ en écrivant

sl(u) = —sl(u—2w)
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puis par 4w périodicité, c’est a dire
sl(u) =sl(u+4w).
On a, de la formule f/ (f~!(z)) =1/ (f_l)l (x), que

sl'(w) = f' (f ' (2) = m =V1—at=\/1—(sl(w)", siuel-wu

puis comme ci dessus a R. Et en particulier
sl(4w)=s1(0)=0 et sl'(4w)=sl'(0)=1.
Etape 3 : extension o iR. Pour I’étendre a ¢ R on définit pour v € R
sl(tu) =isl(u).

Ceci est intuitivement assez logique car, formellement,

1. o i dt t=is . i ds _ * ds _ 1
! (m)_/o Vi-i Z/O V1 (is)" Z/o Ve i
et donc (en posant u = f~1(z) & z = f(u) =sl(u))
iz=f(f " (z)) = dsl(u)=sl(iu).
En particulier on a
sl(iu)=isl(u) = dsl'(iu)=isl'"(u) = sl'(iu)=sl(u).

Etape 4 : extension a C. Pour étendre la fonction & tout C on utilise alors
la formule d’Euler (cf. Proposition 13.16). On a vu que

/11—yt +yv1I—al
1+ 22y

FH@) ) = (

et donc (u= f~1(x)etv=f"1(y))

St o)< VIt ryVi—at sl(u)sl (v) +5 (sl (v)
14 22y? I+l sl @)

Ainsi il est naturel de définir la fonction sur C par
S (u+iv) = sl(u)sl’ (iv) + sl (u) 521 (iv) _ sl (u)sl’ (v) +isl’ (u);l (v)
1+ [l (u) sl (iv)] 1 — [sl (u) sl (v)]
On est alors en mesure de voir la double périodicité de sl, plus précisémment les
périodes sont 4w et 47 w. La premiére c’est par construction mais revoyons le a
nouveau

8+ 4w) = sl(2)sl' (4w) +isl’ (2)sl (4w) _sl (2) 1+isl'(2).0 —s(2)
1—[sl(2)sl (4w)]? 1—[sl(z) .0 '

Pour la seconde on a
sl(2)sl (4iw) +isl’' (2)sl (4iw)  sl(z).1+isl'(2).i.0

shz +4iw) = 1 — [sl (2)sl (45 )]° =T Eeaopte
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13.5.3 L’ordre d’une fonction elliptique

Avant de voir un autre exemple, on introduit la définition suivante.
Définition 13.22 Le nombre total de poles d’une fonction elliptique dans
Pp={z€C:z=a+bT avec0<a<1let0<b<1}
est appellé ’ordre de la fonction elliptique.

Remarque (i) Attention un pole d’ordre 2 compte comme deux poles....

(ii) Py est un parallélogramme semi ouvert. @
Proposition 13.23 L’ordre d’une fonction elliptique est au moins 2.

Démonstration Etape 1. Supposons tout d’abord qu’il n’y ait pas de poles
sur 0P,y . Par le Théoréme des résidus on a

N
(2)dz = 2mi ZReszk (f).

9Py k=1

Si on montre que I'intégrale est 0, on aura le résultat car > Res,, (f) = 0 et
comme on sait par le Théoréme de Liouville qu’il y a au moins une singularité,
on déduit qu’il y en a au moins deux (avec la possibilité d’avoir un pole d’ordre
2 et de résidu 0). Pour voir cela on écrit (cf. Figure 13.5)

0Py =71 +72 +73+7

1 =01 ={n@=t:tc[0,1]}
Yo =[L1+7]={y,(t)=1+t7:te0,1]}
vs=[l+7,7]=—{ys(t) =7 +t:te[0,1]}
Yo =[10=—{n @) =t7:tc[01]}.

Or, en utilisant la périodicité,
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1 1
f(z)dz+/ f(z)dz—/o f(t)dt/o f(r+t)dt=0

Y1

sz(z)dz+L4f(z)dz=T/Olf(l—s—tr)dt—r/Olf(tr)dtzo.

FiG. 13.6 -

FEtape 2. Si la fonction f a des poles sur 0P, , alors (cf. Figure 13.6) comme
ils sont isolés on a qu’il existe h € C suffisamment petit (et en fait pour tout
h # 0 suffisamment petit) tel que si P = Py + h, f n’a pas de poles sur 9P.
Le raisonnement de 1’étape précédente implique qu’il y a au moins deux poles
dans P et donc dans Py (Py + h et Py portent la méme information, par double
périodicité). m

13.5.4 La fonction P de Weierstrass

On va maintenant revenir a la construction d’une autre fonction elliptique,
celle de Weierstrass, qui est une fonction elliptique d’ordre 2. On va d’abord
définir la fonction de facon intuitive, puis de fagon rigoureuse. Si on définit le
treillis

A={weC:w=m+nTt avec m,n € Z}

il est clair que, formellement, la fonction elliptique d’ordre 2 (avec périodes 1 et
7) la plus simple possible doit étre de la forme
1 1
Sy
SGrel A Grmrnn)
C’est en fait lessence de la fonction de Weierstrass, mais il faut corriger la

fonction ci-dessus car la série diverge. La fonction de Weierstrass est donc définie
par

P(z) = %—k Z

(m,n)#(0,0)
1 1

(z+ w)2 w?

1 1 1
(z+m+n7)2 (m+n7)2

+

1
2
z
wEA
w#0
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Théoréme 13.24 La fonction P est une fonction paire, elliptique d’ordre 2 qui
a pour périodes 1 et T. Son péle (d’ordre 2) dans Py est en 0. Tous les points du
treillis

A={weC:w=m+n7t avec m,n € Z}

sont des péles d’ordre 2. De plus

P er=1(Pe-7(35)) (Pe-7(3) (Po-P(5))-

Remarque De la formule sur la dérivée, on comprend la formule avec I'in-
tégrale elliptique. Formellement on a en effet

P'(2)
VA (P (2) —a) (P (2) = B) (P (2) — )
ota=P(1/2), =P (1/2),y=P((t+1)/2), et donc

:]_’

P(u) dt
o VA=) (t-P)(t-1)

=Uu

ce qui implique
P ¥ dt
P /0 Vat—a)(t=p)(t—)

On peut méme montrer (cf. Stein-Shakarchi [24] Corollaire 2.3 page 275) qu’il
existe go, g3 € C tels que

4(P(2) =) (P(2) = B) (P (2) =) =4[P ()’ = 9P (2) —g5.

On aura besoin du lemme suivant (cf. Stein-Shakarchi [24] Lemme 1.5 page
268).

Lemme 13.25 Sir > 2 et silmT # 0, alors les deux séries suivantes convergent
1 1 1
e D DIECEL S D
(o M+ 1) a0 MERTN SR
ot A* = A\ {0} avec
A={weC:w=m+n7 avec m,n € Z}.

Démonstration (i) Si m # 0, alors

1 1 1 1 1
T T +2 T o T +2 T
2 (Im] + Inl) Im| 2 (Iml+n)"  ml| 2 kr

nez n>1 k>|m|+1
1 oo du 1 2
< w2 p e p
m| iml 2" |m[" " (r = 1) |m]
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On déduit donc que

2 <|m|i|n|>’“ :Z 2 D G |+\n|

(mrn)¢(070) n;é() m#0n EZ
2
S SR ) [ERN:
n#0 m##0 (T_ )|m|

Comme r > 2, on a le résultat.

(#1) Pour montrer la convergence de la deuxiéme série il suffit de montrer
qu’il existe une constante v > 0 telle que (1 = a4+ i 5 avec 5 # 0)

|m|+n| <vylm+4+n71| VYm,nelZ

et d’utiliser la convergence de la premiére série.

Quitte a changer la constante 7 et le role de m et n on peut supposer que
|a| < 1. En effet, si |a| > 1, on écrit

m 1 -6
|m+nT|:|T\‘—+n‘ avec — =
T T oz2+,3 a2+,6’

et donc, comme |a| > 1 et 8 # 0,

o

— < 1.
a? + (2

On peut donc supposer que 7 = a + i 3 avec |a| < 1 et 8 # 0. On écrit alors

_ 2 2]1/2
m+nrl = [m+nal*+ngP| f[|m+nal+\nﬂ\]
1
> —=min{l, m+nal+|n
> 75 {1,181} |+ |n[]
et donc
m+nt| = . in {1, B[} [Im| — |n[ o] + [n]]
m+nT —— min {1, m| — |n||a| + |n
il \/5

= L i (180} Il + (1~ [af) n]

V2
1
> —min{l, min {1, (1 — |« m|+|n
7 {118} min {1, (1 — [a[)} [[m| + |n]
et c’est ce qu’il fallait démontrer. m
On continue maintenant avec la démonstration du théoréme.

Démonstration (Théoréme 13.24). Ftape 1. La fonction est bien méro-
morphe avec des poles d’ordre 2 en tous les points de A. Pour cela il suffit
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donc de voir que sur tout compact de C, il y a seulement un nombre fini de
singularités, qui sont de plus des poles. Soit donc |z| < R, on écrit alors

1 1
|w|<2R |w|>2R

;_L]
(z+w)2 02|

1) Les deux premiers termes sont bien méromorphes dans |z| < R (car c’est
une somme finie qui a seulement des poles d’ordre 2 en (—w) € A et |w| < 2 R).

2) Le troisiéme terme est holomorphe dans |z| < R. En effet

1 I —22 2z
(Z+W)2 (.4.72 -

w? (z+w)’ wlz+w)?

est holomorphe car, comme |z|] < R < |w]| /2,

w2 2wl = 2 = & Jol + (=l — |2l ) > = o] >0
w+z| > |w Z—2w 2w z 72w
on déduit que
1 4 1 4
T s ¢ T <3
’wQ (z4+w) ’ |w| ‘w(z—i—w) ) |l

Par le lemme précédent et le Théoréme de Weierstrass on déduit que
1 1

1 1
2
E - | = -z - 922z E _
weA” (Z +w)2 w2] weA” w? ’ ( )2
|w|>2R |w|>2R |w|>2R

est holomorphe dans |z| < R.
Etape 2. La fonction P est clairement paire car

1
P(— = S+ - —
- z - |
1

wze;\* z+w w2] (Z)

FEtape 3. La dérivée est donnée par

) =—2 Z

m, nEZ

:2—723.

z+m+n7)3 L (z+w)

On voit que, par le lemme précédent et le Théoréme de Weierstrass, c’est une
fonction méromorphe dont les poles sont d’ordre 3 et se trouvent sur A. Par
ailleurs on a clairement

Plz+1)=P(z+1)=P (2).
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C’est donc une fonction elliptique d’ordre 3.

Etape 4. En intégrant la formule précédente on trouve qu’il existe deux
constantes a, b € C telles que

P(z+1)=P(z)+a et P(z+71)=P(2)+0.

Par ailleurs comme P est paire on a

1 1 T T
& (5) =7 (‘5) e P(3)=7(-3)
En combinant les deux identités on déduit que a = b = 0 et donc P est bien
doublement périodique de périodes 1 et 7.

FEtape 5. Pour la formule sur la dérivée cf. Stein-Shakarchi [24] Théoréeme 1.7
page 271. =

L’importance de la fonction de Weierstrass est résumée dans le théoréme
suivant (cf. Stein-Shakarchi [24] Théoréme 1.8 page 271).

Théoréme 13.26 Toute fonction elliptique de périodes 1 et T est une fonction
rationnelle de P et de P’.

13.6 La fonction hypergéométrique

On définit la fonction hypergéométrique (cf. aussi Chapitre 22) par la série
(hypergéométrique) suivante («, 3, € C)

+o00
C—~alat - (etn-1BB+1) - (B+n—1) 2"

pour autant que |z| < 1lety#0,—1,-2,---.

On écrira souvent pour n € N
(@), =a(a+1)---(a+n-—1)

avec la convention que (a), = 1. Ainsi la fonction hypergéométrique s’écrit

+oo n
F(a,ﬁ,’y,z) — Z (Oé)n(ﬁ)n Z_

n=0

1) La série clairement converge quand |z| < 1 par le critére de d’Alembert,
en effet

(a)n+1(ﬁ)n+1

(’Y)n+1

o]+

(nt)!  |a+4n||B+n
Lzl Iy +nl(n+1)

n!

BRE) |z| = |z|, sin— .

M
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2) Noter que si « = 8 =+ = 1, on trouve alors

+oo

F(1,1,1,2) =) 2"

n=0
qui est la série géométrique, d’ott la dénomination d’hypergéométrique.
3) On a les expressions suivantes, si |z| < 1, (cf. Olver [20] page 161 et
Stein-Shakarchi [24] page 176)

1-2)""=F(a,1,1,2), log(1+2)=2F(1,1,2,—2), ¢€° :ﬁlim F(1,8,1,2/8)

arcsinz = 2 F (1/2,1/2,3/2,2%), arctgz =z F (1/2,1,3/2,—2%).
4) Quand (cf. Stein-Shakarchi [24] page 176) a, 8 > 0, v > S et |z| < 1, alors
r (’7) /1 -1 —-B-1 —«
Fla,B,7,2) = ———12 [ 4F=1(1 —¢)" 1—28)"“dL.
S I e B S
5) Sin €N, alors (cf. Olver [20] page 174)

est un polynome de degré n en z (appelé polynome de Legendre) et

" (k+1
k=0 ’

6) Observer que, si |z| < 1, c’est une solution de Iéquation différentielle
(appelée équation hypergéométrique)

z(1—2)u" +[y—(a+B+1)2]u —aBu=0.
En effet

et ainsi

" = a)n ﬁn z"! = ), Bn 2"
RSP SCHCNELI [ONT

= (a)n+1(6)n+l 2" _+Oo (), (B), ="
) PP ey R Dy ey

n=1

[y = (a+8+1)z2]u

(@B, =), (), =
B 7; ), (=1 (“B“); M, (-1
_ = (@) (B)ngr 2" =X (), B), =
S LT G m LT
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+oo
(@), (B) 2"
—aBu=—af 0 \Pn 2
,;) ), n
Si on regarde donc les termes en 20, dans z (1 — 2)u” + [y — (a + B+ 1) 2] v’ —

afu,on a
~ (), (B), (@) (6)0

o e, !
de méme le terme en z' donne
(a)y (B)s (04)2(5)2_ a (05)1(/3)1_a (a); (B),
(7)2 o (1) e+b+1) (M ’ (M
_ a@tDBEH)  ye@iDEEHY Y.
D RS (rpr = mal=
_ 04(04+1)ﬂ(5+1)+7a(a+1)ﬁ(/3+1)_aﬂ(a+1)(ﬂ+1)
Y(v+1) v(v+1) gl
et donc
(@), (B), (a)y (), —(a (a); (B), N (a); (B),
R Y PO A =0 R e
= (a DB+ L + T _q|=o.
0l y+1 ~+1
Enfin les termes en z™ donnent
(W1 Blnpr (@), (B),, N ()11 (B) i1
=D Mpyr (=21, n( Jnt1
@, By 5@, (),
SO TG, Y ),
L @O [, B (e (B
n! (), (v+n) (v+n)

—n(a+8+1)—ap]
= 0.

13.7 Les fonctions de Bessel

Pour n € N et z € C, on définit (cf. aussi Chapitre 22)

7= ()Y L
" 2) =kl (n+k)22k T

1) La série converge pour tout z € C par le critére de d’Alembert car

— 0, sik— .

k! (n + k)1 22k o = 2|2
(k+ 1! (n+k+ 1)! 22k+2 4(k+1)(n+k+1)
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Par conséquent J, (z) est une fonction holomorphe dans C.

2) Noter qu’on peut réécrire la définition comme

2\ s (D" 2
7= (3)
() =13 ;)k!r(nwcﬂ)z% :
ce qui permet de donner un sens a la fonction de Bessel méme si n ¢ N.
3) On peut montrer que si n € N et z € C, alors (cf. Olver [20] page 55)

In (2) = 1 /07r cos ((n @) — zsin0) db.

m
4) Les fonctions de Bessel satisfont 1’équation de Bessel
20+ zu' + (2 —n®)u=0.

On va vérifier cela seulement si n = 0, mais le cas général est trés semblable.
L’équation est ainsi

2u 2+ 2Pu =z [(zu')/+zu} =0

Soit alors
+oo k
=T
u(z) = ———z
=) kZ:O (k)* 22k
et donc
+oo k +oo 2 k
2k(—1 2k)° (-1
Z’U,I(Z)ZZ (2 ) ZZk et (Zu/)/:Z( )2( ) 2k—1
1 (k1) 22k P (k1) 22k
Par conséquent
+o0 2 k +oo k
N (2k)" (=17 ops (=17 g1
Zu ) +zu = —_—z + —_—z
(z2) ; (k)% 22+ ,;) (k)% 22k
—+oo +o0
_ (2k + 2)2 (‘Ukﬂ 2kl Z (‘Uk 241
= (ke + 1)1)% 22042 = (k!)? 22k
et ainsi le terme en z2F+1 est

(2k+2)* (D" (D"

((k+1)1)?22k+2 (k)% 22k
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13.8 Exercices

Exercice 13.1 Soient Rez >0, n € N et

T (2) = /On <1 - %)nﬁldt.

z

Montrer que
nln

(z4+1)---(z4+n) "

T (2) = >
Exercice 13.2 Soit n > 1 un entier et soit
+o0 tk
T=>Y" T
k=2
(i) Soient 0 <t < n. Montrer que

log[(1—t/n)"]=—(t+T)

et en déduire 'inégalité

t n
(1——) <el si0<t<n.
n

On rappelle que
+00 n
T
log(1—2)=— —, si <1
(=)= T il

(ii) Soit 0 <t <n/2. Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
2
l—e " <T<c—
n
et en déduire 'inégalité

t\" 12
Oge_t—<1——> <c—et si0<t<n/2
n n

Exercice 13.3 Soient {a,} et {b,} deux suites telles que b, > b, 11 > 0 avec
lim,, .o b, = 0 et il existe v > 0 tel que

N

S

n=1

<~ VNEeN.

Montrer que la suite ZN an by, converge (ceci est le critére de Dirichlet ).

n=1
Suggestion. On pourra utiliser I’Etape 1 du Lemme 13.13 & savoir

N
+ bN ZCLZ‘ .
=1

N-1

N
S oh= Y
n=1

n=1

(bn - bn—i—l) Z a;
=1
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13.9 Corrigés

Exercice 13.1 En faisant une intégration par parties, on obtient

n [" A
et [ )
nz Jo n

Si on intégre de nouveau, on infére que

T, (2) = % /On (1 - %)n_zﬁ“ dt.

On répéte le procédé n fois et on trouve a la n—éme intégration on obtient

n! n!n?

Fn - nz+n71d:n—.
(=) Tz (24 k) /o ! ! [Tio (z+ k) 4

Exercice 13.2 (i) Observer qu'on a
= XN
P=2 i =2y )
k=2 k=2

Si 0 <t <mn,on trouve alors

log [(1 — ¢/n)"] = nlog (1—%) S f% (ﬁ)k - (4 T).

On déduit ainsi que

t n
(1 — —) = (HHT) Lot
n

(i) Pour montrer l'inégalité 1 — e~7 < T, il suffit de voir que la fonction
f@)=1—et—t, Vt>0
satisfait
f(0)=0, f(t)<0
et donc f (t) < 0. D’autre part, si t < 2 (c’est & dire £ < 1) alors

S n k+2 n

+o0o tk t2 +oo 1 n k t2 +oo 2—k t2
T=2 i =7 2z \n) S
k=2 k=0
ol on a posé
g e O |

€= <Z T L
= 1
k:0k+2 k:02
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En regroupant les inégalités qui préceédent et (i), nous avons finalement

e

n

t n
0<et = <1 — —> =et— e (HT) — ¢t (1 — eiT) <e T < ce '

n

Exercice 13.3 Il suffit de montrer que la suite uy = 25:1 an by, est une suite
de Cauchy. Soit N > M et observons que

N N-1 n N M
S whe = Y [wn—bm)z% T ST o
n=M+1 n=M 1=1 =1 =1
N—-1 n N M
= Z [(b7z —bny1) Z a;| +bn Z a; + (bn — bur) Z a; .
n=M i=1 i=M—+1 i=1

On a ainsi immédiatement que

N
Z an by,

n=M+1

luny —unm| = <27 (by —bn) +7bN

et donc {ux} est bien une suite de Cauchy. &
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Chapitre 14

Préliminaires

14.1 Intégrale de Riemann
Notation Soient a < b, T = [a,b] et
f: T — R bornée.

(i) ¥ = ensemble des partitions de I en un nombre fini d’intervalles, c’est & dire
que o € X, si
c={a=zp<m1 < - <zp =>}.

Pour 0 € ¥ et pour k =1, -+ ,n, on écrit
my = inf {f () : xp—1 <z <2}
My =sup{f(z) : xp—1 <2 <1}
m=inf{f(z):a <z <b}
M =sup{f(z):a<z<b}.
Comme f est bornée on a toujours

—co<m<mp <M <M< 400, k=1,--,n.

(i) On dénote par

et ainsi
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(#1) On pose

s=sup{s,:0€ X}

s=inf{s,:0€ X}

et ceci implique
s<3. &

Définition 14.1 On dit que f est R-intégrable sur [a,b] si s =35 et on pose

/abf(x)da?:§:§.

Exemple (i) Si f : [a,b] — R est continue, alors (cf. Exercice 14.1) f est
R-intégrable.

(i1) Si f : [a,b] — R est continue par intervalle et bornée (i.e. f a un nombre
fini de discontinuités), alors f est R-intégrable.

(i11) Si f : [0,1] — R avec

1 sizeQnlo0,1]

f(x):XQ($>:{ 0 sizc(0,1] maisz ¢ Q.

Alors soit o une subdivision de [0,1] , on a que
5,=0 et S, =1 = [s=0et35=1]

et donc f n’est pas R-intégrable.

(Il faut pourtant observer dans ce cas précis un phénomeéne de passage a la
limite intéréssant. Soit € > 0 petit, on choisit une partition quelconque de

[071] QQ: {1'0 :0,1'1,"' 7xn,"‘}
et on définit une suite de fonctions

€ €
1l sizg, — —=<z<zx,+—
fe(fﬂ):{ T

0 sinon.

Remarquer que les f. sont R-intégrables car continues par morceaux (sur un
nombre infini de morceaux) et de plus

1 o0 2
2€ €
A dr = — = —
Jy derie =2 =
Par ailleurs

1 sizeQnlo0,1]

fe(l’)"f(l')_x@("r)_{ 0 sizel0,1] maisz ¢ Q.
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Mais x n’est pas R-intégrable, alors qu’elle est limite de fonctions R-intégrables.)
(iv) Si f:[0,1] — R est donnée par f(0) =0 et

<z<-, k=12

f(z) = ag, Slk+1 <o

avec oy, une suite décroissante telle que ap > 0 et klim ag = 0, alors
— 00

[ o= (i) = Do

En effet soit € > 0 et soit NV suffisamment grand pour que

N €

N+l 3

Comme f est continue par morceaux sur [1/N,1], on a que f est R-intégrable
et
1 N-1 -
F(z)de = .
/1/N ; iG+1)

De méme f étant R-intégrable, il existe une partition & de ]1/N, 1] telle que

Soit
c={0=x9<z1=1/N}U7

alors m; = 0 et M = a ainsi que

- an -
s =5~ et sg:N+1—|—35

g =0

et par conséquent
0 § 50 — S5 S €.

On a donc que f est R-intégrable et

1 o0 ;
/0 f(x)dx:;mﬂ)'

14.2 Quelques notations et théorémes importants

Définition 14.2 Soit A C R.

(i) S’il existe G, des ouverts tels que

A= Gn
n=1
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alors A est dit un ensemble Gy .

(i) S7il existe F,, des fermés tels que
A= F,
n=1

alors A est dit un ensemble I, .

Notation Soient A, B C R. On dénote par
- A le complémentaire dans R de A
-A\B=AnNB*
-AAB=(A\B)U(B\A). &

Axiome 14.3 (Axiome du choix) Soit A un ensemble d’indices et soit

{Ea}aeA

une collection non vide d’ensembles disjoints non vides (c’est & dire E, # 0 et
E,.NEz =0 si a # ) avec E, C E, alors il existe V. C E qui contient juste
un élément de chacun des ensembles E,, .

Théoréme 14.4 (Théoréme de Heine-Borel) Soit E C R un fermé borné
avec

Ec U Ga
acA

ot les G, sont ouverts et A est un ensemble d’indices, alors il existe une sous
collection finie telle que

Théoréme 14.5 (Théoréme de Lindelsf) Soit

{Ia}aca

une collection d’intervalles ouverts, alors il existe une sous collection, au plus
dénombrable {I; , i = 1,2,---}, telle que

)
JUL=U L.
i=1 acA

1=

Démonstration cf. Exercice 14.3. m

Corollaire 14.6 Soit 2 C R un ouwvert, alors Q0 est l'union, au plus dénom-
brable, d’intervalles ouverts disjoints.

Démonstration cf. Exercice 14.4. m
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14.3 Complément

Définition 14.7 (i) On dit que a € R est un point limite de A C R, si pour
tout v > 0 tel que

la—r,a+7r[N(A—{a}) #0.
(i1) On dit que a € R est un point isolé de A C R, s’il existe v > 0 tel que
la—ra+r[NA={a}.
(11i) On dit que A C R est parfait, si A n’a pas de points isolés.

(iv) On dit que A C R est nul part dense, si A ne contient aucun intervalle.

Remarque Un ensemble A C R est nul part dense si et seulement si A° est
dense. &

14.4 Exercices

Exercice 14.1 Montrer que si f : [a,b] — R est continue, alors f est intégrable
au sens de Riemann.

Exercice 14.2 (i) Soit f : R — R une fonction. Montrer que

FRAY=(14) TR =R, S0)=0

fil <1L—Jl Ai) :iL:Jl fil (42, fil <i01 Ai) :iDI fil (4:)
BCA = DB=A\(A\B)

o0

UanUmeUmas, Ua=0[0 a0 Ua.
i=1 i=1 i=1 i=1 k=1 k=1

Exercice 14.3 Montrer le théoréme de Lindeldf (Théoréme 14.5).
Indication. Utiliser la densité de Q dans R.

Exercice 14.4 Montrer le Corollaire 14.6.

Indication. Considérer la relation d’équivalence ~ définie sur 2 par
a~b < [a,b]CQ ou [ba]l CQ,

et montrer que les classes d’équivalence sont des intervalles ouverts.
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14.5 Corrigés

Exercice 14.1 Comme f est continue sur un compact, on déduit que f est
uniformément continue, c’est a dire que Ve > 0, il existed > 0 tel que

lz—yl<d = |f(@)-fl<e
Si on prend une partition o avec |z — zk_1| < 6, alors
Mpy—mp<e = 0<3S,—s,<e(b—a).

Finalement

et donc f est R-intégrable. &

Exercice 14.2 Les huit premiéres assertions sont triviales. Il suffit de se rappeler
(pour les cing premiéres) que si f : R — R, alors pour tout £ C R,

fFYE)={zcR: f(z) € E}.
Montrons ’avant derniére assertion

zel2, Ai\U2, Bi = JieN zeA,VjeN, x¢ B,
= FeN ze€A;, ¢ B;
= =3ieN ze€A\B;
= ze U2, [4i\ Bi].

Pour la derniere affirmation, il est clair que

Montrons ’autre inclusion. Nous remarquons d’abord que

G [O Ak\;L_JllAk] DkLiJlAk\kLilekZAl\@zAl.

i=1 Lk=1

Soit z € ;= A; . Si z € Ay, alors par ce qui précede
00 i i—1
i=1 Lk=1 k=1

D’autre part, si z € [J;=; Ai]\ A1, il existe alors j > 2 tel que z € A; et ¢ Ay,
pour tout 1 < k < j. Il s’ensuit que

j—1 o0 7 1—1
reAN U Arc U {U AN\ U Ak} o
k=1 =1 Lk=1 k=1
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Exercice 14.3 (cf. Théoréme 7 page 11 de [10]). Posons

B=\ L.
acA

Par densité de Q dans R, pour tout = € B, il existe J, = |as, b[ tel que
az b, €Q, z€J, Cl,,
pour un certain o € A. Par construction, nous avons donc

Ul.= U Js.

a€cA z€EB
Puisque 'ensemble Q x Q est dénombrable, la collection des intervalles {.J. },
est au plus dénombrable. C’est a dire qu'il existe une collection {J;};=, C
{Je}pep telle que
o0
U lL.=UJ.
acA =1
Pour tout i € N, on choisit ensuite un intervalle I; € {In},c 4 tel que
I; D J;.
Il s’ensuit que
(o] (o)
U I, = UJiC UIZC U 1.,
€A i=1 i=1 €A
d’ou le résultat. &
Exercice 14.4 (cf. Théoréme 9 page 12 de [10]). Il est élémentaire de voir que
~ est une relation d’équivalence. Par conséquent, {2 est I'union disjointe des

classes d’équivalence de ~ . Soit C (a) la classe d’équivalence contenant a et
montrons d’abord qu’il s’agit d’un intervalle ouvert.

Intervalle : 11 suffit de montrer que C (a) est connexe. Par transitivité de ~,
il est facile de voir que
beC(a) = |a,bCC(a) ou [balCC(a).
Par conséquent, pour tout b, c € C (a), nous avons immédiatement [b, c] C C (a)
ou [¢,b] C C (a), et donc C (a) est un intervalle.

Ouvert : Puisque ) est ouvert, alors pour tout b € C (a), il existe € > 0 tel
que
Jb—e€,b+¢l CQ.

Par transitivité de ~,
celb—eb+e = c~b = c~a = celC(a),

ce qui prouve que C (a) est ouvert.

Conclusion : Q est I'union disjointe d’intervalles ouverts {C (a)} . Par l'exer-
cice précédent, cette union admet un recouvrement dénombrable, d’ou le résultat.
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Chapitre 15

Mesure sur les réels

15.1 Mesure extérieure

Définition 15.1 On appelle mesure extérieure (de Lebesgue) d’un ensemble
A CR, et on note

mes” (A) = inf{zzo:1 (bn —an) : In = lan, by, AC UZO:1 L.}

On notera aussi
long (I,) = by, — ay, .

Rappel On va utiliser constamment que
S1
j— 2 -

On a facilement le résultat suivant.

Théoréme 15.2 Pour tout A, B C R les propriétés suivantes ont lieu :
(i) mes* (A) > 0,
(ii) mes* (0) =0,
(iii) A C B = mes* (A4) < mes* (B),
(iv) mes* ({z}) =0, Vz € R,
(

V) si
A+z={y+x:yec A}

mes* (A + z) = mes™ (A).

Démonstration (i), (i), (iii) sont évidents.
(iv) Comme = € I, =]z — 1/2n,z + 1/2n[ , alors

S|+

long (I,) = % = mes" ({z}) <

337



338 Mesure sur les réels

d’ou le résultat.
(v) Par définition, Ve > 0, 31, avec A C UI, et

mes* (A) > Zlong (I,) —e.

Mais
A+zcCcU(l, +x),

ce qui implique
mes™ (A+z) < Z long (I, + x) = Zlong (I,) <mes” (A)+e¢

et donc
mes”™ (A + z) < mes” (4).

On a de méme
mes* (A) = mes" (A+ 2z —z) <mes™ (A +2x).

D’ou le résultat. m

Théoréme 15.3 La mesure extérieure d’un intervalle est égale & sa longueur.

Démonstration Etape 1. Supposons que J, = |c,,d,[ soient tels que
N
Ja,b[ C [a,0] C U Jn

n=1

alors (cf. Exercice 15.1)
N
b—a< Zlong(Jn).
n=1
Etape 2. I =]a,b[ , avec —00 < a < b < 4o00. Alors, par définition,
mes* (I) < b—a.

Montrons I'inégalité inverse.

1) Soit € > 0 fixé. Par définition de la mesure extérieure, on peut trouver
I, = ]an, by, tels que

) o0
Ic I, avec Z long (I,) — e < mes* (I).
n=1

n=1
2) On définit

2
I =la, —€/2",b, +€¢/2"[ D1, = long(I})=long(I,)+ 2—2
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et par conséquent
Ja,b[Cla,b] C U I, et Y long(I)=> long(In)+ 2.
n=1 n=1 n=1

3) Par le Théoréme de Heine-Borel, on a qu’il existe un sous recouvrement
fini de [a, b] et donc
N [es) N
{Jntooy €I}, avec Ja,b[ C [a,b] C U Jn-

n=1

On a par 'Etape 1 que
N
b—a< Zlong(Jn).
n=1

Par ailleurs comme chaque J,, est un des I, (disons pour simplifier J,, = I},) on
a

N N
Z long (J,,) = Z long (I),) .

n=1

4) En regroupant les deux calculs précédents on trouve

N 0o
b—a < Zlong(]n) < Zlong (1))
n=1

n=1

et donc

oo oo
b—a > mes*(I)> Zlong([n) —€e= Zlong([,’l) — 3¢
n=1 n=1

Y

N

Zlong(Jn) —3e>b—a—3e.

n=1

Comme € est arbitraire, on a 1’assertion.

Etape 3. I = [a,b], ou bien [a,b] ou ]a,b] avec a et b fini. On a alors

la,b{C I Cla—€/2,b+¢€/2]

et par 'Etape 2 et le Théoréme 15.2 (iii)

b—a<mes*(I)<b—a+te.

Comme € est arbitraire on a le résultat

Etape 4. Voyons un cas d’un intervalle infini, par exemple (les autres sont
traités de maniére analogue)

I=la,+o0f.
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On a clairement que
la,+o0[ D la,a+ k[, VEk>0

et donc
[k <mes* (I) < +4o0, VE| = [mes* (I)=o0].

Ceci termine la démonstration. m

Théoréme 15.4 (Sous additivité)

) o0
mes™ (U El) < Zmes* (E;).
i=1 i=1
Démonstration Ve > 0 et Vi, on peut trouver des intervalles I; ; tels que

00 o0
E,Cc UL, et Zlong (L;;) — < < mes* (E;).
~ :
Jj=1

j= 2t =
Comme - o
UEicU UL,
i=1 i=1 j=1
on a
00 o) o)
mes” (U EZ) < Z long (I; ;) < Zmes* (E;) + ¢
i=1 ~ ;
7,7=1 =1
et ainsi

mes” OCE'Z- < mes” (E;) .
(050) = 3 mes e

Ce qui est I'assertion du théoréme. m

Théoréme 15.5 VA CR, Ve > 0, il existe un ouvert O D A tel que
mes™ (A) < mes” (0O) < mes* (A) +e.

Démonstration Par définition, il existe I,, = Ja,, b,[ tels que
00 o0
Ac | I, avec Z long (I,) — e < mes* (A).
n=1 n=1

Posons

0= I.

n=1

On a clairement que O est ouvert, mes* (A) < mes* (O) et
mes™ (0) < Z long (I,,) < mes”™ (A) + e.
n=1

Et la démonstration est compléte. m

Remarque Dans la définition de la mesure extérieure on peut prendre indiffé-
remment I, = |an, by, |an,bn], [an,bn| ou [an,b,] ou méme un mélange des
différents types (cf. Exercice 15.4). &
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15.2 Ensembles mesurables
Définition 15.6 Un ensemble E est mesurable (au sens de Lebesgue) si
mes™ (A) =mes” (ANE)+mes* (ANES), VACR.
On dénote l’ensemble des ensembles mesurables par M.
Remarque En vertu du Théoréme 15.4, on a toujours que
mes* (A) =mes* (ANE)U(ANE®)) <mes* (ANE)+mes* (ANES). &

Voyons maintenant quelques propriétés importantes des ensembles mesu-
rables.

Théoréme 15.7 (i) R € M.

ii) Si E € M, alors E° € M.

iii) Si E,F € M, alors EUF € M.

iv) Si E,F € M, alors ENF € M.

v) Si E,F € M, alors E\ F € M.

vi) Simes* (FE) =0, alors E € M.

vii) Si E est dénombrable, alors mes* (E) =0 et donc E € M.

(
(
(
(
(
(

Démonstration (i) Noter que R € M. En effet comme ANR = A, ANR® =
() et mes* (@) = 0, on trouve

mes”™ (A) = mes™ (ANR) + mes* (ANR).
(i1) Soit E € M, alors
mes™ (A) = mes” (AN E) + mes™ (AN E°)

ce qui implique
E°e M.

(i11) Soient E, F' € M, & montrer que
EUFeM.
1) Comme F est mesurable, on a (en remplagant A par AN E°)
mes”™ (AN E°) =mes* ([ANE]NF) +mes* ([ANE]NF°).
2) Comme FE est mesurable, on a

mes” (A) = mes™ (AN E) 4+ mes™ (AN E°)
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3) De méme en remplagant A par AN (FUF) et en utilisant toujours la
mesurabilité de F, on trouve (cf. Exercice 14.2)

mes* (AN(EUF)) = mes* ([AN(EUF)|NE)+mes* ([AN(EUF)|NE°)
= mes" (ANE)+mes*(ANE°NF).

C’est a dire
mes* (ANE)=mes* (AN(EUF))—mes* (ANE‘NF).
En combinant les trois identités on trouve

mes* (A) = mes" (AN(EUF)) —mes* (ANE°NF)
+mes* (AN E°NF) 4+ mes* (AN E°N F°)
= mes* (AN(EUF))+mes* (AN (EUF)Y)

et la mesurabilité de £ U F' est démontrée.

(iv) Soient E, F' € M, a montrer que
ENFeM.

11 suffit d’observer que
ENF=(E°UF°)°

et d’appliquer (ii) et (iii).
(v) Soient E, F € M, alors (par (ii)) F¢ € M et (par (iv))

E\F=ENF°e M.
(vi) et (vii) cf. Exercice 15.3. ®
Voyons maintenant un exemple important.
Théoréme 15.8 Les intervalles sont mesurables.

Démonstration Cas 1 : I = [a,400[ . On veut montrer que si A est un
ensemble quelconque, alors

mes” (A) = mes™ (A N]—o0,a]) + mes* (AN [a,+o0]).
Pour ceci posons
A-=AN]-o00,a] et AT =AN][a,+oof
et observons que par la sous additivité, on trouve, comme A = AT U A~

mes* (A) < mes* (AT) 4 mes* (47). (15.1)



FEnsembles mesurables 343

Par ailleurs pour tout € > 0, on peut trouver des intervalles I,, tels que
0o oo
Ac U I, et mes"(A)> Z long (I,,) — €.
n=1 n=1

Posons alors
I, =I,N]—o00,a] et IL'=1I,N]a,+oo.

n n

On a évidemment que
long (I,,) = long (L)) + long (I,,)

et
AT CcUl, et At cCull.

Par conséquent on déduit que

IN

mes”* (A+) + mes* (A*)

Z long (I,7) + Z long (I,,)
n=1 n=1

Z long (I,) < mes™ (A) +e.
n=1

€ étant arbitraire on a le résultat de (15.1) et de I'inégalité ci-dessus.
Cas 2 : I =]a,+o0[,]—0,a],]—00,a[. On proceéde de maniére identique.
Cas 3 : I = ]a,b[ (et de méme pour tout autre type d’intervalles bornés
la,b], [a,b] ou [a,b]). On a alors, comme |—00, a] et [b, +00[ sont mesurables et,
par le Théoréme 15.7, que

I¢ =]—00,a] U [b,400[ est mesurable

et donc (toujours par le Théoréme 15.7) I est mesurable. m

Notation Si un ensemble E est mesurable on note
mes (F) = mes* (E). &

On aura besoin par la suite du lemme suivant.

Lemme 15.9 Soient Ey,--- , E, € M des ensembles disjoints. Alors pour tout
ensemble A .
es* [ AN nEi = mes* (AN E;).
(40 (8)) =3y canm

En particulier si A =R, alors

mes (ZQ E> _ gmes (E).
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Démonstration Le résultat est trivial pour n = 1. On proceéde alors par
induction. Comme E; N E; = () si i # j, on déduit que

k+1 k k+1
<U Ei)mEg+1= UEZ et <U Ei>ﬁEk+1:Ek+1.
i=1 i=1 i=1
Comme Ej11 est mesurable on a par définition que
k+1
es” (Aﬁ ( U El))
i=1
k-+1 k+1
— ({Am ( U Eﬂ n E,@H) T mes* ([Am ( U E)] mEkH)
i=1 i=1
k
= mes* (A N (U EZ)) +mes* (AN Egqq) .
i=1
On applique 'hypothése d’induction pour déduire le lemme. m

On peut maintenant améliorer Théoréme 15.7 (iii) et (iv).

Théoréme 15.10 Si F; e M, i=1,2,3,---, alors
U E; et ﬂ E; e M.
i=1 i=1

En particulier les ouverts et les fermés sont mesurables.

Démonstration Ftape 1. Pour une union finie le résultat suit immédiate-

ment du Théoréme 15.7 (iii). Ensuite on observe que comme (cf. Exercice 14.2)
o] e8] 4 i—1
Or=0|U8A\U B
i=1 i=1 Lk=1 k=1

on peut supposer que les F; sont deux a deux disjoints. Comme, par ailleurs,
n

U E; est mesurable on a pour tout A que

i=1
mes* (A) = mes” <A N (Q E)) + mes* (A N <ZQ E> ) .

D’autre part on a, trivialement,

(67) > (5=)

et ainsi en appliquant Lemme 15.9 on déduit que

e (10 5)) o o0 (5

A
Zmes* (AN E;) + mes” (A N (Ej E)
i=1

i=1

)
) |

mes” (A)

Y]

<
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En passant & la limite on obtient

mes* (4) > i mes* (AN E;) + mes® (A N (g E) ) .

i=1

Appliquons alors Théoréme 15.4 (deux fois) pour déduire

mes* (A) > mes* (A N (g E>> + mes* (A N <@1 E>) > mes* (4) .

oo
On a ainsi montré que FE; est mesurable.
i=1

Etape 2. Par le Corollaire du théoréme de Lindelsf (Corollaire 14.6), 'Etape
1 et Théoréme 15.8, on déduit immédiatement qu'un ouvert est mesurable.

Etape 3. Le résultat pour l'intersection et les fermés est démontré par com-
plémentarité. m

Montrons maintenant certains critéres importants pour savoir si un ensemble
donné est mesurable.

Théoréme 15.11 Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) E est mesurable,
(ii) Ve > 0, 30 D E ouvert tel que mes* (O \ F) <,
(iii) 30 = N O, D E ou O, est ouvert (i.e. O est un ensemble Gs ) tel
n=1
que mes* (O\ E) =0,
(iv) Ve > 0, 3F C E fermé tel que mes* (E'\ F) <,
o)
(v)3F = |J F, C E ou F, est fermé (i.e. F est un ensemble F, ) tel que
1

n=

mes* (E\ F) = 0.

Démonstration (i) = (ii).

Cas 1 : mes(E) < 00. On a vu (cf. Théoréme 15.5) qu’il existe un ouvert
O D FE tel que
mes™ (F) < mes* (0) < mes™ (F) +e.

Comme FE est mesurable,

mes™ (O) = mes* (ONE)+mes* (0N E°)
= mes* (E) +mes* (O\ E)

et donc
mes* (O \ E) = mes* (0) —mes* (F) <e¢

ce qui est le résultat souhaité.
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Cas 2 : mes (E) = oo. Comme R = [J'>° __[n,n + 1[ on peut écrire
R={J I,
n=1

ou I, sont des intervalles (disjoints, mais ce n’est pas nécessaire dans I’argument,
et) de longueur fini. Soient
E,=FENI,.

On a donc E,, est mesurable (cf. Théoreme 15.7) et que mes (E,) < oo et par
le cas précédent il existe un ouvert O,, D F, tel que
€

mes* (O, \ E,) < o

On pose alors
o= 0O,

n=1

et on déduit donc que (cf. Exercice 14.2)

O\E= D:lon\ fJ;Enc [.:jl(On\En)

et ainsi

mes” (O\ E) < Zmes n\E)<§:2in=6.
n=1

(i) = (). Soit € = 1/n dans (ii) et soient O, , qui sont des ouverts, tels
que

O,DF et mes* (O n\E)gl
n
Soit
0= 0, = mes (0\E)<mes (O n\E)g%
n=1

(#ii) = (i). O est mesurable, car intersection dénombrable d’ouverts (qui
sont mesurables par le Théoréme 15.10). De plus O \ E a une mesure 0, donc
O\ E est mesurable (cf. Théoréme 15.7). Comme

O\(O\E) = ON(O\E)=0n(0ONE""
ON(O°UE)=0NE=E,
on déduit que
E=0\(O\E)
est mesurable.
(i) = (iv) = (v) = (i). Démonstration trés semblable. m

Un autre résultat important est le suivant.
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Théoréme 15.12 (Additivité) Soient {E;};~, des ensembles mesurables tels
que E; NE; =0, sii# j, alors

mes <§1 E> - imes (E,).

Démonstration Par le Théoréme 15.4 on a

mes (g E) < imes (E,).

Montrons I'inégalité inverse. Par le Lemme 15.9 avec A = R on obtient

> mes (E;) = mes (L_nJl Ei) < mes (@1 Ei)

En passant a la limite, on a le résultat. m

Théoréme 15.13 Si mes* (E) < oo alors les deus assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) E est mesurable

(ii) Ve > 0, il existe une union disjointe et finie d’intervalles ouverts I; , i =
1,---,n(e), tels que
mes” (EA U Ii> <e
i=1
ol
EAF=(E\F)U(F\E)=(ENF°)U(FNE°).
Remarque On peut prendre I; ouvert, fermé ou demi fermé. &

Démonstration (i) = (ii). Si E est mesurable et si ¢ > 0, il existe un
ouvert (Théoréme 15.11) O D E avec mes (O \ E) < ¢/2. Par ailleurs

mes(E) <oo = mes(0) < oo.

Par Corollaire 14.6, il existe des intervalles ouverts et disjoints I; tels que

0=U1.

=1

On a donc (en utilisant le Théoréme 15.12)

mes (O) = Zmes (I;) = Zlong (I;) < 0.

Donc il existe n tel que

Z long (I;) <

1=n—+1

[Nl e
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Soit

alors
EAF = (E\gj1 L-) U (g I\ E)
<0\ZQJ¢> U(O\E) = < U Ii> U(O\ E)

1=n—+1

N

ce qui implique le résultat, a savoir

mes (EAF) < Z mes (I;) + mes (O \ E) <.
i=n-+1

(i1) = (i). On suppose donc que pour tout € > 0, il existe une union finie et
disjointe d’intervalles I; , i =1,--- ;n =n(e), tels que
n
mes” <EA U Ii> < ¢€/3. (15.2)
i=1

On veut montrer qu’alors E est mesurable. Par le Théoréme 15.11 il suffit de
montrer qu’il existe un ouvert O D E tel que

mes™ (O\ E) <e. (15.3)
Choisissons 'ouvert O D F défini par le Théoreme 15.5, il satisfait
mes™ (E) < mes (0) < mes* (E) + ¢/3. (15.4)

On va montrer que O vérifie (15.3). Soit
F={(LnO). (15.5)

Noter que

n

E\F = En LL_JI(ImO)T:Em [Oﬂ (iL_leIi)T:EO [OCU (L_”Jllﬂ

— (ENO°)U [Eﬁ (U Ii)cj| —EnN (E Ii)c

i=1

car ENO°¢ = (. On a donc

E\F:E\‘L:LJIZ-. (15.6)

(2
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D’ou, par (15.5) et (15.6),

(
EAF — (E\CJIZ) (F\E)C (E\igli)u(igli\E)

=1

c EA Lnj I
On a donc, par (15.2),
mes* (FEAF) < mes” (EA U Ii) <¢€/3. (15.7)
i=1

D’autre part comme

E C¢ FUEC((FUE)U(FNF°)=FU(ENF°)
C FUENF)U(E°NF)=FU(EAF)

on a donc, par (15.7),
mes” (E) < mes (F) + mes* (EAF) < mes(F) + ¢/3. (15.8)
De plus, comme
O=(NF)UONF?), ONF=F et ONF'NE°CONF°
on trouve

O\E = ONE‘=[ONF)U(ONF9)NE*
= (ONFNE)U(ONF°NE
C (FNEYU(ONF)=(F\E)U(O\F).

On déduit donc
O\EC(O\F)U(F\E)U(E\F)=(0\F)U(EAF)
et ainsi par (15.7)
mes* (O \ E) < mes* (O \ F) + mes* (EAF) < mes* (O \ F) + ¢/3.

Comme O (étant ouvert) et F' (étant une union d’intervalles) sont mesurables
et par (15.4) et (15.8), on obtient
mes* (O\ E) < mes(O\F)+¢/3 =mes(0) —mes(F) +§

2
< mes* (E)—mes(F)—i—g6 <e

Ceci termine la démonstration. m
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15.3 Les o-algébres, les Boréliens et leur relation
avec les ensembles mesurables

Définition 15.14 Une classe de sous-ensemble A d’un espace X est appelée
une o-algébre si

iH)XeAd

()EcA = E°cA

(i) B, €A, i=1,2,3,--- = | EcA
=1

Théoréme 15.15 La classe des ensembles mesurables M est une o-algéebre.

Démonstration En fait ceci a déja été démontré au Théoréme 15.7 et au
Théoréme 15.10. m

Définition 15.16 Soit I = ]a,b[ . On considére la o-algébre engendrée par de
tels intervalles qu’on dénote B, c’est-a-dire

(i) R € B,
(ii)IleB = I°€eB,
(i) ,eB = UL e:B
v=1
Les éléments de cette o—algébre sont appelés des ensembles de Borel (ou
boréliens).

Théoréme 15.17 B C M, i.e. tout ensemble de Borel est mesurable.

Démonstration Comme |a, b € M par le Théoréme 15.8 et comme M est
une o—algebre, on déduit que BC M. m

On peut montrer (cf. Théorémes 15.18 et 15.31) que
BcMcP@R).
Z° 7

Toutes les deux non inclusions nécessiteront ’axiome du choix. On va commen-
cer par montrer que M % P (R) (le contre exemple est di & Vitali).

Théoréme 15.18 M g P (R).

On commence par le lemme suivant.
Lemme 15.19 Soit E un ensemble mesurable et soit y € R. Alors l’ensemble
E4+y={z+y:xz€E}

est mesurable et

mes (E 4+ y) = mes (F).
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Démonstration Ftape 1. On a par le Théoréme 15.2 (v) que pour tout A
mes” (A +y) = mes™ (A4).

Etape 2. Pour déduire le résultat il suffit de montrer que F + y est mesu-
rable. Comme FE est mesurable on a Ve > 0 qu'il existe O D E ouvert tel que
mes (O \ E) < e. Mais O+y est ouvert et O+y D E+y. On a aussi, par ’Etape
L,

mes” ((O+y) \ (E+y)) =mes™ (O\ E) +y) =mes (O\ E) <e.

Par le Théoréme 15.11, on déduit que E + y est mesurable et par I’Etape 1 que
mes (E 4+ y) = mes (E)

comme souhaité. m
Tournons nous maintenant vers la démonstration du Théoréme 15.18.

Démonstration Etape 1. Soient z,y € [0,1]. On définit une relation d’équi-
valence (évident) par

x~y & z—yeQ=Qn[-1,1].

Soient « € [0, 1] et
E,={z€[0,1]: 2z~ a}.

Les propriétés suivantes ont trivialement lieu :

a) Eq # 0,
b) E,NEg=0 <& a=f,
c) UE, =[0,1].

Comme Q; = QN [—1,1] est dénombrable on a que chaque E, est dénom-
brable ; mais il y a un nombre indénombrable de E,, , car [0, 1] est indénombrable.

Etape 2. Par 'axiome du choix il existe V' C [0,1] qui contient exactement
un élement x, de chacun des E,, .

Etape 3. Soit QN [—1,1] = Q1 = {r1,72,73,-- } et soit
Vo=V +r,.

Noter que
Vnﬂ‘/mzm Sin7ém'

En effet s’il existe y € V,, NV, alors il existe 24,23 € V (et comme x4, x5 > 0,
on déduit que z,, — x5 € [—1,1]) et 7, 7, € Qq tels que

Y=o +Tn =28+Tm = Tm —Th =Ta —23 € Q1 = x4 ~1x3.

On déduit donc que z3 € E,, et ainsi (comme z4,23 € V) 24 = xg. Par
conséquent 7, = r,, et donc V,, = V,,, ce qui implique n = m.
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Etape 4. On a aussi
0.1]c UVa=U (Vir) V1,1 c01+[-1,1]=[-1,2.
n=1 n=1

En effet soit = € [0, 1] ce qui implique que x € E, pour un certain « (et disons
qu’on a directement choisi &« comme 1'unique représentant de E, dans V| on a
donc o € V). On infere donc que

r~a = zTz—a=7r, = T=a+r, = x€V,.

Etape 5. On a en résumé que si V' est mesurable alors, par le Théoréme 15.12
et le lemme précédent,

mes ( B Vn) = imes(vn) = imes V+mr,) = imes (V).
n=1 n=1

n=1 n—1

Par ’Etape 4 on a aussi
mes ([0,1]) = 1 < mes ( U Vn> < mes([-1,2]) = 3.
n=1
En remettant les deux choses ensemble on a obtenu

1 < mes V| = mes (V) < 3.
<mes (v, > mes (V)

Mais > 2 mes (V) = ]\}im Nmes (V) =0 ou co. On a bien obtenu la contra-
— 00
diction souhaitée et donc V' est non mesurable. m

On montrera, cf. Section 15.6 (Théoréme 15.31), qu'il existe un ensemble
mesurable au sens de Lebesgue mais pas de Borel et donc

B cC M.
#

15.4 Fonctions mesurables

On va considérer dans cette section des fonctions
f:R—->RU{+o0}
avec les conventions suivantes.
Conventions On adopte les conventions suivantes
(i) a+o00=+00, Va# -0
400 sia>0
(ii) a-(+o0)=¢ —o0 sia<0
0 sia=0
(iii) oo — 0o non défini. &
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Définition 15.20 Une fonction f : R — R U {£oo} est dite mesurable au
sens de Lebesgue si
Ey,={zeR: f(z)>a}

est mesurable ¥ o

Proposition 15.21 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable
(ii) {z : f (z) > a} est mesurable
(iii) {z: f (z) < a} est mesurable
(

iv) {z: f(x) < a} est mesurable.

Démonstration (i) = (ii). En effet comme

{:E:f(x)Za}:nFjl{x:f(x)>a—1/n}

et que I'ensemble dans le membre de droite est mesurable, on a ’assertion.
(it) = (iii). Le résultat suit du fait que

{z:f(z) <a}=A{z:[f(z) 2 a}".
(iii) = (iv). cf. plus haut (i) = (ii).

(iv) = (i). ct. (i) = (iii). m

Exemple (i) Soit
1 size A
Xa(z) =

0 sixzé¢ A
On a donc
R sia<0
{z:x4(@)>a}=¢ A si0<a<l
D sia>1
et ainsi

X4 mmesurable < A mesurable.

(ii) Une fonction semi continue inférieurement ou supérieurement (et donc en
particulier une fonction continue) est mesurable, cf. Exercice 15.9. On rappelle
qu’une fonction est semi continue inférieurement si pour toute suite z,, — x on
a

liminf [f (z,)] > f ().

v—00

De méme une fonction est semi continue supérieurement si pour toute suite
T, — X on a

limsup [ (z,)] < f(z). &

V—00
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Proposition 15.22 Soient a € R, f et g : R — R mesurables, alors f +a, a f,
f+g, f—g et fg sont mesurables.

Démonstration (i) f + a est mesurable. En effet
{zeR: f(x)+a>a}={zeR: f(z)>a—a}

est mesurable.

(ii) a f est mesurable.
1) Sia =0 alors a f =0 et donc

D sia>0
R sia<O.

{w:af(w)—0>a}—{

2) Sia > 0, alors

{z:af(z)>a}={z: f(z)>a/a}

est mesurable.
3) Si a < 0,0on procéde de maniére analogue.

(#ii) f + g est mesurable. Soit
Eo ={z: f(2) +g(z)>a}.

Siz € Ey,onaa—g(z)< f(z). Par conséquent on peut trouver r, € Q (ou
les 7, sont une énumération des rationnels) tels que

a—g(x)<r, < f(z).

On a donc que si z € E, , alors

re{y: f(y) >min{y:g(y) >a—ry}

et ainsi

E.CF,=U Hz:f@)>rin{z:g(x)>a—-r,}.

IeS)
n=1

Réciproquement si z € F,, c’est a dire qu'il existe r, tel que f(x) > r, et
g(x)>a—ry,,alors x € E, et on a donc égalité et par conséquent, comme F,,
est mesurable, on déduit que F, est mesurable.

(iv) f — g est mesurable. Si g est mesurable alors —g est mesurable et donc
f — g est mesurable.

(v) f g est mesurable. cf. Exercice 15.11. m

Remarque Le résultat est valable si f et g : R — R U {z+00} pour autant que
frg#oo—cc. &

On rappelle que
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Définition 15.23 On définit

limsup f, = inf {Sup fu}
veN w>v

V—00

liminf f, = sup { inf fﬂ} .

v—o0 ven n>v

Remarque liminf f, < limsup f, (en effet iI;f fu < supf, ). Mais en général
=y u>
elles ne sont pas égales, en effet

fv=(-1)" = sup{f.}=1, ir>1f {fiy=-1. &
p2v n2v

On a alors

Théoréme 15.24 Si {f,} mesurables, alors sup{f,}, irelgl {fv}, liminf f, et
VGN v V—00

limsup f, sont mesurables.
V—00

Démonstration (i) Comme

veN

{o:smp s 0)> 0} - Q{x (@) > a)

on a le résultat

(71) Lassertion se déduit de la précédente en observant que

;Ielg (fy) = —sup(—=f,).

veN
(#i) Comme
limsup f, = inf {supfﬂ} ,
V—00 veN n>v

on obtient le résultat de (i) et (ii).

(iv) idem. m

Définition 15.25 Si une propriété a lieu sauf sur un ensemble de mesure 0,
alors on dit qu’elle a lieu presque partout et on note p.p..

Théoréme 15.26 Si f =g p.p. et si f est mesurable = g mesurable.
Démonstration Soit
E={z:f(z)=g(2)}.
Noter que E est mesurable, car

mes* (E°)=0 = E‘eM = FEeM.
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Définissons

Fo={z:f(z)>a} e Go={z:g(x)>a}.
Observer que, comme F, € M, on a

GoNE=F,NEecM.
De plus comme mes* (G, N E€) < mes* (E€) = 0 on déduit que
GoaNE“ e M.
Finalement comme
Go =(GuNEYU(G,NE®) =(F,NE)U(G,NE)

On a bien que G, € M et donc g est mesurable. m

Remarque (i) f continue et ¢ mesurable = f o ¢ mesurable (cf. Exercice
15.12).

(i1) Par contre 'assertion " f continue et ¢ mesurable = ¢ o f mesurable"

est fausse (cf. Exercice 41 page 45 de De Barra [10]). &

On conclut ici avec une notion que nous n’utiliserons pas.

Définition 15.27 On dit que f est mesurable au sens de Borel si pour tout
aeR

{z: f(2)>a}

est un ensemble de Borel.

Remarque (i) f Borel mesurable = f Lebesgue mesurable (on verra que
Iimplication inverse est, en général, fausse).

(#i) Le Théoréme 15.24 est aussi valable pour les fonctions mesurables au
sens de Borel.

(#i) On peut montrer que si f est mesurable, alors il existe g Borel mesurable
tel que

f=9 pp

(iv) Mais attention de la remarque précédente on ne peut pas inférer que le
théoréme (Théoréme 15.26) est vrai pour les fonctions Borel mesurables. En fait
le théoreme est faux pour les fonctions mesurables au sens de Borel (cf. Exercice
43 page 45 de De Barra [10]). En effet il existe f mesurable au sens de Lebesgue
mais pas au sens de Borel et il existe g Borel mesurable (méme g = 0) telles que

f=9 pp. &
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15.5 L’ensemble de Cantor

Cette section sera discutée dans les Exercices 15.6 et 15.7. On va le construire
de deux fagons équivalentes.

I) On commence par définir
Py =10,1]
P, =[0,1/3]U[2/3,1]
P, =[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9] U[8/9,1]
et ainsi de suite (& chaque étape on enléve a chacun des intervalles précédents de

longueur 1/3* un intervalle de longueur 1/35*1) de maniére & avoir (cf. Figure
15.1)

i CPy1CP,C--CPCP CE.

L’ensemble de Cantor P est alors P = () Pj.

k=0

0 1

P
0 1 2 1

3 3

P,
[ YRR e I T [ >
o 1 2 1 2 T8 1

9 9 3 3 9 9
P=(\P
k=1
Fic. 15.1 -

IT) Voici une deuxiéme fagon de définir ’ensemble de Cantor (cf. Exercice
15.7). Pour cela on aura besoin de la construction suivante. Mais commengons

par une discussion heuristique sur les développements décimaux, puis dans une
base quelconque.
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On peut clairement écrire un nombre a € [0,1] de maniére décimale, plus
précisément,

a:0,a1a2a3~~~zzl%—7; avec a, €{0,1,---,9}.
n=1

Le développement n’est en général pas unique et si l’on veut s’assurer de 'unicité
il faut faire une convention. Le probléme est uniquement pour les nombres de
la forme

10% avec 1 <p < 10" un entier.

Avant de voir cette convention, voyons deux exemples.
Exemple 1 : a = 1/2. On peut Pécrire soit comme

a=0,5 ie.ay=5>5eta,=0sin>2

ou avec
a=0,4999999--- ie.ag=4eta,=9sin>2

car alors (se rappeler que > >~ ;107" =1/9)
oo o0
an, 4 1 4 1 1 5 1
—_—— 9 —_— 9 _— Y = — = =
;wn 0" 7;210” 0" {9 10] 10 2
Exemple 2 : a = 1. On I’écrit comme

a=0,999--- ie.a,=9sin>1.
En se rappelant que Y2, 107" = 1/9, on a bien que
— a = 1 1
;#—9;W—9H =
Conwvention. Voici la convention. S’il existe un entier k tel que
ar_1 <8 et a, =9 pourtouslesn >k
alors les deux développements
a=0,a1 - ap_1ag---=0,a1 - ap_1999---
et
a=0,a1 -ag_1ar---=0,a1--(ag—1 +1)000---=0,a1 - (ap—1 + 1)
sont les mémes. En particulier ceci est consistant avec le fait que a = 1 s’écrit
comme a = 0,999 -+ (idem pour a = 0,5 = 0,4999999 - - - ).

On adoptera (si ’on veut I'unicité, mais sinon peu importe) la convention
avec un développement infini, sauf pour 0 qui restera 0.
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De méme si on choisit une base quelconque, mais nous aurons besoin seule-
ment de la base 2 et 3, on pourra écrire (cf. plus bas pour les détails sur le
développement ternaire) a € [0, 1] (avec la méme convention d’unicité que pour
le cas décimal) de la maniére suivante

o0
azO,alagag---:Z;—Z avec a, € {0,1}
n=1

> a
a:O,alagag--':ZS—: avec a, € {0,1,2}.
n=1

Voyons maintenant plus en détails (cf. Exercice 15.6 pour une présentation trés
légerement différente) le développement en base 3.

Développement ternaire Commengons par dénoter pour z > 0

max{n eN:n<z} siz>0
2] = i
0 siz=0

c’est & dire le plus grand entier strictement plus petit que x (c’est presque la
partie entiére). Par exemple

11] =0, [4/3] = 1.

Soit a €10, 1].
Etape 1. On définit tout d’abord

a1 = |3a].

Puis on définit ensuite a; par induction de la maniére suivante. On pose

k
~ a,
=D 5
n=1

|$

w

et on définit

Ap+1 = |_3k+1 (a - Eik)J .

Etape 2. On écrit alors n’importe quel a € |0, 1] de la maniére suivante

o0
Qn,
a=0,a1a0a3-- = 3

n=1

Si a =0 on écrit

a=0,000--- clestadirea,=0 Vn &
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Remarque Attention de nouveau a la non unicité du développement. Il y a
ambiguité pour les points de la forme

3% avec 1 < p < 3" un entier.
Par exemple (cf. plus bas)

L 0,0222222 L 0,1

- =0, ... avec ==0,1.

3 3

La construction ci-dessus privilégie la premiére solution. &

Exemple (i) Soit a = 1/3.
1) On trouve donc que 3a =1 et donc

QIZLIJZO = a; =0.
2) On a alors, pour k =1,
3k+1(a—2ik):32a:3 = w=|3]=2 = G=—==-

3) Pour k£ = 2, on trouve

On a ainsi obtenu que
a=0,02222--- .

(#i) Soit a = 1/7. Alors
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o [r(1-3)]-

a=0,22222---. &

Remarque (i) On va montrer
ar, =0,1,2

ce qui est équivalent & montrer, que pour tout k,
0<ar <2.

On va procéder par récurence. On a clairement
0<a; <2

Supposons que I'on ait montré jusqu’a 'ordre k£ que
0<ap <2

et montrons qu’alors a1 est bien défini et

0<apy <2.

1) Noter qu’alors

11—3k

k
_ 1
<@ <2y —=2-—°  —(1-3"
0= a= ;3" 5731~ (173

et donc
3 (0 — ) >0

ce qui implique que ax4+1 est bien défini et
Ap+1 = L3k+1 (CL — 5;€)J Z 0,
ce qui nous donne la premiére inégalité : ag41 > 0.
2) Montrons maintenant que a1 < 2. On a

k

o = B ) - o (- 8

k-1 q a
k+1 n k
(-5 )

et donc

k-1 a,,
Qhp1 = {3’”1 (a - anl 3—) - SakJ = (3.3 (a -3

)

an

)

k=1 a,,
n=1 3"

<ap+1

IN

13a,+3—3ax) = 3] =2.

361

) —Bak
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(#i) Si 0 < a < 1, alors il existe un et un seul développement ternaire. En
effet I’existence suit immédiatement de la construction. Pour 'unicité supposons
qu’on ait

a:O,a1a2~~:O,b1b2~-- .

Soit N le premier entier tel que ay # by . On a alors ay_1 = EN,l mais comme
anN = L3N (a — &N_l)J et bN = \‘3]\’ (CL *EN_1)J
on déduit que
an = by
et donc 'unicité. Attention : 'unicité dépend de la convention car, par exemple,

%:0,22072000000~-~:O7122222-~-.

(#1) Réciproquement si on a un développement ternaire, alors a € ]0,1]. La
démonstration est & peu prés évidente et nous ne discutons pas les détails. &

Ensemble de Cantor L’ensemble de Cantor P peut aussi étre écrit comme
P={a€l0,1]:a=0,a1a2a3--- avec a, =0 ou 2}.

Attention le développement ternaire n’étant pas unique, on comprend cela comme

a € P si et seulement si il existe un développement ternaire (il ne faut pas lever

Pambiguité) tel que

a = 0,a1a2a3--- avec a,, =0 ou 2.

Par exemple

0,1 =0,1000000---=0,022222---

0,2 =0,2000000---=0,122222--- .

Wl Wl

et donc, quand il y a ambiguité, on choisit celle qui convient, dans ce cas précis
la deuxiéme pour que 1/3 € P et la premiére de maniére que 2/3 € P.

Voici en résumé les propriétés de l'ensemble (cf. Exercice 15.7).
Proposition 15.28 Soit

P= ﬁpk.
k=0

Les propriétés suivantes ont alors lieu.
(i) P est compact.

(ii) P ne contient aucun intervalle.
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(iii) P peut aussi s’écrire comme
P={a€l0,1]:a=0,a1a2a3--- avec ay, =0 ou 2}.

iv) P est indénombrable.
v) P est mesurable et de mesure nulle.
vi) P est parfait.

(
(
(

Démonstration cf. Exercice 15.7 (nous ne discutons pas la cinquiéme pro-
priété). m

15.6 La fonction de Lebesgue et existence d’un
mesurable non borélien

On va montrer ici que

B cC M.
#

On aura pour cela besoin de deux lemmes. Le premier construit la fonction de
Lebesgue a partir de ’ensemble de Cantor.

Lemme 15.29 (Fonction de Lebesgue) Soit x € [0, 1] développé en base 2

00
€

T = n
= _2n
1

n

avec €, = 0 ou 1 (avec la convention, & part pour 0, qu’il y a une infinité de
€, =1). Soit f :[0,1] — [0,1] définie par

> 2€,
flx) = ;::1 S
Alors f([0,1])) C P, f est strictement croissante (et donc injective et mesurable).
Démonstration (i) On a
fao 1y cp

par définition de P.

(1) f est strictement croissante. En effet soit < y. On écrit le développe-
ment binaire (avec la convention ci-dessus) et donc

(Avec notre convention une infinité de a,, et de b,, sont non nuls et donc égaux
a 1). Comme z < y alors il existe k£ > 0 tel que

ap, = b, pour tout n <k
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et
apy1 =0< by =1

(par convention si k = 0, ceci veut dire que a; =0 < by = 1). On a ainsi

2 = 2(b, —ay,)
F@) = f@)=gmz + > —n >0
n=k+2
car
= 2(bp — an) =1 -2 = 1
Z 3n 2 -2 Z 3n kil Z qn—k—1
n=k+2 n=k+2 n=k+2
21 1
T gk+l 3n  gk+1°
n=1

(#i) Une fonction strictement croissante est nécessairement injective. Elle
est aussi nécessairement mesurable (cf. Exercice 15.10, mais c¢’est trivial) car

Ey,={zeR: f(z)>a}
est alors soit vide, soit un intervalle de la forme [a, +00] , soit ]a, +o0] , soit R,

qui sont tous mesurables. m

Remarque Attention ici notre convention dans le développement binaire est
capitale. En effet la fonction n’est pas bien définie sans notre convention. En
effet si on choisit, par exemple,

% =0,1 = 0,1000000... = 0,01111....

on trouve dans le premier cas

2
f(1/2) = 3 = 0,2 = 0,2000000...

alors que dans la deuxiéme représentation on aurait
1
f(1/2) = 3= 0,0222....

Avec notre convention, ¢’est la deuxiéme qui est privilégiée. Noter que du méme
coup la fonction f n’est pas surjective sur le Cantor. En effet 2/3 € P mais n’a
pas de préimage car on a

2
3= 0,2 = 0,2000000... = 0,122222....
Dans le deuxiéme cas on n’a clairement pas de préimage et dans le premier on
aurait

0,1=0,011111
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qui a comme image
% = 0,0222222....

et donc pas 2/3. &

On aura encore besoin du lemme suivant.
Lemme 15.30 Si f est mesurable et si B € B, alors f~1 (B) € M.

Remarque Le Lemme est faux si B € M (ceci a rapport a la composition de
fonctions mesurables, et est en fait démontré plus bas dans le théoréme). @

Démonstration Soit
A={BCR: f ' (B) est mesurable}.

Etape 1. Montrons que A est une og—algebre. Ceci suit immédiatement du
fait que (cf. Exercice 14.2)
fT®) =R

B = (F1(B)°
[t (:le Bi) = ;le F7H(By).

Etape 2. Montrons maintenant que B C A ce qui est I'assertion du lemme.
Comme B et A sont des o—algébres, le résultat suivra si on montre que les
intervalles ]a, b[ € A. Ceci est équivalent, par définition, &

1 (a,b)) ={z:b> f(x) > a} est mesurable.
Mais
{z:b>f(z)>a}={x: f(z)>a}tn{z: f(z) <b}
qui sont tous les deux mesurables (par la Proposition 15.21) et donc Ja, b[ € A.

]
On peut maintenant conclure avec le théoréme suivant.

Théoréme 15.31 B ; M.

Démonstration Supposons par I’absurde que B = M.

1) On considére V' C [0, 1] un ensemble non mesurable (cf. Théoréme 15.18).

2) Soit f la fonction de Lebesgue définie dans le Lemme 15.29 et soit
B=f(V)cr(o1crp

et donc B a mesure zéro (car P a mesure 0) et par conséquent (cf. Théoréme
15.7) B est mesurable. Par ailleurs, comme f est injective, on a

V=7"(B).

Comme, par hypothése absurde, B = M, on déduit du Lemme 15.30 que V' =
71 (B) est mesurable, ce qui est la contradiction souhaitée. m
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15.7 Exercices

Exercice 15.1 Soient J,, = |y, dy[ tels que

Ja,b[ C [a,b] C L]j In -

n=1

Montrer qu’alors
N
b—a< Zlong(Jn).
n=1

Indications. (i) Supposer et justifer que, sans perte de généralité, aucun J, n’est
contenu dans un autre J,, et que J, N [a,b] # (.

(ii) Ordonner les ¢, . En déduire un ordre pour les d,, et montrer l'inégalité
cn+1 <dp, Yn=1,--- N -1
Exercice 15.2 Soient A =[0,11NQ et € > 0. Trouver un ouvert O D A tel que
mes™ (0) <e.

Exercice 15.3 (i) Montrer que si mes* (E) =0, alors E est mesurable.
(ii) Montrer qu’un ensemble dénombrable a une mesure extérieure nulle.

(iii) En déduire qu'un ensemble dénombrable est mesurable.

Exercice 15.4 Montrer que la notion de mesure extérieure est la méme si on
choisit les intervalles de recouvrement ouverts, fermés ou semi-ouverts.

Exercice 15.5 Soit {En};:o:1 une suite d’ensembles. On définit, respectivement,
la limite inférieure et la limite supérieure de cette suite par

o0 oo
liminfE, = J () E, et limsuwpE,= (| U E..
n—oo m=1 n>m n—o0 m=1 n>m

Si ces deux limites sont égales on écrit simplement lim E, .
n—oo

(i) Se convaincre que

-z € liminf,,_, F, si et seulement si x appartient & tous les E,, , sauf en
un nombre au plus fini,

- x € limsup,,_, ., Fn si et seulement si x appartient & une infinité de Ey, .
(ii) Montrer que
liminf F,, C limsup E,, .

n— o0 n—00

(iii) Donner un exemple d’une suite d’ensembles {E,} telle que

liminf F,, # limsup F,, .

n— o0 n—00



Exercices 367
(iv) Montrer que si Ey C Ey C ---, alors

lim E, = (J E,
n=1

n—oo

et si de plus ils sont tous mesurables, alors

mes ( lim En> = lim mes(E,)

n—oo n—oo

(v) Montrer que si E1 D Ey D -+, alors
oo

lim E, = E,
n—oo /n/:l

et si de plus ils sont tous mesurables avec mes(Ey) < oo, alors
mes ( lim En) = lim mes(E,).
n—o0 n—oo

(vi) Montrer que si mes (E1) = oo, alors l’égalité précédente n’est en général

plus vérifiée.
Exercice 15.6 (Développement ternaire) Pour tout{a;},~, aveca; € {0,1,2},
on note 0, ayazaz - -+ le nombre

o0

a;

=

Considérons la construction inductive suivante : pour tout a € [0, 1], on pose

a1 = [3a]
=3 i>1

ai+1 = L3i+1 (a - Ziz)J ) Z 1.

avec

max{neN:n<z} siz>0
lz] = .
0 six=0.

(i) Montrer que pour tout i,

1
0<a—a; < —
Sa-a <5
et en déduire que tout a € [0, 1] s’écrit de la forme 0,a1a9 - - avec a; € {0,1,2}.

(ii) Montrer que pour tout a; € {0, 1,2}, alors 0,a1a9--- € [0,1].

(iil) Montrer que le développement ternaire d’un nombre n'est en général pas
unique (Indication : 1 =0.9999---).
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(iv) On adopte lidentification suivante : s’il existe k > 2 tel que a,, = 2 pour
tout n > k et ap_1 < 2 alors on identifie le développement

0,a1- - ap_12---2

0,1 (ar_1+1)0---0.

Montrer par l'absurde que, modulo cette identification, le développement ternaire
d’un nombre a € [0,1] est unique.

Exercice 15.7 (Ensemble de Cantor) Montrer la Proposition 15.28 (sauf la
siziéme propriété).

Exercice 15.8 (i) Trouver un ensemble mesurable E tel que mes (E) > 0 et tel
que E ne contient aucun intervalle.

(ii) Soit E un ensemble mesurable tel que mes(E) > 0. Montrer que pour
tout o € 10, 1] , il existe un ensemble ouvert O D E tel que

mes (E) > ames (O).
En déduire qu’il existe un intervalle ouvert I tel que
mes(ENI)>ames(I).
Indication. Appliquer le Théoréme 15.5 & un € > 0 bien choisi.
On rappelle maintenant la définition suivante.

Définition 15.32 Soit une fonction f: R — R.
(i) f est semi-continue inférieurement en zo € R si Ve > 0, 36 > 0,
|t —xzo| <0 = f(xo)—f(z)<e

f est semi-continue inférieurement (abrévié s.c.i.) si f est semi-continue infé-
rieurement en tout point rg € R.

(ii) f est semi-continue supérieurement en xg € R si Ve >0, 36 > 0,
|t —xol <0 = f(x)— f(xo) <e

f est semi-continue supérieurement (abrévié s.c.s.) si f est semi-continue su-
périeurement en tout point xy € R.

Exercice 15.9 (i) Montrer que si f : R — R est semi-continue inférieure-
ment, respectivement semi-continue supérieurement, alors pour tout o € R, les
ensembles

Go={zeR: f(z)<a}, respectivement F,={zxeR:f(z)>a}

sont fermés.

(ii) En déduire qu’une fonction semi-continue inférieurement ou supérieure-
ment est mesurable.
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Exercice 15.10 Montrer qu’une fonction croissante ou décroissante est mesu-
rable.

Exercice 15.11 Soient f et g : R — R mesurables. Montrer que les fonctions

2 fg, |f]

sont mesurables.

Exercice 15.12 Soient f continue et @ mesurable. Montrer que f o @ est me-
surable.

15.8 Corrigés

Exercice 15.1 (i) On peut tout d’abord supposer qu’aucun J,, ne contient un
autre .J,, , sinon on ’enléve car le résultat est alors a fortiori vrai. De méme on
peut supposer que J,, N[a,b] # 0, sinon on I'enléve aussi et le résultat est encore
vrai.

(#) On ordonne alors les ¢, de maniére & avoir
1< <Cn<Cpi1<--<eCn-
(#ii) Noter qu’alors nécessairement
di < <dp<dpy1 <---<dpn.
En effet si d,, < dj pour k < n, alors
e < cp < dp, <dg

et donc J,, C Ji ce que nous avons exclu.

(iv) De méme on a nécessairement
Cn+1 S dn .

Sinon
Cn < dp < Cp+1 < dpt1

et alors l'intervalle ]d,,, ¢, 1] ne serait pas couvert par Uﬁ;l Jn, . Montrons que
ceci conduit & une contradiction.
- Si
[a7 b] N ]dnv Cn+1[ 7& Q]
alors on a une contradiction avec le fait que |a, b| est couvert par U',]:/:l Jn .

- Si
[a, 0] N]dy, criei[=10

alors soit a < b < d,, < cp41 < dpy1 soit ¢, < dp, < cpy1 < a < b et donc soit
Jn+1 N a,b] = 0 soit J, N[a,b] =0 ce qui a été exclu.
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(v) On peut maintenant conclure

N N N N—

Zlong(Jn>:Z d _Cn ZZ d _Cn Z d _Cn+1

n=1 n=1 n=1 1=1
=dyv—c1>b—a. &

Exercice 15.2 Soit {a,}, y une énumération de Q N [0, 1] = A. Soit
O= U Jan—€/2" a, + /2" .
n=1

Il est évident que O est ouvert et que O D A. De plus

o0

mes” Zlong —e/2" a, + /2" ) < 25/2" —c. &

n=1

Exercice 15.3 (i) On rappelle que E est mesurable si et seulement si pour tout
ACR,
mes™ (A) = mes” (AN E) + mes* (AN E°).

Par sous-additivité, nous avons directement
mes” (A) = mes™ (ANE)U(ANE)) <mes* (AN E)+mes* (AN E°).
Comme

(ANE)CE = 0<mes"(ANE)<mes"(E)=0
= mes"(ANE)=0

et
(ANEYYCA = mes"(ANE°) <mes"(A)

on obtient bien
mes* (AN E) 4+ mes* (AN E°) < mes* (4).

(ii) Soit E = J,;°, {z»} dénombrable, avec z,, € R. Par la sous-additivité
de mes™* et le fait que les points sont de mesure nulle, on a donc

mes* (E) = mes” <n@1 {xn}> < nil mes* ({n}) = 0.

(i) Immédiat en utilisant (i) et (ii). @

Exercice 15.4 Nous allons seulement montrer ’assertion pour des intervalles
du type [an, by ; pour les intervalles du type |an, b,] et [an, b, [ la démonstration
est identique. Définissons

mes}(E):inf{zj(bn—an):If::[ambn]7 EcC 8]7{}
n=1

n=1
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On va montrer que
mes} () = mes™ (£), VECR.

Soit {Jan, bn[},—, un recouvrement ouvert de E; on a alors que {[an, by}, est
un recouvrement fermé de E, d’ou

S long (Jan, bal) = 3 long ([an, ba]) = mes} (E).

Ceci étant valable pour tout recouvrement ouvert {]a,,b,[} - , on a bien
mes”™ (E) > mes} ()
Soit € > 0 et montrons que
mes” (E) < mes} (E) + e,

ce qui nous donnera 'inégalité désirée. Soit un recouvrement fermé F,, = [a,,, by] -
Nous définissons ensuite des intervalles ouvert

I, = la, —€/2" b, + /2" [ D F,.

Nous avons
long (In) = long (F},) + 5/2”’

d’ou

Z long (I,) = e+ Z long (F,) .
n=1 n=1

Puisque {I,,} est un recouvement ouvert de F, nous avons
o0
mes” (E) < e+ Zlong (Fy).
n=1
Cette derniére inégalité étant vraie pour n’importe quel recouvrement fermé de
E, nous pouvons prendre I'infimum dans le membre de droite et obtenir
mes” (E) < mes} (E) +e. @
Exercice 15.5 (i) Evident.
o0
(it) Soit x € |J [\ En. Alors il existe M > 1 tel que

m=1 n>m

ze N En. (15.9)
n>M

Soit m > 1. Si m < M, alors par (15.9),

zreEyC U E,C U E,.
n>M n>m
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Si m > M, alors par (15.9),

Par conséquent, z € limsup,, ., En -
(#i) La suite d’ensemble {E,,} définie par

R sin est pair
() sin est impair

vérifie
liminf E, =0 alors que limsup E,, = R.
n—oo n—oo
(iv) Si By C E5 C -+, alors pour tout m > 1
N E.=E, e U E,=U En,
n>m n>m n>1
d’ou

o0
liminf E,, = limsup E,, = |J E,.
n=1

n—oo n—oo

On définit Fy = Fy et F,, = E,, \ Fy,—1 pour n > 1. On montre facilement que,
pour tout n € N|

et donc - -
UE.=U F..
n=1 n=1

Il est également clair que les ensembles F;, sont mesurables et disjoints. On
obtient ainsi

mes ( lim En) = mes ( U En> = mes < U Fn) = Z mes (F},)
n—00 n=1 n=1 ne1

et donc

mes ( lim En) = lim Zmes (F;) = lim mes <U FZ> = lim mes(E,).
n—oo i1 i=1

n—oo n—oo n—o0o

Observer que nous ne pouvons pas écrire
mes (F,) = mes (E,) —mes (E,_1),

car la mesure des E,, n’est a priori pas finie.
(v) Si 1 D E3 D -+, alors pour tout m > 1

UE.=E, e () E,= () En,

n>m n>m n>1
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d’ou -
liminf E,, = limsup E,, = () E,.

n—oo n—oo n=1
Si les E,, sont mesurables, alors pour tout n > 1, nous avons
mes(F1 \ E,) = mes (E;) —mes(E; N E,) = mes (F;) — mes (F,) .

Onaque By \ Ey C E1\ B2 C By \ E3 C -+, et donc, par le point (iv) et le
fait que mes (F1) < oo,

mes ( lim (E; \En)> = nh_)ngo mes (B \ E,) = lim [mes (Fy) — mes (E,,)]

n—o0 n—o00
=mes (F1) — lim mes(E,). (15.10)
Or,
n—o0 ne1 n—1 n— 00

Ainsi par (15.10), on obtient que

mes (E7) — mes ( lim En) =mes (F1) — lim mes(E,).

n—oo n— 00

Pour finir, on obtient le résultat soustrayant de chaque coté de ’égalité précé-
dente mes (E1) (cette opération est permise car mes (E7) < 00).

(vi) Pour tout n € N, on définit E,, = |n,00[ . On a clairement que E; D
E;D>---,mes(E,) =oc0et lim F, ={. Ainsi

lim mes (E,) = o #Ozmes(lim En) [ )

n—oo n—oo

Exercice 15.6 (i) Il y a trois choses & montrer.

- Soit {a;} la suite construite dans 1’énoncé et montrons que pour tout ¢ > 1
0< (a—d) <. (15.11)
3i
Nous savons que pour tout x > 0,
xz — |z] €10,1].

Pour ¢+ = 1, nous avons donc

~ [3a] 1
a-G=a- "3 —§(Sa—L3aJ)€[O,1/3].

Pour ¢ > 2, nous calculons

3(a—a;) = 3 (a—’di,l — %)

= 3 (a — Zii_l) — ng (a — 6i_1)J S [O, 1]
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d’ou le résultat.
- Montrons que a; € {0,1,2}. En effet, puisque 0 < a < 1, on a que 0 <
3a <3 et donc a; = [3al € {0,1,2}. En utilisant (15.11), on a que
0<3(a—a;) <1

et donc

0<3% (a—a;) <3 dotai =3 (a—a;)| €{0,1,2}.

- Montrons pour finir que a = 0,ajaz--- . Utilisant & nouveau (15.11), il

vient que
i
- a )
a—ai:a—zg—zeo lorsque ¢ — 0.
n=1

La suite {a;} a donc bien toutes les propriétés voulues.

(i1) Si a; € {0,1,2}, alors

= 2
0,&1&2"'§23—n:1.

n=1

i) Ona + =0,10---0=0,02---2.
3
(iv) Soient
0,a1az---=0,b1bg -~

deux développements non-identiques. Il existe donc k& > 0 tel que
Gn = by pour tout n <k et apt1 # bpta -

Sans perte de généralité, on peut supposer que ar+1 < bgy1 . Il faut montrer
que la seule possibilité est que

{ bry1 = app1 +1

(15.12)
am=2¢etb, =0 Vm>Ek+2.

Par (i), nous savons que pour des a,, € {0,1,2},

g—z T avec égalité si et seulement si a,, = 2 pour tout n > k + 2.
n=k+2
(15.13)
Montrons a présent (15.12) par I’absurde :
-si agy+1 =0 et b1 = 2 alors
2 = an 2 1
0=(0,br---) = (Oar-+) 2 o3 — S0 2361 et > O

n=k+2
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ol nous avons utilisé (15.13) pour la seconde inégalité;

- si agq1 + 1 = bpy1 et qu’il existe m > k+2 tel que a,, # 2 ou b, # 0 alors

1 N @y — by 1 1
0:<Oabl"')_(07a1“'):@_ Z 3n >3k+1_3k+1:0’
n=k+2

ol nous avons utilisé (15.13) pour la seconde inégalité. &

Exercice 15.7 (i) Comme chaque Py est fermé, on a que P = (., P est
fermé et donc compact puisque borné par [0, 1].

(i) Chaque P}, contient 2* intervalles fermés de longueur (1/3)*. Comme
P = ﬂzozo Py, il s’ensuit directement que P ne peut pas contenir d’invervalle.
En effet §’il existait un intervalle I C P avec long (I) > 0, il existerait alors k

assez grand pour que
1

3k
et donc en particulier I ne peut pas étre inclu dans Py . Contradiction.

long (I) >

(i) Posons

A:{azz%:ané{o,%},

n=1
et montrons que
A=P.

(C) Soit a =0, ajas - -- € A et montrons que a € Py, pour tout k > 1. Posons

k
ap = Z 3_n .
n=1
Par le point (i) de I'Exercice 15.6, nous savons que

0<a—ag< , VkE>1,

L=

d’ou
a € [Eik,?ik + 1/3k] .
Nous allons montrer par induction que cet intervalle appartient a Py .
- Pour k£ = 1, par définition de A, on a soit a; = 0, soit a3 = 2/3. Puisque
P, =[0,1/3]U[2/3,1],
alors on a bien
[@a1,a1 +1/3] C P

- Supposons que
[&’k,ak + 1/3]{} C b
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pour un certain £ > 1 et montrons cette inclusion pour k + 1. Par construction,
I'intervalle [Ek,&'k +1/ 3’“] C Py, engendre deux intervalles de Pyyq :

[k, ar + 1/3" U [ar +2/3"41, G + 1/3%] € Py
Puisque

Ag+1
3k+1

A1 = Qg +
alors, par définition de A, on a soit 41 = dy , S0it dpyq = ap + 2/351, d’on
~ k+1
(A1, Qg1 +1/3°H] C Prgr

(D) Soit a € P. On définit alors la suite {a;} de la maniere suivante :

a; =0 siae€0,1/3]
ap =2 siac€(2/3,1]

et ainsi de suite ax valant 0 si a se trouve dans le premier tiers de I'intervalle
de P._1 dans lequel se trouve a et 2 si a se trouve dans le troisiéme tiers de ce
méme intervalle. Par définition méme de la suite a; on a que

k

an 1

0<a- g 3—n§3—k;
n=1

il s’ensuit directement que a = 0,a1a2--- € A.

(iv) On utilise la méthode classique dite de la "diagonale de Cantor". On
sait par (iii) que tout élément a € P peut s’écrire

a=0,a1az2a3--+- avec a; =0 ou 2.

On remarque aussi que cette représentation est unique en utilisant la derniére
partie de I’Exercice 15.6. Supposons par I’absurde que P soit dénombrable et soit

a®,a® ... une énumération de P. Chaque a'? s’écrit donc a(¥ = 0, agi)ag) e
Pour tout ¢ > 0, on définit le nombre @ = 0,G;asy - - - par
ai =2 agz)

Ce nombre @ appartient a P et differe de tous les a("), ce qui est contradictoire.

(v) On commence par remarquer que P est mesurable puisque chaque Py
I'est. Ensuite, puisque P, est composé de 2% intervalles disjoints de longueur
(1/3)*, on a que

mes (P,) = (2/3)" — 0 lorsque k — .
Utilisant I’Exercice 15.5 (iv), on a que

mes (P) = lim mes(Py) =0. &

k—o0
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Exercice 15.8 (i) Soit E = R\ Q. Il est clair que E est mesurable et que
mes (E) = oo. Puisque que Q est dense dans R, il s’ensuit directement que E
ne peut pas contenir d’intervalles.

(i1) Soient 0 < o < 1 et E C R tel que mes (E) > 0. Soit

€ =mes (F) <§—1> > 0.

Par le Théoréeme 15.5, il existe un ouvert O O E tel que

mes (0) < mes (E) + ¢ = mes (E) + mes (E) (i - 1) _ mes(B).

d’ott

mes (E) > ames (0). (15.14)
Par le Corollaire 14.6, on sait que O se décompose en une famille {I,},
d’intervalles ouverts disjoints. Nous allons montrer que I'un de ces intervalles
vérifie I’assertion. Supposons par I’absurde que ce ne soit pas le cas; on a alors

pour tout n € N,
mes (EN1,) < ames([,). (15.15)

Utilisant le fait que les I,, sont disjoints et que leur union vaut O, on obtient

mes (E) = Y mes(ENI,) < Y ames(l,) = ames(0),

neN neN

ce qui conterdit (15.14). &

Exercice 15.9 (i) Montrons que si f est s.c.i., alors G, est fermé (la démonstra-
tion est identique pour f s.c.s.) Soit une suite {z,} C G, telle que z,, —» z € R
et soit € > 0. Comme f est s.c.i. en z, il existe § > 0 tel que

lz—yl<d = [fl@)<fy)+e
Par convergence de {x,} vers x, il existe N € N tel que
n>N = |v—z,] <0,
d’ou
fz) < flan) +e<ate

pour n suffisamment grand. Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on a
donc

[ (@) < a
c’est a dire x € G, ce qui prouve que G, est fermé.
) qul p q

(1i) Comme G, est fermé, il est mesurable. Par la Proposition 15.21, ceci
implique que f est mesurable. &



378 Mesure sur les réels

Exercice 15.10 Si une fonction f est décroissante (respectivement mesurable),
alors — f est croissante (respectivement mesurable). Il suffit donc de montrer que
si f est croissante alors f est mesurable, c’est a dire pour tout a € R I’ensemble

E,={zeR: f(x)>a}

est mesurable. On peut supposer sans perte de généralité que F, # 0, car
I’ensemble vide est mesurable. Soient xz,y € FE, , x < y. Comme f est croissante,
on a trivialement

[,9] C Ea,

ce qui implique que E,, est connexe et ainsi un intervalle, donc F, est mesurable.

En fait, on peut montrer que E, est nécessairement égal a I'un des quatre
ensembles mesurables suivants :

[a,oo[ ’ }CLOO[, [Z)a Ra

pour un certain a € R. &

Exercice 15.11 (i) Sia <0, on a
{z:f°(x)>a}=R
qui est mesurable. Alors que si « > 0, on trouve

{z:f?(2)>a}={z: f(z)>Va}u{z: f(z) < —Va}
qui est aussi mesurable.
(#i) Comme
1
fo=5((f+9°=f -7
est mesurable par (i) et par la Proposition 15.22.
(#ii) On a
|f| = max(f,—f)
est mesurable par la Proposition 15.22 et le Théoréme 15.24. &

Exercice 15.12 Il faut montrer que pour tout a € R, ’ensemble

(fo)™ (Jo,00) = " (f7 (Ju, o0])

est mesurable. Puisque f est continue, alors O = f~! (Ja, 00|) est ouvert, donc
borélien. Par le Lemme 15.30, puisque ¢ est mesurable, alors ¢ =1 (O) est mesurable.
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L’intégrale de Lebesgue

16.1 Intégrale des fonctions non négatives

Définition 16.1 On dit que ¢ : R — R est une fonction simple s’il existe
a1,a9,- - ,a, > 0 distincts et si

Ai={zeR:p(z) =a;}

alors

P @)=Y aia, (@)

(2) = 1 sizeA
XAl =1 o six ¢ A

ot

Remarque ¢ est mesurable si et seulement si les A; sont mesurables. &
Définition 16.2 (i) Si ¢ est une fonction mesurable simple alors
n
/(p = Zaimes(Ai).
i=1
(ii) Si f est mesurable et f > 0 alors

/f = sup {/ap :0 < ¢ < f, ¢ mesurable simple}

(iii) Si E C R est mesurable et f > 0 est mesurable, alors

[r=[rxe.

379
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. . b . .
Remarque Quand ce sera nécessaire, on notera R fa f pour l'intégrale de Rie-
mann. &

Proposition 16.3 Si ¢ > 0 est mesurable et simple alors les assertions sui-
vantes ont lieu.

(i) Les définitions (i) et (ii) ci-dessus coincident.

(ii) Pour tout E mesurable

/go:Zaimes(AiﬂE).
B

i=1

Joomafe

(iv) Soient E; des ensembles mesurables deux o deux disjoints et

(iii) Pour tout a >0

E=|JE.
i=1

K2

fr=2

Démonstration Cf. Exercices 16.1 et 16.2. m

Alors

Proposition 16.4 (i) Si f > 0 est mesurable, alors

f=0pp. < /fzo.

(if) Si 0 < f < g sont mesurables sur un ensemble E mesurable, alors

[r< ]
e

(iii) Si a > 0 et f > 0 est mesurable, alors

afi=[ar.

(iv) Si E C F sont mesurables et f > 0 est mesurable, alors

L]

(v) Simes(E) =0 et f >0 est mesurable, alors

| =0

En particulier si E =R, alors
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Démonstration (i) (=) Soit f = 0 p.p.. Si ¢ est simple et mesurable
0 < ¢ < f,alors ¢ =0 p.p.. Soient

Ai={z€eR:¢(z) =a; =0}

Ai={zeR:p(x)=0a; >0}, i=2,---,n.

On a donc que
et par conséquent
n n
/gp = Zai mes (A4;) = a; mes (A1) + Zai mes (A;) = 0.
i=1 1=2
De ceci on déduit immédiatement que

/f = sup {/4,0 :0< ¢ < f, ¢ mesurable simple} =0.

(<) Supposons maintenant que / f =0. Si on pose

En={x: f(z)=1/n}

/fZ/%XEnZO

(car —x g est une fonction simple < f) et on a ainsi
n n

alors

Oz/fz%mes(En) = mes(E,)=0.

Mais
{z: f(2) >0} = U A{e: f(@) = 1/n}
ce qui implique
mes{z: f(z)>0}=0 = f=0p.p.
(it) - (v) Cf. Exercice 16.3. m
Théoréme 16.5 (Théoréme de la convergence monotone) Soient f, > 0

une suite de fonctions mesurables f, (x) /' f (x) pour tout x € R (ce qui veut
dire que pour tout x fizé f, () < fy11 (x) etlim,_ fo (x) = f (z)), alors
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Démonstration Ftape 1. Comme la suite / fv est croissante et / fv < / f,

on a stirement
lim [ f, < / f-

Etape 2. Montrons 'inégalité inverse. Soit 0 < ¢ < f une fonction simple et
mesurable. On se fixe « € ]0,1[ et on définit Ey = 0 et

E,={zeR:f, (z) >ap()}.

Noter que
B, CE,41 et E,= U (Ek\Ek—1)~
k=1
On déduit par ailleurs que
[ee] o0
R=U E, = U (Bx\Fr_1)-
v=1 k=1

En effet si z € R et comme « < 1, on a que pour v suffisamment grand
f@)>fi@)>af(x)>ap(x) = xz€E,.

On trouve donc, par la Proposition 16.3 (iv) (les (Ex\ Er—_1) étant deux a deux
disjoints), que

v

fuZ/ fuza/ wza/ p=a / ¢
/ E, E, Ur_ (Bx\Ex_1) Z Ex\Ek-1

k=1
En passant a la limite on a

oo
lim fu>a Z/ ©.
vmee k=17 Ex\Er-1

Utilisant, & nouveau, la Proposition 16.3 (iv) et le fait que Ex\ Ej_1 sont deux
& deux disjoints et leur union est R, on déduit que

oo
lim fyzaZ/ go:oz/oo @za/gp.
v—00 i1 Y Ex\Er_1 o1 (BEN\Er—1)
En laissant o — 1 on obtient
lim [ f, > / %)
V—00
et ceci quel que soit 0 < ¢ < f une fonction simple. On a ainsi bien démontré
que
lim [ f, > / f-
V— 00

Ceci achéve la démonstration. m
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Théoréme 16.6 (Lemme de Fatou) Soient f, > 0 une suite de fonctions

mesurables, alors
/hm inf f, <lim mf/f,,.

Démonstration On pose

gv () = inf {f; (z)}

j>v

et on observe que g, (z) < g,41 () et

lim g, () = limint £, (2) = f (@).

Par ailleurs comme g, (x) < f,, (x) et / g, est une suite croissante on a
lim [ g, = liminf/g,, < liminf/fl,. (16.1)
V—00 V—00 V—00

On applique alors le Théoréme de la convergence monotone (Théoréme 16.5) a
la suite g, et on déduit que

/hminf fv :/ hm g, = lim [ g,.

En combinant l'identité ci-dessus et (16.1) on trouve

/liminf fv= hm /g,, < hmlnf/f,,
V—00

qui est le résultat souhaité. m

Théoréme 16.7 Soit f > 0 une fonction mesurable, alors il existe une suite
@, de fonctions simples et mesurables telles que p, (z) / f ().

Démonstration On divise la démonstration en quatre étapes.

Etape 1. On construit la suite de fonctions ¢,, de la maniére suivante. Soient
veN

Fy={w:V<f(w)}

Ey,k:{ als ()_Q’i}, F=12 0 02
G={x: f(z)=0}.

Observer que
v2Y

R=F,U {U Ey,k] UG, Yu
k=1

E,kNE,; =0, Vk#letVu.
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et
FNE,y,=E,sNG=F,NG=0, Vk=1,2,---,v2" et Vu.
On définit alors
k-1

Py = Z7XEM. tVXF, -
k=1

On va montrer, dans les étapes suivantes, que la suite {¢, } a toutes les propriétés
voulues.

Etape 2. Comme f est mesurable et positive on a clairement que 0 < ¢, < f
sont mesurables et simples.

Etape 3. Montrons maintenant que {¢,} est une suite monotone, c’est a dire

Pv ($) S <pu+1 ($) .

Comme
v2Y

R=F,U [U Emk} UG, Vv
k=1

on doit considérer quatre cas

xeF,11 & v+1<f(x)

ou
zreF\F,411 & v<f(x)<v+l
ou, pour un certain k =1,2,--- ,v 2",
k—1 k
.’EEEV)k <~ 0§?<f(x)§?§l/
ou

reG@ & f(x)=0.

Cas 1 :x € F,p1.Onaainsiquez € F et ¢, () =vet o, () =v+1
et donc le résultat suit.

Cas 2 : x € F, \ F,41 . Ceci implique que
o, (z) =v

et de plus
v< fx)<v+1.

On peut réécrire cela comme

(2t 41) -1 (v+1)2vF!

Et par conséquent x € E, 41 pour un certain entier

(2"t 1) <k < (v+1)277
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c’est a dire

kE—1
Py (T) = DY2sE
et ainsi ( ) )
Yty —-1 k-1
e, (x)=v= ST < S = Po (2)-
Cas 3 : x € B, , pour un certain k =1,2,--- ,v2". C’est a dire
k-1 k
< —
5 <f@) <5
et donc
(@) =22
x) = .
QOIJ 21,

Soit alors [ = 2k — 1, ceci implique en particulier que
1<i<p2rtt—1< (w12t

et ainsi I _—
WZQ—V<J£($)§—V—%
et donc

k—1 [—1
v :WS%H ().

¢, (z) =

Le résultat est donc aussi vrai dans ce cas.
Cas 4 : x € G. Cest a dire que f () = 0. On a alors

QDU ($) = <pu+1 ($) = O

et dans ce cas on a aussi ’assertion.

Etape 4. Montrons enfin que

ey (2) = f(2).

Cas 1. Si f (z) =0, alors ¢, (x) =0 et on a donc convergence trivialement.
Cas 2. S10 < f(x) < oo, alors

zx€F,, VYv>uvg(x)

et donc (comme E, ;N F, = 0, on déduit, comme f (z) # 0, que © € E, j pour
un certain k= 1,2,--+ ,v2¥)

ogf(x)—wl,(x)zIf(w)—%(wﬂS%

et ainsi

ey (2) = [ (2).
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Cas 3. Si f (x) = oo, alors
T € ﬁ F,

v=1

et comme ¢, (x) = v si x € F,, on déduit que

¢, () — f(2).

Ceci termine la démonstration. m

Corollaire 16.8 Soient f et ¢, comme dans le théoréme, alors

sim fo=[1

Démonstration Cf. Théorémes 16.5 et 16.7. m

Proposition 16.9 Si f,g > 0 sont mesurables, alors

/(f+g)=/f+/g.

Démonstration Cf. Exercice 16.4. m

Proposition 16.10 Si f, > 0 et mesurables, alors

/iﬂzi/h

Démonstration Cf. Exercice 16.4. m

16.2 L’intégrale générale
Notation
[ (x) =max{f(z),0} et [~ (x)=max{-f(z),0}. @

Proposition 16.11 Les propriétés suivantes ont lieu.
i f=rr-r.
(i) 191 = 1+ + 1.

(iii) f est mesurable & f* et f~ sont mesurables.

Démonstration Evidente. m
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Définition 16.12 (i) Soit f mesurable alors on dit que f est intégrable, et on
notera par la suite f € L* (R), si

[in<.

Dans ce cas lintégrale est définie comme

fi-fr-1r

(ii) Si f est mesurable et E est mesurable, on dit que f est intégrable sur E
si xp [ est intégrable (on notera plus tard f € L' (E)) et on note

[ 1= [xer

(i) Si f est mesurable et une des /f+ ou /f_ est finie, on note quand

[r=[r[r.

Remarque On remarque que

/If\<oo & /f+<oo et/f—<oo_

Proposition 16.13 Si f et g sont intégrables et si a € R, alors

fuieaf
[ra=[r+ ][

f=0pp. = /f:O

f<gpp. = /f§/9~

De plus si A et B sont mesurables et si AN B =10, alors

J 0=

Démonstration Elementaire comme dans Exercices 16.2, 16.3 et 16.4. m
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Théoréme 16.14 (Théoréme de la convergence dominée) Soient g > 0
une fonction intégrable et f, une suite de fonctions mesurables telles que |f,| < g
p.p. et

f(x)= lim f,(z) p.p.

V—00

alors f est intégrable et
lim [ f, = / f-
V— 00
Démonstration Etape 1. Comme |f,| < g, on a immédiatement que

If1<g pop.

Par la Proposition 16.4, on a

[in< s« [in< /s

Comme g est intégrable et positive on déduit que f et f, sont intégrables.

Etape 2. Par ailleurs g + f, > 0 et mesurable et, par le Lemme de Fatou,

/g—&-liminf/f,, = liminf/(g—i—f,,) Z/Iillrrigf(g+fy)

= /g—l—/liminff,,:/g—i-/ lim f,.
V—00 V—00
Mais comme / g < o0 on a donc

liminf/f,,z/ lim fl,:/f.

De méme g — f, > 0 et mesurable et, par le Lemme de Fatou,

/gfliisip/fyzlgqgf/(g*fy)Z/Iiurgggf(g*fy):/g*/f

ce qui implique
limsup/f,,g/f.
V—00

La combinaison de tous ces résultats donne le théoréme. m

16.3 Relation entre les intégrales de Riemann et
de Lebesgue

Voici deux théorémes qui relient I'intégrale de Riemann & celle de Lebesgue.
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Théoréme 16.15 Si f : [a,b] — R est bornée et R-intégrable, alors elle est

(Lebesgue) intégrable et
b b
R[ =]+
a a

Remarque Attention si le domaine est non borné ou la fonction est non bornée,
le résultat peut étre faux. Ceci provient du fait que pour qu’'une fonction soit
Lebesgue intégrable on requiert que

/f+dx<oo et /f_d:n<oo. ')

Le deuxiéme théoréme important qui caractérise l'intégrabilité au sens de
Riemann est le suivant.

Théoréme 16.16 Si f : [a,b] — R est bornée alors
f est R-intégrable <  f est continue p.p.

Exemple Soit

1 sizeQnlo0,1]
(z) = .

0 sizgQnio,1],

alors f est discontinue partout et n’est pas R-intégrable. &

Démonstration (Théoréme 16.15).

FEtape 1. Si f est une fonction en escalier (bornée) sur [a,b], ce qui veut
dire qu’elle est constante sur des intervalles I; , alors f est intégrable au sens de
Riemann et de Lebesgue et

b b
R/ f :/ f= Zai mes (I;) ou mes(l;) =long(I;).

Etape 2 : Rappel. (i) On rappelle que ¥ = ensemble des partitions de I = [a, b]
en un nombre fini d’intervalles, c’est a dire que o € X, si
c={a=xzo < w1 <z, =D>}.
Pour 0 € ¥ et pour k =1,--- ,n, on écrit
mg =inf {f () : 2p_1 <z < 2}
My =sup{f(x):zp_1 <z <z}
m=1inf{f (z):a <z <b}
M =sup{f(z):a<z<b}.
Comme f est bornée on a toujours

—co<m<mp <M, <M< 400, k=1,---,n.



390 L’intégrale de Lebesgue

(ii) On dénote par

et ainsi

(iii) On pose

et ceci implique

Etape 3 : Vérification du théoréme. Soit o, une suite de partitions telle que

1
0<%, —8,, <—. (16.2)
n

Soit a, la fonction en escalier telle que

an (¥) =My sizgg <z <z
et 3,, la fonction en escalier telle que

Bp(@)=my stz <z <z

alors

Soient (les fonctions sont clairement mesurables)

o =infa,, et B =supf, .
n n

Noter que

(z:a(@) —B@) >0 = U {z:alz) - @) > 1/k}.

k=1
Mais si a(x) — 8 (x) > 1/k, alors, comme «,, — 3,, > a — 3, on déduit que

ap () — B, () >1/k, VneN.
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Ceci implique que si
A=mes{z:a(x)— [ (z)>1/k},

alors,

mes{z : an (z) — 5, () > 1/k} > A
et, grace a (16.2),

> >

b
lZ/(ozn—ﬁn)z Vn (kfixt) = X=0.
n a

On a ainsi que

a(r)-fx) <~ YEkpp. = a=ppp.

e

Comme « > f > 3, a et 8 sont mesurables et a = 8 p.p., on déduit que
a=0=fpp. = [ estmesurable.

On a donc que f est mesurable et bornée, et donc f est Lebesgue intégrable et

de plus
R[5~ 6.2 [1< [ar=r[a,

en par conséquent en laissant n — oo on a

ofr-Js

Ceci termine la démonstration. m
On conclut la section avec la démonstration du Théoréme 16.16.
Démonstration (i) Montrons

f R-intégrable = f continue p.p.

On garde les mémes notations que dans le théoréme précédent. Soit o, telle
que

AR

0<s, —s

— n —On

<

On a vu que
mes{z:a(x)#LB(z)} =0.

1) Soit  un point d’une partition o, . Mais I’ensemble des points de toutes
les partitions o,, est dénombrable (chacune des o, a un nombre fini de points
qui la partitionne et on avait une suite, indexée par n, de telles partitions) et
est donc un ensemble de mesure nulle.

2) 1l reste donc & démontrer que f est continue en x pour autant que x ne
soit pas un point de la partition o, . Comme f est R-intégrable, on a

a(z) = f(x)=p(z).
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On va montrer le résultat par I’absurde. Si f n’est pas continue en z, il existe
alors € > 0 et z;, — x tels que

|f (z) — f(2)] > €
ce qui implique la contradiction souhaitée, & savoir
a(z) > f(z) +e
(i) Montrons la réciproque, a savoir :
f continue p.p. = f R-intégrable.

Soit o, une suite de partitions de [a,b] tel que 0,11 contienne les points
de o, et le plus grand intervalle de 0, a une longueur qui tend vers 0 quand
n — oo, alors

ant1 <a, et B, >0,

et donc
a= lim «a, e [= lim G,.
V—00

V—00

Si f est continue en x, alors pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que

sup f— inf f<e.
Jz—8,2+8] Jz—8,2+4]

Prenons n suffisamment grand pour que |z — §, x 4+ d[ contienne un intervalle de
on , on déduit alors que

ay (z) — B, (z) <e
Mais € est arbitraire ce qui implique que

a(x)=p(z).

Donc a = § p.p. Par le théoréme de la convergence dominée (se rappeler aussi
quea> f>p)ona

lim/an:/a:/ﬁzlim B
v—00 V—00

ce qui implique que f est R-intégrable. m

16.4 Approximation par des fonctions lisses
On "rappelle" la définition du support.

Définition 16.17 (Support d’une fonction) (i) Soient Q C R et f: Q —
R. Le support de f est défini comme

supp (f) ={z € Q: f(z) # 0}.
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Noter que le support d’'une fonction est toujours fermé. On dit que f est a
support compact dans € si

supp (f) CQ et supp(f) est compact.

(ii) On dit que f € Cy(a,b), si la fonction est continue sur |a,b[ et son
support est compact dans |a,b[ . Plus généralement on écrira f € C§ (a,b),
1 < k < 0o un entier, si la fonction est C* sur la, b[ et son support est compact
dans Ja, bl .

Exemple (i) Soit f (x) = sinx, alors

supp (f) = R.
(ii) Soit
) exp{ﬁ} sifz] <1
0 sinon

alors f € C§° (R) et
supp (f) = {z : [z[ <1}. &

On commence par les deux lemmes suivants.

Lemme 16.18 Soient —co < a < b < +oo et f € L' (a,b) (c’est a dire f :
la,b] — R intégrable sur]a,b] ). Alors pour tout € > 0, il existe g € Cy (a,b) telle

que
b
/ If —gl <e
a

Démonstration On va montrer par étapes successives (Etapes 1 et 2) qu’on
peut se réduire au cas ou f =1 et que ceci est alors trivial (cf. Etape 3).

FEtape 1. (i) En écrivant f = f* — f~ on peut se restreindre au cas ou f > 0.
En effet on approche f* par gt et f~ par g~ de maniére que

b b
/ !f*—gﬂé% et / lfT—g7| <
a a

[NeN e

On a en posant

[1s-a= [1r o+ [ —o|=e

(ii) De méme comme alors

que

b b
/ f=sup {/ p:0< < f, v mesurable simple} ,



394 L’intégrale de Lebesgue

il suffit de prouver le résultat pour une fonction simple. En effet pour tout € > 0
on peut trouver ¢ simple et mesurable telle que

b b b
€
/wé/f§§+/w-

Par ailleurs si on a le lemme pour les fonctions simples, & savoir qu’il existe

g € Cp(a,b) telle que
b €
o —gl <3
[rema<s

b b
/mf—ﬂ+/ﬁw—m
a a
b b €
/f_/éo+§§€-
a a

Donc a partir de maintenant on va supposer que

on déduit que

IN

Lﬂf—m

IN

£@) =Y aina, (@

avec i, Qig, - -+, ap > 0 tous différents.

(iii) Enfin en travaillant sur chacun des ensembles A; séparément, on peut
meéme supposer qu’il n’y en a qu’un seul et donc (sans perte de généralité on
suppose méme que o = 1)

f(@) =xa(2).
En effet on trouve g; € Cy (a,b) tel que

b €
Oéi/a ‘XAi*gi’SE~

Puis on pose
n
g = E Qi g;
i=1
et on trouve

b n b
/ ‘f_g|§204i/ ‘XAi—giISG.
@ i=1 a

Etape 2. Cette étape consiste & montrer qu’il suffit de prouver le lemme dans
le cas on A =]a,b].

(i) Montrons d’abord qu’on peut se restreindre au cas ou A est une union
finie d’intervalles. En effet comme A est mesurable on a, par le Théoréme 15.13,
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que pour tout € > 0, il existe une union disjointe et finie d’intervalles I;, i =
1,---,n(e), tels que si B=J;_, I; alors

mes(AAB) < ¢/2.

1 sizeB
Xp (T) =

Soit alors

0 siz¢ B

qui est une fonction en escalier. On a clairement que

/|XA—XB\ z/ dz = mes (AAB) < ¢/2.
AAB

Si on réussit & approcher x5 par une fonction g € Cy (a,b) ,telle que

/lXB_gl <e/2

on aura le résultat souhaité. Donc il suffit de considérer le cas ou A = B est une
union d’intervalles.

(ii) En travaillant sur chacun des intervalles séparément (comme dans ’Etape
1 (iii)) on a réduit la discussion au cas ou A = |a,b[ et f = 1.

Etape 3. Comme A = Ja,b[ et f = 1, on peut construire g de la manieére
suivante
0 siz € la,a+ ¢/4]
% siz€la+e/d,a+€/2)
g(z) = 1 siz€late/2,b—¢/2]
% size]b—¢€/2,b—e/4]
0 size]b—e/4,0].

Ainsi g € Cp (a,b) et de plus

0 sizela+te/2,b—¢€/2]

<1 sinon

/abf—glée

Définition 16.19 (Suite régularisante) Soit ¢ € C5° (R) telle que

@) =g (@) = <1_g(x>>:{

et donc

comme souhaité. m

>0, [p@) =0 sile|>1] e [/mso:l]

— 00
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On appelle suite régularisante la suite {¢,},y définie par

¢, () =ve(ve).

Une telle suite est, par exemple, donnée par

1
cex st x| <1
ooy { o)
0 sinon
400
ot ¢ est choisie de maniére & avoir / =1
— 00

Lemme 16.20 Soit {¢,}, oy une suite régularisante. Soient f € Co (a,b) et
+o0
L@ =G D@ = aa-nrw.
Alors, pour v suffisamment grand, f, € C§° (a,b),

[T in@les [T e

— 00

et
fu— f  uniformément.

En particulier, pour tout € > 0, il existe g € C§° (a,b) telle que

/ablfglge.

Démonstration Cf. Exercice 16.7. m

A T’aide de ces deux lemmes on a le résultat principal.

Théoréme 16.21 Soient —0o < a < b < +oo et f € L' (a,b) (c’est a dire
f :]a,b] — R intégrable surla,b[ ). Alors pour tout € > 0, il existe g € C3° (a,b)

telle que
b
[1r-gze

Démonstration Cas 1 : —00o < a < b < 4+00. La combinaison des deux
lemmes donne immédiatement le résultat.

Cas 2 : |a,b[ =R (idem pour |a, +oo] et |—00,b[). Pour v un entier on pose

XV(ZE)—{ 1 size]-v,v|

0 sinon

et on définit
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On a clairement que
Ifol < Ifl et lim f, (2) = f(2).
V—00
On déduit donc, par le théoréme de la convergence dominée que, pour v suffi-

samment grand,
€
_fl< =,
/|fl/ fI < 5

Par le Cas 1 on peut trouver, comme f, € L* (—v,v),

g€ Gy (—v,v) C G (R)

Jito=ai= [ in-al<5

En combinant les deux inégalités, on a le résultat. m

telle que

16.5 Les espaces L”

Définition 16.22 Soient —o0o < a < b < 400 et p > 0 (on considérera essen-
tiellement seulement le cas p > 1). On dénote, pour f :la,b] — R mesurable,

b 1/p
1l = ( / @) dx)

et on note (avec la convention que si f = g p.p. alors f =g)
LP (a,b) = {f : ]a,b[ — R mesurable telle que | f||,, < +oo}.

Remarque (i) Par la suite on ne distinguera pas deux éléments qui sont égaux
presque partout. En effet si f = g p.p. alors

11l e = llgllLe -

Et par conséquent si on veut que ||.||,, soit une norme, il faut adopter cette
convention.

(ii) Noter que dire qu'une fonction est dans L' c’est équivalent a dire qu’elle
est intégrable. &

Définition 16.23 Soit f : ]a,b] — R mesurable, alors on dénote par
[fll g = supess {[f[} = inf{a>0: [f (z)] <o p.p.}
et on note, avec les mémes conventions que précédemment,

L* (a,b) = {f : ]a,b] — R mesurable telle que ||f]|; - < co}.
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Proposition 16.24 (i) L? (a,b), 1 < p < oo, est un espace vectoriel sur les
réels.

(ii) Si —co<a<b<+oo et sil <p<2<qg<oo, alors
L™ (a,b) C L (a,b) C L? (a,b) C L (a,b) C L' (a,b).
(iii) Si —co < a < b< 400 et si f € L™ (a,b), alors
Tim 1l = 1 -
Démonstration Cf. Exercice 16.11. m

Théoréme 16.25 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f € L' (0,27), alors

2m 2m
lim f(x)cos (nx)dr = lim f(z)sin(nx)dz = 0.

Démonstration Par le Théoréme 16.21 on a pour tout € > 0 qu’il existe
ge € C§° (0, 27) telle que

27
[ 1@ - @l <
0

et donc .
/ |f (z)cos (nx) — ge (x) cos (nz)|de < e.
0

Par ailleurs, en intégrant par parties, on a

2m . 2T
1
/ ge (z) cos (nz) dx = Mgs (x)] —— / g, (z)sin (nx) dz.
0 n 0 nJo
En laissant n — oo (mais € fixé) on trouve que
2m

lim ge () cos (nx)dx = 0.
n—oo 0

Par conséquent comme

2 2
(x)cos(nax)dz| < / ge () cos (nx) dx
0 0
2
—I—/ |f (z) cos (nx) — ge (x) cos (nx)| dx
0
on obtient )
lim sup (z)cos (nx)dr| <e
n— oo 0

Comme € est arbitraire on a le résultat pour le cosinus (idem pour le sinus). m
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Définition 16.26 Soit 1 < p < co. On appelle exposant conjugué de p le
réel 1 < p' < oo défini par

avec la convention que si p =1 ou 0o, alors p’ = co ou 1 (noter que si p = 2,
alors p' =2).

Théoréme 16.27 (Inégalité de Holder) Si f € L (a,b) et g € LP (a,b),
alors fg € L' (a,b) et

/abfgs/abw < (/abup)l/p (/:|g|p’>w,

ou en d’autres termes
1fallpe < fllpe gl e -

Démonstration Etape 1. Commengons par une inégalité sur les réels. Si
X>0,Y>0et1<p< oo (cf. Exercice 16.10)
XPYv < X T Z/ .
p p

FEtape 2. Si ||f|l;» = 0 ou ||g||,»» = 0, 'inégalité est triviale car alors f = 0
ou g =0 p.p. et donc fg =0 p.p. et ainsi || fg| .. =0.

(i) Supposons donc que || f|| ., > Oet ||g||,,» > 0 et commencons par supposer
que 1 < p < oo. Posons

Al ) ( 9] )
X = Y = .
(|f||m ot Tl

On déduit (cf. Etape 1) que

1 P 1 P
|f gl g—( /] ) +_/< lg] >
”fHLPHgHLP’ p Hf”Lp p HQHLP’
et donc
b b b ,
p p
I <1/a|f| +1/a|g| N
IAlee gl = 2 A P Ylgl?,, 2 P
et ainsi

19l < WA lle gl o -

(ii) Discutons maintenant le cas p = 1 ou oo (sans perte de généralité sup-
posons p =1 et donc p’ = 00). On a tout de suite le résultat car

If gl =1flgl < |flllgll e PP
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et donc , ,
/ Fal = F ol < ol / =1 gl e
a a

Ceci termine la démonstration. m

Théoréme 16.28 (Inégalité de Minkowski) Soient 1 < p < oo et f,g €
L? (a,b), alors
If +9lle < 1Fllze + llglls -

Démonstration Les cas p = 1 et oo sont triviaux et nous discutons donc
seulement le cas 1 < p < co. Comme LP est un espace vectoriel (cf. Proposition
16.24 démontrée dans Exercice 16.11), on a que f + g € LP. On suppose que
Il.f +9ll.» # 0, sinon I'inégalité est triviale. Si f et g € LP, alors

f+glPter”

car (se rappeler que p’ =p/(p — 1))

b 1/[7/ b 1/?’
, (/ |f+g(p_1)”> =</ |f+gp>
LP a a

b 1z B
[ieear) =ittt
On déduit, par 'inégalité de Holder, que
b b 1 b 1
[irvar< [1ne1s4ar+ [lol-15+ g
a a a
< ISl (f+9"|

H|f+9|”_1)

1f+ g%,

N

.
£+, + lgllen o

Mais, par les calculs ci-dessus, on trouve

-1
If+9llfe < UFllpe + llgllzo) 1f +gll7s
et finalement
1f+9llee <1 fllze + gl

ce qui est le résultat souhaité. m

On a aussi un résultat d’approximation par des fonctions lisses (cf. Théoréme
16.21 pour le cas p = 1).

Théoréme 16.29 Soient 1 < p < oo et f € LP (a,b). Alors pour tout € > 0, il
existe g € C§° (a,b) telle que

Hf_gHLP § €.
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Remarque Par ailleurs il faut insister sur le fait que ce résultat est faux pour
p = 0o, car alors f serait aussi continue. @&

Démonstration La démonstration du Théoréme 16.21 peut étre facilement
adaptée au présent contexte. On va toutefois procéder un peu différemment.

Etape 1. On rappelle que pour z,y > 0 on a
(x+y)" <2071 (2P +yP).

Etape 2. On peut, sans perte de généralité, supposer que l'intervalle [a, b] est
borné. Pour cela on procéde comme dans la démonstration du Théoréme 16.21.

Etape 3. Montrons qu’on peut, sans perte de généralité, supposer que la
fonction f est positive et bornée.

(i) Commengons par montrer que f > 0. On applique le théoréme a fT et a
/et on trouve g*, g~ € C§° (a,b) de maniére que

b P b P
[lrr-aP<g o [1r-aP<g
a a

On pose ensuite g = g* — g~ € C§° (a, b) et on obtient

b b b
/|f—9|p§2p_1/ ’f+—g+‘p+2p_1/ ’f—_g—‘pgep

et donc le résultat.

(ii) Montrons maintenant qu’on peut supposer, en outre, que f est bornée.
Pour cela on pose

fU(x):min[f(:E)vV]'

On a clairement que

0<(f)P <f7 et lim f,(z)=f(2).

V—00

On déduit donc, par le théoréme de la convergence dominée que, pour v suffi-

samment grand,
— fIP < ——
/a 1o =1 <5

En appliquant le théoréme a f, on trouve g € C5° (a, b) tel que

— < —
/a [fo—9l" = 55

En combinant les deux inégalités on a le résultat.

Etape 4. On suppose donc dés maintenant que f > 0 et est bornée. On
applique alors Théoreme 16.21 a f est on trouve, pour tout § > 0, g € C§° (a, b)
tel que

b
Hf—g||L1=/ F—gl <.
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Montrons que, sans perte de généralité, on peut supposer que

0<g<|fllge -

(i) Commengons par montrer que g peut étre prise positive. Pour cela on
pose

g1 (z) = max[g (z),0].

Comme f > 0, on trouve

/ab|f—gl| = /gzo|f—91+/g<0fﬁ/gzof—g|+/g<0(f_g)
/g>0|f—g|+/g<0|f—g|:/ab|f_g|S(;.

(ii) On peut donc supposer que g > 0. Montrons que ’on peut prendre
9 < [1fll - Posons

IN

92 (v) = min[g (), || fll ] -
On déduit que

b
/If—gzl - / If—92\+/ - gl
a 9>l oo 9<fll Loo
U Fll e - >+/ f—g
> fll oo 9<|| fll oo

J
/g>|f|Loo )+/9<|If||u>o S
/

b
\+/ |f—9|=/|f—g|§5.
>”fHLoo 9<Ifll oo a

Etape 5. Montrons maintenant le théoréme pour f > 0 et bornée et pour g
comme dans ’étape 4. On trouve alors que

IN

A\

1/p 1/p
gl = (/If—gl”) S(/If—glllf—gll’iool)
< W= glP U = glli= < = gl @Il o) 7
< MPR|fl )R

On choisit alors ¢ suffisamment petit pour que
P (2 fll ) TP < e
Ceci termine la démonstration. m
Définition 16.30 Une fonction f : R™ — R est dite convexe si

fOz+A=Ny) <Af(@)+(1=X)f(y)
Vz,y e R" et VA €[0,1].
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Théoréme 16.31 (Inégalité de Jensen) Soient —oco < a < b < 400, ¢ :
R — R conveze et f € L' (a,b), alors

@(bia/abf(x)dx> < bia/abgo(f(:v))dx.

Exemple Choisir ¢ (z) = |z|" avec 1 < p < co. L’inégalité donne alors

p

bia/abf < bia/ablflrs%a/abﬂp.
[ Lb|f||2§(b—a)/ab|f|2

A7 < @=a) [z . &

Démonstration On va faire la démonstration seulement dans le cas ou ¢
est C''. On sait que ¢ est convexe si et seulement si

En particulier

IN

c’est a dire

et)>p(s)+¢' (s)(t—s), Vit seR.

Si on pose
1
b—a

S =

b
/f(ac)dx;éoo et t=f(x)

on a
@ (f(2)>p(s)+¢ (s)(f(x) —s).

Par ailleurs on a vu (cf. Section 15.4 et Exercice 15.12) que si ¢ est continue et

f est mesurable alors ¢ o f est mesurable (ici on a que ¢ est continue car on

a supposé que ¢ € O, mais on aurait la continuité sans cela car une fonction
convexe est nécessairement continue). En intégrant on obtient que

v

/w(f(w))dw (b—a)o(s) + ' (5) [/ f<x>dx—s<b—a>]

= (b-a)e(s)+¢ (s)[s(b—a)—s(b—a)

b
= (b—a)gp(bla/f(x)dac>.

Le théoréme est ainsi démontré. m

Définition 16.32 On dit qu’un espace vectoriel normé X est complet, si toute
suite de Cauchy converge, c’est & dire que si

lim |/, = fullx =0,

V,—00
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alors il existe f € X telle que
Tim £, — fllx = 0.
Théoréme 16.33 Si 1l <p < oo, alors LP (a,b) est complet. De plus si
lim ||f, — fll, =0
V—00
alors il existe une sous-suite f,, telle que
lim f,,=f »pp.
V;—00

Remarque (i) Pour que ||.||,, soit une norme, il faut vérifier que, pour tout
t>0,
[Eflle =t > IF +9lle < USfllLe +1lgllLe

(la premiére propriété est triviale et la deuxiéme c’est I'inégalité de Minkowski)
et

[fllp,=0 = f=0
et c’est pour ceci qu’'on a besoin de la convention que si f = g p.p. alors f = g.
(i1) On a donc que si 1 < p < oo, alors L? (a,b) est un espace de Banach.

(iii) Si on considére I’espace L? (a,b), alors c’est un espace de Hilbert si on
le munit du produit scalaire

b
(f;9) =/ f(z) g (z)dz.

(iv) Si 1 < p < oo, alors LP (a,b) est séparable (notion vue au cours de
topologie), mais L (a, b) n’est pas séparable. &
Démonstration Cas 1 : 1 <p < oco.

Etape 1. Soit {f,} une suite de Cauchy, alors il existe N (i) tel que

1 .
fo = fullpe < 570 vip 2 N ().

Soient v1 > N (1), vy > N (2),--- on peut donc choisir par induction une suite
croissante de v; telle que

<1
Lr = 9i -

||fl/i+1 - fVi

Etape 2. Définissons

k [e%s)
9k (:C) = Z }sz‘+1 (LL') - fl/i (.’L‘)| et g(.’l?) = Z }sz‘+1 (LL') - fVi (.’L‘)} .

On a clairement les deux affirmations suivantes.
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(i) L’inégalité de Minkowski donne tout de suite que
B
pat 2

(ii) La suite (gr)” > 0 est une suite de fonctions mesurables et telle que
(g (2))* /" (g (2))? (il se peut, évidemment que g(x) = oo) et donc par le
théoréme de la convergence monotone

b b b
lollz, = [ (@ = [ Jim ()" = tim [ gk = tim ol <1
a a F— —®Ja k—o0

Et donc g est finie p.p..

| /\

k
||gk?||LP < Z wa+1 - fVi

=1

Etape 3. On a donc que

?T‘

-1

ka (37) = fu1 (1‘) + (fV,+1 ( ) - fw (1‘))

1

3

converge absolument et p.p. vers

o

f( fl/1 +Z sz+1 fl/z( ))

pour tous les o le membre de droite a un sens et ailleurs arbitrairement (qui
est un ensemble de mesure nulle). En effet, pour presque tous les z, on a

|f(x) = fu, ( ‘<Z}f1/1+1 — fu. (@ )’— () — gg—1(x) = 0, sik— oc.

De plus on a, par construction,
f=1lim f,, p.p.
11— 00

FEtape 4. 1l reste donc a montrer que :

1) f € LP (noter que la fonction f n’est définie qu’a un ensemble de mesure
nulle prés, mais cela est compatible avec la définition des espaces LP);

2) toute la suite f, — f dans LP.
On va montrer les deux affirmations en méme temps. Donné € > 0, il
existe N (e) tel que

Hfl/_f}LHLPSE’ VvMZN(G)'

Par le lemme de Fatou on a

b b
I£ = £l = [ 17 = 4 <timint [ 15 - p P <@
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ce qui implique que f — f, € LP et comme f,, € L” on a que
f:f_fu+fu€Lp
et de plus ||f — full;» <€ Yu > N(e), ce quiest le résultat souhaité.

Cas 2 : p= 0.
Etape 1. On utilise le fait que

mes {z : |f ()| > [|fll =} = 0.

Soient
Ay = {x S () — fu (@) > | fv — quLoc} , VFEN
By ={z:|fy @) > [[full =}
Donc si
B = U, Ava| UIUZ, B,
alors

mes (E) = 0.
Comme {f, (x)} est une suite de Cauchy (au sens de R) Vz € E° on a que la
suite converge vers un élément f (z), c’est a dire
fo(z)— f(z), VaxeE°
En définissant arbitrairement la fonction f sur E, on a bien défini une fonction
mesurable f.
Etape 2. 11 faut encore montrer que :

1) f € L* (noter que la fonction f n’est définie qu’a un ensemble de mesure
nulle prés, mais cela est compatible avec la définition des espaces L°);

2) et f, — f dans L™ (et donc ici f, — f p.p., sans avoir a passer a une
sous suite).

Montrons les deux assertions simultanément. Donné € > 0, on peut trouver
N (e) tel que
[ foSullpwe < €& Vv,u>N(e).
Par conséquent si x € E€ et si v, > N (e)

‘fl/ (.’E) _f,u ($)| < Hfz/ _quLoo <e

(noter que N (e) est indépendant de x). On a donc, pour tout x € E€,
@)~ fu @) = lm [}, (@)~ fu (@) <e. V>N (o)

et donc
LI <|f = ful + | ful <|ful +€ pop-
On a donc f € L™ et de plus, comme |f — f,| < ep.p.,ona
Hf_f}LHLoc <e

comme souhaité. m
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16.6 Intégrales multiples

Les notions définies dans les sections précédentes (mesurabilité, intégrabilité,
espaces LP ...) se généralisent facilement & R™, les cubes remplagant les inter-
valles mais nous ne rentrerons pas dans les détails. Nous énoncerons, sans dé-

mounstration (cf. [25], pages 76 et 80), deux résultats importants qui permettent
de permuter les intégrales.

Théoréme 16.34 (Théoréme de Tonelli) Sif:R*"xR™ - R, f = f(z,y),
est mesurable, alors, pour presque tous les y € R™,

x —|f(x,y)| est mesurable sur R"

y— |f (z,y)| dx est mesurable sur R™
Rn

(et idem en intervertissant les roles de x et de y). Si de plus

/m (/ |f(m,y)|dx) dy < oo

alors f € L* (R x R™) | c’est & dire
/ |f (2, y)| da dy < oo.
R™ xR™

Théoréme 16.35 (Théoréme de Fubini) Si f € L' (R" x R™), alors, pour
presque tous les y € R™,

x— f(z,y) estintégrable sur R"

Yy — f(z,y)dz est intégrable sur R™
RTL

(et idem en intervertissant les roles de x et de y). De plus

/RnXRmf(x,y)dxdyZ/m dy Rnf(m,y)dx:/n dz Rmf(x,y)dy.

16.7 Exercices

Exercice 16.1 (i) Soient ¢,v deux fonctions simples et mesurables. Montrer

que
v<e = /wﬁ/%

ot lintégrale est ici celle définie pour les fonctions simples.

(ii) Montrer que pour les fonctions simples, les deux définitions d’intégrales
données au cours coincident (celle pour les fonctions simples et celle pour les
fonctions non négatives).
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Exercice 16.2 Soit ¢ une fonction simple et mesurable. Montrer les assertions
suivantes.

(i) Pour tout E mesurable

p= a;mes (A;NE).
/| > aimes (41 £)

Joomafe

(iii) Soient E; des ensembles mesurables deuz & deux disjoints et

(ii) Pour tout a > 0

o0
E=UE;.

=1

=2

Exercice 16.3 (i) Si 0 < f < g sont mesurables sur un ensemble mesurable E,

alors
/Efﬁ/Eg-
/fﬁ/g-

(ii) Sia >0 et f > 0 est mesurable, alors

af1=[at.

(iii) Si B C F sont mesurables et f > 0 est mesurable, alors

L=/

(iv) Simes(FE) =0 et f > 0 est mesurable, alors

[r=0

Exercice 16.4 (i) Montrer que si f,g > 0 sont mesurables, alors

/(f+g)=/f+/g.

(ii) Montrer que si f, > 0 sont mesurables, alors

/inzifn

Alors

En particulier si E =R, alors
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Exercice 16.5 Donner un exemple ot l’inégalité est stricte dans le Lemme de
Fatou (cf. aussi Exercice 16.6).

Exercice 16.6 Soit u, une suite de fonctions mesurables telles que |u,| < f
ou f e L' (R).
(i) Montrer que

/lim infu, <lim inf/u,, < lim sup/ul, < /lim SUp Uy -
V—00 v—00 vV—00 V—00

(ii) On dénote la fonction caractéristique d’un ensemble A par

1 sizeA
Xa (7) =

0 sinon.

Calculer les quatre intégrales de la question précédente pour la suite u, définie
par

{X[o,l] (z) v pair
Uy (x) = . .
Xj1,3) (&) v impair.
Exercice 16.7 Soient f € Cy(a,b), {¢,} une suite régularisante (cf. Défini-
tion 16.19) et
+oo
L@ =G N@=[ ea-nfwd. Yaek

—0o0

(i) Montrer que f, € C* (a,b) pour tout v > 1 et que f, € C§° (a,b) pour
tout v assez grand.
Indication : wutiliser le fait que supp (f) C ]a,b[ est équivalent o dire qu’il existe
€ > 0 tel que
fx)=0, Vze]-oco,a+elU]b—¢ 0.

(ii) Pour tout v > 1. montrer que

[T [,

(iii) Montrer que f, — f uniformément. En déduire un résultat de densité
entre espaces de fonctions.

Exercice 16.8 Soit f € L' (a,b), avec —co < a < b < +o00. Montrer que pour
tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout ensemble mesurable E C la, b|

mesE <46 = /|f(ac)|da¢§e.
B

Indication : Considérer la suite f, (x) = min{|f (z)|,v}.
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Exercice 16.9 Soit f € C' (R). Montrer que les assertions suivantes sont équi-
valentes.

(i) f est convexe.

(ii) Pour tout z,y € R,
f@)=fw+1 @ @—y).
(iii) Pour tout z,y € R,
(f' () = f' (@) (y —=z) = 0.

Si, de plus, f € C*(R), alors (i)-(iii) sont équivalents a
(iv) f" > 0.

Indication. /yf’ t)dt=f(y)— f(x).

Exercice 16.10 (Inégalité de Young) (i) Montrer que la fonction
log : R* =]0,4+00[ — R
est concave.

(ii) Montrer que sia>0,b>0 et 1 < p < 00, alors

1.4 b
ar b < —+ —
p

hSEES)

i L —1
oup—l—p, .

Exercice 16.11 (i) Montrer que L? (a,b), 1 < p < co est un espace vectoriel
sur les réels.

(i) Si—o<a<b<+ooetsil<p<q<ooalors L (a,b) C L (a,b).
Plus précisément, trouver une constante K = K (a,b,p, q) telle que

1l < KNI fllza -

(iii) Si —o00o < a<b< +oo et si f € L> (a,b), alors pli_,Igo”fHLP =|fll e -

Indication. Montrer les inégalités

limsup || ]| <[ £l o

p—00
timinf £l > 7]~ — €, Ve>0
en utilisant le point (ii) et en considérant l’ensemble

Ac=A{z € (a,;b): [f @) = [IfllL~ — €}
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Exercice 16.12 Soient 1 < p,q < 400, —00 < a < b < 400, f € L?(a,b),
g € L(a,b) et
Pq 1

= -
p+q r

D=
Q| =

(i) Montrer que sir > 1, alors fg € L" (a,b) et

1 gl <A lze llgllza -

(ii) Montrer que si T < 1 (par exemple p = 2 et ¢ = 1), alors, en général,

fg¢ L (aD).
Exercice 16.13 Soient E C R mesurable, a # 0 et b € R. On pose
F=aF+0.
(i) Montrer que F' est mesurable et
mes (F) = |a| mes (E).

Indication. Commencer par montrer que mes* (a E) = |a| mes* (E) pour tout
ECR.

(ii) Soient f € L* (F) et

g(@)=f(ax+b), z€kE.

ol [a= 1

Exercice 16.14 Pout tout v > 0, on définit

Montrez que g € L* (E) et que

h(u):max{kGN:2k§V}

v —2m®) B v—2") 41— 20
— V| =
1, { } + |:07 1/2 :| [ oh(v) 7’ 2h(v)

et fu, = xy, - Explicitement
i = Xo1: fe=Xo12: [3=Xupe1, f1=Xo1/4>
fs = X[1/4,2/4] » Jo = X[2/4,3/4] » Ir= X[3/4,1] » fs = X[0,1/8] """ -

(i) Montrer que f, converge dans L? (0,1), 1 <p < 0.
(ii) Montrer que f, ne converge (ponctuellement) nulle part sur [0, 1].

(iii) Trouver une sous-suite de f, qui converge presque partout sur [0,1].
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Exercice 16.15 Soit f € L? (R), 1 < p < co. Montrer que
+o00
lim lf(x+¢€)— f(x))Pdz=0

=0/

Indication : Montrer cela d’abord pour f € C§° (R) puis par approzimation en
utilisant le Théoréme 16.29.

Exercice 16.16 (i) Soit A un ensemble mesurable avec mes (A) < oco. Montrer
que
lin(l)mes (A+e)\ A) =0.

Indication. Utiliser I’Exercice 16.15.

(ii) Le résultat du point précédent est-il encore vrai pour A un ensemble
quelconque ¢ Plus précisément pour A C R un ensemble tel que mes* (A) < oo
a-t-on encore nécessairement

liH(l)mes* (A+e)\A) =07

€

Exercice 16.17 Soient
X={ueC' ([-1,1])tu(-1)=-1etu(l) =1}
I(u) = / W ()| da.

-1

Montrer, o laide de linégalité de Jensen, que T (x) = x satisfait & l'inégalité
I(w)<I(u), YueX.

Exercice 16.18 Soient 1 < p < 400, —00o < a < b < 400 et u,u, € L? (a,b).

(i) On rappelle que
u, — u dans LP

veut dire que
lim |lu, —ul|;, =0.
V— 00

Montrer que si u, — u dans LP, alors
lim |ju =||u .
Jim [l = Lo
(ii) On dit que u, converge faiblement vers u dans LP et on note

Uy, EN w dans LP

st (on rappelle que p' =p/ (p — 1) est lexposant conjugué de p)

b
lim (uy —u)v =0 pour tout v € L¥ (a,b).

V—00
a
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Montrer, a laide de l’inégalité de Hélder, que

u, — u dans L = w, EN u dans LP.

(iii) Montrer que siu € LP (a,b), alors [ul’~>w e L¥ (a,b). En déduire que
St Uy EN u dans LP, alors

b
lim (uy — ) [ul’ " u = 0.
V—00 a

(iv) On rappelle que, comme la fonction h : R — R définie par h (z) = |z|"
est conveze, on a, pour tout x,y € R, que

h(y)=ly" > h(z) +1 () (y —2) = |2[" +plaf" 2 (y —2).

Déduire, de l’observation précédente et de la question (i11), que si u,, 4w dans
LP, alors
liminf flu, ||, > flu] Lo -

(v) Soient a = 0, b = 27 et u, (x) = sin(vx). Montrer, & l'aide du lemme

de Riemann-Lebesque, que u, EN 0 dans LP.

Exercice 16.19 Soient u € L' (0,1) et f € C* (R) satisfaisant

lf@)—fW| <|z—y| Vz,yeR.

Soit F': R — R définie par

1
F(¢) :/0 f(tu(z))de.

Montrer, a laide du théoréme de la convergence dominée, que F est dérivable
ent =0 et calculer sa dérivée en ce point.

Exercice 16.20 Soient 1 < p < co et u,v € LP (0,1).
(i) Montrer, a l'aide de Uinégalité de Hélder, que

luP " v e L' (0,1).
(ii) Soientt € R et
1
F(t):/ lu () + £ (2)|” da.
0

Montrer, o l'aide de la question précédente et du théoréme de la convergence
dominée, que F est dérivable en 0 et que

F (0) :p/o ()P u (2) v () da.
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Suggestion. On pourra utiliser le fait qu’il existe v > 0 tel que
-1 -1
o+ tyl” — 1ol < v (o™ + Iyl ) 1yl (16.3)
pour tout x,y € R et pour tout t € [-1,1].

Exercice 16.21 Soient —0co < a < b < +oo, f € C* (R) et v, > 0 tels que

F© = F I <m (P +1l*)le—nl, vener.
(i) Montrer qu’il existe une constante v, > 0 telle que
FEI<y: (1+1°), veer

En déduire que siu € L3 (a,b), alors f (u) € L' (a,b).
(ii) Soient u,v € L3 (a,b). Montrer que u?v € L' (a,b).

(iii) Soient u,v € L3 (a,b) et, pour || < 1, on pose

cp(e)z/ F(u (@) + v (@) da.

Montrer, o laide des questions précédentes et du théoréme de la convergence
dominée, que @ est dérivable en O et calculer @' (0).

Exercice 16.22 Soit u € L? (0,1) satisfaisant

1
/0 u(x)y (x)de =0, V¢ e C5°(0,1).

Montrer que uw = 0 pour presque tous les x € ]0,1] .

Suggestions. Montrer que pour toute fonction ¢ € C§° (0,1)

1
Jul2 = / w(u— ).

Approcher u par une fonction ¢ € C§° (0,1) dans la norme L? et conclure.

Exercice 16.23 (i) Montrer que sin > 1 est un entier et x € 10,1], alors

nrsinx 1

_1+(nx)sgﬁ.

1 .
lim/ nxsmx3 d
n—oo o 1+ (nx)

(ii) Calculer
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Exercice 16.24 Calculer

+oo n
lim (1 + E) e 2 dx.
n—oo [q n

Exercice 16.25 Calculer, en fonction de o > 0,

2
+o0 y e Y

lim =
L

dy.
Exercice 16.26 Soit f, et f des fonctions mesurables sur ]0,1[ . On dit que
fn converge en mesure vers f et on note f, — f si pour tout € > 0

lim [mes{x €10,1] : |fn () — f(z)|>€}] =0

n—oo

(i) Montrer que si f, = f et fn 2% g, alors f = g p.p.
(ii) Montrer, par contradiction, que si f, — f dans L' (0,1), alors f, = f.
Exercice 16.27 Démontrer la généralisation suivante du lemme de Riemann-

Lebesgue. Soit u € C' (R) une fonction 2w —périodique, n € N et f € L' (0,2m).
Montrer (voir aussi Exercice 17.19) que

2m
(z)u' (nx)dz — 0 sin — oo.
0

Exercice 16.28 Soit f € L' (0,1). Pour x € [0,1] on définit

F(x):/ozf(t)dt.

Montrer, a l'aide du théoréme de la convergence dominée, que F' est continue
sur [0,1].

Exercice 16.29 Soientp > 1 et f,, f € LP(0,1) tels que
nlLH;O ”fn — fHLp((]J) =0.
(i) Soit 1 < q < p. Montrer, a l'aide de l'inégalité de Hélder, que

£l < WMz -

(ii) Montrer que si 1 < g < p alors
nh_{go an - f”Lq(oJ) =0.
(iii) Montrer que sip <7 et |fu|,|f|] < c p.p. alors

Jim lfo = fllro) =0
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Exercice 16.30 Soient uy,--- ,u, € L*(0,1). Montrer a l'aide de l’inégalité
de Hélder et par induction que

1 . 1 1 =
/<|u1|~--|un|>ns( - [ |un|)
0 0 0

4 <H||> (o) =TE( )

Suggestion. Observer que si u € L' (0,1), alors |u|% eL"(0,1).

c’est a dire

3=

Exercice 16.31 Soient 1 <p<qg<r < 0.
(i) Montrer que

feL* R)NL®(R) = felL*(R)

et
fel*®R) # felL'(R)

fel'(R) # [fel!(R).
(ii) Montrer, a laide de l'inégalité de Hélder, que

felPR)NL"(R) = [feLiR).
Exercice 16.32 Soient f : R — R, une fonction positive et mesurable et
hi (z) = || f(z), k=0,--,n.
(i) Montrer que si ho,h,, € L' (R), alors
hy € L*(R), k=1,---,(n—1).
(ii) Montrer qu’en général
hy € L'(R), VEk>1
n’implique pas hg € L' (R) .

Exercice 16.33 Soit f € L' (—1,1). On définit

1
V() =sup{/1f(w)s0’ (e)da s o € CL (~1,1) tel que o]y~ < 1}

et
BV (-1,1)={f € L' (-1,1) tel que V (f) < oo}.
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(i) Montrer que la fonction

0 sixel-1,0]
H(z) = ‘
1 siz€]0,1]
appartient ¢ BV (—1,1).
(ii) Montrer que C* ([-1,1]) ; BV (-1,1).

Exercice 16.34 Soient —0o < a < b < +00, u € L (a,b) (avec ||ul| . # 0)
etneN.

(i) Montrer que

n

et en conclure que

ST
a
(ii) Montrer que
b
| |TL+1
5 < lull
Jul"
a
(iii) En se rappelant que limy, o [||u|l o] = ||t]l = , déduire des deuz ques-

tions précédentes que

b
/ |u‘n+1
a
b

im |2 | =
ful”

a

Exercice 16.35 Soient —oo < a < b < +o0o et u € C* ([a,b]) avec u(a) = 0.

T
(i) Montrer, en écrivant u () = / o' (t)dt, que, pour tout x € [a,b],
a

u (@) < 1w/l 1 a0 -

(ii) A laide de la question (i) et de linégalité de Holder, montrer l’inégalité
de Poincaré, o savoir que, si 1 < p < 400, alors

||uHLp(a7b) <(b-a) Hu/”Lp(a,b) .

On traitera les casp =1, p=+o00 et 1 < p < 400 séparément.
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Exercice 16.36 Soient v > 0 et u, € L' (R) tels que ||uy|/;. <7 et
Uy — U p.p. quand v — o0.
(i) Montrer que uw € L* (R) et que |jul|;. <~.
(ii) Montrer, & Uaide du théoréme de la convergence dominée et de la question

précédente, que
lim [ [|(Juy| = [u| = [uy = u|)[[ 2] = 0.
V—00

16.8 Corrigés

Exercice 16.1 (i) Posons

n m
@ZZ%XA“ wzzijB]»
i=1 j=1

Puisque les A; sont deux & deux disjoints et recouvrent R et de méme pour les
Bj;, on a que, pour tout 7 et j,

m m
Xa; = ZXAmB]- et Xxp, = ZXAmB,- :
=1

i=n
Puisque ¥ < ¢ on a donc que

m

n n m
Zzbj XA;NB; < Zzal XA;nB; -
i=1 i=1 j=1

j=1
On en déduit directment que
bj <a; pour tout i,j tels que A; N B; # 0.

Il s’ensuit que

JEEED SUESEAES 9 sURSIEILLS
J=1 i=1 j=1
< Zn:iaimes(AiﬂBj) = zn:aimes(Ai) = /90_
i=1j=1 P

i) Soit o = S . a;x 4, . On doit montrer que
=1 Az

sup{/z/} : 1) simple et 1 < 4,0} = Zaimes(Ai).
i=1

(>) Puisque ¢ est simple et ¢ < ¢, on a donc

sup{/w:wsimple etwggo} 2/¢:2n:aimes(Ai).
i=1
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(<) Soit 9 une fonction simple telle que 1 < . Par le point (i), on a

[o<][e

En passant au sup sur les v, nous avons directement
n
sup{/z/; : 1) simple et ¥ < @} < Zaimes(Ai). '
i=1

Exercice 16.2 Les points (i) et (ii) sont élémentaires. Montrons (iii). Pour tout
ACR,ona
o0
ANE=JANnE;,
j=1
ot 'union est disjointe, puisque les E; sont par hypothése deux & deux disjoints.
Par additivité de la mesure, ceci implique

mes(ANE) = i mes(A N Ej).

j=1

Donc
ZmesA NE) zn:ZmesA NE; :izn:mesfl N Ej) (16.4)
i=1 i=1 j=1 j=11i=1

Dans la derniére égalité, la permutation des sommes est justifiée par le fait que
I'une des deux est finie. Pour conclure, nous utilisons le point (i) et I'égalité
(16.4)

oo n

/ ZalmesA NE) ZZ%IHGSA N Ej) Z/ . ®

j=11i=1

Exercice 16.3 (i) Pour toute fonction ¢ simple et mesurable telle que 0 < ¢ <

f < g, on a par définition
/wﬁ/g
E E

En passant au suprémum sur tous les ¢ < f simples et mesurables, on a bien

[/

(ii) Le résultat est trivial si a = 0. Si a > 0, alors pour tout ¢ < f simple et
mesurable, on a ap < a f. Alors par ’Exercice 16.2,

alf asupy [p:p<fr=supqa [p:p<f

® ®
%p{/ﬁwrawéaf}=ﬂf{/¢:¢§af}
/af.
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(ii) Si E C F, alors x5 < xp, d’ou par le point (i),

[i=[rxes =1

(iv) Si mes (E) = 0, alors xp = 0 presque partout, de méme pour f xp . Par
la Proposition 16.4 (i) montrée au cours, ceci implique

Af:/fm=o .

Exercice 16.4 (i) On doit montrer que pour tout f, g mesurables non négatives

o /(f+g)=/f+/g (16.5)

Nous procédons en deux étapes

Etape 1. On commence d’abord par montrer (16.5) pour des fontions simples,

mesurables et non négatives ¢ et 9. Il existe donc Ay,--- , A, et By,- -, By,
des ensembles mesurables ainsi que a1, - ,a, > 0 et by, -+, by > 0 tels que
n m
o= aixa, et =) bixg,
i=1 j=i

Il s’ensuit directement que

o+ = Z (a;i +bj)Xa,nB, -

1<i<n; 1<j<m
Utilisant le fait que les A; et B; sont des partitions de R, alors
mes ( Zmes (A;NBj), mes( Zmes (A; N Bj)
Jj=1 i=1

et donc

[w+v)

Z (a; + bj) mes (A; N Bj)

1<i<n; 1<j<m

= Z a;mes (A, N B;) + Z bj mes (A; N By)

1<i<n; 1<j<m 1<i<n; 1<j<m

et finalement

/§0—|—¢ Za,meb —I—Zb mes ( /cp—l-/w
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FEtape 2. Pour finir on montre (16.5) pour des fonctions f, g mesurables non
négatives. Utilisant le Théoréme 16.7 on sait qu’il existe {¢, }, {¢, } deux suites
de fonctions mesurables simples non négatives telles que

o,/ fet, g

On a alors que ¢, + v, /" f+ g. Utilisant le point précédent et le théoréme de
la convergence monotone, on obtient que

Juro=tim [ o) =tm [o+tm [v,= [1+ [0

d’ou le résultat.
(ii) Puisque f, > 0, alors

n oo
Y /Y e
v=1 v=1
Par le théoréeme de la convergence monotone et le point (i), on a directement

[ p= i [So g im ST [ =3 [ 8
v=1 v=1 v=1 v=1
Exercice 16.5 Soit
X[0,1 (z) v pair
Jo(x) = { 01 . .
Xj1,2 () v impair.
avec v > 1. On a alors

liminf f, (z) =0, VzeR

V—00
mais

/fuzla Vv >1,

Oz/liminffy<liminf/fl,:1. ®

V—00 V—00

Exercice 16.6 (i) Comme f — u, > 0 on peut appliquer le lemme de Fatou a
v, = f —u, et on trouve

/f—/limsupul,:/liminfvl, §1iminf/vl,§/f—limsup/ul,

et donc, en se rappelant que / |f] < o0,

lim sup/uu < /limsupul,.
V—00 V—00
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De méme comme f+wu, > 0 on peut appliquer le lemme de Fatou & v, = f+u,
et on trouve

/er/liminqu :/hminfv,, < liminf/vy < f+liminf/uy

et donc, en se rappelant que / |f] < o0,

/lim infu, <lim inf/ul,.
V—00 V—00

Comme trivialement liminf, _, o /u,, < limsup,_, . /ul, , on a bien obtenu le

résultat.
(1) On a liminf, o u, (z) = 0 et limsup,,_, , uy (z) = X[o,5) (z) . Par consé-
quent on trouve que

0:/1iminful, <liminf/ul,: 1 <1imsup/uy =2< /limsupul,:?). '

v—0oo V=00 V—00 v—00

Exercice 16.7 (i) Par définition d’une suite régularisante, on remarque d’abord
que pour tout v > 1,

supp () C [-1,1] = supp(p,) C [-1/v,1/v].

Par conséquent, pour tout z € R, le support de la fonction y — ¢, (x — y) est
inclus dans lintervalle [x — 1/v, 2 + 1/v], et donc on peut écrire

a:+,%
L= [ et (16.6)
Puisque ¢, € C§° (R), alors on peut dériver a l'intérieur de l'intégrale et on
obtient

1

x—&-u
ﬁ“@ﬂ=/‘ o® (@) ) dy, Vh>1,

d’ou f, € C* (R) pour tout v > 1.

Montrons que le support de f, est compact dans ]a,b[ dés que v est suffi-
samment grand. Il est évident que f € Cj (a,b) si et seulement si il existe € > 0
tel que

fx)=0, Vze|-oo,a+e€ NIb—e,+o0]. (16.7)
Nous allons montrer que
€ €
fu () =0, Vxe}—oo,a+§{ﬁ}b—§,+oo[ (16.8)

pour tout v suffisamment grand pour que 1/v < €/2, ce qui est équivalent a
fv € C§° (a,b). Soit x < a + €/2. Alors pour tout y € [vt — 1/v, x + 1/v], nous
avons

1 € €
y<z+-<at+s+5=ate
v 2 2
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d’ou, par (16.6) et (16.7), f, (z) = 0. De méme, f, () =0siz > b—¢€/2, ce qui
montre (16.8).

Remarque. On peut également montrer I’exercice en prouvant et en utili-
sant la formule plus générale

supp (f * g) C supp (f) + supp (g) .
(ii) Pour tout y € Ret v € N, on a
400 400 —+00
| ee-ni=rv | ewa-mi= [ eei-t

ou on a effectué le changement de variable z = v (z — y) . Par conséquent, en
permutant ’ordre d’intégration,

[ e < [T T ae-nirwlo]

—0o0 —0o0

_ /;°°|f(y)[/:°%(xy)d4dy
- /mlf(y)dy-

—0o0

(111) Nous allons montrer que pour tout € > 0, alors

[fo (@) = f (@) <€ Vaelab],

dés que v est suffisamment grand. Comme f est continue sur un compact, elle
est uniformément continue et donc pour tout € > 0, il existe 6 = ¢ (¢) > 0 tel
que

lyl<é = [flz—y)—f(@)|<e Vaelal)

Soit v > 1/6. En utilisant [¢ = [ ¢, =1 et le fait que

supp (¢,) C [-1/v,1/v],

on trouve

+oo
fo (2) — £ ()] s/ Fa—y) — @), @)dy

—o0
1/v

:/ 1 (z—y) — f (@) o, (v) dy

—1/v

1/v
< 6/ v, (y)dy = e.
—-1/v

Ainsi, toute fonction Cj peut étre uniformément approchée par une suite de
fonctions C§°, c’est a dire 'espace C§° est dense dans Cy. &



424 L’intégrale de Lebesgue

Exercice 16.8 Pour v € N on pose

fv (@) = min{|f (z)|, v} .

Le théoreme de la convergence monotone (ou le théoréme de convergence domi-
née) implique que, pour tout € > 0, on peut trouver v suffisamment grand pour
que

/ (|f ()| = fo (@) dz <
Q

Choisissons alors § = €/2v. On a donc que, pour mes E < 6,

NN e

/E|f<x>|dz:/Efy<w>dx+/E<|f<x>\—ﬁ(x))dxgymesmgge. N

Exercice 16.9 (i) = (i1) Si x = y, l'inégalité est triviale. Soient = # y et
0 < A < 1. Par convexité de f on a

1

S rA@—y) = fWl < f@)-f(y). (16.9)
Puisque
; f+th)—fly) . flytril@—y)—fy)
F) = }lblg%) h }\% Az —1y) ’

alors, par (16.9), on trouve

P ) (@ —y) = lim S [F -+ A —9)) ~ F W] < T (@)~ 1 ()
(#5) = (i) Pour z,y € R et A € [0,1], on a par hypotheése que

f@>2fQz+0-Ny)+A - Az+1-Ny)(z—y)

fW>fQz+0-=Ny) =2 Qz+(1-Ny)(z—y).

Multipliant la premiére inégalité par A et la deuxiéme par 1 — A\, puis sommant
les résultats obtenus, on obtient que

fAz+1=Ay) <Af(2)+ (1 -Nf(y);
et donc f est convexe.
(13) = (4i7) Pour tout z,y € R, on a
f@=fW+ 1) (-y)
f) = f@)+f () @y-=).

En combinant ces deux inégalités, on obtient directement (iii).
(#3i) = (i) Soient x,y € R. On suppose que x > y (lautre cas est en tout
point semblable). Par hypothése nous avons

[f () — f ()]t —y) >0 pour tout t € R
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et donc
f ()= f'(y) >0 pour tout t > y.

En intégrant on obtient
OS/I(f’(t)ff/(y))dt:f(x)ff(y)f(xfy)f/(y),

d’ou le résultat.

(#i) = (iv) Soit € R. En posant y = z+h avec h # 0, on a immédiatement
[ (@+h) - [ (z)
h
En passant & la limite on déduit le résultat, a savoir

i R~ (@)
h—0 h

> 0.

[ () =

> 0.

w) = (47) Soient x < y ('autre cas est en tout point semblable). On a
) ii7) Soient z < y (Paut t tout point blable). O
directement que

Og/yf”(t)dt=f/(y)—f/(ﬂc)

d’ou
(f)—f(2)(y—=z)>0. &

Exercice 16.10 (i) Une fonction f est concave si et seulement si — f est convexe.
Par l’exercice précédent, si f € C?, alors f est concave si et seulement si f” < 0.
La concavité du log découle donc directement de

1
log” (z) = -3 <0, V> 0.

(#) Soient a,b > 0et 1/p+1/p' =1, avec 1 < p < oco. Comme la fonction
log est concave, il vient que

1 1. 1 1 ,
log <—a”+ —/bp> > —logaf + —logb” =log(ab)
p p p p

et donc, par croissance et injectivité de log sur R% , on conclut

1 1 ..
—al +=b" >ab. &
p P

Exercice 16.11 (i) Soient f,g € L? (a,b) et A, u € R. Utilisant le fait que (par
convexité de la fonction © — xP), pour tout x,y € R,
o+ yl” < 277 (|2 + [yl”)

il est trivial de voir que
Af+upgeLP(a,b)
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ce qui implique directement que LP (a,b) est un espace vectoriel.

(1) Soit f € L7 (a,b). Supposons pour commencer que q¢ < oo. Il vient, par

I'inégalité de Holder, que
b r/a b 1-p/q
(/(UMWﬂ </“0

b b
L/uw=u/umu
(1l a)? (b —a)'~P/4.

On obtient donc finalement que

IN

11l < 11l (b= a)¥ 75

Supposons & présent que ¢ = co. Dans ce cas

b 1/p b 1/p
IfIILp=</ |f|p> s(/ |f||”m> =b—a)""||f~ . (16.10)

(#4) Utilisant (16.10), il vient immédiatement que
limsup [ f[| L, < [[fllp= -
pP—00

D’autre part, par définition de || f||; , on a que, pour tout € > 0,

Ae=H{z cla,b[: |f (@) = [[fll e — €}

est de mesure non nulle. Il vient alors

b
/’mpz/’UWZm%uuuummfap
a A

et donc )
11 1» = mes (A" (| fll . — €)-

On obtient par conséquent
liminf [ fllzy = (1flle —€)-
Puisque € est arbitraire, on a finalement que
tim i £ > 1£] -

d’ou le résultat. &

Exercice 16.12 (i) En effet si on pose

_ptq , _P+q
a=—— ¢e o =——-

q p
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on a que

a  «
On peut alors appliquer I'inégalité de Holder et on a

1
b b b a b ’
Prqg Prgqg Prqg bgo pPgo
Hngzf:/ ‘fg|p+q :/ |f‘p+q |g|p+q < (/ |f|p+q> (/ ‘g| p+q>
a a a a
s NTE [\ o
P e T T

- / Tk / 9 =W gl ET = 115 gl

a a

et ainsi le résultat.

2]

(i1) Comme 0 < r < 1, on choisit 0 < € < 1—r. Puis on observe que si a = 0,
b=1

f@)=aFT et gl@)=2T
alors f € L? (0,1) et g € L7(0,1) . Toutefois

[fol(x) =2 = [fg¢L'(0,1). &

Exercice 16.13 (i) Par divers résultats du cours (invariance de la mesure par
translation), on peut supposer sans perte de généralité que b = 0.

Etape 1. On montre d’abord que, pour tout ensemble £ C R, a # 0 on a
mes* (a F) = |a| mes* (E).

Supposons pour commencer que a > 0. On a

mes” (¢ E) = inf {Z (b, —an):aE C 9 ]ambn[}

:ainf{z<%"—%”> :ECU]%,%{}zames*(E).

Pour finir si a < 0, il vient

n

_a|inf{z <%”%") :Ecg]%,%{}—lalmes*(m.

mes” (a F) = inf {Z (b, —an):aE C Lnj ]an,bn[}

n

Etape 2. Montrons maintenant que

E C R mesurable, a #0 = a E mesurable.



428 L’intégrale de Lebesgue

Soit € > 0. Puisque E est mesurable, il existe un ouvert O O F tel que

€

mes* (O\ E) < al

Posons O’ = a O. Alors par 'Etape 1 on trouve
mes* (0" \ a F) = mes* (a (O \ E)) = |a|mes* (O \ E) <,
ce qui montre que a E est mesurable, et donc
mes (a E) = |a| mes (E).

(#) On commence par montrer le résultat lorsque f est mesurable simple et
non négative. Il s’ensuit que g est mesurable simple et non négative. Il existe
donc ¢1,---,¢, > 0 et Ay,---,A, C E des ensembles mesurables tels que

U~ 4; = E avec
n
9= ZCiXAi .
=1

De plus, il est élémentaire de voir que f vaut

n
f= Z CiXaA;+b -
i=1

Par le point (i) on a que
mes (aA; + b) = |a| mes (4;)

on obtient que
/f:Zci |a|mes(Ai):|a|/ g (16.11)
F = E

d’ou le résultat.

Lorsque f est arbitraire, on écrit f = f+ — f~. Utilisant le Théoréme 16.7,
on sait qu'il existe ¢ ' ft et ¢, / f~ deux suites de fonctions simples
non négatives. En invoquant 1’égalité (16.11) et le théoréeme de la convergence
monotone, on obtient directement le résultat recherché. &

Exercice 16.14 (i) Si1 < p < o0, on a

1
1
| fulle = mes (1,)"F =z — 0

et donc
fu— 0 dans LP(0,1).

(i1) Pour tout n € N, la collection d’intervalles {Ian,Iani1, -+, Ion+1_1}
forme une partition de [0,1]. Il en découle immédiatement que, pour tout x €
[0,1] et k € N, il existe 2, vi > k tels que

v¢lo et ze€l,.
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Ainsi, pour tout z € [0,1], il existe deux sous-suite de {f,}, notées { fy t

{fi} e telles que

}keN ¢

lim f(z)=0 et lim fi(x)=1
k—o0 k—o0
d’ou
lim f, (z) n’existe pas.
V—00
(#1i) Considérons la sous-suite
fr = for = X214, k=0
Alors pour tout > 0, il existe & > 1 tel que = > 27% d’on
klim fr(z)=0.
Si & = 0, alors on a trivialement
#nﬁ@%ﬂ

et donc

frx — 0 presque partout sur [0,1]. &
Exercice 16.15 Soit v,, > 0 tel que
(@+y+2) <7,@"+y"+2"), Va,yz=0.

Fixons 7 > 0. Par le Théoréme 16.29, il existe g € C§° (R) tel que

/R|g<z> 1@ e < 5

et donc, pour tout € € R, on a aussi

/R|9(33+6)—f(m+6)pdx§3—%,

Soit [a,b] tel que supp (g) C [a,b]. Comme g est uniformément continue, on
peut trouver 0 < § = ¢ (7) < 1 tel que, pour tout z € R,

. 1/p
le] <6 é»ﬂx+@gwﬂé<§;@j;:5)

ce qui implique

b+1 T
Lls@ro-g@paz= [ @t -g@pirs g
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Combinant les trois estimations on a que, pour || < 4,

Ue

/If(x+e)ff(z) e
R

/le($+6)*g(x+6)+g(w+e)*g(m)+g(x)*f(w) |Pda.

De ceci on déduit que
v < 7, [/ fata=gl+oPdt [lo@+d g
R R

+ [l - f @l
R
et donc
Ue < T.
Puisque 7 est arbitraire, nous avons le résultat. &

Exercice 16.16 (i) Soit f = x4 . Puisque f € L' (R), on a par l'exercice
précédent que

lim / Xa(@ —€) — xa () |dz = 0.

Comme
Ixa(z —€) —xa(z)]= X[(A4€)\AJU[A\ (A+€)] (z)

il s’ensuit que

/ IXa(z =€) = xa (2) |dz = mes ([(A+€) \ AJU[A\ (A+€)]).
Remarquant que
mes (A+¢e)\A) <mes([(A+¢)\AJU[A\ (A+¢€)])

on obtient immédiatement le résultat.

(ii) Le résultat est faux pour A quelconque. En effet soit A C [—1,2] len-
semble non mesurable construit dans le cours (cf. Théoréme 15.18). Cet ensemble
a en particulier la propriété suivante

(A+e)NA=0 pourtoutee Qnl—1,1]\ {0}.
I s’ensuit directement que, pour € € QN [—1,1]\ {0},
mes* ((A+¢€)\ A) = mes™ (A4 €) =mes* (A).
Remarquant que mes* (4) > 0 (sinon A serait mesurable), il vient donc que

251(1) mes” ((A+¢€)\ A) = mes” (A) £ 0,

e€QN[—-1,1]\{0}
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d’ou le résultat. &
Exercice 16.17 Par I'inégalité de Jensen, on a

4
1 1 4 1 1 1 1 4
- > = ") =1== | .
2[1'“' - 2[1“ 2/,1'“' ‘
Exercice 16.18 (i) Par 'inégalité du triangle on a

lellr = llww = ullpy < llwllpe < llullps + [l = ull L

et le résultat suit immédiatement.

(#i) On obtient de I'inégalité de Holder que, pour tout v € LP,

/ab(ul,—u)v

<l = wll o 0]l L

d’ou le résultat.

(iii) On trouve

p—2 4 ’ P P
(=], = [ bt =

o el . —92
et donc, par définition de la convergence faible (avec v = |u|’~ " u) on trouve

b
lim (uy — ) [ulP " u = 0.

V—00

(iv) On a, par convexité de h (z) = |z|, que

b b b 9
/'mﬁpz/’mv+p/‘WF (1, — 1)
a a a

b
—2
HM&ZMHH@/MpU%*M-
a

et donc

En combinant I'inégalité ci-dessus et la question (iii) on obtient

b
mmwwaawﬁﬂwm/mwwwwwzwm.
V—00 V=00 Ja

(iv) Le résultat est une conséquence directe du lemme de Riemann-Lebesgue
qui dit que si f € L' (0,27) et si u, (x) = sin (v ), alors

2m

lim u, f=0.

V—00 0
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Comme wu,, € L? (0,27) et v € L¥' (0,2x) C L' (0,2x), on infére que
2m

lim u,v=0 < uyi\OdansL”. a

V—00 O
Exercice 16.19 (i) Soit h € R\ {0} et soit la fonction f, : ]0,1] — R donnée

par
oy = L) =S O =1 Oule)

On a que fh — 0 p.p. dans ]0,1[ . En effet, commef est dérivable en 0, la
fonction

g(h) = f(hu(z))
est dérivable en h = 0 pour presque tout x € ]0,1[ ; et le résultat suit.

(ii) Comme f est globalement lipschitzienne, on a
|f (hu(z)) — f(O)] < [h] u(z)]
et done, pour presque tout = € ]0, 1],
o @) <L+ O lu@)]
(#i) On a que
1
F (0)=f (0)/0 u () de.
En effet posons X
L=f(0 d
£o) [ @

et remarquons que

F(h)_ﬁ;l(o)—hL:/o f(hu(w))—f(O)—hf’(O)“(x)dx:/o T (z) da.

h

On applique alors, grace aux deux premiéres questions, le théoréme de la conver-
) b
gence dominée et on obtient I’assertion. &

Exercice 16.20 (i) Par I'inégalité de Holder on obtient

v /o1 "“'plv‘f (/01 (|u|P1>;p—1)%l (/01 Mp)%
i (/ W,)% (/ '”"’)i = Jlull ol

(#) On pose, pour t € [—1,1],
u(z) +tv (@)|” —[u(z)]”

t

i

fi(z) =
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de maniére que
F(t) - F(0)

f:/olft(x)dx

On observe ensuite, a 1’aide de 'inégalité (16.3), que
@) <5 (lu@P o @)+ @) = g @)
Par la premiére question g € L' (0,1). Comme
tim fi (2) = plu (@) u (@) v (2)
on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée et trouver

_ 1
F'(O)zlimwzp/0 lu(z)]P % u(z)v (z)de. &

Exercice 16.21 (i) Par hypothese |f (£) — £ (0)] < v, [€]® et donc, si v, =
max {|f (0)|,v,}, on obtient

FEII O+ 7 Ie° <7 (1+16°).
On infére alors que
b b
[ s @aide <, b=+, [ fu@)ldo <o,

(ii) Par linégalité de Holder on trouve

’ b 2 : b 3 ‘ 2/3
Hu%HLl :/ |u2fu| < (/ (u2)2> (/ |v] ) = ||lulls vl s < oo.

(iii) On commence par observer que, si |¢] < 1 et comme |€+en|® <
2 (\§|2 + |e|2 \77|2) , alors, pour tous &,n € R,

‘f(£+677)—f(5)

D=L <y (et enlt 4 10) bl < 29 (17 + 1) b

Par conséquent, pour tout |e|] < 1 et pour presque tout = € ]a,b[, on obtient
que

'f(U(x)Jrev(w)) — f (u(z))

€

\ <G @ =2 (@ + @) @)

Par la question précédente on infére que G € L (a,b) . Comme

fu(x) +ev(z) - fulx) g

€

ffu@)v(@) pp. x€lab
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on déduit par le théoréme de la convergence dominée que
P (e) — (0 b
@’ (0) = lim [M} :/ f(u(z)v(x)de. &
€ a

Exercice 16.22 (i) Soit ¢ € C§° (0,1) telle que

lu =9l <e

(#) Par hypothése on a

1
/ u(z)y (z)de =0
0

1 1
]| 32 :/ u2d:£:/ u(u—)dz.
0 0

(#i) Par I'inégalité de Holder, on obtient

et donc

2
lullz> < llullpz lu =9l <ellullpe -
Comme € > 0 est arbitraire, on déduit ||ul|;» =0 et doncu=0p.p. &

Exercice 16.23 (i) On a clairement que I'inégalité est vraie car, pour n > 1,
niad —na®/? 41 > 0.
(i1) On a aussi que si z € [0, 1] est fixé, alors

. nx sinx
lim — =

Comme g (z) = 2~ 1/2 est intégrable, on peut appliquer le théoréme de la conver-
gence dominée pour obtenir que

1 .
T AL LU

Exercice 16.24 On pose
T\" —2z —x
ngn(ac):(l—i——) e et f(x)=e
n
et on observe que, pour tout x > 0,
fu(x) — f(x), sin— oco.
(i) Comme, pour tout x > 0,

0< fule) < f(2)
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et que f € L' (0, +00) , on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée
et on obtient

“+ o0 A\ “+ o0 “+ o0
lim (1 + —) e 2y = / lim f, (z)dx = / e Fdr =1.
n—oo Jq n 0 n—o00 0

(#1) On peut aussi appliquer le théoréme de la convergence monotone, car
0< fn(2) < fot1(z) < f(2)
et on a immédiatement le résultat. On a bien que f,, < f,41 car
d r\n—1
—fn(x):(l—i——) e?T>0. W
dn n

Exercice 16.25 On écrit

too 2 too 2
ye ye
/ o2 dy = / X]n o, +00] (y) d

o 1+54 . 1+
ou
1 sixé€la,b|
Xa (%) = 0 sinon.
On remarque que
2 2
ye ¥ | lyle™ I
X]n a,4o0] (y) @ = Xn a,+oo[ (y> 1+ Z—i <y (y) - |y‘ €

et que g € L' (R). Par ailleurs

ye v
1+ 4

n—oo

0 sia>0.

2
_ X (Y)ye ¥ sia=0
lim [X]na,+m[ (y) = { 10, ool )

On trouve donc, en invoquant le théoréme de la convergence dominée, que

+o0 R
) o0y ey’ / ye ¥V dy=1 sia=0
lim =~ dy = 0 '

0 si o > 0.
Exercice 16.26 (7). Comme
lf =gl <1f = fal + | fn — gl
on a que, pour tout € > 0,
{z:1f (@) —g @) > CH{az: |fa (@) = @) > /280 : [fu (x) — g (2)] > €/2}.
En passant a la limite on trouve

mes {z €]0,1] : |f (z) —g(z)]| > €} =0
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ce qui est le résultat souhaité.

(ii) Par contradiction supposons qu'’il existe une sous suite infinie {f,, }.-,
et des constantes c, € > 0 tels que

mes {z € |0,1] : |fn, (z) — f(z)] > €} >c.
Par conséquent
1
[ 1@ - s @l fon (@) = £ @)] > ce > 0.
0 {:v:|fn2. (a:)ff(a:)|>e}
D’ou la contradiction. &

Exercice 16.27 FEtape 1. Par densité on a pour tout € > 0 qu’il existe g €
C§° (0,2m) telle que

/Oﬁlf(fc)—g(w)ldw@

et dong, si |[u'| < M,

27
/0 f @) (n2) - g (2) o (na)|de < Me.

FEtape 2. Par ailleurs, en intégrant par parties, on a

2m

1 2w ,
—/0 g (x)u(nz)de.

0 n

2
/ g (@) (nz) dz = 9(2)
0

En laissant n — oo, on trouve que (car |¢’ (z)u(nzx)| < Mg (z)| et g(0) =
g(2m) =0) 2
lim g(x)u' (nx)dr = 0.

n—oo 0

Etape 3. Par conséquent comme

2 2m
() v (nz)de| < / g (@) (nx)dx
0 0
2m
[ @) ) - g @) o)) ds
0
on obtient o
lim sup (x)u (nz)dz| < Me
n—00 0

Comme € est arbitraire on a le résultat. &

Exercice 16.28 Soient z € [0, 1] et h,, — 0 tels que  + h,, € [0,1]. On a que

z+hy, 1
F(z+ha) — F (z) = / f () dt = / Xioasn (£) F (8) dt
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OU X[,2-+h,] €St la fonction caractéristique de [z, + hy]. Appelons

fn (8) = Xiz,aq-ha) (O F(2) -

Observer que |f,| < |f| et que f, — 0 p.p.. Le théoréme de la convergence

dominée implique que

lim [F(z+hy,) —F(z))]=0. &

n—0o0

Exercice 16.29 (i) Notons

a=- et o =——=——
q a—1 p—gq

On a, par I'inégalité de Holder, que
1 i 1 i
q — q'l
(L) = ([ 1)
1 = 1 - 0 1 5
(L) ([)7) (L)

(#i) Par la question précédente on trouve que

A0 = Fllpaony = Jim 1o = Flleon) =0

(#1i) Comme |f,|,|f] < ¢, on a que

1 1 1
T — _ P g _ £TP r—p _ P
/0 o f / o= FP 1 — FI77 < (20) / o f

Comme par hypothese || f, — f| ., — 0 on a le résultat. &

Exercice 16.30 Le résultat est trivialement vrai si n = 1. Supposons le montré
pour n — 1 et montrons le pour n. L’inégalité de Holder donne

/01 (lur] - Jun|) ™ = /01 aa | (Juz] - - [un]) ™
</01 (|u1|%)n)ﬁ (/01 ((|U2|~--un|)%)ﬁ>7

- (/ ull)% (/01<u2|---|un|>ﬁ)n7

En utilisant I’hypothése d’induction on obtient

[ttt (f 1) ([ e 1) 7

IN

n—1
n

3=
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ce qui est exactement ce que nous devions démontré.

Exercice 16.31 (i) On note que

Imﬁfiévw=Aﬁﬂﬂ“%ﬂmﬁ34UF4W$3WMl

et donc la premieére affirmation est vraie.
- Par ailleurs la fonction f =1 € L*™ (R) mais clairement f ¢ L7 (R).

- La fonction

f(x):{ |x|_% sizg]<letx#0

0 sifz[>1

est telle que f € L' (R) mais f ¢ L9 (R). En effet

1
d
fue=2 [ = —o
R ]
alors, comme 1 < ¢, que

1 1 1 |$|17% 1 2
/\f|=2/ |f|=2/ ol Fdo=2 2] = 2 <o
R 0 0 1 1 .

910

(i1) Ecrivons (« € |0, 1] sera déterminé ci-apres)

19 = [ f| ] fl0

et appliquons I'inégalité de Holder avec un exposant 8 & déterminer. On obtient

(B"=8/(8-1)

[1se= [isesieon < (o) ([ioee)

et donc on choisit « €0,1[ et 8 > 1 de maniére que

B
afqg=p et aﬁ’q:aﬁilq:r.

On trouve

et donc

i< (L) (L) T =

ce qui nous donne le résultat souhaité. &
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Exercice 16.32 (i) On a facilement que
k k
1Pkl 1 =/ ] |f($)|d$+/ |z f ()] da
lz|<1 |z|>1

<[ U@l [ el if @)
|z|<1 |z|>1
< lhollpr + l[fnll s < oo
(ii) Choisir
|z 7" si x| <letz#0
0 sifz|>1

ho(w)—f(w)—{
ce qui implique, pour tout k > 1,

e () lz|" ' siz|<letz#0
xTr) =
g 0 si|z| > 1

et donc hy € L' (R), Vk > 1, alors que hg = f ¢ L' (R). &

Exercice 16.33 (i) Clairement la fonction H € L' (—1,1). Par ailleurs, pour
0 € Cj(—1,1) tel que [|¢|; <1, 0n aque

’/_11H(37) ¢ (x)dw /01 ¢ (x)dw
et donc V (H) < 1.

(ii) Si f € C* ([=1,1]), alors f, f' € L* (—=1,1) et

=[p(1) = (0)=[p(0)] <1

1 1
‘/_lf(fv) ¢ (x) da /0 fr@) e @) de| < g llellpe < M-

On a donc clairement que C* ([—1,1]) € BV (—1,1). Le fait que C* ([-1,1]) #
BV (—1,1) suit de la question précédente. @

Exercice 16.34 (i) De 'inégalité de Holder on a que

b b iy | 7T b = b [Eay .
/ (" 1) < / (™)™ / ) - / W) (b 0y

On déduit que

nt1 n ' ul" b |U|n+1>n
(Foe) "= o = AT %b 7
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ce qui donne le résultat souhaité

|u|n+1
[l o
Lor < =ag < lull o
(b—a)" |u|n
a
Comme lim,, o [||u| 2] = |Jul| ~ et limy, o (b—a)l/n = 1, on déduit le

résultat. &

Exercice 16.35 (i) Comme u (z) = / u’ (t) dt, on trouve, pour tout = € [a, b],

T b
w@l< [ WOl [ Old= [l -
(i) Cas : p = 1. On trouve, en intégrant l'inégalité dans (i) que

[ull 21 oy < (b= @) 10| 1 a0y -

Cas : p = +00. De l'inégalité dans (i) on obtient

b b
|u ()] S/ |’ (£)] dt < HU'HLoo(a,b)/ dt < (b= a) [u']| oo (q )

et donc
l[ull poc (a,p) < (0= @) 10| poc (g, -

Cas : 1 < p < +00. On trouve, en intégrant I'inégalité dans (i) que

b b 1/1’ b 1/10/
u@l< [ < ( / |u'|”> ( / 1P'> = b= )" [l oy



Corrigés 441

et ainsi

b 1/p
T P— <j/|u(wﬂpdw>
a

b 1/17
((b_a)p/p HU/HIL),P(U,,b)/ dm) =(b-a) Hu/HLP(a,b) Y

IN

Exercice 16.36 (i) Le résultat suit du lemme de Fatou car

full s = [ 1ol < timint [ ] <.
V—00

(#i) Appelons
fo=lu| = |u] = |u, —

et observons que
[l < lul + [(Juw| = |uy —ul)] < 2]u].

On peut donc appliquer le théoréme de la convergence dominée (car |f,| — 0
p.p. et u € L') pour déduire que

Jim (] = ol = fo = ull 2] = Jim [ 1] =0,
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Quatriéme partie

Analyse de Fourier
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Chapitre 17

Séries de Fourier

17.1 Introduction
Les séries de Taylor cherchent & représenter une fonction comme somme
(infinie) de polynomes, par exemple

+oo  n

egjzz% z € R.

n=0

On sait que pour qu’il existe un développement de Taylor, il faut des hypothéses
de régularité tres fortes sur la fonction considérée.

Les séries de Fourier cherchent a représenter une fonction périodique
comme somme (infinie) de sinus et cosinus. Plus précisément si f : R — R
est une fonction périodique, c’est a dire qu'il existe T' > 0 tel que

flea+T)=f(z), VzeR,

peut on ’écrire comme

“+o0
_ o (2™ . (2mn
f(x)= 5 +7;{an005 <—T az)—&-bnsm <_T .7,‘>}

Noter que si c’est le cas, un calcul formel donnera (cf. plus loin) que

2 (T 2
an = T/o f(x)cos(%x)dm, n=0,1,2---

2 (7 2
b, = T/o f(z)sin(%z)dx, n=12-.-.

Par la suite on écrira le plus souvent le développement de Fourier sous sa forme
complexe. Pour cela, a ’aide de la formule

e'* =cosx+isinx

445
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on peut démontrer que la série s’écrit alors (cf. plus bas)

2mn 2mn

“+oo . T .
i . 1 —q
f@ =Y e T on cn:f/o @ e T “da

n—=——oo

17.2 Préliminaires
17.2.1 Quelques espaces fonctionnels

Le propositions suivantes sont élémentaires (cf. Exercices 17.1 et 17.2).

Proposition 17.1 Si f : R — R est une fonction T—périodique et f € L' (0,T),
alors, pour tout a € R, f € L' (a,a+T) et

/(la+Tf(x)dx:/on(ac)dx.

Proposition 17.2 Soient m,n € N\ {0}, T > 0, alors

T
2 2
/o sin(%x)cos <$m> dr =0
g/Tsilﬂ %—naﬁ sin —27me dx = 0 sim#n
T Jo T T 11 sim=n
2/T 2mn 2mm d 0 sim#n
= cos | —uz|cos| —uz|dx=
T /o T T 1 stm=n.

On va maintenant rappeler les notions suivantes.

Définition 17.3 On dit que f : R — R est continue par morceauzx si pour
tout compact [a,b], il existe

a=ap<a; <---<apy1 =0

tels que, Vi =0,1,--- ,n, f|]ai,ai+1[ est continue et
xh~>nz% f (ZE) = f (ai + 0) et zlégn+l f (.’E) = f (ai+1 — 0)
:c>a: z<a;+1

existent et sont finies.

Définition 17.4 Soient f : [a,b] CR - R et 0 < o« < 1. On dit que f est
Hélder continue avec exposant o € |0,1] (et on note f € C%*([a,b])), s’il
existe une constante v > 0 telle que

If (@) = fWl <vlz—yl*, Va,yeclab].

St =1, on dit aussi que f est Lipschitz continue.
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Remarque Par abus de notations, on écrira parfois, quand o = 0, C° ([a, b]) =

%% ([a,b]). 4

Exemples (Exercice 17.4) (i) Soit o € [0, 1], alors la fonction f, (z) = z* est
dans C% ([0,1]).
(ii) Par contre la fonction

{0 siz=0
flx) = —1/logz sixz€1]0,1/2]

est continue, mais n’est pas Holder continue. &

Proposition 17.5 (i) Soient f,g € C% ([a,b]), alors fg € C*® ([a,b]).
(it) Si 0 < a < B <1, alors

(1 0,1 (g 0.8 (Iq 0,2 ([q 0 (la .
€ ([a.b]) ¢ €' (b ¢ O ([a.b]) ¢ € ([a.b]) ¢ € ([a.b)

Démonstration Cf. Exercice 17.3. m

17.2.2 Les noyaux de Dirichlet, Fejer et Poisson
Proposition 17.6 (Noyau de Dirichlet) Soient N € N et

N .
Dy (z) = Z e'n®
n=—N

alors
2N +1 st x = 2km
Dy (z) = sin[(N+1)z] sz £ 2
sin[%]
ou k €Z et

1 s
%/_WDN(ac)dle.

Démonstration (i) Si © = 2kw avec k € Z, on a trivialement Dy (2km) =
2N + 1.

(ii) Supposons donc que z # 2kw. Comme

N iz \N+1
§ einac _ 1 - (6 )

_plT
= 1—e

—1 N i\ IN+1 i i \N+1
inx —inc 17<€ 230) € ZI*(E ZI)
1 — et 1 — et
n=—N n=1
;o\ — N
e“”) -1

1 — etz
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et donc
N T i Ml Lt Ml G
Z - — el - iz | ix iz
n=—N 1—e® —e [eT _6—7]
= <em)N+% — e_m)NJr% _ sin [(N+3) =]
T T T

Par ailleurs

™ N ™ ™
Dy (z)dz = Z / e”””da::/ dx = 2.
ne_NY-T -7

—T
Ceci termine la démonstration. m

Proposition 17.7 (Noyau de Fejer) Soient N € N et

e
Ay (z) = N Z D, (x)

alors
N st x = 2km
Ay (:I?) = sin| &2 2 1—cos(N z .
% |: sin[%]]:| = N(i(is((:osa:g st # 2km
ou k €7 et |
Py Ay (x)de =1.

—T

De plus Ay > 0 et pour tout § € 10, 7]

sup [Any (z)]—0, siN— oo
o<|z|<m

(attention le résultat est faux si 6 =0, car An (0) = N ).

Démonstration (i) Si x = 2krw avec k € Z, on a Dy (2kw) = 2N + 1 et
donc (c’est facile a voir par induction)

1 N-1 N2
n=0

C’est clair pour N = 1. Supposons le montré pour N et montrons le pour
(N+1).

N N—-1

1 1
n=0 n=0
N2 42N +1

= —:N+1.
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(ii) Supposons donc que z # 2kw. Comme

(em _ 1) Dy (z) = (em _ 1) zn: pike zn: (ez’(k—i—l)x _eikx)
k=—n k=—n
= ¢tz _ —inz
on a
N-1 N—1
(¢ =1) Y Dufw) = 3o (e - eine)
n=0 n=0
Par conséquent
N-1
(e7'* —1) (' —1) Z D, (x)
n=0
N-1
_ (e—zw o 1) Z (ei(n-l-l)z e—inw)
n=0

n=0
N-1 N-1

_ (ezna: ez(n+1)z) + (efznz 72(n+1)z)
n=0 n=0

= 1-e"")+(1-e"N*)=2(1 —cos(Nx))

Enfin comme
(e —1) (¢'" —1) =2 — " —e71* = 2(1 - cosx)

on a le résultat a savoir (en utilisant la formule 2sin® 6 = 1 — cos (26))

AN = T eoss) ~ N | o [%]

2
~l—cos(Nz) 1 [sin [MW
(iii) Par ailleurs par la proposition précédente on a (se rappeler que Dy = 1)
r o N-l

N—-1
s 1 s
7ﬂAN(z)d$:/ﬁN ;Dn(x)dxzﬁ n; 7ﬂDn(z)d:r:27r.

(iv) Le fait que Ay () > 0 vient de (ii).
(v) Soit 0 €]0,7], alors cosz < cosd pour tout § < |z| < 7 et donc par (ii)

sup [An (2)] € ——

——— — 0, si N — oo.
5<|z|<n N (1 —cosd)

Ceci termine la démonstration. m
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Proposition 17.8 (Noyau de Poisson) Soient 0 <r <1 et

+oo
P.(z)= Z plnlgine

n=—oo

alors

P, (z) Lo b2 p@de—1
 (z) = et —  (x)dz = 1.
1—2rcosx + r2 27

—T

De plus P, > 0 et pour tout 6 € ]0, 7]

sup [P-(z)]—0, sir—1
5<al<n

attention le résultat est faux si 6 =0, car P, (0) = 3£ — oo, sirT — 1).
1-r

Démonstration Exercice 17.17. m

17.3 Définitions et exemples

Définition 17.9 Soient N > 1 un entier et f : R — R une fonction T'—périodique
(i.e. fx+T)=f(x),VYx)et fe L (0,T). Soient n €N et

2 (T 2
an:?/o f(x)cos(%nx)dx, n=0,1,2---

2 [T 2
anT/O f(x)sin(%x)dm, n=12-..

1) On appelle série de Fourier partielle d’ordre N de f et on note

N
2 2
Fy f(x)= % —s—Z{a"cos <$m> + b, sin (%x)}
n=1

2) On appelle série de Fourier de f la limite, quand elle existe, de Fy f (x).
On la note

“+oo
Ff(x):]\}iinooFNf(x):%—&—Z{ancos <%Tnx> + by, sin (%Tna:)}
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Remarques (i) Dans tout le reste du chapitre on préférera (mais c’est la méme
chose, au vu de la Proposition 17.1) considérer des intervalles plus symétriques
et on choisira alors [—%, %] au lieu de [0, 7] et on écrira les coefficients

2 /T/ 2 (27m ) 2 (T2 _(2mn
ay, = — f(x)cos| ——x|dx et b, = —/ f@)sin | ——z | dz
T J 1/ T T J -7/ T

et de méme pour les coefficients complexes (cf. la proposition ci-dessous)

21

1 [T/ L N
= — T .
Cn T /T/2 f ($) € dz

(ii) On va faire un calcul formel pour montrer que si la série est bien définie,
les coefficients doivent étre comme ci dessus. Faisons le pour 7' = 27. Si donc
c’est vrai que la série converge vers la fonction on doit avoir

+oo
f(x)= G_Qo + Z {am cos (mz) + by, sin (mz)}.

m=1
En multipliant par cos (nx) et en intégrant on a

1 2m ao 2m
= (x)cos(nzx)de = — cos (nz)dx
™ Jo 27 0

+o0 2m
Am
+ —/ cos (mx) cos (nz)dx
m§_1{ = (m ) cos (

27
—I—b—m/ sin(mx)cos(nm)dm}.
™ Jo

Par la Proposition 17.2, on déduit que si n = 0, alors

1 27
— d =
A f(x)dz =ag
et si n # 0, alors
1 2w 27
- (z)cos (nz)dr = — cos? (nx) dr = a,
m™Jo ™ Jo

et idem pour les coefficients b,,. #

Il sera beaucoup plus pratique d’écrire les séries de Fourier sous forme com-
plexe.

Proposition 17.10 (Série de Fourier complexe) Soit f et F f comme dans
la définition, alors

N 21 21

i ——x 1 /2 —1 T
Fy f(z)= Z cne T ot cn:T/ fx)ye T dax.
n=—N —T/2
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Démonstration Faisons pour simplifier la démonstration seulement dans
le cas T' = 2. 1l suffit de s’apercevoir que si n > 0

a, —1by, ag ; a, +1by,
Cph=—————, CH=— ¢€ Cp=——
2 079 2
et que
a N
Fyf(z) = —O—i—Z{ancos(nx)—i—bnsin(nx)}
2 n=1
a N (a ib an+1b
_ % n n o inx n n _—inx
- 2+;{72 gnoy Intih, }

Ceci termine la démonstration. m

Voyons maintenant des exemples.
Exemple Trouver la série de Fourier de f (z) = cosx avec T' = 27.

Discussion On remarque immédiatement que, la fonction donnée étant paire,
b, =0, Vn. De méme on observe que a, =0, Vn # 1 et que

2
a; = — cosxcosxdr = 1.
™ Jo

Par conséquent

Fyf=0, Fif=cosx, Fnf=Ff=Ff=cosxz, VYN. &

Exemple Soit

f(x):{ 1 size|0,n]

0 size[m2n|

et étendue par 27 périodicité a R. Trouver la série de Fourier de f, comparer

Ffetf

Discussion On détermine tout d’abord les coefficients de Fourier. On trouve

1 /" 1 [ 1 [si 7
aoz—/ dr=1 et an:—/ cos (nz)dr = = {M} =0, Vn>1,
™ Jo ™ Jo ™ n 0

et donc
0 si n est pair

2 . . .
— Sl n est impalr.
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On obtient (par anticipation) ainsi

2 £ sin ((2n 1 1) sin (20 + 1)x) sizel0,n
sin ((2n + .

; g = 0 size]m2n|

F =
A 2n+1 )
1/2 siz=0,7 27

1
2
et en particulier, si x = /2,

LU T,
o+l 4]

Convention : A partir de maintenant pour simplifier on prendra toujours 7' =
27 et donc (en se rappelant de la Proposition 17.1)

1

or J_

Fn f(x Z Cne u ¢, = f( Ye " dr. M

On a le résultat suivant qui lie les sommes partielles de Fourier et le noyau
de Dirichlet.
Proposition 17.11 Soient N > 1 un entier et f : R — R une fonction
2m—périodique et f € L' (—m, ). Si
1 (" -
Fy f(z Z cn e ol ¢ = — f(x)e """ dx,

2 J_,

alors
Fyf(z / Dy (=) f (4) dy.

De plus

Pef@ =5 [ Dx@i-nd=5- [ Dxw @)y

—T

Remarque En utilisant les notations de I’Exercice 17.13, on peut écrire

Fy f=Dnx*f
ou pour f,g € L' (—m,7) des fonctions 2r—périodiques on écrit
1 s
(frg)@)=o- [ flz—t)g(t)dt. &

Démonstration (i) On a, par définition du noyau de Dirichlet (cf. Propo-
sition 17.6),

N

i = 3 |5 [ rwe dy}

n=—N

T

= Z F)em iy = [ Dy ey f ) dy.

—T
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(ii) Par ailleurs, un changement de variable z = z — y, la 27 périodicité de
f et le fait que si z # 0 (trivialement si z = 0)

sin [(N + 3) (z + 2m)] _ —sin [(N+3) ]

v (@ +2m) s [22E] s [2] v (@),

nous conduit a

Dyv@-n)fwds = - [ D@ fa-2dz==[ Dy()f@—2)d:

-7 T+ ™
= Dy (2) f (x — 2) d=.

(iii) Enfin un changement de variable z = —y, utilisant le fait que Dy (—z) =
Dy (z), conduit a

DnW f@-ydy=— [ Dy(=2)f(@x+z)dz= [ Dn(2)f(z+2)dz

Ceci termine la démonstration. m

17.4 Moyennes de Cesaro et Théoréme de Fejer

Définition 17.12 Soient N > 1 un entier et f : R — R une fonction 2w —périodique
et f € L' (=7, 7). La moyenne de Cesaro (de la série de Fourier) est définie
comme

1 N-1
Oy fl2) = S Fuf(@).

n=0

Commengons par une proposition élémentaire.

Proposition 17.13 Soient N > 1 un entier et f : R — R une fonction
2m—npériodique et f € L' (—m, 7). Alors

i) = o [ AvG-pIwad
— [ avere-nd=5 [ ave) fernd

ot Ay est le noyau de Fejer.

Remarque En utilisant les notations de I’Exercice 17.13, on peut écrire

Oy f=Anx*xf. &
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Démonstration (i) On a, par définition du noyau de Fejer (cf. Proposition
17.7) et par la proposition précédente (cf. Proposition 17.11),

N-1 x o N-1
By f@) = L Fa@ =5 [ 5 X Dule-u Wy
n=0 -7 n=0
= o [ A rwa

—T

(ii) Par ailleurs, un changement de variable z = x—y, utilisant la 2 —périodicité
de f et de

N six = 2km
AN (.’L‘) = 1 |:sin M]:|2 _ 1—cos(Nx)
L =

N{I—cosz) si @ # 2k

nous conduit a

/7r Ayv(@—y)f(y)dy = —/I_WAN(Z)f(:c—Z)dzz—/_WAN(z)f(x—z)dz

—T

An (2) f(x— 2)dz.

—T

(iii) Enfin un changement de variable z = —y, utilisant le fait que Ay (—z) =
Ap (2), conduit a

/7T Ay (y) fx—y)dy = — 77FAN(7Z)f(£E+Z)dZ: 7rAJ\;(z)f(:L’Jrz)dz.

—T ™ —T
C’est ’assertion souhaitée. m

On a maintenant le premier grand résultat sur la convergence des séries de
Fourier.

Théoréme 17.14 (Théoréme de Fejer) Soit f : R — R une fonction 2m— périodique.

(i) Si f est continue, alors la moyenne de Cesaro @ f converge uniformé-
ment vers f.

(it) Si f € L' (—m,m), f(a+0) et f(a—0) existent et sont finies, alors

[f (a+0) + f(a—0)]

| =

lim & =
N eN f(a)
et donc en particulier si f est continue en a, alors

Jim @y f(a) = f(a).
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Démonstration (i) Par les propriétés du noyau de Fejer (cf. Propositions
17.7 et 17.13) on a Ay > 0 et pour tout d € |0, 7]

sup [Ay ()] =0 si N — oo,

<ol <
1 ™ T
b f@) =5 [ Axwfa-wdy e [ Av@dg=om
On a ainsi
1 ™
o f @)= f @ == | [ An )1 -~ f@ldy| < 1y + 0
ou Ly
Is = 5~ _6AN(y)\f(a?—y)—f(a?)|dy
et

1

21 Js<|y|<n

Js Ay W) |f (x—y) — f(z)|dy.

Fixons nous donc € > 0 arbitraire. Comme f est continue, on a qu’il existe
M, 6 =0 (e) > 0 tels que, pour tout x € [—m, 7],

<6 = [fa—y)—F@ <3| et [If@)]<M).

Par ailleurs pour ce choix de § on peut trouver N suffisamment grand pour que,
pour tout ¢ < |z| <,

OﬁAN(x)ST
On a ainsi
e 1 [° e 1 [T €
Ii<-— | A <-— [ A =-
<550 [ Avasgo [ avmar-3
et

[N e

1 € 1
J5§—2M/ Ay (y)dy <2M — —/ dy| <
2m §<lyl<m ) AM | 21 Js<|y|<n

En regroupant les deux inégalités on a bien, pour tout x € [—7, 7|,

Py f(z) — f(2)] <e

(ii) La démonstration est quasiment identique. Posons

1= 51 (a+0)+f(a—0)].

On trouve ainsi (cf. Proposition 17.13) que

b flo)—t= g [ s [HE=2E L0 g,
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Si on pose
1 fla—y)+ fla+y)
Is = — A —1
=9 |, N(y)‘ 5 dy
1 a—y)+ fla+
J— L AN(y)'f( y)+/( y)l‘d%
21 Js<lyl<n 2
on a
Dy fla) =1 < I5+ Js.
- Fixons nous donc € > 0 arbitraire. Comme
i f(a—y)+f(a+y)_l‘:0
y—0 2
il existe § = d (€) > 0 tel que
|y|§6 = ‘f(a—y)+f(a+y)_l’<£.
2 2
On a ainsi que
I<16/6A (1) <61/7r (y) dy = =
6_27r2 s N Y 9_22 . N\Yy)ay =
- Notons ) .
M=— .
o BTl

On choisit ensuite N suffisamment grand pour que

sSuwp Ay @< g an

On déduit (en utilisant la 27 périodicité de f) que

1
Js < — sup [Ay ()] l27fll+/
27 5<|a|<r s<|yl<n

1 € €

< ——— (27| dy| < =.
< g [P [ e <
En regroupant les deux inégalités on a bien

|®n fla) =] <e

Ceci termine la démonstration. m

Corollaire 17.15 Si f,g : R — R sont continues, 2m—périodiques et ont les
mémes coefficients de Fourier, alors elles sont égales partout.
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Démonstration En remplacant f par f — g, on peut supposer sans perte
de généralité que g = 0. Les coeflicients de Fourier sont donc identiquement 0
et donc, pour tout a € R,

f(a) = lim @y f(a) =0.

N—o0

Ceci est lassertion souhaitée. m
Remarque Le résultat est méme plus général et assure que si f,g € L' (—m,7)
et sont 2m—périodiques et ont les mémes coefficients de Fourier, alors f = g p.p.

)

17.5 Convergence ponctuelle des séries de Fou-
rier

Théoréme 17.16 Soient o € ]0,1] et f : R — R une fonction 2m—périodique

et L' (—m, 7).

(i) Si f € C%*(R), alors la série de Fourier Fy f (z) converge vers f (x)
pour tout x € R.

(i1) Si pour un a € [—m,w|, il existe M = M (a) >0 et 6 = (a) > 0 tel que
fla+t)—fla+0)+]|f(a—t)— fla—0)] < Mt*, VO<t<4
alors

Jim Fx f(@) = 51 (0 +0) + [ (a—0)].

Remarques (i) Le théoréme est essentiellement (mais pas sous cette forme) da
a Dirichlet et il est faux si f est seulement continue.

(ii) Si f est dérivable en a, alors comme

£ (a) = lim [M}

t—0 t

on a que les hypotheses de (ii) du Théoréme (avec évidemment f(a+0) =
f(a—0)= f(a)) sont satisfaites et donc

Jim_ Py f(a) = f(a).
En effet on a qu'il existe 6 > 0 suffisamment petit et M > |f’ (a)| tel que
|fla+1t)—f(a) < MJt|, V[t <o.

(iii) On peut affaiblir ’hypothése de continuité au sens de Holder et la
remplacer par le critére de Dini & savoir que : §’il existe § € ]0,7] a € R tels
que

dy < o0

/5 fla—y)+flat+y) —2f(a)l
0 Y
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alors limy_.o Fn f(a) = f(a). Une fonction Hoélder continue vérifie évidem-
ment cela. En effet

[fla=y) = fla)|+[f(a+y)—f(a)] <My
et donc

/” fla—y)+flat+y) —2f(a)l
0 Y

L

dng/ |y|0‘71dy:M7T—<oo.
0 «

(iv) Si f € L' (—m, ) est 27 périodique, alors il se peut que la série de
Fourier diverge partout (cf. un exemple dti & Kolmogorov). Par contre si f €
L? (—m,m), avec p > 1, la série de Fourier va converger vers la fonction en
presque tous les points (si p = 2 c’est le fameux résultat de Carleson, qui a été
généralisé au cas p > 1 par Hunt). &

Démonstration (i) On a vu (cf. Proposition 17.11) que

1 ™ us

Fn f(z)= Py Dy (y) f(z+y)dy et Dy (z) dz = 2.
On trouve donc (cf. Proposition 17.6)
™ sin [(N + 3
Py flo)=f @) =5 [ 1—%;§%ﬁhf@+wf@n@. (7.1)
. s

Noter que comme f est Holder continue la fonction

o, (y) = f(ﬂc—k'y)ﬂ—f(x)
Sin [2}

(ceci est valable si y # 0, si y = 0 on la définit arbitrairement) est telle que
¢, € L' (—m, ), pour tout z € R. En effet

 lyl”
|sin [§]]

et le membre de droite est intégrable. En effet (on voit ci dessous I'importance
du fait que o > 0)

”ﬂ_/”L_/”LM
/. s Y T P T gy

s
< c/ Yy ldy = e < 00
0

lo. (Y)] <

ol ¢ > 0 est une constante (car y/sin [y/2] est borné sur [0, 7]).
En revenant a (17.1), on a donc que

™ sin [(N + %) y}

d
o v, (y)dy

Fyf @) -1 @)= |

—T
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avec o, € L' (—m,7), pour tout x € R. Le lemme de Riemann-Lebesgue im-
plique immédiatement que

Jim_ [Py £ (2) = f (@] =0

qui est le résultat souhaité.

(i) Ceci se démontre de maniére analogue a la partie (ii) du Théoréme de
Fejer et a la partie ci dessus de la démonstration et nous ne rentrons pas dans
les détails. m

17.6 Convergence L? des séries de Fourier

Notation (i) Pour u,v: [-m, 7] — C telle que |u|,|v| € L? (=7, ) on note (se
rappeler que |u* = u7)

o = s = [ [ weotas]

(ii) On définit

n—=—oo

+oo
2= {u = (Un),ez > un € C tel que Z \un\Q < oo} :

Le produit scalaire et la norme sur [ sont définis par

+o0 too
(wiv)e = > unWp et |ulp = (wu)e = D |ul*. @
n=-—oo n=—oo

Théoréme 17.17 Si f € L? (|—n,7[;C), alors
i [Py S~ f] =0,

De plus l'identité de Parseval a lieu

+oo

A7 =D feal®

n=-—o0
ot ¢, sont les coefficients (complexes) de Fourier.

+oo

n—=——oo

Remarques (i) La premiére partie du théoréme montre que {ei "“”}
forme une "base" orthonormée de L? (]—m, 7[;C).
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- On rappelle (cf., par exemple, Brézis [3] page 86) qu’une base d’un espace
de Hilbert H est une suite d’éléments {e,} C H orthonormeés (i.e |e,| = 1 et
(en;em) = 0 si n # m) telle que lespace vectoriel engendré par les {e,} est
dense dans H.

- Au niveau algébrique, on dit que {e,,} C H forme une base si tout élément
de H s’écrit de maniére unique comme une combinaison linéaire finie d’éléments
de {e,}.

(ii) L’identité de Parseval montre que

+o0

AP =1E Dl =D leal®

n—=——oo

et donc on peut voir la transformation F' comme F : L? — [? qui a une fonction
f € L? associe les coefficients de sa série de Fourier F' (f). Cette transformation
préserve la norme.

(iii) L’identité de Parseval est en fait plus précise (mais la démonstration
est quasi identique & celle donnée ci aprés) et dit que si f,g € L? (|-, n[; C) et
si ¢, ,d, sont les coefficients de Fourier de f et g respectivement, alors

i) = [ @ T@da = (F()iF @)=Y cnl. &

2 J_ .

Avant de faire la démonstration on a besoin d’un résultat préliminaire.
Lemme 17.18 Soient f € L? (]—m,n[;C) et

N
. 1 4 .
Fy f(z)= Z cne'™T on Cn = 5 flx)e """ *dx
n=—N -7

sa série de Fourier. Soient a,, € C (quelconques) et

N
An (z) = Z an e,
n=—N

Alors
N N

If = ANIZ = IFIF = D fanen +@uca + D lanl”.

n=—N n=—N

En particulier

N

If = Ex FI< I = Anll et NP =11 = Ex AP+ Y leal.

n=—N



462 Séries de Fourier

Remarques (i) Du lemme on déduit immédiatement que

N

A7 = feal®

n=—N

et donc par un passage a la limite (car la suite est monotone et bornée) on

obtient
+oo

Yo el < IAIP

n=—oo

qui est connue comme I'Inégalité de Bessel (et qui évidemment est beaucoup
plus faible que I'identité de Parseval).

(i) On voit aussi que I'inégalité
If = Fn fl < 11f = An|

dit que 'approximation de Fourier est la meilleure possible parmi toutes les
approximations trigonomeétriques. En particulier 'approximation de Fejer (qui
est une approximation trigonométrique) est moins bonne que celle de Fourier,
plus précisémment

[f=FnflI<If—®nfll.- &

Démonstration Etape 1. On commence par observer que

N

1 ™
% -7 [Zn_

En effet, comme

N inw E N — —imz E N — i(n—m)x
anp € Am € = Ay A, €
anfN " m=—N " n,m=—N nem

on a, aprés intégration, que tous les termes sont nuls sauf ceux ot n = m et
ainsi on a le résultat.

Etape 2. On a donc

N

inx § — _—inx d § N 2
ap € Ay € XL = a .
N n=—N " n:7N| nl

1 i N , — N )
-ant = o [ e [T e
1 (7 N g N o3 4
- 2 _ -on Foinx -on —inx
- 2r ,,T|f‘ n;N%T ,er n;NQW ,er

N N

1 " inx _ —inz

Notons que si ¢, sont les coefficients de Fourier de f, c’est a dire

1 [7 ;
Cn = %/_ﬂf(x) e """l
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alors

1 T . 1 g .
7 7ﬂf(:n)e“”dx:% 77Tf(ac)e*l”"”dx:6n.

Par I’Etape 1 et par la définition des coefficients de Fourier, on trouve donc

N N
Hf_ANH2: ||fH2_ Z [anCn + @y cn] + Z |an|2
n=—N n=—N
comme souhaité.

Etape 3. En choisissant dans ’identité ci dessus a,, = ¢, , on a immédiate-

ment que
N

IfF = En fIP =517 = D lenl®.

n=—N
L'inégalité ||f — F f|| < [|f — An|| se déduit donc de I'inégalité

lan|? = [an Tn 4 Tn cn] + |cn)® = |an — cn® > 0.

Ceci termine la démonstration. m
Tournons nous maintenant vers la preuve du théoréme.

Démonstration On va supposer ici que f est a valeur réelle, mais ce n’est
pas essentiel dans la démonstration.

Etape 1. Commengons par un cas particulier. Soient ¢ > 0 arbitraire et
f € C°(R) et 2r—périodique (et donc en particulier f € L?(—m,7)). Par le
lemme précédent (et la remarque qui suit)

If=Fnfl < Ilf =@~ fll-

Or, par le Théoréme de Fejer, on peut trouver N = N (¢) assez grand pour que,
pour tout x € [—7, 7],

PN f(2) = f(z)] <e
On a ainsi

T 1/2
1
5= Fn sl < U =w Al = |52 [ on @ - @] <
Etape 2. Soit € > 0 arbitraire. Comme f € L? (—m, ), il existe (cf. Théoréme
16.29) une fonction g € C§° (—m, m) (et donc en particulier g peut étre étendue
de maniére 2r—périodique et C° (R)) telle que

If —gll <e/2.

Ayant fixé g, on peut trouver, par 'Etape 1, Ng = Ny (€) tel que, pour tout
N > NO )
lg — Fn gl < €/2.
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Comme par le lemme précédent

If =Fnfl < Ilf = FEnygl

et que, trivialement (la norme ||.|| est & un facteur multiplicatif la norme L?),

If = Fngl <IIf —gll +1llg — Fngll

on déduit le résultat.

Etape 3. 11 reste & montrer I'identité de Parseval. Mais ceci est une consé-
quence directe du lemme précédent et de I’'Etape 2 ci dessus. En effet

N
2 IO S S A
I =R P 3 Jeaf =1 = 5 [ 10

et on vient de montrer que
If = Fn fll =0 quand N — cc.

On a ainsi prouvé le théoréme. m

17.7 Convergence uniforme des séries de Fourier
Soit

N
L 1 " —inx
Fy f(z) = ;NcneZ"I ol Cn = 35— 77Tf(:c)e dz.

Théoréme 17.19 Soit f € C* (R) et 2m—périodique. Alors Y |en| et 302 |en |
convergent et Fiy f converge uniformément vers f.

Remarque En fait le résultat est valable sous I’hypothése plus faible f €
W2 (—x, ) (I'espace de Sobolev) et 2r—périodique. Nous ne rentrons pas dans
la définition exacte de tels espaces mais disons rapidement que :

- f € Wh2 (—x,7) veut dire que f, f’ € L? (—m, 7). La notion de dérivée
f’ est comprise au sens suivant : il existe g € L? (—m,7) tel que, pour tout
e C§° (—m,m),

/ﬂg<x>w<x>da:=— " F @) () da

—T —T

on identifie alors g et f’.

- On montre alors que, pour tous —7 <z <y <,

f(y)—f(x)=/yf’(t)dt~
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1l suit de ceci que f € C%Y2 ([—x,n]) car, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
(= Holder),

y y 1/2 y 1/2
If(y)—f(w)lé/ |f'<t>|dts[/ |f’|2dt} [/ 12dt] < gy — 2.

Une fois établi ceci la démonstration est exactement celle ci-dessous. #

Démonstration Etape 1. On a facilement, en intégrant par parties et en
utilisant la 2w —périodicité de f, que les coefficients de Fourier ¢/, de f’ sont
donnés par

1 ™ ) —inz™ : ™ )
c;l _ % f/(x)e—zn:cdx: [f(x);; ] +% f(.’L‘)e_”lxd.'L‘
= nc,.
Par la formule de Parseval on déduit
[ 2 = 0 X 2
o= | @) dz= STl = >0 n’lenl
- n=-—oo n=-—oo

et donc > n? |cn|2 converge. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit que
> |en| converge, car

1, 1 12 /2
SIUAESD DL TR ) DRSO

[n|>N+1 In|>N+1

1/2

Etape 2. Comme f € C!(R), on a, pour tout # € [—m, 7], par le théoréme
de la convergence ponctuelle (cf. Théoréme 17.16) ou par I’Exercice 17.15 que

< Z .
= [n|>N+1 [en]

L’Etape 1 donne alors immédiatement la convergence uniforme de Fy f vers f.

Py f )= 1@ =[S, Ly ene™

]
Le théoréme peut étre trés nettement amélioré (voir Théoréme 6.3 page 33
de [18] ou Exercice 16 du Chapitre 3 [23]).

Théoréme 17.20 (Théoréme de Bernstein) Soient 3 < a <1, f € C%* (R)
et 2m—périodique. Alors > |c,| converge et Fiy f converge uniformément vers f.

Remarque Le théoréme est optimal. En effet il existe des fonctions f € C01/2
telle que Y |c,| diverge. Un exemple classique dt & Hardy et Littlewood est

+oo ei nlogn

f(ﬂU):Z e“lx. 'y
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Démonstration Comme f € C%“ (R), on a, pour tout x € [, 7], par le
théoréme de la convergence ponctuelle (cf. Théoréme 17.16) ou par I"Exercice

17.15 que
LTI RVICIE ) ST B S 1]

Il suffit donc de montrer que Y |¢,| converge.

Etape 1. Par le Théoréme 17.16 on peut écrire
+oo

fF@) —fu@= > (1—e")c,em™ on fu(x)=f(z—h).

On observe ensuite que si on choisit h = 322—’; et si 2™ < |n| < 2m*1 alors
—inh|? 2 .92 27
|1—e |” = (1 — cos (nh))"+sin® (n h) = 2—2cos (nh) > 2—2cos 5 =3.

On déduit done, de 'identité de Parseval appliquée & f — f5 (cf. Théoréme 17.17)
que

+oo |1 finh|2

— il 11 7
S okl s Y B e AL g

2m < |p|<2m+l n=—oo -n

1 2
< ng—thLoo :
27

En combinant les deux inégalités ci-dessus on déduit (se rappeler que h = 337-)

que
2 2
2 _ 7 2m
Z len|” < 3 (—32m> (17.2)

2m§|n‘<2m+1

IN

ou 7 est la constante telle que
|f(x)_f($_h)‘§7|h‘aa Va,h eR
et donc
If = fullpee < IR
FEtape 2. Comme dans (17.2) il y a au plus 2™*! termes, on infére, par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que
1/2 1/2

Yoolels| X > el <2 ()

QWLS‘n|<27n+1 27n§‘n|<2m+1 27n§‘n|<2m+1

et donc

Y. e |<—7‘/§ 2" jmgee
n| = \/g 3 .

Comme |co| < || f]| e , on peut sommer I'inégalité ci dessus pour m > 0, en se
rappelant que o > 1/2, et on a bien obtenu le résultat souhaité, & savoir que
> |en| converge. m

2m<|n|<2mtl



Quelques propriétés supplémentaires 467

17.8 Quelques propriétés supplémentaires

Les résultats suivants sont déduits immédiatement des résultats précédents
(cf. Exercice 17.14). Soit

27m
2mn
Fn f(x)= —l—Z{ancos(Tx)—i—b Sln< )} Z Cp€
ou
2 [T/2 <27m > 2 [T/2 2mn
Gy = — f(x)cos | — x| dx et bn:—/ fxsin(—x)dm
T/T/2 (@) T T ) 1/ (@) T
T/2 27mm
:—/ T dx.
T/2

Théoréme 17.21 Soit f € C%% (R) avec o € |0,1], une fonction T—périodique.
(i) La série de Fourier Fy f (z) converge vers f (x) pour tout x € R.
(ii) Si f est paire (i.e. f(x) = f(—x)), alors b, =0 et

+oo
2
Z%ﬁ-;ancos (%x)

(iii) Si f est impaire (i.e. f(x) = —f(—x)), alors a, =0 et

(iv) Si de plus f' € C%(R), alors on peut différentier terme a terme la
série de Fourier, c’est a dire

, 27 = b 2mn . (2
f(ac)—?z nbycos (= | —napsin | ——g
n=1

ot en notations complexes

9 +00 427?'71
f’(a:)Z% n;mncne T
(v) Pour tout xo, x € [— % Ll ona

r 2
/ f@)dt = / —dt—|— /xo {ancos<%%t>+bnsin($t>}dt.
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(vi) Identité de Parseval (valable sous la seule hypothese f € L? (—£, 1))

9 T/2 , 2 = +o0 ,
i G@ra=2aY @) =2 Y el
—-T/2 n=1 n=-—o0

Remarques (i) On a comme d’habitude que si f € L' (~T,T) et pour un
certain a € |=T, T, il existe M = M (a) > 0 et 6 =0 (a) > 0 tel que

[fla+t) = fla+0)+[fla=t)=fla—0)| < M*, VO<i<d
alors (f (a+0) et f(a —0) existent)

Jim Fy f(a) = 3 [f (a+0) +  (a—0)].

(ii) Si la dérivée est seulement Holder continue en un point « € |-T,T[, on
a, comme d’habitude,

! / I
f(x+0);f('T_O):Z%Tn{bnc()b<2ﬂTnx>—anbln(2ﬂTn$)} ‘

n=1

Proposition 17.22 (Série de Fourier en cosinus) Soit f € C%“ ([0, L]) avec
a €]0,1]. Alors pour tout x € [0, L]

+oo
f(aj):Fcf(x):%—i—;ancos(%x),

ot

an=%/OLf(y)COS (W—Lny) dy.

Démonstration 1l suffit de définir

e flx) sizel0,L]
S (@)= { f(==z) sizel-L,0]

puis par 2L—périodicité. Noter qualors f € 0@ (R) et on applique alors le
théoréme de la convergence ponctuelle. m

Proposition 17.23 (Série de Fourier en sinus) Soit f € C%* ([0, L]) avec
a €]0,1]. Alors pour tout x € 10, L|

f(x):st(x)ziobnsin(ﬂ—;x)
n=1

ol

bn:%/oLf(y)sin(%y)dy.

Si de plus f(0) = f(L) =0, la convergence a aussi, trivialement, liew en x =
0,L.
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Démonstration 1l suffit de définir

= f(x) sxzel0, L]
f(”“")_{ —f(~z) size[-L,0[

puis par 2L—périodicité. Noter qu’alors f € C% (R) (car f (0) = f (L) = 0) et
on applique alors le théoréme de la convergence ponctuelle. m

17.9 Applications

17.9.1 L’inégalité isopérimétrique
On va commencer par une inégalité, qui est en fait équivalente a l'inégalité
isopérimétrique.

Théoréme 17.24 (Inégalité de Wirtinger) Soit f € C'(R) une fonction
2w —périodique et telle que

7rf(nc)dgc:O.

—T

/ﬂ = [

—T —T

Alors

De plus légalité a lieu si et seulement si f (x) = accosx+ [ sinx, pour n'importe
quels a, 5 € R.

Remarque En fait on peut réécrire 'inégalité pour une fonction 27 —périodique,
C'! et de moyenne nulle comme

T ) a2 (T
/ (f)? dz > (—) / . &
-T T =T
Démonstration La démonstration suit immédiatement de I'identité de Par-

seval appliquée a f et f’. En effet, comme f € C! on trouve par le théoréme
sur la convergence ponctuelle (cf. Théoréme 17.16) que

o0 s
. 1 .
f(z)= E e ou ¢, = py f(z)e """ da.
™ —T

De plus comme la moyenne de f est nulle on a que ¢y = 0. Et donc par Parseval
[ @t =2n 3 jef
- n#0

De méme pour la dérivée on a que ses coefficients de Fourier sont inc,, et donc
par Parseval (car f’ € C° et donc f' € L?)

/w F @) d =21 3 n?[eal.

n#0



470 Séries de Fourier

Le résultat suit immédiatement en comparant les deux identités. Par ailleurs
on s’apercoit qu’'on a égalité si et seulement si ¢, = 0 pour tous les n > 2. On
obtient ainsi qu’il y a égalité si et seulement si
f@)=cie®+c1e " =(c;+c_1)cosz+i(c; —c_q)sinz.
Par ailleurs on observe que
a=c+c1 et f=i(ci—c_q)
sont tous les deux réels. Le théoréme est ainsi démontré. m

Corollaire 17.25 Soient f et g deux fonctions 2w —périodiques et C'. Alors

| (P vr)yizz2 [ iy

T

De plus ’égalité a lieu si et seulement s’il existe des constantes a, B € R telles
que

™ ™

1
f—= f=acosx+ Bsinx et g—— g=asinz — fcosz.

2 J_ . 2 J_ .

Remarque Si on pose

1 g 1 [
T1:%1Wf, 2= oo 7ﬂg et (r3)’ =a’+p

on trouve que si ’égalité a lieu, alors
(f (@) =) + (g () —=r2)* = (r3), VaeR,

Démonstration (i) Soient

1 (" 1 [
=g f, ro=— g, u=f—-r, v=g—rs.
T ) 2r J_
On a . .
/u:/ v=20
—T —Tr
et

[ (@)= [ (@r+er?) e [ so=["uw
On écrit alors I'inégalité sous une forme équivalente

/j ((f’)2 +(g)° - 2fg’) = / ((u’)2 + ()= Quu’)

™ —T
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De l'inégalité de Wirtinger on obtient que l'inégalité est vraie, puisque somme
de deux termes positifs.

(ii) Discutons maintenant le cas de I’égalité. On trouve immédiatement que
tous les deux termes doivent étre nuls, c’est & dire

v=u et /7r ((u')2 — u2> =0.

—T

Mais du cas d’égalité dans Wirtinger, on a
u(r) =acosx + Bsinz et v(r)=asinx — fcosx

et donc comme on avait u = f —ry et v = g — ro, on déduit que

1 ™ ™

f=acosx+ fBsinx et g— — g =asinx — fcosx

Com x 2m

—Tr
comime annoncé. m

Tournons nous maintenant vers l'inégalité isopérimétrique. Enoncons 1a tout
d’abord de facon informelle. Si A C R? est un ouvert borné dont le bord JA est
suffisamment régulier, alors

[long (9A))* — 47 mes (A) > 0.

De plus I'égalité a lieu si et seulement si A est un disque (c’est a dire A est
un cercle). Il s’agit 1a d’un des problémes les plus vieux des mathématiques.
Une variante de cette inégalité est connue comme le probléme de la reine Didon.
Des démonstrations plus ou moins rigoureuses sont dues & Zénodore, Archi-
méde ou Pappus. Plus prés de nous, nous avons des contributions de : Euler,
Galilée, Legendre, L’Huilier, Riccati ou Simpson et particuliérement de Steiner
(notion de symétrisation). La premiere démonstration vraiment rigoureuse est
due & Weierstrass. Puis d’autres preuves ont été élaborées par Blaschke, Bonne-
sen, Carathéodory, Edler, Frobenius, Hurwitz, Lebesgue, Liebmann, Minkowski,
H.A. Schwarz, Sturm et Tonelli parmi d’autres. Nous suivons ici celle de Hur-
witz.

Théoréme 17.26 (Inégalité isopérimétrique) Soit ' C R? une courbe simple
fermée réguliére. Alors

long (I')]* — 4 7 mes (int T") > 0.
De plus ’égalité a lieu si et seulement si I' est un cercle.

Remarque (i) En fait sans presque aucune modification la démonstration est
valable pour une courbe simple fermée seulement C' par morceauz. Par contre
elle devient plus difficile pour des courbes simples fermées plus générales.

(ii) Pour plus de détails sur I'inégalité isopérimétrique et sa généralisation
a R™ on peut se référer au Chapitre 6 de [8]. &
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Démonstration Etape 1. Onrappelle quesi~y : [a,b] — T, v () = (v (t),v (1)),
est une paramétrisation réguliére de la courbe I, alors

W) () + (") (t) >0 Viel[a,b].
De plus (cf. Exercice 9 page 25 dans [9])

long (T') = /ab\/ (w)? + (v")*dt et mes(intT) = /abuv' dt.

on définit

Etape 2. On remplace alors la paramétrisation donnée par un multiple de la
longueur de l’arc (comme déja vu dans la Proposition 2.9). Plus précisémment,

{ z=n(t)= _7T+1on%%/ V(@) + (v) ds
@) =um (@) et Y@ =v(n"().
Il est facile de voir que ¢, € C! ([—m,7]) et (cf. Proposition 2.9)

Ver @+ ) @ =220 voepmq.
En effet comme (77’1)/

() =1/n" (n~" (z)) on a

o () = u (777 (x)) _ long (T) ' (7]’1 (w))
TOTE) ) ot @) + @) ! (@)
et de méme
w2 7 @) tons() v (7 @)
POy e @)+ @) 07 @)
d’ou le résultat. On a donc

Vor @+ @ o= « @@+ @) e- |2

On déduit donc que

long (T') =

/ V@2 @) + @) @) ds

<27r /: [(gp’)2 (z) + (1/1/)2 (:c)} d:c) v )
Par le changement de variables (¢ = n~! (z)) on obtient
/ w0 - /- ("_;ff;)_ﬁ'(g; @) g,

[ ut @) o @) e
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et ainsi
s

mes (int ) = / u(t)v (t)dt = / o (z) (z)dz.

Etape 3. Par ailleurs, par le Corollaire 17.25, nous avons
/ () +(@)?) = 2/ oy
Par conséquent

™ T

[long (T)]* = 27r/ ((@')2 + (7,//)2) > 47r/ o1 = 4w mes (int T)

—T —T

ce qui est le résultat souhaité.

Etape 4. On observe que 'inégalité devient une égalité si I' est un cercle.
Réciproquement si I'inégalité est en fait une égalité, on déduit directement du
Corollaire 17.25 que I" est un cercle. m

17.9.2 Une fonction continue différentiable en aucun point
Théoréme 17.27 Soient o € ]0,1] et

+oo

fola) = 3 )

n=0
alors f, est continue, paire, m—périodique et nulle part différentiable.

Remarques (i) L’exemple est essentiellement da & Weierstrass. Si o > 1, on a
trés facilement que f, € C'. Par contre si a = 1 (cf. Stein-Shakarchi [23] page
174) le théoréme est encore vrai.

(ii) On peut montrer facilement que f, € C%? ([0, 7]) pour tout 0 < § < a.

(iii) En 1861 Riemann avait conjecturé que la fonction

f sin (an)
n=1 n2

avait la méme propriété. Hardy en 1916 a montré que c’était le cas si z est un
multiple irrationnel de 7 et aussi pour certains multiples rationnels. En 1969
Gerver a montré qu’en ces multiples rationnels de =« la fonction était en fait
différentiable. &

Nous aurons besoin des lemmes suivants. Mais on rappelle d’abord les nota-
tions. La série partielle de Fourier d’une fonction g est notée Fy g alors que la
moyenne de Cesaro est notée

1 N-1
(I)Ng:N Zan'

n=0
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On note ensuite
wNg=2Pnvg— PNy
Remarquer que les coefficients de Fourier, ¢, , de f, sont donnés par
0 sin#2
Cn = . ) .
277% sin=27.

Lemme 17.28 Si f, est comme dans le théoréme et si M est le plus grand
entier, plus petit que N, de la forme 2F, alors

FNfa:FMfa:WMfa:waa-
De plus si 2™ = 2N alors

cos (2"x)

wan fa (2) —wn fa (2) = =5

Démonstration Etape 1. On a par définition que si M est le plus grand
entier, plus petit que N, de la forme 2%, alors

" cos (2"z)
Fn fo (2) = Fu fo (2) :;)2”—&
FEtape 2. Par ailleurs si
Fg(z Zan cos (nx)

alors

N-1 N-1

l
Dglr) = 1zm zz

N

= n=0
11 (ao) ao—l—a100 )+ +(ag+ -+ arcos(lx))
N -+

+ (ag+ -+ an—1cos((N —1)z))
et donc
Byglz) = 1 Nag+ (N —-1)ajcosz+---
N | +2an_scos[(N —2)z]+an_1cos[(N —1)z]
1% 1 o
= ano N-—n ancos(nx):Ny;)(]\f—n)ancos(nx)
N

= O(l—%) ancos (nx).

3
I
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Etape 3. Par conséquent si M est le plus grand entier, plus petit que NV, de
la forme 2%, alors

k j
QN fo (r) = Pos fo (2 Z<12—)2jacos(2j )

j=0

k+1

205N fo () = 2Pops fo () = 22 ( 2k+1) 277 % cos (2/z)
_ _ k 9j _ .
= QZ( 2k+1>2]°‘cos(23:10):z<2—2—k) 2730‘003(2]1‘)
§=0

et ainsi

Wi fo () = wN fo(r) =2PoN fo (2) — PN fo (@ 22 7% cos 2J )

= FNfa(‘r):FMfoz(x)'
FEtape 4. En particulier si 2" = 2N (2"~1 = N ), alors

n n—1
wan fo () —wn fo (z) = 227” cos (2/z) — Z 277 %cos (2z) =

Jj=0 Jj=0

cos (2"x)
2n [0

comme souhaité. m

Lemme 17.29 Si g est une fonction continue partout et différentiable en xg,
alors, pour N grand et pour autant que |h| < ¢/N avec ¢ une constante quel-
conque indépendante de N, il existe une constante v =~ (c) > 0 telle que

w91’ (o + h)| < ylog N.

Démonstration Etape 1. 11 suffit de montrer la méme estimation pour @y
car

wng=2Ponvg—Png.

Etape 2. Commengons par rappeler quelques propriétés du noyau de Fejer
(cf. Proposition 17.13). On a

| N1
=¥ D, (z) avec D, Z e’
n=0 k=—n
Ay (@) 1 |sin [55Z] ’ 1 —cos(Nx) ot ﬂA (2) do = 2
= — = = &T.
N ZN | Tein [£] N (1 —cosx) oy ) o
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On peut alors déduire les deux estimations suivantes que nous allons démontrer
plus bas. Il existe une constante v; > 0 telle que, pour |z| < 7,

5
Ay (2)] 7 N? et \A}(mﬂgﬁ.

1) Montrons la premiére inégalité. On obtient

n

. N-1
Ak(w):% Z Z kelke

n=0 k=—n
et donc
N—-1 n N-—-1 N-—1
1 2 2 n(n+1)
A’ < = = — 142 ==
Ay @ < = DY k=5 Y (424 4m) =+ >
n=0 k=—n n=1 n=1
1 N—-1 N-—-1
< 5 (N—1)N=> (N—-1)=(N—-1)* < N?
n=1 n=1

2) Montrons la seconde inégalité. On a en dérivant

l N sin [%] cos [%} sin? [5] — sin [%] cos [%] sin? [Nm]

/ _ 2 2
Ay (@) = N sin? [%]
_ sin[Bf]cos [55E] 1 cos [§] sin® [55]
e
Comme
Nz| Nzl
DT < 5 et n <1
et pour |z| <7
f) L a ||
sin 5|2 5
on a
sin (%] cos [%2][ _1 e
sin? [%] sin? [%] - 2
et
1 cos[g]sind (%] | _ 1 fsin? (%] _ 1 [sin 5] _ e
N i) SN (3] SN e [3)] <2
soit I’estimation souhaitée
Al (2)] < |”—|
T

FEtape 3. On se rappelle (cf. Proposition 17.13) qu’on a aussi

evg@) =5 [ AvG-nowdr=o [ Aveol-ndy

-7 27 -
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et donc

1 T
o Ay (o +h—y)g(y)dy

1 ™
= 5/ A/ (y) g (o +h —y) dy.

[@n g]' (w0 + h)

Par ailleurs comme Ay est périodique, on a

Ay (z)dx =0

—T

et donc

[@ng] (0 +h) = % /_7r Ay () g (o +h—y) — g (z0)] dy.

Comme g est continue et différentiable en z on trouve (cf. Série 1) qu'il existe
une constante v, > 0 telle que

lg (xo +h —y) — g (20)] < valh—yl

et ainsi i
[ @ o] (o + h)| s%/ Al ()] [k — y] dy.

Par conséquent

@y gl @+ h)| < 7 /[ o AN Gy
77\',7\' y_

+ [ AN ()]~ 9l dy
[—m,7In{ly|<1/N}
est ainsi en utilisant ’Etape 2 on a

/ 8 () 1 v dy
[=m.7n{ly|=1/N}

h—vy h| + |yl
< "/1/ | 5 |dy§'yl/ | >
[—m,xn{lyl>1/N} |yl [—mxn{lyl>1/N} |yl
T bl + |y - T |h| + |y
< wl/ Al ] 'dyﬂl/ —Qdyzm/ I+ 1ol 4,
yn |yl —r |yl ynN |yl
" n § LYY .
< 271/ 5 dy +2 / 271 |hl | + 271 loglylly ) n
1/N \yl 1/N |y| \ |

1
= 27, |h| (N— —) + v, (logm +1log N).

Comme |h| < ¢/N on a que ce terme est d’ordre log N. De méme comme |h| <
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¢/N on obtient

/ 18 ()] 1 ol dy
[=mmln{lyl<1/N}

< leQ/ I~ yldy < 7, N ] + 9]] dy
[=m,w]N{]y|<1/N} [=m,m]IN{|ly|<1/N}

< meN dy+71N2/ ly| dy
[=m,w]N{ly|<1/N} [—m,w]N{]y|<1/N}
1/N 1/N

< vlcN/ dy+le2/ yldy = e+ 1y
—~1/N —1/N

et ce terme est d’ordre 1.
En combinant les deux estimations on a le résultat souhaité. m

On peut maintenant montrer le théoréme.

Démonstration (Théoréme 17.27). Le fait que f, est continue, paire et
m—périodique est évident. Discutons maintenant la non différentiabilité. On va
montrer cela par I'absurde.

1) Du Lemme 17.28 on obtient si 2" = 2N que
cos (2"x)

wan fa (2) —wn fa (2) = —5

et ainsi
wan fal (@0 + 1) = [wn fal (zo + k) = =27~ sin (2" (20 + h)) .
On choisit alors h de maniére a ce que
sin (2" (zo + h))| = 1.

Pour cela on trouve k € Z tel que

1 1
(k§)7r<2”x0§(k+§)7r

et on choisit

1 n
h:(k+§)ﬂ'*2 To
n '
On a ainsi - - B
0<h< —< —— =_—_,
- —2» " 2N N
Et ainsi

HWQN foé}/ ($0 + h) . [WN fa]/ (130 + h)| _ 271(1704) — [2 N]lfoé

2) Supposons par Pabsurde que f, est différentiable en un point zq . Par le
Lemme 17.29 on déduit que, pour N grand et pour autant que |h| < ¢/N,

|[wan fal (w0 + h) = [wn fo] (20 + h)| < ylog N

3) La combinaison des deux résultats précédents et du fait que 0 < o < 1
conduit & la contradiction souhaitée. m
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17.10 Exercices
Pour de nombreux exercices calculatoires on réfere au Chapitre 14 de [9)].

17.10.1 Exercices préliminaires

Exercice 17.1 Si f : R — R est une fonction T—périodique et f € L' (0,T),
alors, pour tout a € R, f € L* (a,a+T) et

/anrTf(:L’)dx—/OTf(:r)daz.

Exercice 17.2 Soient m,n € Z\ {0}, T > 0, alors

/T si 2mn cos 2mm d 0
sin [ —— —_— =
| T T T T | dx
z/Tsin %—nx sin %—mx dr = jl zzziﬁn
T /o T T N a

0 sinon
2 (T 2mn 2mm 1 SZ, m=mn
— cos| —x|cos| —z | dx = 1 sim=-n
T /o T T 0 .
sinon

Exercice 17.3 Soit —00 < a < b < 0o. Pour f € C%*([a,b]), on note

£l coapan)y = 1 Fllcoaey + flcoaan)
ot

Ueoaguyy = sup LD =TI

a<z#y<b |:L' - y‘a
(i) Montrer que ||'||co.a (pq,p) €st une norme sur C% ([a,b]).
(ii) Soient f,g € C* ([a,b]), alors f g € C®* ([a,b]).
(ili) S50 < o < B < 1, alors

1 ([q 0.1 (14 0.8 (Ia 0.0 (1, 0 (la.b]).
¢ ([a,8]) G €7 ([0, B]) G €77 (a, b)) G €7 ([a,b]) G C ([, b))
Exercice 17.4 (i) Soient a € [0,1] et f, (x) = z®. Montrer que f, € C% ([0,1]).

1—t>
Indication : Considérer sup {704} .
tejor L(1—1)

(ii) Montrer que la fonction
0 stz =0
f(x)—{ —1/logz sixz€]0,1/2]

est continue, mais n’est pas Holder continue.
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Exercice 17.5 (i) Soit {a,},-, C C une suite convergente. Montrez qu’elle est
alors convergente au sens de Cesaro. On rappelle qu’une suite est convergente
au sens de Cesaro si la suite {s,},. | définie par

n

n =

converge.

(ii) Donner un exemple d’une suite convergente au sens de Cesaro mais pas
dans le sens usuel.

17.10.2 Quelques exercices calculatoires

Exercice 17.6 Soit la fonction f € C! (R) 2n—périodique telle que
fl@)=2* si —n<z<m.

(i) Trouver sa série de Fourier.

(i) La série converge-t-elle ponctuellement et si c’est le cas que vaut la limite.

Exercice 17.7 Soit f(x) = |[sinx|, trowver sa série de Fourier réelle et en
déduire la valeur de
+oo
> T
5 -
= (4n?-1)

Rappel : on pourra utiliser le fait que
sin (z + y) + sin (z — y) = 2sinz cos y.
Exercice 17.8 Soit f (z) = n°—x? pour x € [—7, 7| et étendue par 2w —périodicité
a R.
(i) Calculer sa série de Fourier réelle. Pour quels © € [—m,w| la série

converge-t-elle (justifier votre réponse en invoquant un théoréme vu au cours
et aprés avoir vérifié les hypothéses du théoréme) ¢

(ii) Déduire de la question précédente, en choisissant © = /2 et en se rap-
pelant que

2 b
n:ln 6
que
*f#_w_?
~(2s-17° 8

(iii) Montrer, a laide de (i), que
400 1

7.‘.4
D miT o

n=1
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17.10.3 Quelques propriétés des coefficients de Fourier
Exercice 17.9 Soient k € N, f € CF (R), 2w —périodique et

1 (" ;
Cn = 5o » (x)e """ du.

Soit ¢k le coefficient de Fourier de f*) = d* f /dx* c’est a dire

cﬁ = S " f(k) (z)e """ dx.
2 J_,

(avec la convention que f(o) =fet c?L = ¢, ). Montrer que

Nk
&k =(in)"c,.
Remarque. Un résultat analogue (avec la méme démonstration) est vrai pour les

coefficients en cosinus et en sinus de f notés a, et b, , & savoir

a, Ssik=4m b, sik=4m

b, sik=4m+1 —a, stk=4m+1
ak =n” ) et b =n" )

—a, Sstk=4m-+2 —b, sik=4m+2

—b, sik=4m+3 an, sik=4m+ 3.

Exercice 17.10 Soient ¢, les coefficients de Fourier complexe de la fonction
2w —périodique f, i.e.

1 (7 .
Cp = — fx)ye """ dx
2 J_,
et a, et by, ses coefficients en cosinus et sinus, o savoir sin € N
an =cp+c_p et by=i(cy,—c_p).

(i) Soient k € N et f € C* (R) 2w —périodique. Montrer, a l'aide de I’Ezercice
17.9, que

[EA P
‘%\Sﬁ, pour tout n € Z
T |n
et de méme .
ool < 120 n fout 1 £ 0
nly |On| < nk,pouroun;é.

(ii) Soit o €10, 1]. Montrer que si f € C% (R), alors il existe une constante
v > 0 telle que

\%mwwmmwauggp pour tout n # 0.

On pourra comimencer par montrer que
-1 77

Cp = —
2

f (:E+ %) e i dg.

—T
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Exercice 17.11 Soient k un entier et f € C*(R), 2n—périodique et c, ses
coefficients de Fourier complexes.

(i) Généraliser le Théoréme 17.19 de la maniére suivante. A l'aide de I’Exer-
cice 17.9 et de l'identité de Parseval, montrer que

+oo

ST F feal? < oo

n=—oo

(ii) A laide de la question précédente et de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

montrer que
+oo

Z In|" " |en| < o0

n=—oo

Remarque. De fagon tout o fait semblable le méme résultat est vrai pour les
coefficients en cosinus et en sinus de f.

Exercice 17.12 L’Exercice 17.10 (i) peut étre raffiné de la maniére suivante.
Soient k € N, f € C¥(R) et 2n—périodique et c, ses coefficients de Fourier.
Montrer, o Uaide du lemme de Riemann-Lebesgue, que

lim [|n|’° \cn\] =0.

In|—o0

Exercice 17.13 Soient f,g,h € L' (—n,7) des fonctions 2m—périodiques et
définissons le produit de convolution

(f*g)(l’):%/ﬂf(x—t)g(t)dt.

Montrer les propriétés suivantes.
(i) fxge L' (—m,7) et

1
1F % gllzs < 5 F s lgllza -
(ii) Symétrie : fxg=gx* f.
(iil) Associativité : (f+xg)xh= fx(gxh).
(iv) Si f, et gn sont les coefficients de Fourier de f et g respectivement,
alors les coefficients de Fourier de f x g sont donnés par

Indication. Ici il faudra utiliser les résultats esquissés dans la Section 16.6 qui
permettent de permuter les intégrales. En particulier, on a que si f,g: R — R
sont deuz fonctions mesurables, alors la fonction F : R? — R définie par

F(z,y)=f(r—y)gy)
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est mesurable.

Remarque. Attention, le résultat de (iv) n’est pas valable tel quel pour les coef-
ficients en sinus et cosinus. Dans ce cas on a, i

feos = % if (z)cos(nz)der et fir= % : [ (z)sin (nz)dx

et de méme pour g, alors
(f* )COS _ fcos cos __ psin_sin ¢ sin __ pcos sin sin _cos
Exercice 17.14 Montrer le Théoréme 17.21.

Exercice 17.15 Soit f € C(R) et 2m—périodique. Soit

N
. 1 [ 4
Fn f(z)= Z cne'™ o ¢y =— fx)e ""*dux.
et 2 J_ .
Montrer que si
+oo
Z len] < o0
n=-—oo

alors Fy f — f uniformément.

Suggestion : utiliser le corollaire du théoréme de Féjer (Corollaire 17.15) pour
déduire le résultat.

Exercice 17.16 Montrer que la série trigonométrique

+ZOO sin (n z)

o logn

converge pour tout x € [—m, |, mais qu’elle n'est pas la série de Fourier d’une
fonction f € L* (—m, ).

Suggestion. (i) On pourra utiliser I’Ezercice 13.3 pour montrer que la série est
bien définie.

(ii) On montrera ensuite que si

s +o0
by, = 1 f@)sin(nz)dx et f(z)= Z by, sin (nx)
- n=1

s
alors
—+oo
D bl < oo
n=1

(iii) Conclure.
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17.10.4 Autres exercices

Exercice 17.17 Soient 0 <r <1 et

—+oo
P.(z)= Z plrlgine,

n=—oo

Montrer que

2 w
P, (z) L et i/ P.(z)dz =1.

T 1-2rcosz+12 27 J_ .
De plus P. > 0 et pour tout § € 10, 7]

sup [P (z)]—0, sir—1
o<|z|<m

1+r)

(attention le résultat est faux si 0 =0, car P, (0) = =)

Exercice 17.18 Soient f € C°(R) et 2r—périodique, c, ses coefficients de
Fourier, 0 < r <1,

400 +oo
AT (f) ($> = Z r‘n‘cneinz et Pr (.’E) = Z T|n\€inz

le noyau de Poisson (cf. Exercice 17.17).
(i) Montrer que A, (f) = P * f, c’est a dire

1 ™
A (N@ =5 [ Pwie-nd.

(ii) Montrer, exactement comme dans le théoréme de Fejer, que A, (f) converge
uniformément vers f (quand r — 1). On dit alors que la série de Fourier de f
converge uniformément au sens d’Abel vers f.

Exercice 17.19 Soient T > 0, f € L*(0,T) et g € C*(R) et T—périodique.
Montrer, aprés avoir écrit la série de Fourier de g et a l'aide du lemme de
Riemann-Lebesgue, que

k—+oc0

T 1 [T T

lim / f(:zc)g(k:zc)dxz—/ f(x)dx/ g (z) dz.
0 T Jo 0

Pour une autre approche, on pourra s’inspirer de I’Exercice 16.27.

Exercice 17.20 Soit f la fonction 2m—périodique qui sur [—m,w[ est donnée
par
six €10,7]

stx =0

f(z) =

T—x
2
0

=

= sixz e [-m0[.
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(i) Calculer sa série de Fourier compleze F f (x). Comparer Ff (z) et f (x)
pour tout x € |—m,w[ . En particulier que vaut Ff (0) — f(0)?

(ii) Montrer que la série de Fourier partielle d’ordre N vérifie

/0”” [Dn (y) — 1]dy =2 Fn f (z)

ot Dy est le noyau de Dirichlet.

(iii) Montrer que
. T sint
Jim [FNf (N) / gt I~ 0,28114.

Le présent exercice est une illustration de ce qu’on appelle le phénomeéne de
Gibbs (pour plus de détails voir [6] page 293 ou [23] Exercice 20 page 94).

17.10.5 Théorémes d’ergodicité, de Weyl et de Kronecker

Exercice 17.21 (Théoréme d’ergodicité) Soit f € C°([0,1]) une fonction
1—périodique et soit T un nombre irrationnel. Montrer que

1 & !
Jm oy 2 r0m = [ was

et que le résultat est, en général, faux si T est rationnel.

Indication : Montrer le résultat pour des fonctions de la forme f (z) = ™+,

k un entier. Conclure avec le théoréme de Fejer (Théoréme 17.14).

Exercice 17.22 Soit ]a,b[ C [0, 1] et soit x la fonction 1—périodique telle que

B 1 simE]CL,b[
X@=3 0 size01\]ab.

Montrer que si T est irrationnel

N
A}gnoo Z nT —>/ x)dr =b—a.

Indication : Entourer x par deuzx fonction continue f. et f telles que

1 1
/f;:bfafe et / F=b-a+e
0 0

et appliquer ’Exercice 17.21.
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Exercice 17.23 (Théoréme d’équidistribution de Weyl) Montrer, & l’aide
de U'Fzercice 17.22, que si {x} dénote la partie fractionnaire du nombre réel x et
si T est irrationnel alors la suite {1} ,{27},{37}, -+ est équidistribuée dans
(0,1, c’est a dire que pour tous 0 < a < b < 1, alors

lim %[nombr@ dene{l,--- ,N}:{n7} €la,b[] =b—a.

N—o0

Le résultat est évidemment faux si T est rationnel.

Exercice 17.24 (Théoréme de Kronecker) Montrer que si 7 € R est irra-
tionnel, alors I’ensemble

A={zeR:z=m+n7:m,neZ},

est dense dans R.

Indication : Commencer par montrer, a l’aide de I’Exercice 17.23, que l’ensemble
Ao ={{n7}:neZ}

est dense dans [0,1] .

17.11 Corrigés

Exercice 17.1 Par ’Exercice 16.13, nous avons le droit d’effectuer le change-
ment de variable

/G+Tf(a:)dm:/Oaf(ac—i-T)dac:/oaf(x)dx

T

ou nous avons utilisé la périodicité f (z +T) = f () . En réarrangeant les bornes
des intégrales, nous avons donc

/anrTf(x)dx—/on(:c)dx:/TaJrTf(a;)dx—/oaf(x)dxzo.

Puisque | f| est aussi T—périodique, on a aussi que

[ is@iae= [T @l

et donc f € L' (a,a+T). &

Exercice 17.2 Il suffit d’utiliser les formules trigonométriques
2coszcosy = cos (x + y) + cos (x — y)

2sinxsiny = cos (x — y) — cos (x + y)

2sinzcosy =sin(x —y) +sin(z+y). &
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Exercice 17.3 Pour alléger les notations, on ne note pas la dépendance en
[a,b].

(i) Soient f,g € C% et a € R. Il est trivial de voir que ||f||co.. = 0 si et
seulement si f = 0 et que

||acho,a = |a ||choya .

Il ne reste plus qu’a montrer que

If + gllcoe < Ifllgo. +llgllco.n -
On a
1f +9llgo < W fllco + llgllco
puisque ||| oo est une norme. On trouve ainsi que

[f (@) +g(@) - fw)—gWl _1f@) - fW] lg) -9y

< < [fleo.atlglcoa
|z —y[* |z —y[* |z —y[* o o

et donc
Lf +9}00,~ < [f]coya + [g]co,a

d’ou le résultat.

(i) Comme

If (z)g(x) = f(y)g ()l

R A P
:SupIf(x)g(m)—f(:ﬂ)g(y)Jrf(w)g(y)—f(y)g(y)l
r#y |$ _'y|
lg (x) — g (1) s (2 = F ()]
Sl\fllcoilg P +H9Hco#1; P

on déduit que
1 gllco.e < Wfllcollgllco + 1 llco [9lco. + llgllco [flco.a
< I fllco. llgllco.e -
(iii) - Si f € C%® ([a,b]), on a alors

lim |f () = f (y)] < C lim [le —y[*] = 0.

r—y

On obtient donc bien C% ¢ C9.
- Montrons que C%? ¢ C%<. On a

s {If (2) fa(y)l} e (L@@
roelan L2 —Y] syelad] o —y|°
zFy zFy
< [flgos (b= a)ﬁ_a :
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Il s’ensuit alors

1 lcoe = 1 lco + [Flon.
< flloo + Ulons (=)™ < (14 (6= a)* ) Il ns -

L’inclusion C%! € C%# est un cas particulier du point précédent.

- Montrons que C* ¢ C%!. Soient x,y € [a,b], il vient alors

1 1
f@=fo)= [ Flarta-—yli= [ i) -y

On a donc que

f (@) = F )l < max 1 @l =yl < flerlz =yl W

Exercice 17.4 (i) On commence par remarquer que pour tout « € [0,1], on a
g(t)=1—t*—(1—-1)* <0 pour tout t € [0,1].

Ceci se montre facilement en remarquant que g est convexe dans [0, 1] et que
g(0) =g (1) = 0. On obtient ensuite

- {Ifca—yal} _ {Ifca—yal}_ {Iﬂcal(l—(y/x)al}
p @ = sup @ = sup o a
xFy lz —yl z>y |z — yl z>y |z [1 - y/z]
z,y€[0,1] x,y€[0,1] z,y€[0,1]
{ 1—te } L
= Sup —_— =
teo,ny L(1—1)"
et donc f, € C% ([0,1]).

(#) 11 est trivial de voir que f est continue. Si elle était Holder continue, il
existerait « € ]0, 1] et une constante C,, > 0 tels que, pour tout = € ]0,1[ ,

-1
logz

=[f (@) = F(0)] < Cqz®

autrement dit L
z%logx < o Va el0,1]

[0

ce qui est clairement impossible. &

Exercice 17.5 (i) Sans perte de généralité supposons que a,, — 0. Comme la
suite converge, on a que

v =sup {|a,|} < oo
et que pour tout € > 0 on peut trouver N = N (e) tel que

lan| < % pour tout n > N.
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On a ainsi pour n > N

1 1
[sn| < - lat| + -+ + |an]|] + - lani1] + -+ |an]]

+5-(n—N)<~n

IA
2

3=

3=

< L€
2n 2"

N 2~y N(e) N . .

N (e) > =—=etn > N on obtient le résultat

Donc en choisissant N =
souhaité, a savoir

N €
lsn] <7 —+5 <e
n 2
(ii) La suite a, = (—1)" ne converge pas au sens usuel mais elle converge
au sens de Cesaro vers 0. &

Exercice 17.6 (i) La fonction étant paire les coefficients en sinus sont tous
nuls. D’autre part on a

/7T 9 [av?’]w 2m3 2m?2
Tag = réde = | — =" = qy=-—
- 31 .

etsin>1

s 2 .: ™ T .
m”:/ x%osm)dx_{w} ,/ 2zsin(nz)

n n

—T

_%/:xsin(nx)dx—%{[%mz)]i +/1@d1’}

4 (—-1)"
n?

—T

== [7 cos (nmr) + 7 cos (—n)] =

En conclusion nous trouvons

4(-1)"

Ay = sin>1.

n
(#1) La fonction satisfait toutes les hypothéses du théoréme de Dirichlet et
on trouve donc que, si — 7 <z <7

7T2 +oo _1\n
Ff(x):§+z4(n21> cos(nz) = f(z) = 2% &

n=1

Exercice 17.7 (i) Comme f est paire, les coefficients en sinus sont nuls et on
a donc

1" 2 [7
Ay = _/ |sin x| cos (nz) dx = —/ sin z cos (nx) dz
T 0

1 - . .
= /0 [sin((n+1)z) —sin((n — 1) z)] dz
1 {cos (n—=1)z) cos((n+1) x)}

T n—1 n+1

T (_1)7171 -1 B (_1)n+1 1
0 (n—1)m (n+1)m
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et ainsi

0 si n est impair
an = . .
" c si m est pair.

=4
n?—1)7

On a ainsi trouvé, comme f est C' par morceaux que
2 cos (2nx)
F =——=— .
f@)=Ff()== Z PR
(ii) De l'identité de Parseval on a que

1, @2 X, 8 16X 1
1—;/77r51n :de—;—l—;an—p—k;n:1—(4n2_1)2

et on infére alors que

+o0 1 2

s 1
2w w6 2

Exercice 17.8 (i) Comme la fonction est paire tous les coefficients en sinus
sont nuls et on a

ag 1 (™, 5 1 (", 5 22
L0 _ - ) dy = = ) dy = 2
2 2m _ﬂ(ﬂ- y) L 0 (ﬂ- y) Y 3
etsin>1
1 2 T,
— 77 — g2 ) cos (ny) dy = — Yy~ cos (ny) dy
mw ) v 0
2 2 (7 4 4
—{[y D)2 s b = = [y dy
m 0 n Jo ™n Jo
4 ‘ . 4(=1)"*
_{[_M] +_/ Cos(ny)dy}:%,
mn n o nJo n

La fonction f est Lipschitz et on peut donc lui appliquer le Théoréme de Dirichlet
pour déduire que pour tout x € [—, 7]

grt 2ty T eos(ng) ot g (S0 cos ()
- - 2
4 3 n=1 TL2 3 m=1 (2m)
2772 “+o0 ( 1)3m+1 D) 2 +oo 1 +o00 1
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et par conséquent

JFZO:O 1 3r2 27 7% ¢
p (2s—1)° 4 3 24 8
(111) Par I'identité de Parseval on trouve

“+o00

1™, a2, (212 16
G —y)dy—2<7> T2

- n=1
l " 2 2)2 7& 4
w/,ﬂ(ﬂ y') dy=qgm

on déduit le résultat. &

et comme

Exercice 17.9 On procéde par induction. Le cas k = 0 est la définition des
coefficients. Supposons donc le résultat montré pour & et montrons le pour k+1.
On a donc, en intégrant par parties,

2m [(Z n)k Cn:| = 27 CI:L = f(k) (l’) e*in:p dz

_ [f(k) (x) einac:|7r B /W f(k+1) (@) e*i'ng; -

—in —n

—T

En utilisant la 27 —périodicité de f*) et de e=*"%, on a donc bien montré le

résultat, & savoir

27 [(z n)f cn] = FOHD () e ® dp = 2 FHL

-7

Remarque : on s’apercgoit que dans ’argument ci dessus on n’utilise pas vraiment
le fait que f € C* (R). En effet, si on généralise de fagon appropriée la notion
de dérivée (pour permettre une intégration par parties), il suffit de supposer que
f® e Lt (—m,7). &

Exercice 17.10 (i) De I'Exercice 17.9 on déduit que

2 n|* Jeu| < /W 7% (@) dw = || 1®)|

-

LY(=mm)

Comme f € C*(R), on a tout de suite le résultat pour |c,| et |c_,| et donc
immédiatement pour |a,| et |b,|. Par ailleurs, la méme remarque que dans le
corrigé de I’Exercice 17.9 s’applique ici.

(ii) En faisant un changement de variable 2 = y + T on trouve, en utilisant
la 2w —périodicité de f et de e™*™Y, que

1 [ = f(y+%) e—in(y+%)dy:2_;/7;f(y+%) e"inY dy.

2 J_ .=
7

Cn
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On déduit de cela que
1 T

Cp = —
i J_ .

{f (x)— f (£E+ %)} e d.

Comme f est Holder continue on obtient qu’il existe une constante 7, telle que

et ainsi

Exercice 17.11 (i) Soit ¢ le coefficient de Fourier de f*) = d@* f/dx® c’est a
dire | g
k= ol i F) (2) e " da.

(avec la convention que f(© = f et ¢ = ¢,). On sait par I'Exercice 17.9 que

k

Cn,

= (zn)kcn

Par I'identité de Parseval et comme f*) € L? (—m,7) on a

L[ pw 2 'S k|2 S|k
| f (x)’ dx = Z |cn| = Z [n|”" |en|” < oo.

(#i) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

1/2 1/2
+o0 1 . 1 +o0 ok )
k—1
> Inl |Cn|:Zm [l lenl < [ D —3 > el
n=-—oo n#0 n#0 ‘?’L| n=-—0oo
d’ou le résultat. &
Exercice 17.12 Par I’Exercice 17.9 on sait que
™
2 (in)¥ ¢, = ) (2) e " da.

Par le lemme de Riemann-Lebesgue, comme f*) € L' (-7, 7), on a que

lim [ ) (z)eine da?] =0

n—o0

et le résultat suit immédiatement. &

Exercice 17.13 (i) Utilisant le deuxiéme résultat de 'indication, on sait que
la fonction F (x,t) = f (z —t) g (t) est mesurable. Puisque f,g € L (—m,n) il
vient

/ / IF (2,8)] dzdt < || 1 glls < oo
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Utilisant les Théorémes de Tonelli et de Fubini, on a que

s

1
= — t
fxg 5 F (z,t)d

—T

appartient & L' (—, 7). En utilisant ce qui précéde, on a également que

1
1F*gllpe < o If e llgllzs -

(#) En faisant le changement de variable y = x —t et en utilisant le fait que
f et g sont 2mr—périodiques, on obtient que

o = g [ re-nama=o [ rwee-u -
= o [ T -nd=g=f).

(#i) Utilisant & nouveau les Théorémes de Tonelli et de Fubini et le change-
ment de variable s =t + y, il vient

1 Q m

TR /,,r < Wf(xty)g(y)dy) h(t) dt
1 ™ 7T

= (271')2 [7\' < . f(x - S)g(S — t)ds) h (t) dt

et donc
1 & 71'
Uro)=h) = o [ sa-a ([ o-onwa)as
= [x(gxh)(z)
(iv) Soit n € Z. On trouve
(‘f*g)n — % 7ﬂ- (f*g) (x)efinrdx

_ Wi( ﬂf(t)g(x—t)dt)eim’da:

2 _r2m \J_,
- L /7r f)yent L /7r gz —t)e "=y | dt
2 J_, 2 J_,

ol on a utilisé les Théoréemes de Tonelli et de Fubini pour changer I'ordre d’in-
tégration. On obtient ainsi que

(f*g)n:%/_ﬂf(t)e_mt (%/Wg(x)e_i"xdx>dt:fngn. '
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Exercice 17.14 (i) Posons g(x) = f (T'z/2n). Alors g € C%® ([0,27]) et est
2n—périodique. Il suffit alors d’appliquer & g le théoréme de Dirichlet (Théoréme
17.16).

(ii) Evident.

(#i) Evident.

(iv) Comme précédemment, on suppose que T = 2. Puisque f' € C%® on
sait par le cours que pour tout x € [0,27] on a

/ +oo
f(x) = % + Z (a), cos (nz) + b, sin (nz)).

n=1
En intégrant par parties on obtient directement que af, = 0,

/
a, =nb, et b,=-na,.

Insérant cela dans I’équation ci-dessus, on a le résultat recherché.

(v) Comme précédemment, on suppose que 1" = 27. Puisque f est dans L2,
par le Théoréme 17.17, on sait que Fi converge vers f dans L?. Par I'inégalité
de Holder, il vient alors

Jm | [ s raa
xo+2m
< hm/\FNf “”dt%&iinoo/ Fx £ (t) = £ (1) dt
< lim [Var||Fx f - fls] —o0.

On trouve alors que

/FNf t)dt = / dtJrZ {ancos (nt)+ by s1n(nt}dtﬂ/ f

lorsque N — oo, d’ou le résultat.

(vi) Ceci suit immédiatement du Théoréme 17.17. &

Exercice 17.15 On observe que si N > M, alors, pour tout x € [—m, 7],
Fnf(a)—=Fuf@l=] > ™ < > el
M+1<|n|<N M+1<|n|<N

Par conséquent la suite {Fy f} converge uniformément vers une fonction conti-
nue g donnée par

+oo

Z c einT

n

n=—oo
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qui a les mémes coefficients de Fourier que f. Par le corollaire du théoréme de
Féjer, on a que f = g et donc Fy f — f uniformément. &

Exercice 17.16 (i) Commencons par observer que, comme

2sinzsin (nx) =cos((n —1)z) —cos ((n+ 1) z),

on a
N
2sinz Zsin (nx) = cos (z) + cos (2x) — cos (N z) — cos (N + 1) z)
n=2
et donc

|sin z| <2.

Z sin (n z)

+oo sin(nz) _
n=2 logn

On note ensuite que > 0 si x = 0, &7. Par ailleurs on peut appli-

quer, grace a ’estimation ci-dessus, I’Exercice 13.3 pour déduire que la série
io sin (n z)
= logn
converge aussi pour tout x # 0, £7.
(ii) Le fait que 3275 [by, ? < 0o suit immédiatement de lidentité de Parseval.

(#i) En combinant (i) et (ii) on a bien que la série trigonométrique

f sin (n z)
o logn

ne peut pas étre la série de Fourier d’une fonction f € L? (—m, 7). &

Exercice 17.17 Si on pose w = r¢e'®, on remarque que P, (x) se décompose en
deux sommes géométriques

+oo +oo
n —n 1 w
Pr(zt) = Zw +Zw :m+m
n=0 n=1
1-T+(1-ww  1-|wf

I-w)(1-3) 1-wf

1—1r

1—2rcosx+r2’

Par ailleurs comme P, (z) = Y 7/"le?™® et que la convergence est uniforme on

déduit que
™ 400 ™
/ P, (z)dx = Z / rinlein @ dy = o,

- n=-—00
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Clairement P, > 0. Soit § € ]0, 7], alors cosz < cosd pour tout § < |z| < 7 et
donc

1—r?
Po(a)] < —— 1 0, sir—l.
A T R
Exercice 17.18 (i) On écrit
400 1 T ) )
nD@= Y (5 [ rweiay) e

et comme la série converge uniformément (se rappeler que les |c,| sont unifor-
mément bornés car f est continue) on peut permuter la somme et Uintégrale et
on infére que

1 ™ +oo '

- [ swre-na=5 [ Pe -y

—T —T

comme souhaité.
(#) On écrit

| Pr(y)[f(w—y)—f(w)]dy'<Ls+Ja
ou . s

=5 | P@If(z—y)—fla)ldy

1

21 Js<|y|<n

Js P (y)|f (x —y) = f ()] dy.

Fixons nous donc € > 0 arbitraire. Comme f est continue, on a qu’il existe
M,§ = (e) > 0 tels que, pour tout = € [—7, 7],

<6 = [fa—y)—f@ <3| et [If@)I<M).

Par ailleurs pour ce choix de § on peut trouver r suffisamment proche de 1, tel
que, pour tout § < |Ji‘ <m,
0< P, (x) < —
r .
> =AM

On a ainsi

5 T
1 €
Is < P.(dy<-— | P.(y)dy=~
5 < / (y)dy < 277/ (y) dy 5

-9 -7

| o

1
2w

[N e
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et

1 € 1 €
J5§—2M/ P.(y)dy <2M — —/ dy| < —=.
2 s<yl<n ) AM | 210 Js<|y|<n 2

En regroupant les deux inégalités on a bien, pour tout x € [—7, 7|,

A (f) (x) = f ()| <e. M

Exercice 17.19 (i) Soient N un entier, a,, (respectivement b,,) les coefficients
de Fourier de g en cosinus (respectivement en sinus) et

Py (g) (2) = 2+ i [ancos (%ﬂ@ + by sin <2%nx)} .

n=1

Comme g est C!, on peut appliquer le Théoréme 17.19 et déduire que pour tout
€ > 0, il existe N (¢) tel que, pour tout N > N (e),

[Fn (9) (2) —g(z)] <€, VzeR.

(#7) On trouve alors

T 1T
/Of(ﬂc) [g(kx)—f/o g(w)dﬂcld:p

_ / (@) [g (kz) — Fx (g) (k@)] do

e[ s {3 fone (i) i (Gnee) | e

n=1

En utilisant (i) on déduit que, pour tout N > N (),

[ @ [gm)—%/;m)dx] dr

N
< 6/0T|f(x)dx+2|an /()Tf(x)cos(%nkx)dm

n=1
N
+> |bal
n=1

/OTf(:r)sin <2%nkx) da

En invoquant le lemme de Riemann-Lebesgue, on infére que

T 1 T
| r@ [ﬂm);/@ g(x)dz] do

Comme f € L' et € est arbitraire on a le résultat. &

lim sup
k—o0

T
ge/o |f (z)] de.
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Exercice 17.20 (i) Si n = 0, comme f est impaire on a que ¢y = 0, alors que
si m # 0, on trouve

T T _ ) o
2w e, = f(x)e_”””da::/ ue_”””da:—l—/ TT T mine gy
-7 0 2 2

—T

_ / ™= (e_inx_ez'nx) dajzi/ (x_ﬂ)sin(nx)dm
0 2 0

—i {—(xw)cos(n:r)}:_'_ i/oﬂcos(nx)dx

n n
et ainsi ,
1 el nT
cpb=—— et F T) =
n %in Nj( ) 2:
0<|n|<N

En invoquant le Théoréme 17.16 on trouve que, pour tout « € |—m, 7 (y compris
z=0car f(07)+ f(07)=0)

Ff(z)—f(z)=0.

(#i) On remarque que

[ oxw-ua = [

einy dy = Z /Ieinydy

0

0<|n|<N 0<|n|<N
inx inx
e -1 e
-y - — —2Fy f(a)
mm X
0<|n|<N 0<|n|<N

comme souhaité.

(#i) En utilisant la question précédente on trouve

0r(2) =2 [Fowt g [l 80 o

et par conséquent

T 1 T+toN sint T
P (E) = g [T
N 2N+1 J Sin[21$+1} 2N
W+§% sint 2£+1 T
- N 1% N
0 sm{QNH}

ou, en d’autres termes

TN sint T
Fy f(x)= / —dt — —
o t oIN
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Noter que comme

2N+1)7w T
0<t<——— = 00— < —
- - 2N “2N+17 2N
et qu’il existe une constante v > 0 telle que
-x -1 Svu V$E|:0,z:|,
sin x 2
on a
sint ST sint T
> sin [—2N+1} sin [—2N+1]

Par le théoréme de la convergence dominée on obtient

Jm [mr ()] = [ 5

Finalement comme

. T L T— % _m
N [f (N)} _Nlinoo[ 2 ] T2
on a bien obtenu le résultat souhaité. &

Exercice 17.21 Pour un contre-exemple on peut choisir
f(z) =sin®(2rz) et 7=1.

Nous montrons le résultat en deux étapes.

Etape 1. Commengons par montrer le résultat pour des fonctions trigono-
métriques. Si f = 1, le résultat est trivial. Si f = e>™#% avec k # 0 alors
fol e?™ kT gy = 0 et, puisque e>™#7 £ 1 (7 est irrationnel), il vient que

N . .
1 eQﬂ'sz 17627TZ]€NT
N;f(nT): N 1_€2Trik7' ’

qui tend vers 0 lorsque N — oo. Enfin, il découle de ceci que le résultat est vrai
pour tout polyndéme trigonométrique.

Etape 2. Soit maintenant f une fonction générale et ¢ > 0. Par le Théoréme
de Fejer, on sait que le polynéme trigonométrique

1 N—-1 n )
(I)Nf(l'):N Z Z Cn€27mk'r
n=0 k=—n

converge uniformément vers f. Par conséquent, et par I'Etape 1, il existe N
suffisamment grand pour que

If =N fllco < €/3
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1 & !
N;CI)Nf(nT)/O Oy f(x)dx| <e€/3.

Il s’ensuit que

1 & ! 1 & !
NS0 [J@de] < T3 wn) - ew i@l [ @)~ @)l
1 & !
+ N;q)Nf(nT)/o Oy f(x)dx
< €

d’ou le résultat. &

Exercice 17.22 On distingue 4 cas. Dans les 4 cas on définit, pour ¢ > 0
suffisamment petit, une fonction 1—périodique

0 dans [0,a] U [b, 1]
_ 1 danb[ +eb—¢€
fe@ =9 4.2
—2 4+ % dans [a,a+ ¢
b2z dans [b—eb].

Cas 1 : 0 < a < b < 1. On définit une fonction continue 1—périodique f.F

par
dans [0,a — €] U[b+¢,1]

0 [

1 dans [a, b]
<+ % dans [a—e¢al
bhe — 2 dans [b,b+€.

Par I’Exercice 17.21, nous avons

N
R )

1 '
A}gnoo{ﬁgfj(nﬂ}:/o ff=b—a+e

De plus, on remarque que 0 < fo <y < fF <1, d’ou

Nﬂ;f:(m)sﬁ > oxnm) <+ ;mm)_

n=1

En passant & la limite, nous trouvons donc

1N
b—a—e<hm1nf{ﬁ Z:: nT}
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et

N—o0

N
1
1imsup{ﬁ ZX(TLT)} <b-a+e
n=1

Comme ceci est vrai pour tout € > 0, on a donc bien

& '
A}EHOO{N Zx(nT)}:b—a:/o X -

n=1

Cas 2 : a=0<b< 1. On choisit

0 dans [b+¢€,1— €]
1 dans [0, b]
+ () — ’
Je @) —1=¢ 4+ Z dans [1—¢,1]
bz dans [b,b + €]

et on ’étend par 1—périodicité. On procéde alors comme dans le cas précédent.
Cas 3 : 0 <a < b=1. Ce cas est trés semblable aux deux précédents et
nous n’écrivons pas les détails.
Cas 4 : a =0 et b = 1. Prendre = 1 et procéder comme dans le Cas

L &
Exercice 17.23 Soient Ja,b[ C [0, 1] et x(, ) définie par

1 sizela
Xja,pf (%) = 0 sizel0,1[\]a,b]

et que l'on prolonge par 1—périodicité sur R. On remarque que

1
N [nombres de n € {1,--- N} : {n1} €]a,b[] Zxab[ nT)

n=1
et ainsi le résultat recherché découle immeédiatement de I’Exercice 17.22. &

Exercice 17.24 Etape 1. Montrons pour commencer que la suite {n 7}, _y est
dense dans ]0,1[ . Supposons par I'absurde que cela ne soit pas le cas. Il existe
alors 0 < a < b < 1 tels que

{n7} ¢la,b] pour tout n € N.

Or par I"’Exercice 17.23 on sait que

lim %[nombres dene{l,--- ,N}:{n7} €la,b[] =b—a #0.

N—oc0

Il s’ensuit directement que pour N assez grand il existe 1 < n < N tel que

{nt} €la,b[,
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ce qui est la contradiction recherchée.

Etape 2. Montrons pour finir que A est dense dans R. Soient z € R et € > 0.
Puisque {n 7}, .y est dense dans |0, 1], on sait qu'il existe n € N tel que

{z} —{n7} <e
Soient m1,mo € Z tels que
{ntt+mi=nt et {z}+my=z2
On a alors trivialement
2= (m2 —m1+n7)| =[{z} —{n7}[ <¢

d’ou le résultat puisque mo —mi+n7 €A M



Chapitre 18

La transformée de Fourier

18.1 Introduction
On commence par des considérations heuristiques. On rappelle que si f :
R — R est une fonction T'—périodique sa série de Fourier est donnée par
21 T /2 27rn

+o00 s
chelTx :—/ T e

n=—oo T/2

On veut maintenant traiter des fonctions non nécessairement périodiques. On
peut voir de telles fonctions comme des fonctions périodiques dont la période
est infinie. On pose dans la définition précédente

n 1
=7 et Af=
On a que
T/2 T/2 _
— _/ Ag/ 727rz§ydy
T/2 T/2
et donc
= 127'(_71 x i .
f(x) = Z cpe T = Z cp €2TIET
+oo T/2
_ Aé-/ 727ri§y dy 62772’5:0.
n=—oo T/2

En laissant (il s’agit ici de considérations purement formelles) T' — oo et en
remplacant la somme par 'intégrale, on obtient

+oo +oo
= [ | iw 5dy] i€ e g,

— 00 — 00

503
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Si on définit alors la transformée de Fourier comme
s@=FO=[ rweeray
on trouve que

+oo )
f@) = l Fle)emiceae,

Donc on a que la transformée inverse de Fourier est donnée par la formule
“+oo

§ 1 (2) = F&) e de.

On va maintenant essayer de formaliser ceci.

18.2 Définitions et exemples

Définition 18.1 Soit f € L' (R) c’est a dire que f est mesurable et

[ @i < s

—0o0

La transformée de Fourier de f est définie par

—+oo

FHEO=F©= fy) e 2m¢vdy.

— 00

Remarque Parfois la transformée de Fourier est définie par
~ 1 +oo e
= — e 's¥d
Fo=—= [ rweieay

ou en remplagant le coefficient 1/4/27 par 1 ou par 1/27. &

Exemple Trouver la transformée de Fourier de

f(x):{ 1 sifz) <1

0 sinon.

Discussion Tout d’abord on observe que f € L! (R) car

/+Oof(3:)|d3::/l dr =2 < 0.

—o0 —1
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On a par définition

N +00 , 1 _ —2migy !
o = [ rwermony = [ oo - [ ]

—00 —1

1 e2™é — e 28 gin (21 ¢) N
Té 2i Y

Exemple Soit f (z) = e~ 12l Déterminer la transformée de Fourier de f. Calculer

/+°C cos (27 &) de
—oo 1447w '

Discussion On a que f € L' (R) car

400 “+ o0 “+o0
/ |f(x)\dx:/ eilmldx:2/ e fdr =2 < 0.
0

— 00 — 00

On peut donc calculer ]?donnée par

+o0 +o0
f = / f(y)e—zm‘&ydy:/ e vle=2mity gy

_0 +Oo_
— / ey(l—27ri£)dy + / e—y(1+27ri£)dy
—o00 0

ey(1—2mi&) 70 e—y(14+2mig) 1T
ol 1-2mi& | 142mi& |,

2 e—y(1+2mig) ey(1—2mi &)
- — lim [Y—— |~ lim |[Y——|.
1+44m2¢"  y—too | 14 2mig y——oo | 1 —2mi&
Comme & € R (et donc 27i€ # +1) on a

lim e*(lﬁmg)y‘: lim |e*y|:0
y——+o00 y——+00

et idem pour limy o [e7279¥| =lim,_._,, ¥ = 0. On a ainsi montré que
~ 2
1O =T

Noter que f € L' (R) cest & dire
Foo
| |F©]d <.
Par anticipation de la formule d’inversion, on peut déduire que

o0 2miéx —+o00 +o0 .
et [ 267’32615:/ Mdgﬂ/ 2sin(2ré)
—oo 1+4m2¢ —o 1dnZ e 1+A4m%
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On note que la partie imaginaire est nulle car on intégre une fonction impaire
(et L') sur tout l'intervalle réel et on a ainsi, pour tout z € R,

ool _ /+°° 2cos (2w € x)

de€.
oo 14m2g? ¢

En particulier, si z = 0 ou x = 1 on trouve

+o0o +oo
1:/ _2dE l:/ 2e0s@1E) 4
—oo 1 +4m2¢ e —oo  1+4m2¢

18.3 Premiers résultats
Théoréme 18.2 Soient f,g € L' (R). Les propriétés suivantes ont lieu.

(i) Continuité. La fonction [ : R — C est alors continue et

tim [F©]=0 e |F] <l

lg[—o0
(i) Linéarité. Soient a,b € R, alors
Flaf+bg)=aF(f)+0F(g).
(i4) Dérivées. Si de plus f' € L' (R), alors
S(f) () =2milF(f) (&), VEeR.

Plus généralement sin € N, f*) € L' (R) pour k = 1,2,--- ,n, alors

§ (f(n)) (&) = 2mi&)" F(f) (), VEeR.

(iv) Dérivées de la transformée. Si de plus h(x) = x f (x) est telle que
h € L' (R), alors

—2mi () (6) = ~2eih (6) = 3 (1) () = ¢ [F©)] . veer

(v) Translation. Sia € R et si
h(z) = f(z+a)

alors R _ o
h(€) =F (h) (€) =™ F(f) (&) =™ f(€).
(vi) Homothétie. Sia > 0 et si

h(z) = f(az)
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alors

(vii) Produsit.
Foo “+oo
| F@a@a= [ f@iwa

Remarque (i) Il faut comme d’habitude étre prudent quand on dit, par exemple,
que f' € L'. On suppose ici, pour faire simple, que f est continue, sa dérivée f’
est continue par morceaux et f’ € L.

(ii) Comme par la premiére partie du théoréme on a f,g € L et f,g € L*,
on déduit que f g, f§ € L'. Et donc la propriété (vii) du théoréme a un sens.  #

Ces propriétés sont élémentaires (cf. Exercice 18.1). Voyons maintenant un
exemple important.

Proposition 18.3 Soit
flx)=eT"

alors f(§) = 1 (£).
Démonstration On a clairement que f € L' (R) et donc
o~ too 2 .
f(g) — / e~ T e—Zﬂszdx

est bien définie. De plus f (0) = 1, car on sait (facile & voir et classique) que

+oo 5
/ e " dx = 1.

Par la propriété (iv) du Théoréme 18.2 (on a clairement que h(z) = ze
est dans L' (R)) on déduit que

—T (132

dif []?(5)} = —2rih (&) = /_:O (—2mix) e~ T 2mig T gy

En observant que

fla)=—-2r2f(z)=—2nze ™"

on obtient
d s . e l —27i € zq
Ef@) =i f@erminan
Par la propriété (iii) du théoréme (noter que f’ € L' (R)) on a donc que
d

EJ©] =ierof©=-mef .
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Une intégration immédiate donne que
-~ -~ g2
F©=re"*

Comme f (0) = 1, on a bien montré que

FO =" =10

ce qui est le résultat souhaité. m

Théoréme 18.4 (Produit de convolution) Soient f,g € L' (R) et soit le
produit de convolution défini par

+o00
(f*g)(w)Z/_ f e —t)g (1) dt

alors f * g est bien définie pour presque tous lesx € R, fxg=gx f et

1 * gl < I f1ps gz
S(fx9)=3(f)F(9).
Démonstration La démonstration est trés semblable & celle de I’Exercice
17.13 (valable sur |—m, 7] ).
Ftape 1. (i) Un changement de variables donne immédiatement que f * g =
gx [
(ii) Posons
h(z,t)=f(z—1t)g(t).

Noter que, pour presque tout t,

+oco +oo +oo
/ h (2, 1)) de / |f<xft>||g<t>|dx:|g<t>|l f (@ — b d

— 00 o0 +OO
- |g<t>|[ F@)ldy = 19 (8)] £l < oo

De plus

+o0 +o0 +oo
/ [/ h(x,t>|dx]dt=|f||L1 | o ®lde= 111 gl <

Par le Théoréme de Tonelli (cf. Théoréme 16.34) on déduit que h € L' (R?).

(iii) Par ailleurs on a

1wl = /+°°|<f*g><w>|dw=/_:c'/_ff(z—wg(t)dt d

— 00

/_:O V_:o |k (@, 1)] dt] dz.

IN
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On applique alors le Théoréme de Fubini (cf. Théoréme 16.35) et on déduit que

/:O [/_-:Ch(a:,tﬂdt} da::/_:o [/_—:O|h(x,t)|da:} dt

et donc par (ii)
1 *glle < Nz gl -
Ainsi la transformée de Fourier de f * g est bien définie.

Etape 2. Par définition de la transformée de Fourier on a (en utilisant a
nouveau le Théoréme de Fubini)

400
50)©) = [ Uro@e e

_—iooo +o00o
= / [/ flx=t)g) dt} e 2mET
hoo [ oo
= / {/ flx—=1) 6_2”i5(1_t)da?] e 28t g (t) dt

et donc, en posant z = x — t, on obtient

—0o0 — 00

= J(NE)T9)©)

ce qui est le résultat annoncé. m

S(f+9) (&)

18.4 La formule d’inversion

Théoréme 18.5 (Formule d’inversion) Soit f € L' (R) telle que ‘ﬂ € L' (R),

alors, pour presque tout x € R,

+oo )
f (@) = / Fle)emicrae.

— 00

Remarque Noter que, quitte a redéfinir la fonction sur un ensemble de mesure
nulle, la fonction f est, a posteriori, continue. En effet le membre de droite, dans
la formule d’inversion, est, par une démonstration analogue a celle de (i) dans

le Théoréme 18.2, continu car ‘f] € L'. Comme le membre de droite est égal &

f (z) pour presque tous les z on a Passertion. &

Démonstration Etape 1. Pour € > 0 posons
2.2

K.(z)=e ™

Noter que
0<K.(x)<1 et K.(z)—1sie—0. (18.1)



510 La transformée de Fourier

Par ailleurs en invoquant le Théoréme 18.2 (vi) et la Proposition 18.3, on a
1 _=¢?

I?e (6) = E e &

Noter que IA(e >0et

too too g 2 ~+o0 )
/ Kc () dg =/ —e < d¢ :/ e "V dy=1. (18.2)
0o —oo € oo

Etape 2. Définissons ensuite

+oo )
fo () = / F(&) K. () ¢ de.

— 00

Comme ’f’ € L' et (18.1) a lieu, on infére du théoréme de la convergence

dominée que
—+o0

lig (£ @) = [ Fleyeeras (18.3)

— 00

Supposons qu’on ait montré (cf. Etape 3) que
tim |, — = 0.
On déduit alors du Théoréme 16.33 que, & une sous suite pres,

Jim [fe, (@)] = f () pP.

Ceci combiné avec (18.3) donne immédiatement le résultat.
Etape 3. Montrons donc que

tim e~ £l =0.
Etape 3.1. Observer tout d’abord que si
hy) = K (y) e ve

alors
o = [ hwermoay = [ K g emee o
+oo ) R
= K (y)e ™y = K (¢ - ).

Par le calcul précédent et la propriété (vii) dans le Théoréme 18.2; on déduit
que

fe (@)

+oo ) +oo N
/ F(&) K. (€) *i€ade = / F© R (6~ x)de

— 00

+o0 .
/ £ (& +a) R (6) de.

— 00
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Etape 3.2. De I'étape précédente et de (18.2) on obtient
o0 .
@ - f@ = [ ) - f @R
et donc

+oo
o= fle = [ U@ - F@lds

IN

+o0 +oo R
/, [ |f (€ +2) — f ()| K () dé dw = R..

Or

[T ) - f (o)) =g
Re_w/;oo~/;oo p e < dfdx

+oo +oo 5
11|f(66+$)*f(m)le’”6d6dz:-

Et donc par le Théoréme de Fubini (cf. Théoréme 16.35) on obtient

+o00 +o00 5
Rez/_ / f(Be+z)— f (@)™ dedp.

Etape 3.3. La démonstration sera compléte dés que nous aurons montré que
—+o0
lim [R,] = lim [/ ue (B) dﬁ} =0
e—0 e—0 o
ou

2 [T
uew):e—”ﬂ/ f(Beta) - f(z)]da.

—00

On observe que, comme
+oo
og/ F(Be+a)— f(@)de <2 fl .

alors ,
Ogue(ﬁ)Sv(ﬁ):2||f\|Lle_”6 et vELl(R).

Par ailleurs

+oo
ti | [ 17 (e o) f@lde| =0

(ceci est immédiat si f € C§° (R) et dans le cas f € L' (R) par approximation
du cas précédent, cf. Exercice 16.15) et donc

uc (8) =0 sie—0.
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On est donc en mesure d’appliquer le théoréme de la convergence dominée et de
déduire que

lim [R] = lim [ / - ue () dﬁ} =0

e—0 e—0 oo

qui est le résultat souhaité. m
On a comme pour les séries de Fourier des transformées en sinus et cosinus
(évident).

Proposition 18.6 Soit f € L' (R) telle que }f‘ € L' (R), alors les résultats
suivants ont lieu.

(i) Transformée en cosinus. Si | est paire, alors

+oo
5O =2 FueosCrendy
et en tout point x de continuité de f
Foo
f@) =2 Feosena)as
(ii) Transformée en sinus. Si [ est impaire, alors

+oo
3 () (€) = 2 / £ (y)sin (2 € ) dy

et en tout point x de continuité de f
+oo
fla)=2i [ F©sinreoyde
0

18.5 L’identité de Plancherel

Théoréme 18.7 (Identité de Plancherel) Soit f € L' (R) N L? (R), alors
)ﬂ € L2 (R) et

</+Oo(f (x))2dx>1/2 = [l fllp2 = H’f” e (/_:’C )J?(é“)rdg)lm.

— 00

Nous commencons par prouver un résultat plus faible.

Lemme 18.8 Soit f € L* (R) N L% (R), alors ‘f‘ € L?(R) et

il

=<l
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Remarque Le théoréme et le lemme sont, respectivement, ’équivalent de 1’iden-
tité de Parseval et de 'inégalité de Bessel que nous avons vues pour les séries
de Fourier. &

Démonstration (Lemme 18.8) Soient K, (z) = 677‘—(%)2/6 et

T ) Loz
Jo@) = (K@= [ @) (e ay.
Etape 1. Commencgons par montrer que

[ fellzz < 1fl = -

En effet on a que

2

i = [ ([ Trore-a) @

— 00

2

[ ([ vk e-va) @
o0

123 < [ (/jm VE @) |f<y)|2dy)2dm.

On déduit donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

IfellZ2 < /%o ( k. () dy) ( k. (z — ) f(y)|2dy) dz.

— 00 — 00 — 00

IA

en d’autres termes

“+o0
Comme K. (z —y)dy =1, on trouve (par le Théoréme de Fubini)

2 Feo Feo 2
T / K. (x—y)|f @) dyda

_ /*‘”( +OOK€(:ry)d~T> rwPay= [ IRy =112

Etape 2 (définition et estimation de F.). Comme (cf. Théoréme 18.2 (i))

‘f‘ € L (R), on trouve que la fonction
Fof ertee?
9. (€)= |F(©) e

est telle que g. € L' (R), pour tout € > 0 (nous devons démontrer que le résultat
reste vrai pour € = 0). Posons alors

F.= / +°° 7 (5)]2 e e e
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2 = —
Comme ‘ﬂ = ffetque f=f€R, on a, par définition de la transformée de
Fourier, que

I = /+°° K/%Of(x) e%igzdx) ( foof(y) e%igydyﬂ efﬁ(fg)gdé

En invoquant le Théoréme de Fubini on trouve que

“+o0 “+o0 400 ) 5
F. :/ / f () f(y) e 2m@=v) =€ e du dy.
En se rappellant la Proposition 18.3, on obtient que

+
/ h [e_”(ef)q e 2miEge = le_”(f)z
oo €

et on déduit donc (en utilisant, une fois de plus, le Théoréme de Fubini) que
+o00 +o00 1 7W(u)2 +oo
F= [ @iz )aa= [ re) s @

On a ainsi obtenu (en utilisant aussi ’Etape 1) que

+oo 9
0<Fe < / [f @) [fe @) de < [z (el o < NI f1IZ -

— 00

Etape 3 (passage a la limite pour F.). Le Théoréme de la convergence mo-
notone nous permet de déduire que

im () = i | [ |70 e meag| = [ |Fref ae

—
e—0 e—0 oo oo

qui, couplé a I'Etape 2, implique directement que

[ el as [T et

—0o0 — 00

et le lemme est démontré. m

Tournons nous vers la démonstration du théoréme.

Démonstration (Théoréme 18.7) Etape 1 (définition de g). Définissons
f- () = f (—=x) et observer que

- = f(=y)e 2™ Cvdy = f(z)e™¢2dz = f(€).

Par ailleurs on définit

g=1rfxf-.
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Etape 2 (continuité de g). On remarque que la fonction g est continue. En

effet
—+oo

g<x+e>—g<x>=/ F@IF - (+)— fy—2)]dy

—0o0

et donc par 'inégalité de Holder on a

—+oo

1/2
9@+ — g (@) < |2 (/ (2t 0) f<yx>12dy) .

—00
En posant z = y — x et en invoquant I'Exercice 16.15 on a que

+oo

Feo 2 2
/ Fl—(@+e)—f(y—2)] dy:/ -~ f(2)Pdz — 0

— 00 o e—0
et par conséquent g est continue.
FEtape 8 (conclusion). 1) Par le Théoréme 18.4, on déduit que

G=8 () =8NS =FF =FF=|7] "
2) Comme g € L' (car f € L' et donc f x f_ € L') et (par le Lemme 18.8)

2
g= ‘f‘ € L', on obtient de la formule d’inversion que, pour tout € R (la

fonction g étant continue),

+oo
g(z) = / §(6) i de,

— 00

En résumé on a ainsi obtenu

[ Tvwre = [ Trwio-na

= 0= “s0a=[ " |fof a

Ceci termine la démonstration. m

18.6 Quelques applications

Ici on s’inspire de [23].

18.6.1 La formule sommatoire de Poisson
On commence par définir 'espace de Schwartz (cf. Exercice 18.2).

Définition 18.9 L’espace de Schwartz S (R) est l'ensemble des fonctions f €
C> (R) telles que, pour tous k,l € N,

sup {[+#] 5 )]} < oe.
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Remarque (i) Noter que pour tous k,l € N,

lim [’xk’ ‘f(l) (x)” =0.

|| — o0
En effet comme

_ R0 @) spaen {4 5O @)
ol 2

o] [ £ (@)]

on a tout de suite le résultat.

(#) En particulier si f € S(R), on a qu'il existe une constante v > 0 telle

que
v

m, VxeR. ‘

[f (@) <

Théoréme 18.10 (Formule sommatoire de Poisson) Soit f € S (R), alors

+oo +oo
Z flx+n)= Z f(n)e¥™ e vzeR

n=—oo n=—oo
et en particulier (en posant x =0)

+oo +oo .
S fm=Y Fm).

n=—oo n=—oo

Démonstration Par la remarque ci-dessus, comme f € S (R) et fes (R)
(cf. Exercice 18.2), il existe une constante v > 0 telle que

v

F@).1f @l <

Etape 1. Observons ensuite (cf. plus bas) que, comme f € S (R), la suite

N
Fy(z)= ) [(z+n)

converge uniformément sur tout compact vers une fonction continue F, qui est
clairement 1—périodique et qui est donnée par

+oo
F@)= Y fla+n).

n=—oo

Montrons la convergence uniforme de la série. Soient s > 0, 2| < set 25 < |n],
alors

ntal >l —lo 2o - s> 0 o SR B
n T n|— |x n —Ss —_— —_—.
= = 72 1+(.’E+n)274+n27n2
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En combinant I'inégalité ci-dessus et (18.4) on a que si |z| < set 25 < M <
[n| < N, alors

Fy(x)—Fu (@) < Y [fl@+n)l< Y 4_3
M<|n|<N M<|n|<N n

et la convergence uniforme est démontrée.

Etape 2. Noter que la fonction
N -~ .
GN (.’L‘) — Z f(?’L) esznx
n=—N

converge uniformément (cf. plus bas) vers une fonction continue G, qui est évi-
demment 1—périodique et qui est donnée par

+00 ~ .
Gy =Y Fmerne

n=—oo

Comme

@ -Gu@l< Y [fml<s ¥
M<|n|<N M<|n|<N

la convergence uniforme est démontrée.

Etape 3. (i) Les coeflicients de Fourier (cf. Théoréme 17.21) de G, notés g, ,
sont clairement f (n).

(7i) Les coefficients de Fourier de F, notés f, , sont donnés par

1/2 ) 1 .
In :/ F(x) e 2minz g, z/ F(x) e~ 2minz gy
0

—1/2

Comme la série Y f (z + n) converge absolument et uniformément sur [0, 1] on
déduit que

1 +oo +00 1
fn = /0 Z flz+m)e ™" dy = Z /Of(erm)e*Q’”'m’dz

+o00 m-+1 +oo o~
— Z / f(Z)eiande:‘/i f(z)ef%rinzd'z:f(n)'

Et donc g, = fr .

FEtape 4. Par le Corollaire du Théoréme de Féjer (Corollaire 17.15), on déduit
que F=G. m

On obtient directement le corollaire suivant.
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Corollaire 18.11 Soit

Alors
9 (1/2) =/29(z), Vz>0.

Remarque La fonction ¥ peut naturellement étre étendue & Rez > 0 et la

formule ci dessus est alors encore vraie. &

Démonsgration Fixons nous z > 0. Il suffit d’appliquer le théoréme a
f(y) =e ™% quiest dans S (R) (cf. Exercice 18.2). On a par la Proposition
18.3 et le Théoreme 18.2 (vi) que

Par conséquent on trouve que

400 400 )
dYofm)y= > e F=19(2)

n=—oo n=—oo

et

+oo . 1 +oo e 1
Zf(n)=ﬁ 26”22%19(1/2).

n=—oo n=-—oo

Le résultat suit immeédiatement. m

18.6.2 Une autre application
Théoréme 18.12 Soit f € S(R). Alors

2
1flzz < 4mlla fl

s

L2

ou en d’autres termes

[T uwrasas ([ wa(w)l2dw)l/2 (f” \5?(5)\2d5)1/2.

Remarque (i) Le résultat est aussi vrai, avec la méme démonstration, pour des
fonctions f: R — C.

(i) On peut montrer (cf. Théoréme 4.1 page 158 dans [23]) qu’il y a égalité
si et seulement si il existe A\, x> 0 et

fla)=p (%)1/4 e .
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Démonstration Comme f € S(R), l'intégration par parties qui suit est
légale, on trouve

2
/112

[To@re=-[Teduw?)e

—0o0

“+oo +oo
7/ w[2f’(x)f(w)]d:v§2/ & f (@) I (2)] de

—0c0 —

et, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on infére que

i1 <2( [ :’O 2] (@) dx)m (f :O 7 @ dx)l/z.

Par ailleurs de 'identité de Plancherel (cf. Théoréme 18.7) et du Théoréme 18.2
(iii) on déduit que

—+o0

[ Tir@ra= [ |pef ez [ lere]

En combinant les deux résultats, on a bien prouvé le théoréme. m

18.7 La transformée de Fourier multidimension-
nelle
La transformée de Fourier se généralise facilement a R™. Nous ne rentrons pas

dans les détails mais indiquons que pour f € L' (R") on définit la transformée
de Fourier de f par

on & € R" et (&y) = >, & yi . Toutes les propriétés principales restent va-
lables et on a le théoréme suivant (sans démonstration).

Théoréme 18.13 Soient f,g € L' (R™). Les propriétés suivantes ont lieu.

(i) Continuité. La fonction f:R"= C est alors continue et

tm [F©]=0 e |7 _<Ifl

|€§]—o0
(ii) Linéarité. Soient a,b € R, alors

Slaf+bg)=aF(f)+b35(9).
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(iii) Dérivées. Si de plus f,, € L'(R™), alors
3 (fz,) () =2mi&;F () (€), VEER

et idem pour les dérivées d’ordre supérieur.
(iv) Translation. Si a € R™ et si

alors N ' 4 R
h(€) =T (h) (&) = ™I F(f) (&) = ™58 F(€).
(v) Homothétie. Sia >0 et si

h(z) = f(ax)
whors 10 =500 =550 (&) =5 7(2)

(vi) Produit.
f@)g@)de= | [(x)g()dz
R" R"
(vii) Transformée de la gaussienne. Soit
f () =m0

alors f (§) = [ (£).
(viii) Convolution. Soient f,g € L' (R™), alors f* g est bien définie pour
presque tous lesx € R", fxg=gx f et

1 gl < [ F e llgll e
S(fxg)=F(f)3(9).

De méme on a la généralisation de la formule d’inversion et de l'identité de
Plancherel.

Théoréme 18.14 (i) Formule d’inversion. Soit f € L' (R") telle que ’]?' €
L' (R™), alors, pour presque tout x € R",

fla)= [ Feem e,

(i) Identité de Plancherel. Soit f € L' (R™) N L?(R"), alors ‘f‘ €

L2 (R") et 2
[ G@ra= [ |Fof a
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18.8 Exercices

18.8.1 Exercices sur la transformée de Fourier

On pourra compléter les exercices ci-dessous par les nombreux exercices dans
les Chapitres 15 et 16 de [9].

Exercice 18.1 (cf. Théoréme 18.2). Soient f,g € L* (R) et la transformée de
Fourier de f définie par

“+o0

S () =F(e) = / £ (@) e=2m€5 gy,

— 00
Montrer les propriétés suivantes.
(i) Continuité. La fonction [ : R — C est continue,

1A <l @ |Fo| o

|€]—o0

Indication. Pour le second résultat, utiliser Théoréme 16.21.

(ii) Linéarité. Soient a,b € R, alors
S(af+bg)=aF(f)+b3(9).

(iii) Transformée des dérivées. Si de plus f € C* (R) et f' € L' (R),

alors

F(f) () =@2mi&)F(f) (), VEER.

Plus généralement sin € N, f € C™(R), f* € L' (R) pour k = 1,2,--- ,n,
alors

§(r) (€ = @ri" §()(©. vEeR

Indication : On admettra le résultat suivant : si f, f' € L' (R) alors

lim [f (z)] =0.

|| — o0

(iv) Dérivées de la transformée. Si de plus h(x) = x f () appartient &
L' (R), alors
F(H) (€)= -2miF(h) (&), VEER

l

Plus généralement, sil € N et hy (x) = 2! f (z) appartient L* (R), alors

BNV © =7 =(-2m)'§ () (), VEER
(v) Translation. Sia € R et h(z) = f(x+a), alors

F(h) (&) =™ F(f)(€), VEER.
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(vi) Homothétie. Sia >0 et h(z) = f (ax), alors

g

S(h)(f)ZéS(f) (a) Ve eR.

(vii) Produit.

/mf(x)g(x)dz—/+°°f<z>§<x>dx.

— 00 — 00

Exercice 18.2 L’espace S (R) est 'ensemble des fonctions f € C* (R) telles
que, pour tous k,l € N,

e} <

(i) Montrer que la fonction f (x) = e est dans S (R).
(ii) Montrer que C5° (R) C S(R) € L? (R) pour 1 < p < co.
(iii) Montrer que si f € S (R), alors f € S(R).

18.8.2 Exercices sur la transformée de Laplace

Définition 18.15 (Transformée de Laplace) Soit f : Ry = [0,+o00[— R
une fonction mesurable (étendue o R de maniére que f(x) = 0, Vz < 0) et
Yo € R tels que

+o0
/ I (8)] e 0 tdt < 00
0

(7o est appelée ’abscisse de convergence de f). La transformée de Laplace de
f est définie par

+oo
LNE=F@) = | ft)et#dt, VzeO

o O={z€C:Rez>",}.

Exercice 18.3 Soient f,g,7v, et O comme dans la définition précédente. Mon-
trer les propriétés suivantes.

(i) Holomorphie. La transformée de Laplace F est holomorphe dans O et
+oo
F () = —/ Lf(f et di=—2(h)(z), VzeO
0

ou h(t)=tf(t).
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Indication. Montrer et utiliser l’inégalité

e th _ 1

'Steth, VheC\ {0}, t>0.

(ii) Linéarité. Soient a,b € R, alors

Llaf+bg)=al(f)+bL(g).
“+o0
(iii) Dérivées. Si de plus f € C1(Ry) et/ |f' (t)] e~ 7ot dt < oo, alors
0

' (z)==2L(f)(2) = f(0), Vz€O.
Indication. On admettra que

lim [f(N)e 7N] =0.

N—o00

+oo
Plus généralement sin € N, f € C™ (R;.) et / |f(’“) (t)| e~ oldt < oo, pour
0
k=0,1,2,--- ,n, alors

n—1
e (f<">) (2)=2"2(f) (2) = Y 25 f D (0), ¥2eO.
k=0
(iv) Intégration. Si f € C' (R) et

w(t):/o £ (s) ds

+oo
et / lo ()] e todt < oo alors
0

(v) Décalage. Sia >0,beR et

p(t)=e""f(at)

alors

20) () =22 () (”b), Vs tel que Re (L"> > .

a

(vi) Convolution. Si

“+o0 t
(f*g)(t)=/ f(t—S)g(s)ds=/0 F(t—s)g(s)ds,

— 00

alors

L(fx9)(2)=2L(f)(2) £(9)(2), Vz€O.
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Exercice 18.4 (Formule d’inversion) Soient f une fonction mesurable (f (t) =
0sit<0)etF(z)=2L(f)(2) sa transformée de Laplace satisfaisant les condi-
tions suwwantes

+oo +oo
/ If ()] e 7tdt < oo et / |F (v + 2mis) |ds < oo,
0

—00

pour un certain v € R. Montrer que, pour presque tout t € R,

+oo )
/ F (7 +2mis) V2™t gs = f (¢).

—0o0

Indication. Appliquer la formule inverse de la transformée de Fourier a e~ f (t).

18.9 Corrigés

Exercice 18.1 (i) Etape 1. On a

F©)l =

/f@ﬁ”““mfé/U@MM=Hﬂp
R R

et donc
(2 0
Etape 2. Montrons que fest continue. Soit £, h € R. On a

Fern-Fe|< [1f@ilemems - eomies| g
R
Remarquant que

[f (@) [em2miEtme — =2mite) <95 (a)) € L' (R)

et
%in%) ‘6727Ti(§+h)93 _e2mita| _
le théoréme de la convergence dominée implique que
}ILH%/ |f (.’E)| ’e—Qﬂi(§+h)J) _em2milw| g0 0,
—0Jr

d’out la continuité de f
Etape 3. Soit € > 0. Utilisant le Théoréme 16.21, il existe g € C§° (R) avec

[1r=gl<e

Intégrant par partie, on trouve que, pour £ # 0,

/ g (.’L‘) e—27ri§zd$
R

€] —o0
=

0.

1 / —2mi 1 /
™ Id <
g |9 @ < s
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Comme
) 6727”' I3 Tl

| [seremea

0 < limsup | £ (¢)] <

|€]—o00

/u 2)|dz < [G(€)] + ¢

et donc

on obtient le résultat puisque € est arbitraire.
(ii) Evident.
(i4i) On a, faisant une intégration par partie et utilisant I'indication,

N
g(f/) (6) _ lim / f/6727ri€:vdl,

N—oo _N

I\}lm [f (N) —2mi N —f(—N) e?ﬂ"ifN]

— lim / f(x)(—2mi€) e 2™y

N—o0

et donc

S (f)(€) =2migF(f) (6

Par induction on a immeédiatement que

5(F™)© = @rio" §()(E), VEeRr
(iv) Nous allons montrer la formule

BV (€)= FO©) = (—2mi) F () (€), VEER (18.5)

par récurrence sur [ € N.

Etape 1. Pour [ =1, soit £ € R et € # 0. On doit montrer que

fE+e)—f(§)
€

lim

e—0

+27ih (g)] =0.

On a
f<§+€)_f(£) +27TZE(£)
7271'25:571
/f e 2mitw [ . + 2mi :r] dz.

Utilisant le théoréme des accroissements finis, on sait qu'il existe £;,&5 € [0, €]
tels que
cos(—2mex)—1 sin (—2mex)

= 2rxsin(2r&;z) et ———= = 2mxxcos (2, 1)
€ €
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et donc s
—2miex _ |
< ) < drla|.

Remarquant que '

) 67271'25:0 -1 )

lim |[——— 4+ 2mix| =0

e—0 €
et que

Comitas e—27rz'eac -1 ) 1
f(x)e +2miz|| <6rm|z f(x) € LT (R),
€

on a par le théoréme de la convergence dominée que

. —2miex __
lim/ f(z)e2mice [e— + 2mi x} dx =0,
R

e—0 €

d’ou le résultat.

Etape 2. Soit [ > 1. Supposons que la formule (18.5) soit vraie pour [ et
montrons la pour [ + 1. On infére le résultat car

d

B = T =7 (501°) © = (2 500 ©)

= (=2mi) (=2m) § (e hy) (&) = (=278) 71 § (hus) ().

(v) Un calcul immédiat donne
h — h 727Ti£1‘d — 727ri§:vd
50(© = [ [ ferae o
[ 7oy = e (1) o).

(vi) On a
500© = [n@e i = [ faaeniea
- . /Rf ()M dy = = F () (ﬁ)

(vii) Utilisant les Théorémes de Fubini et de Tonelli, on trouve que

/ ( [w dy) 9(2) do
/R(/RQ(SC)e_%”ydw) fy)dy

/R F@) W) dy. A

/Rf(x)gmdx
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Exercice 18.2 (i) On montre facilement par induction que f) (z) est de la

forme
2

P (x)e™ ™
ou P est un polynome de degré I. Il s’ensuit alors directement (grace, par
exemple, a la regle de 'Hopital) que
} < Q.

(#) La premiére inclusion est triviale grace au fait que les fonctions sont a
support compact. Il est également évident que S (R) C L. Soit p € [1,00[ . On
sait qu’il existe C' tel que

sup{‘xk fo (m)‘} = sup {‘xk P (x) e

z€R z€R

sup{(1+2%)|f(z)|} <C

zeR
il s’ensuit que

» _ (1+x2)p\f(x)|p . » dz
/R|f(x)| dr = /]R (1+$2)p de < C /R(1+$2)P

dx
< Cc? | —— .
S Al+x2<m

(#i) Soit k,l € N. Par les points (iii) et (iv) de I'Exercice 18.1, on vérifie
facilement que
AN
¢ () Fo-ae

avec

) = ooz () [i-2min' £ )]

Puisque f € S(R), on a également g € S (R) C L' (R) par le point précédent.
Pour finir, par la point (i) de ’Exercice 18.1, on obtient

sup
£eER

ct donc f € S(R). &

d\'~ 5
6 f(g)'} 1l < Nl < .

Exercice 18.3 (i) Soit z € O. Il existe § = ¢ (z) > 0 tel que

Rez > vy + 24.
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Utilisant le développement en série de ’exponentielle, nous avons, pour tout
heC\{0}ett>0

+oo
eth— 1] Zkzo(—th)k/k! -1 B +00t(71)k(t h)k—1
| = h =
k=1
too k—1
(t|h]) t|h|
<t —_— | = .
St G| =t
k=1
Par conséquent, pour |h| < 4,
—t(z+h) _ —tz —th _1q
F0 | = Ol [ < @ e

£ (1)) et®Re==lhD) < ‘tf (t) e~t(r0+)
= }t€7t5’ ’f(t) eft%‘
ou on a utilisé dans I'avant-derniére équation le fait que
Yo+ 90 <Rez—|h|.
On observe que comme te~*® € L (0,00) on a

eft(erh) _ etz

f(t)f € L' (0,00).
Finalement on utilise le théoréme de la convergence dominée pour déduire
lim F(z+h)—F(z) _ lim F(z+h)—F(z)
h—0,h#£0 h h—0,0<|h|<§ h

+o0 eft(erh) o eftz
= li t) ——————dt
;Ho,églw«s Uo F® h ]

+o00 e—t(z-l—h) _ e—tz
= li t) —————— | dt
/0 h_>0,ér<n|h\<6 {f( ) h }

“+ o0
= —/ tf(t)e t=dt.
0
(i) Trivial.

(#i) En suivant 'indication, on trouve

—+oo
/ f/eft Zdt
0

]\}me [|f (t)e t? Zév] - /(:oo —zf(t)e t2dt

+o00
lim [f(N)e 7] — £(0) + z/o ft)e t=dt

N—o00

+oo
_ z/o Ft)et=dt — £(0).
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(iv) Le résultat suit directement du point (iii).

(v) Elémentaire.

529

(vi) On commence par remarquer que (f % g) (t) =0si ¢t < 0. On a donc a

L(f=9)(2)

/R (/]R ft=s)g(s) dS) o (t—s+5)z gy
/]R (/Rf(t —5)g(s) e_(t—s)zdt) s

/R () (2) g (s)e*=ds
2(f)(2)£(9) (=)

ou on a utilisé le Théoréme de Fubini et le changement de variablet—s =y. &

Exercice 18.4 Posons g (t) = f (t)e~7!. On sait que g € L! et donc

g(s) = / g(t)e ?mstdt = / ft) e~ OF2mislt gy — f(y + 2mis).
R R

Puisque la fonction |g| € L!, on sait par la formule d’inversion de Fourier (cf.
Théoréme 18.5), que, pour presque tout ¢ € R,

foe =g = [

g(s)e?™istds = / F (v +2mis)e®™5tds

R R

et donc pour presque tout ¢t € R

f()

/F(’y+ omis) eI g5 &
R
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18.10 Table des transformées de Fourier

Remarque La table ci dessus est celle dans Dacorogna-Tanteri [9]. Si on appelle

+oo
3 = %Q_ﬂ/m f(w)e i€y

la transformée de Fourier qu’on trouve dans [9], alors celle définie ici se retrouve
a partir de la précédente par la formule

F& =v2rgere). &
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f ) §(HE=1(©
U ro={ g G EGEERLIY
|1 sib<y<e S eTith_emige
2 1) _{ 0 sinon 1) Zf—\/ﬁ
| rw={" S0 w0 | Fo-# i
—wy ib<uy< N 67(w+i§)b7 —(w+ié)e
4 f(y):{eo zinony ‘ f(g):\/%_w w_|_:£
ety sib<y<e S 1 enirOb  pmilet)e
’ f(y)—{ 0  sinon f(ﬁ)—l o wtE
6| fW=r— (@#0) Fley= [Tt
T 3 Tl
e~ 1wl ~ 2 1
i A Fo=\? e
w2 —~ . 1 7%
8 flyy=e v (w#0) f(f)—\/ﬁMe
0 Fw=ye '  (w#£0) F©) =735 =
4y _
0| fw= G @A Fi&) = var (& lel) et
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Chapitre 19

Introduction aux équations
aux dérivées partielles

19.1 Introduction

On va maintenant montrer comment ’analyse de Fourier peut étre utilisée
pour traiter certaines équations aux dérivées partielles. En fait le mémoire de
Fourier avait pour but de résoudre 1’équation de la chaleur. Nous allons dans ce
chapitre faire des considérations surtout heuristiques, mais qu’on peut rendre
rigoureuses (et ceci est discuté dans les exercices).

Commengons par des notations. On écrit © = (z1,--- ,z,) € R™ et notre
fonction inconnue est u = u (z) € R. On note

Vu:gradu: (Uar;ly"' auﬂ’:n) € R™

et idem pour les dérivées d’ordre supérieur

2 2 N N
Vou = (uII]) eR™ .- VVu= (umlmN> eR"

1<ij<n 1<ip,—in<n

Une équation aux dérivées partielles est une relation de la forme
F (v,u, Vu, Vu, -, VNu) =0

ou
F:R*"xRXxR"x---xR" SR,

En général on couple ces équations a des conditions aux limites ou initiales. On
étudie aussi des systémes d’équations aux dérivées partielles ol la fonction u est
alors une application, i.e. u = (u',--- ,u™) € R™.

Voyons des exemples classiques.

533
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Exemple 19.1 (Equation de Laplace) Ici N =2 et on a

n
Ay = E Ug,z;, = 0.
i=1

Les solutions d’une telle équation sont appelées des fonctions harmoniques. Si
n = 2, cette équation est intimement liée aux équations de Cauchy-Riemann

a; =B, et ay;=-p3,
pour une fonction holomorphe
f(z)=alz,y)+iB(z,y).

On va étudier cette équation quand n = 2. Cette équation sert de modéle aux
équations dites elliptiques. On va expliquer maintenant cette terminologie et
pour simplifier considérons le cas n = 2. On considére la transformée de Fourier
(multidimensionnelle) de u

5 =0 = [ ul)e oy
On note que par le Théoréme 18.13, on trouve que

F(Aw) (&) = 2ri)” @(6) ((€)° + (&2)°) = [-4r* @ (©)] Il
La terminologie "ellipticité” vient du fait que l’équation
(6)°+ (&) =1
est U'équation d’un cercle (et plus généralement d’une ellipse).

Exemple 19.2 (Equation des ondes) Ici N =2, u = u(z,t), (z,t) € R" X
R, et

n
Upp — Aph = Upp — Zumm =0.
i=1
On wva étudier cette équation quand n = 1. Cette équation sert de modéle aux
équations dites hyperboliques. On va expliquer, comme ci-dessus, la terminolo-
gie en considérant, pour simplifier, le cas n = 1. On considére la transformée
de Fourier (multidimensionnelle) de u

§(u) (§) =u(§) = / u(y, s) e 2 vt dy ds.
R2
On note que par le Théoréme 18.13, on trouve que
§ (uar = uar) (§) = (2mi) @ () ((&)° - (€1)°).

La terminologie "hyperbolicité" vient du fait que I’équation

(52)2 - (51)2 =1

est I’équation d’une hyperbole.
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Exemple 19.3 (Equation de la chaleur) Ici N = 2, v = u(z,t), (x,t) €
R™ x R, et
n
up = Aptt =ty = YUy, = 0.
i=1

On va étudier cette équation quand n = 1. Cette équation sert de modéle aux
équations dites paraboliques. On va expliquer, comme ci-dessus, la terminologie
en considérant, pour simplifier, le cas n = 1. On considére la transformée de
Fourier (multidimensionnelle) de u

5@ © =) = [ ulps)eErreayas
R2
On note que par le Théoréme 18.13, on trouve que

§ (w — ar) (§) =0 (&) (2migy — 27" (1))
La terminologie "parabolicité” vient du fait que l’équation
§y — 2mi (51)2 =1
est [’équation d’une parabole.

Exemple 19.4 (Equation des surfaces minimales) Ici N = n = 2 (ou,
plus généralement, n > 2)

(1 + (uwz)2) Ugyzy — 2uw1 Ugy Uz xo + (1 + (ull)2) Ugoyzy = 0.

Géométriquement cette équation exprime que la surface qui est le graphe de la
fonction u a une courbure moyenne nulle.

Exemple 19.5 (Equation de Burgers) Ici N = 1, n = 2, u = u(z,t),
(z,t) € R xR, et l’équation est

ur +uu, =0.
Exemple 19.6 (Equations de Maxwell) Ici on a un systéme de 8 équations
a 6 inconnues E = E (z,t) = (E',E? E®) et B = B(xz,t) = (B',B? B?),
(x,t) € R® x R, qui satisfont

FE,=rot, B, B;=—rot, F
div, F =div, B =0.

Exemple 19.7 (Equations de Navier-Stokes) Ici il s’agit d’un systéme de
4 équations & 4 inconnues, qui sont u = u (z,t) = (ul,u2,u3) et p = p(x,t),

(z,t) € R3 x R. Le systéeme est donné par

diveu =" ui =0.

=1 Yz,

{ U% — AI’LLZ + Zi:l uk u;k = —Dzx; » 7= 1,2,3
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19.2 L’équation de la chaleur

19.2.1 L’équation de la chaleur sur un borné

Le probléme considéré est le suivant. Soient ¢ # 0, L > 0, f € C%* ([0, L]),
0 < a <1, telle que f(0) = f(L) = 0. Il s’agit de trouver u = u (x,t) solution
de
U = gy z€|0, L[, t>0

w(0,t) =u(L,t)=0 t>0 (19.1)
u(x,0) = f(x) x €]0,L[
On traitera en particulier le cas ou f (x) = 2sin(rz/L) — sin(3n7 z/L).

Remarque Les conditions aux limites, u (0,¢) = u(L,t) = 0, sont appelées
conditions de Dirichlet. La méthode présentée ici permet de traiter de maniére
analogue d’autres conditions aux limites comme, par exemple, celles de Neu-
mann,

ug (0,8) = uy (L, t) = 0.
Nous référons pour de plus amples détails aux exercices. @

Discussion On va procéder a la discusssion de ce probléme par étapes.

Etape 1 (Séparation des variables). On commence par résoudre le méme
probléme mais en ignorant la condition initiale (u (x,0) = f (z))

= Pugy €]0,L], t>0
{ up = c*u z €10, L] (19.2)

w(0,t) =u(L,t) =0 ¢>0.
On cherche alors des solutions ayant une forme particuliére
u(z,t) =v(x)w(t).

Les conditions aux limites (u (0,t) = u(L,t) = 0) pour étre satisfaites pour tout
t > 0 deviennent donc des conditions sur v, plus précisément

w(0,t) =v(0)w(t) =u(L,t) =v(L)w () =0, ¥Vt = v(0)=v(L)=0.

L’équation différentielle proprement dite nous permet de séparer les variables

{ ug = v () w' (¢)

gy = Ul/ (x w (t) = =0 (:E) U)/ (t) = C2’UN (:C) w (t) = C2ua::v )

d’ou

o (x)  w(t)

v(z) w(t)’
Pour que ces quantités puissent étre égales V¢, Ve, il faut que chacun des
membres de I’équation soit égale & une méme constante que nous noterons —\.
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Les problémes qu’on va résoudre deviennent alors

V' () +Av(z)=0 z€]0,L]
{ v(0)=v(L)=0 (19.3)
et
w' (t) + cAAw (t) = 0. (19.4)

11 est facile de voir (cf. Exercice 19.1) que les solutions non triviales de (19.3)
sont données par

)\:(n—;)z et Un(:r):sin(%x)

Les solutions de (19.4), pour A = (nw/L)?, sont obtenues facilement par inté-
gration et sont données par

wy () = e CE),

Donc, Vn=1,2,3,--- on a que

nm 2
up (2,t) = sin (E x) e ()t
L
est solution de (19.2).

Etape 2 (Superposition des solutions). Le lemme suivant est élémentaire.

Lemme 19.8 Si ¢ et v sont solutions de (19.2) et si o, 8 € R, alors a o+ B
est encore solution de (19.2).

A Taide du lemme ci-dessus, on a que si b, € R, alors
S~ b sin (77 ) - CE)’
) =D basin (o) e ()

u(z,t) nzz:l sin () e

est encore solution de (19.2). En faisant un raisonnement abusif (car on ne
discute pas encore la convergence de la série), on trouve que la solution générale
de (19.2) est

= nm 2 2
u(x,t) = Z by sin (f $> e ()
n=1
ou b, sont des constantes “quelconques”.

Etape 3 (Condition initiale). On va maintenant choisir ces constantes b, de
maniére a satisfaire la condition initiale, u (z,0) = f (z), dans (19.1). On doit
donc avoir

u(z,0) = fbnsin (%x) = f(z).
n=1
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Il suffit alors de choisir b,, comme les coefficients de Fourier de la série en sinus,

i.e.
2 (L .o/nm
by, = f/o [ (y)sin (T y) dy.

Donc la solution de (19.1) est
B = S b, sin (75 2) e () b= 2 [ in (= y) d
u(aj,)—nz::l nsm(Laﬁ>e avec n_L/o f(y)sm(Ly) .

Etape 4 (Vérification). 11 faut maintenant vérifier que les considérations heu-
ristiques précédentes sont justifiées. Nous ne le ferons pas ici (cf. Exercices), mais
il est facile de voir les choses suivantes.

(i) Si f € L'(0,L), alors les coefficients de Fourier b,, sont uniformément
bornés et donc u € C* ([0, L] x Ry ) ou R = {t > 0}. Ceci provient du fait

_2(nx)? . .
que, dés que t > 0, la présence du terme e ¢ (=)t et le fait que b, soient
uniformément bornés, assurent que la série et toutes ses dérivées, en t et en ,
convergent. Pour la méme raison on voit aussi que

u(z,t) >0 si t— oo.

(i) La partie la plus difficile est de montrer (cf. Exercice 19.8 quand f € C*
puis f € C! dans les corrigés) que

u(z,t) — f(z) quand t— 0.

Etape 5 (Exemple). Dans le cas particulier, les coefficients b,, sont donnés
par
by =2, b3=-1, b, =0 sinon.

Par conséquent la solution du cas particulier est

)t sin (3% x) eiCQ(

19.2.2 L’équation de la chaleur sur la droite réelle

3

RPN

el

u(x,t) = 2sin (% x) e (

Soient ¢ # 0 et f : R — R une fonction telle que

/+oo|f(x)|da:< o et /W)f(g)‘dg@o.

— 00 — 00

Le probléme est de trouver v = u (x,t) solution de

u = c2u r€eR,t>0
{ ! e (19.5)
U

(z,0)=f(x) zeR

—T 352

On traitera en particulier le cas ou f(z) =e
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Discussion On procéde de nouveau par étapes.

Etape 1 (Transformée de Fourier en x). On appelle

+oo
6D =5 E0= [ e vy
— 00
(c’est-a-dire qu’on considére ¢ comme un paramétre et on applique la transfor-
mée de Fourier en x). On a (en utilisant les propriétés de la transformeée de
Fourier)

§ (uze) (6,1) = (21 6)*F (u) (&,1) = —4 70 (£,1)

+o0 )
w(et) = [ e vy = 5l (€0,
On pose
Fo=3n@=[  rwey.
En prenant la transformée de Fourier (en ) des deux membres de ’équation, on
a que (19.5) est devenue une équation différentielle ordinaire du premier ordre
dans la variable ¢ (£ jouant le role de parametre)

{ v (6,1) = =422 (E,1) >0

~

’U(&O) =f (5) :

Le probléme précédent a comme solution évidente

v (g ) = F(€)etm e, (19.6)

Etape 2 (Solution de (19.5)). On applique & la fonction ci-dessus la trans-
formée de Fourier inverse (en ), ce qui nous donne comme solution de (19.5)

~

+oo

uwt)= [ Flgemer i (19.7)
—00

(On notera en passant que, contrairement au cas de la barre de dimension finie, le

probléme admet ici d’autres solutions, celle que nous trouvons est la ”meilleure”

du point de vue tant mathématique que physique).

Etape 3 (Vérification). Comme déja dit, les considérations ci dessus sont
purement heuristiques. Il faut maintenant vérifier que le résultat trouvé est bien
une solution du probléme. Les hypothéses que nous avons faites le garantissent
en effet, mais nous ne rentrons pas dans les détails (cf. Exercice 19.9). A nouveau

le fait quew € C*° (R X Ri) est facile, a cause de la présence du terme e—dm et

et du fait que m € L' (R). La partie difficile (plus la fonction f est réguliére
plus c’est facile, par exemple si [h| € L' (R) ot h(€) = €2f(€), cf. Exercice

19.9) est de montrer que

u(x,t) — f(z) quand t— 0.
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Etape 4 (Exemple). Dans I’exemple particulier on a que f(f) =e ¢ Alors

+o0
u(ac,t) = / e—7r§2€2-,”5x_47r20252td£
— 00
2
+ — i ]
= /006_77(1+47rc2t)£2627ri£:cd§:ﬂ
- 1+4mc?t

19.2.3 La solution fondamentale de I’équation de la cha-
leur

En procédant formellement on a une autre possibilité d’écrire la solution
trouvée dans (19.7), & savoir

~

+o00
e = [ pgancr e

—0o0

(i) Appelons
L' (z) = ———=¢ 7%.

Viret
Il est facile de voir que
Li(g) = e e,
En effet on sait (cf. Proposition 18.3) que si f (z) = e~ alors f () = e "¢,
Par ailleurs le Théoreme 18.2 (vi) (qui dit que si b (z) = a f (az), alors h (§) =
f(&/a)), appliqué &
1

0= MO=LE) e fE@=e

donne
Z\t(f) _ 674#202521‘/.

(#i) En revenant a (19.6) on obtient que

F) (68 =v(&) =T L ().
Par le Théoréeme 18.4, on déduit que

—

§(u) (§,8) =v (&) = (f = L) ().

En prenant alors la transformée de Fourier inverse (en z), on trouve que la
solution de (19.5) est donnée par

+oo
w@t) = (1)@= [ O

c’est a dire .

ST e

u(z,t) =

1 Hoeo _
\/47T62t /—oo f(é-)e
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En fait on peut montrer assez facilement (cf. John [16], Chapitre 7 et aussi pour
une version plus faible Exercice 19.20) le résultat suivant. On note par la suite
Ry = [0, +oo[ et R% =]0, 400 .

Théoréme 19.9 Soit f € C°(R) N L* (R) et soit

1 1'2
t = 7(3
P =rmee ™

Alors la fonction

N (fxLY)(z) sizeRett>0
wiot) = f () size€Rett=0

est telle que u € C (R x R ) NCO (R x Ry) et satisfait

U =CUpy xTERE>0
u(z,0)=f(x) zekR

19.3 L’équation de Laplace

19.3.1 L’équation de Laplace dans un rectangle
Soient L, M > 0, a,3 € C%([0,L]), v,8 € C% ([0, M]), I €]0,1], telles
que
a(0) =a(L)=p(0) =pB(L) =7(0) = (M) =6(0) =5(M) =0.
11 S’agit de trouver u = u (x,y) solution de
AU = Ugg + Uyy =0 z€l0, L], ye€lo,M]
w(z,0)=a(z), u(z,M)=0F(x) z€]0,L] (19.8)
w(0,y) =7 (), u(l,y) =d(y) yelo,M[.
On traitera le cas particilier ou
vy=0=0, a(x)=4sin(rz/L), f(x) =—sin(2rz/L).

Discussion On procéde de nouveau par étapes.

Etape 1 (Découplage des équations). En fait il faut résoudre deux problémes :
Av =0 ze€l0, L], ye]o, M|
v(z,0)=0, v(z,M)=0 x €10, L[
v(0,y) =7(y), v(L,y) =d(y) yelo,M]
Aw =0 z€l0, L[, yel]o, M|
w(z,0)=a(z), w(@ M)=pF() xe]0,L]
w (0,y) =w(L,y) =0. y €10, M|
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La solution du probleme (19.8) est alors donnée par
u=v+w.

Comme les deux problémes sont résolus de la méme facon, on ne traitera que le
deuxiéme (c’est-a-dire (19.8) avec v =0 = 0).

Etape 2 (Séparation des variables). On va résoudre tout d’abord le probléeme
(en ignorant les conditions w (x,0) = a(z), w (z, M) = 8 (x))

Aw=0 z€]0,L], ye]0, M|
{ (0.) (19.9)

=w(L,y)=0 yelo,M]
et en cherchant des solutions de la forme

w(z,y) = f(x)g(y).

Comme dans les deux sections précédentes (A étant une constante) on trouve

{ S @ew)+f )" =0 { ) "(4)
= 0

g9
9(y)

A=
f(0)=f(L)=0.

fO)=1(L)=

On déduit alors les deux systémes

@) +Af@) =0 zelo L
{ )= (1) =0 (19:10)
et
g" (y) —Ag(y) =0. (19.11)

On a vu (cf. Exercice 19.1) que les solutions non triviales de (19.10) sont données
par
nm

)\:(T>2 et fn(x):sin(n—;x)

tandis que les solutions de (19.11) sont données par (cf. Rappel au début de la
Section 19.6 pour une solution écrite légeérement différemment)

gn (y) = ay, cosh (n_gr y) + b, sinh (% y) )

Comme ’équation (19.9) est linéaire, on a que sa solution générale est donnée
(on rappelle que notre raisonnement est purement heuristique) par

“+o0
w(z,y) = Z [an cosh (ZE y) + by, sinh (25 )] sin (22 z) .

n=1
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FEtape 3 (Conditions aux limites). Pour résoudre (19.8) il faut encore satis-
faire aux deux conditions aux limites

w(z,0)=a(x) et w(E,M)=p().

On choisit alors les constantes a,, et b,, de la maniére suivante

a(z) = nZansin (% x)

et donc pour les premiéres

Les coefficients b,, sont obtenus en écrivant

“+o0

B(x) = Z[ancosh (%M)—&-bnsinh (%Mﬂ sin (%ac)

n=1
—+oo
. nm
= E Cp, S111 (T .’E)
n=1

ol on a posé ¢, = a, cosh(nmtM/L) + b, sinh(nmtM/L). On choisit donc

cn:%/OLﬁ(t)sin(%O dt

et on trouve b, par la formule

by, sinh (n_gr M) = ¢, — an cosh (n% M) .

On peut aussi montrer (cf. la remarque ci dessous) que si 0 < y < M, la série
converge de méme que toutes ses dérivées d’ordre supérieur (on a donc le méme
phénomeéne que pour 'équation de la chaleur). La fonction w € C*° (]0, L[ x |0, M]) .

Etape 4 (Vérification). Comme déja dit, les considérations ci dessus sont
purement heuristiques. Il faut maintenant vérifier que le résultat trouvé est bien
une solution du probléme. Les hypothéses que nous avons faites le garantissent
en effet, mais nous ne rentrons pas dans les détails, mais cf. la remarque ci
dessous et 'Exercice 19.10 dans un cas particulier. A nouveau, ici, ce n’est pas
trés difficile de montrer que w € C* (]0, L[ x ]0, M[), ce qui est plus difficile
(plus les fonctions « et 3 sont réguliéres plus c’est facile) est de montrer que

w(x,y) = a(z) quand y —0 et w(z,y) — B(xr) quand y — M.
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Etape 5 (Exemple). Dans l'exemple a1 = 4, a, = 0, Vn > 2 et ¢a = —1,
cn = 0, Vn # 2, ie. by = —4dcoth(rM/L) et by = —1/sinh(2xM/L). Par
conséquent la solution est donnée par

wiew) = 4 feosh (T ) —coth (T2 )sinh (F) |sin (T o)

1 inh 27 . 27
————————ginh | —y|sin|—=z ).
sinh(27M /L) LY L
Remarque (pour plus de détails, cf. Exercices). On veut maintenant discuter
trés brievement la dérivabilité et la convergence des séries formelles. Voyons un

cas particulier ot L = M =m et § = = 4§ = 0. On a donc dans les calculs ci
dessus que

2 ™
ay = —/ a(t)sin(nt)dt, ¢, =0 et bysinh(nr)= —a, cosh (nr)
T Jo
et ainsi
+oo
w@y) = 3 [ancosh (ny) + by sinh (ny)]sin (n.2)
n=1

= sh (nr
= Z an, [COSh (ny) — Z,OL() sinh (ny) | sin (nz)

L inh (nr)
oo
= Z m [sinh (n (7 — y))]sin (nx) .

On a donc si 0 < y < 7 que toutes les séries de n’importe quelle dérivée
convergent, car

k : _ k _
n”|ay| [sinhn (1 —y)] n"la,|[coshn (7 — y)] 50 sin— oo

)

sinh (n) sinh (n)

et ceci pour tout k € N. &

19.3.2 L’équation de Laplace dans un disque

Trouver u (z,y) solution de

{Auzuwr“w:o (z,y) € Q
u(z,y) =9y (z,y) €0

(19.12)

ou Q = {(z,y) € R? : 22 + y* < R?} et ¢ est une fonction C.

On traitera en particulier le cas ot ¢ = x2 + y.
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Discussion On va utiliser & nouveau la méthode de séparation de variables
mais aprés étre passé aux coordonnées polaires.

Etape 1 (Coordonnées polaires). On pose
x=rcosf, y=rsind
v(r,0) = u(z,y) = u(rcosb,rsind).

On trouve (cf. Exercice 1.12) que

1 1

Auzvrr+—vr+—2vgg.

r r

Le probléme devient alors

U”+%Uf+éwwzo rel0,R[, 0 €]0,2r]
v(R,0) = ¢ (Rcosf, Rsinf) = (0) 0€]0,2n[.

(19.13)

Noter que comme nous travaillons en coordonnées polaires il faut aussi imposer
que
v(r,0) =v(r,2r) et wvy(r,0) =vy(r,2m).

Remarquer qu’alors toutes les autres dérivées sont 2w—périodiques. Cela est
évident par dérivation des conditions précédentes pour v, Uy, Urg; mais c’est
aussi vrai pour vgg de I’équation (19.13).

Dans le cas particulier, on a

2 2
Y (0) = ¢ (Rcosf, Rsinf) = R*cos? 0 + Rsinf = 5 + R? cos (26) + Rsin6.

Etape 2. (Séparation des variables). On va commencer par ignorer la condi-
tion aux limites (v(R,0) = 9 (0)) et résoudre I'équation

1 1
’UTT-I-;’UT—FT—Q’Ugg =0 rel0,R[, 6€]0,2n|
v (r,0) = v (r,2m) r €10, R[
vg (r,0) =wvg (r,2m) r€]0,R[.

On cherche alors une fonction v (r, 6) , solution du probléme donné, de la forme

v(r,0)=f(r)g(0).
On trouve donc pour 1’équation
1 1
I () g O0)+— 1 () g (0) + 5 f (r) g" (6) =0
ce qui est équivalent a

A )y 970
f(r) 9(0)
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et pour les conditions de périodicité

g9(0) =g(2m) et g'(0)=g'(2m).

On obtient donc
g"(0)+ g () =0
g(0)=g(27), ¢ (0)=g(2n) (19.14)
et
P2 () +rf (r)=Xf(r)=0. (19.15)

On a que (cf. Exercice 19.2) les solutions non triviales de (19.14) sont données,
pour n € N (y compris n = 0) par

A=n? et g,(0) = a,cos(nd)+ 3, sin(nb).
Les solutions de (19.15) avec A = n? sont données (cf. Exercice 19.2) par
Yo"+ 0pr™™ sin#0
fn(r) = L
Yo +0ologr sin=0.

La solution générale s’écrit alors

“+ o0
v (r,0) = ag (7 + dologr) + Z (’yn r" 49, 7‘_") (aun cos (n0) + B, sin (n6))

n=1

qui peut étre réécrite, en renommant les constantes
ap =207y, et co = apdy
et sin#0 (et neN)
n = 0nYp, bn=0D08pYns Cn=0nbn, dn=7/05,0n,

sous la forme

ao

’U(Taa): 9

+oo
+ Z (an cos (n0) 4 by, sin (nh)) r™
n=1

+oo
+cologr + Z (cncos (nB) +dysin(nf))r—m.

n=1

(19.16)

Comme on est intéressé a des solutions définies dans le disque centré en 0, les
solutions de la forme =" et logr ne sont pas admises car elles tendent vers
I'infini quand r tend vers 0, on en déduit que

cp =d, =0,
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par conséquent la solution générale v de notre probléme est la suivante

+oo
v(r,0) = % + Z (an cos (n0) + by sin (nh)) r™.

n=1

(Noter que si le domaine {2 était un anneau au lieu d’étre un disque la solution
générale serait bien de la forme (19.16)).

Etape 3 (Conditions aux limites). I1 nous reste donc a déterminer les coeffi-
cients a,, et b, pour que

+oo
v(R,0) = ¢ (Rcosf, Rsinf) =1 (0) = % + Z (an cos (n0) + by, sin (n6)) R".

n=1

Ceci nous conduit a

27
o / ¥ (0) cos (n0) b
T™Jo
et
1 27
b, R" = — ¥ (0) sin (n 0) d6.
m™Jo

On pourrait aussi démontrer que la fonction v ainsi obtenue est C*° dés que
7 < R.
Dans le cas particulier, i.e.

2 2
P (0) = R? + R?cos (20) + Rsinb,

on trouve que
9 1 . .
aozR,a2:§, a, =0sinon et by =1, b, =0 sinon

d’ou
2 2 R2 2 2
v(r,0) = - + %cos(?@) +rsinf = - + 7n?cos20— %sinQO—I—rsinO.

Finalement en écrivant le résultat en coordonnées cartésiennes on obtient
R 22 2

-y
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19.3.3 L’équation de Laplace dans un domaine simple-
ment connexe

On veut trouver une fonction u = u (z,y) : @ C R? — R solution de

{Au:uxm""uyy:o (z,y) € Q
uw(z,y)=¢(z,y) (z,y) €N

ol 2 # R? est un domaine simplement connexe dont le bord est suffisamment
régulier et ¢ est une fonction C*. (Ici encore plus que précédemment les consi-
dérations sont purement heuristiques).

On traitera en particulier le cas ou
AU = Ugy + Uyy =0 z>1, yeR

u(l,y) = ¢(1,y) y <R

2
1+ y2
Discussion L’idée est de se ramener aprés une transformation conforme au cas
du disque.

FEtape 1 (Application conforme). Par le Théoréme de Riemann (cf. Théoréme
12.9; mais attention il faut ici que ’application conforme soit au moins Hélder
continue jusqu’au bord, ce que ne garantit pas le théoréme comme énoncé, mais
nous ne discutons pas ici ce point subtil), il existe une application conforme

f=a+ip:Q2—D
ou D ={z € C:|z| <1}. L’inverse de la fonction f s’écrit
fl=a+ib:D— Q.

Dans le cas particulier on a = {z € C: Rez > 1} et on trouve facilement que

2 2
=2 _1 e {71 -
fE =21 et f7w) =
ce qui en termes de coordonnées donne
_ 2 21 . 2y
fly) =a@y)+ifly) =—m-1=Gs-1+tigs
2 2(1+a) ) —2f

-1 _ . _ —
[ (,B) = a(a, B)+ib(a, B) = Ttatif (1+04)2+52+Z (1+a)2+,62.

FEtape 2. On pose ¢ (a,8) = po f~1 = p(a(a,B),b(a,3)) et on résoud,
comme dans la Section 19.3.2, le probléme
AV = Voq +v33 =0 a2+62 <1
v(a,B) =t (a,f) o?+B =1
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Dans I'exemple on a, si o + 2 =1 (et donc (14 )+ % =2(1 + a)), que

2 2
¢(a,ﬁ) = 5 = 2]
—283 —2p3
1+ ((1_+a)§_+62> 1+ (2<1+a))
2(1+a)?
I1+a)"+8

On trouve alors que la solution est trivialement
v(a,B) =14 a.
Etape 3. La solution est alors donnée par u = v o f, c’est a dire
u(z,y) =v(a(z,y),b(,y)).

En effet on a (cf. Exercice 9.2) Au = 0, alors que comme ¢ = o f~1 on a aussi
u = @ sur 0f2.
Pour I'exemple traité on a donc

)

u(x,y)—U(a(x,y),ﬁ(;p,y))_v< 2z 2y > 2

224y a2 +4y2) a4y

Voyons maintenant un autre exemple qui peut étre traité différemment (cf.
Exemple 18.8 et Exercice 15 dans Dacorogna-Tanteri [9]; I'exemple est aussi
traité plus généralement dans I’'Exercice 19.14).

Exemple Résoudre

AU = Ugy + Uyy =0 (z,y) €
8z
u(z,0)=f(z) =— zxze€R
.00 = 1 @) =
u(z,y) —0 y — +oo,

ot Q={(z,y) eR?:y>0}.

Discussion Nous proposons ici une autre fagon de procéder, semblable & celle
de la Section 19.2.2. Comme d’habitude le procédé développé ici ne se justifie
qu’a posteriori.

Etape 1 (Transformée de Fourier). On dénote par v (&, y) la transformée de
Fourier en z (y jouant le role d’un parametre) de u (x,y) , par abus de notations
on écrira § (u), i.e.

+oo )
VEN =5 En) = [ ulay)e e

—0o0

On trouve (cf. Formulaire) que

v(E0)=F () =FE)=4n(l—27|¢])e 27l
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Les propriétés des transformées de Fourier nous permettent d’écrire

{ F (uaa) (€,y) = (210 €)° F (u) (€, y) = —47%E%0 (€, y)
S(“yy) (fay) = Uyy (fay) .

En revenant au probléme donné, on applique la transformée de Fourier (en x)
aux deux membres de I’équation et on se raméne au systéme suivant

Uyy (&, ) — 472 &y)=0 y>0

o~

v (£,0) = f(&) re€R
v(&y)—0 y — +oo0.
En considérant ¢ comme un parameétre (ici on suppose que £ # 0), on trouve

(cf. Rappel au début de la Section 19.6 pour une solution écrite légérement
différemment)

~ 'Y .
v(Ey) = T©eoh2mlely)+ 5 sinh (2 [e]y)
~e27mlely 4 =21l v e2TlEly — e—27lEly
N 2 ton €] 2

oll v est une constante & déterminer pour satisfaire a la condition v (¢,y) — 0
si y — +o0o. Pour cela on choisit

v=-27¢| F(€).

La solution est alors
v(€y) = F () e 2T =4 (1 - 2m [g) TN,

Etape 2 (Conditions auz limites). La solution du probléme est donc obtenue
en appliquant la transformée de Fourier inverse et en utilisant le formulaire et
le calcul fait dans [9]

+oo

u@y) = §EEN@= [ Feermenie

— 00

2 2
_ 4 y(ty)tae (2ﬂ;y). N

((1 +9)° + $2)

19.4 L’équation des ondes

19.4.1 La méthode de d’Alembert

Nous présentons maintenant la Méthode de d’Alembert pour résoudre
I’équation des ondes. Soient ¢ # 0, f € C? (R) et g € C! (R) . On vérifie aisément
que

x+ct
w(a,t) = [f(x+ct>+f<x—ct>]+—/ 9(s) ds

N =
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est solution de I’équation des ondes
Ut = CPUgy zeR, t>0
uw(z,0)=f(z) z€eR
u (2,0) =g (z) z€eR.

19.4.2 L’équation des ondes sur la droite réelle

On considére le probléme

Upp = gy reR, t>0
u(zr,0)=f(x) ze€R
u (z,0)=0 zeR.

On va le résoudre par transformée de Fourier et pas par la méthode de d’Alem-
bert (la méthode utilisant la transformée de Fourier a ’avantage de se généraliser
naturellement a R™). Ici on a pris ¢ = 0, uniquement par souci de simpliciteé.
Etape 1 (Transformée de Fourier en x). On appelle
“+o0

V6D =F@EN= [ ulyte ey

— 00

(c’est-a-dire qu’on considére ¢ comme un parameétre et on applique la transfor-
mée de Fourier en x). On a (en utilisant les propriétés de la transformeée de
Fourier)

§ (uae) (&,1) = (2mi)*F (u) (§,t) = —4 7€ (&, 1)
+o00
vre (&, 1) =/ ue(y, t)e > Vdy = Fluse) (€,1).

— 00

On pose
+o0

ﬂozsuxozj‘.ﬁwa%*wy

— 00
En prenant la transformée de Fourier (en z) des deux membres de ’équation, on
a que (19.5) est devenue une équation différentielle ordinaire du premier ordre
dans la variable ¢ (£ jouant le role de parametre)

{ v (6,1) = =420 (6,1)  t>0

v(&,0) = f(§) et vi(&,0)=0.
Le probléme précédent a comme solution évidente
R e2c7ri\£\t +e—20ﬂi\£\t
FEtape 2. En inversant on trouve

+oo 627ri(§a:+c|§|t) + 627Ti(§arfc|§|t)
uwt= [ F© : e

— 00
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19.4.3 L’équation des ondes sur un intervalle borné

Soient ¢, L > 0, f,g € C3([0,L]), telles que f(0) = f(L) = 0, g(0) =
g (L) = 0. Il s’agit de trouver u = u (z,t) solution de

Ut = CUgy x€]0,L[, t>0
w(0,t) =u(L,t)=0 t>0
u(z,0) = f(x) x €10,L]
ut (2,0) = g () x€]0,L].

(19.17)

Discuter en particulier le cas ou f =0, L =7 et g (z) =sinz — sin (2x).

Discussion Etape 1 (Séparation des variables). On commence par résoudre le
probléme en ignorant les conditions initiales (u (z,0) = f (z) et u¢ (z,0) = g (z))

Ut = CUgy x€]0,L[, t>0
(19.18)
u(

0,8) =u(L,t)=0 t>0.

Les solutions sont cherchées sous la forme u (z,¢) = v (z) w (t) . Comme précé-
demment on est amené & résoudre (A étant une constante)

o (.’E) N w” (t)
v(z) A cw (t)
v(0)w(t)=v(L)w(t)=0
et donc
v (z)+Av(z)=0 =z€]0,L]
{ o(0) = (L) =0 (19.19)
w” (t) + A w (t) = 0. (19.20)

On a vu (cf. Exercice 19.1) que les solutions non triviales de (19.19) sont données
par A = (n7/L)? ot mn=1,2,--- et v, = sin (% na:) . Par ailleurs les solutions
de (19.20), pour A = (n7/L)?, sont données, si n > 1 par (cf. Rappel au début

de la Section 19.6)

cm . /em
wy, (t) = ay, cos (T nt) + by, sin (T nt) )

La solution générale de (19.18) est alors donnée par

—+oo

u(z,t) = Z [ancos (%T nt) + by, sin (%T nt)} sin (Fnzx).

n=1

(19.21)
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Etape 2 (Conditions initiales). Il s’agit maintenant de déterminer les constantes
an et by, pour que les conditions initiales u (z,0) = f () et u; (z,0) = g () soient
satisfaites. Ceci nous conduit pour la premiére a

u(z,0) = inansin (%nz) = f(x)
n=1

et donc il suffit de prendre pour a,, les coefficients de Fourier de la série en sinus
de f, i.e.

L
an = %/0 f(y)sin (L ny) dy.

(19.22)

La deuxiéme condition initiale (en dérivant la série par rapport & ¢ puis en
posant ¢ = 0) nous conduit a

“+oo
cTn . (T
ug (2,0) = anT sin (z nx) =g(x).
n=1
11 suffit donc de choisir b,, de la maniére suivante

cTn 2 (L . T
bn — _f/o g(y)sm(fny)dy,

i.e.

cTn

by, = 2 /()Lg(y)sin(%ny)dy.

(19.23)

Finalement la solution de (19.17) est donnée par (19.21) avec a,, et b,, satisfaisant
(19.22) et (19.23).

On peut montrer que les hypothéses sur f et g assurent la convergence de la
série (19.21) ainsi que celles de ses dérivées uy, Ut, Uy, Uzt €t uy . La fonction
u ainsi obtenue est donc C2. Toutefois contrairement au cas des équations de
la chaleur et de Laplace, & moins que f et g ne soient plus réguliéres, les séries
formelles exprimant les dérivées d’ordre supérieur ne convergent plus en général
(cf. la remarque ci dessous).

Dans le cas particulier on trouve

ap=0%Vn, b,=0Vn>3, bic=1 et by2c=-—1.

D’ou la solution

1 1
u(z,t) = —sin(ct)sinz — P sin (2ct)sin(2cx).
c c
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Remarque On veut maintenant discuter trés brievement la dérivabilité et la
convergence des séries formelles. Voyons un cas particulier ot L =, ¢ = 1 et
g = 0. On a donc dans les calculs ci dessus que

anzz/ f(@W)sin(ny)dy et b, =0
T Jo

et ainsi
“+oo

u(z,t) = Z ap cos (nt)sin (nx).

n=1
On voit ici que, contrairement a ce qui arrivait dans 1’équation de Laplace ou
de la chaleur, les dérivées formelles de u empirent car on a des coeflicients

n*la,). &

19.5 Quelques équations non linéaires

La méthode de séparation des variables s’applique essentiellement aux équa-
tions linéaires. Parfois elle peut s’appliquer (mais seulement partiellement) a des
équations non linéaires. Par contre, ’analyse de Fourier, qui est un processus
linéaire, ne s’applique pas (sauf cas particuliers) aux équations non linéaires.
Voyons deux exemples.

Exemple 19.10 (Equation de Hamilton-Jacobi) Considérons
ue + f (grad, u) = ue + f (uay -+ U2, ) =0
ot u=u(zt) €R, (z,t) € R® x R. On cherche des solutions sous la forme
u(z,t)=v(z)+w(t).
L’équation devient
et f (g o te,) = 0" (@) + f (Vay o+ 0p,) =0
et donc, en séparant les variables,
F gy s yvg,) =A=—w'(t).

Par conséquent si on sait résoudre f (v, -+ , vz, ) = X (ce qui n'est, en général,
pas un probléeme facile surtout si on veut une solution réguliére, voir plus bas
pour un cas simple), on aura qu’une solution est donnée par

u(z,t)=v(x) —At+p

ol i est une constante. Un cas particuliérement simple et celui ot on suppose
que

v(z) = {a;z) = Zaixi
i=1
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et a € R, on trouve alors que

u(z,t) =(a;z) — f(a)t+p
est solution de I’équation de Hamilton-Jacobi.

Exemple 19.11 (Equation des milieux poreux) Soity > 1, u = u(z,t) €
Ry (ici pour que léquation ait un sens on cherche des solutions positives),
(z,t) e R" x R, et

n

Ut — A;p (U’Y) = Ut — Z (ufy)a:ia:i =0.

i=1

On va étudier cette équation quand n = 1. On cherche des solutions sous la
forme
u(z,t) =v(z)w(t).

L’équation devient
ue— (u),, =v(@)w () — (0 @) (v(2))7),, =0
et donc, en séparant les variables,

(0 (@)), W (1)
o@) T )

Les deux équations & résoudre sont donc

w (@)= A(w (@) =0 et ((v(z)"),, —Av(z)=0.

La deuxiéme est plus difficile a intégrer, mais en faisant l’ansatz que v (x) = |z|”
on trouve qu’il faut

29+
(v—1)°

La premiére, par contre, s’intégre facilement et a comme solution

2
a:m et A=ay(ay—1)=

wt) = (L= A+

ot p > 0 est une constante. En résumé on a trouvé une solution

1
o (29 (y+1 =
wlot) = o7 (2D 1)

Observer que cette solution est bien définie pour t petit, car p > 0, mais elle
n'est plus définie pour t grand (car v > 1).
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19.6 Exercices

On pourra compléter les exercices ci-dessous par les nombreux exercices dans
les Chapitres 17 et 18 de [9].

19.6.1 Exercices sur les équations différentielles ordinaires
Avant d’énoncer les exercices on va rappeler un résultat de base.

Rappel : équations différentielles linéaires de 2e ordre. Soit I’équation
y' () + by () +cy(x) =0, xzelCR,
ou b, c € R. On considére ’équation caractéristique
22 4+bz+c¢=0, zeC.

Cette équation admet au plus deux solutions z1, z5 € C. Il y a trois cas possibles.

Cas 1 : 21,29 € Ret z1 # zy, alors la solution est donnée par
y(x) = Ae?™ + Be™”,
Cas 2 : 21,22 € R et z; = 29, alors la solution est donnée par
y(z) = (Az+ B)e™”,
Cas 8 : z1,20 € Cet 21 =Z3 = £ +in, alors la solution est donnée par
y(z) =" [Acos (nz) + Bsin (nz)],

ou A, B € R sont des constantes déterminées par les conditions initiales. De
plus, ces solutions sont uniques.

Exercice 19.1 Soient L > 0 et A € R. Discuter, en fonction des valeurs de X,
Dexistence de solutions y =y (z), y Z 0 pour les probléemes

y' () +Ay(x) =0, z€]0,L]

{ y(0) =y(L) =0, (19.24)
y// ($)+/\y($)207 xG]O,L[

{ y' (0) =y'(L) =0. (19.25)

Exercice 19.2 (i) Montrer que les solutions non triviales de
9" (0)+Xrg(0) =0
9(0)=g(@2m), ¢'(0)=g (2m)
sont données, pour n € N, par

A=n? et g,(0)=a,cos(nb)+pB,sin(nb).
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(ii) Montrer que, pour n € N, les fonctions
0T st 0
fulry = nT o
Yo +0ologr sin=0
sont solutions de
r? [ (r) 4 f (r) =n?f (r) = 0.

Exercice 19.3 Donnés f,g: R — R, trouver formellement, & l’aide de la trans-
formée de Fourier, et sous forme intégrale, une fonction v = u (t) satisfaisant

+oo
u(t)—l—/_ f)ut—s)ds=g(t).

Trouver des conditions sur f et g pour que la solution u, trouvée formellement,
soit continue.

Exercice 19.4 Donnés f,g: R — R, trouver, formellement et sous forme inté-
grale (& Uaide de la transformée de Fourier), une fonction u = u (x) satisfaisant

+o00
V@ [ fwue-pdy=g).
Trouver des conditions sur f et g pour que la solution u, trouvée formellement,
soit C*.
Exercice 19.5 Soit f € C? (R) et 2r—périodique. Trouver formellement une
solution 2w —périodique u = u (x) de
v (z) +u(@) +u(@+m)=f(z).
Montrer que la solution trouvée formellement est C.
Exercice 19.6 Soient f € L' (—m,7) et
1 [ .
= — —ine j.
fomge | J@e i

On rappelle (cf. Exercice 17.10) que si f € C* (R) et 2m—périodique, ot k est
un entier, alors, pour tout n # 0,

[l P
o |n|"
(i) Soient f € L' (—m,m) avec ||f||;. < 2m. Montrer que, pour tout n € Z,
[4in+ f, +2(-1)"| > 1.

(ii) Soient f,g € L* (—m, ) avec || f|| ;1 < 2. Trouver formellement et sous
forme de série complexe une solution de

élu'(:r)Jri/7r [fxz—t)u@)]dt+2u(z—7)=g(x).

2 J_,

[fnl <

(iii) Montrer que si, de plus, g € C® (R) et 2m—périodique, alors la solution
trouvée formellement est C* ([—m, 7).
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19.6.2 Exercices sur la permutation des limites et des dé-
rivées

L’exercice et le théoréme qui suit sont trés utiles pour montrer la convergence
des solutions formelles.

Exercice 19.7 Soient Q C R™ un ouvert, u,, € C' (Q) une suite de fonctions
et

u7glu"'7gn:Q_>R

telles que
uy () > u(z) VeeQ

et, pour tout sous-ensemble compact K C (Q,

ou,
(91?1'

— g; uniformément dans K, V1<i<n.

(i) Montrer que g—; =g; dans Q et u e C* ().

(ii) Montrer que u, converge vers u localement uniformement dans Q.

L’Exercice 19.7 se généralise facilement par récurrence. Avant d’énoncer le
théoréme (sans démonstration) introduisons la notation suivante. Pour tout [ =
(I4,---,1y) € N™ on écrit

Théoréme 19.12 (Permutation de limite et dérivée) Soient Q@ C R™ un
owvert, & = (x1,--+ , ), une suite {u,},cy C C*(Q), ov k est un entier, et
des fonctions u, g; : @ — R, avec l = (I1,--- ,1,) € N et |l| < k, tels que

uy () —u(z), Vee

et pour tout sous-ensemble compact K C Q) et pour tout I € N™ tel que |l| <k

Sty

——— — g;  uniformément dans K.
o't - dxly g 4
Alors u € C* () et, pour tout I € N" tel que |l| <k,

Ottty ()

=g (x), Vzel

19.6.3 Exercices sur les EDP
Exercice 19.8 Soient f € L' (0,7),

2 s
b, = — sin d
= [ rwsin@m)ay
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et, pourx e R, t >0
+o0 )
u(x,t) = Z b, sin (nz)e ™"
n=1

(i) Montrer que u (x,t) est bien définie, c’est & dire que la suite des sommes
partielles converge.

(ii) Montrer que u € C* (R x R%) ot Ry = {t > 0} et satisfait

Up = Ugy z€l0,n[, t>0
w(0,t) =u(mt)=0 t>0.
(iii) Si, de plus, f € C*(R), 2r—périodique et impaire, alors

u(z,t) — f(x) uniformément quand t — 0.

Remarque. Ce résultat reste vrai si f € C* (R), mais la preuve est plus compli-
quée (cf. corrigé).

Exercice 19.9 Soient f € L', )f‘ €L et

+oo
u(@t)= [ Fl el

—0o0

(i) Montrer que u € C* (R x R%) ou R = {t > 0} et satisfait

U =gy TER, t>0
u(z,0)=f(x) zeR.

(ii) Montrer que
u(z,t) — f(x) wuniformément quand t — 0.

Exercice 19.10 Soient o € L' (0,7),

2 [T .
ap = ;/0 a(t)sin (nt)dt
et
400 an . - )
U (xv y) = ngl W [blnhn (ﬂ' y)] sin (n .CI}) .

(i) Montrer que u € C* ([0,7] x |0, 7]) et satisfait
AU = Ugy +Uyy =0 z,y €]0,7]
u(z,m) =0 x €10,7]
w(0,y) = u(m,y) =0 ye]0,x.
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(ii) Montrer que si, de plus, « € C? (R) (le résultat est vrai si « € C* (R),
mais nous ne le démontrerons pas), 2m—périodique et impaire, alors

u(z,y) — a(x) uniformément quand y — 0.
Indication. Montrer que pour tout pour tout y > 0

sinh (n (7 — y))

-1 <2ny.
sinh (n) =any

Exercice 19.11 (i) Trouver, formellement et sous forme intégrale, u = u (x,t)
solution de

ou  0*u
E+@:Ut+uzzxa€:0 Z’GR,t>0
u(2,0) = f (x) 233

(ii) Montrer que, si f € L' (R) et ‘ﬂ € L' (R), alors u € C (R x]0,00]).
En fait u € C (R x ]0,00[), mais on supposera cela sans démonstration.

(iii) Montrer que siy > 0, alors
0<1—-eY<y.
(iv) Montrer que si g (£) = &* ‘f(ﬁ)‘ est telle que g € L' (R), alors

u(z,t) — f(x) wuniformément quand t — 0.

Exercice 19.12 (i) Trouver, formellement, & l’aide des séries de Fourier u =
u(x,t) solution de

Ut — Ugy = U xe€l0,x[, t>0
u(z,0) = f(x) z € [0, 7]
Uy (0,8) = ug, (m,8) =0 ¢ >0.

(ii) Montrer que, si f € L* (0,7), alors la fonction u, obtenue formellement
dans la premicre question, est C°(]0,7[ x ]0,00[). En fait, pour la méme rai-
son que précédemment, on peut montrer que uw € C'* (|0, 7| x ]0,00[) , mais on
admettra ceci sans démonstration.

(iii) Soit f € C*(R) une fonction 2m—périodique et paire. On rappelle (cf.
Ezercice 17.10) qu’alors les coefficients de Fourier (en cosinus) a, de f sont
tels qu’il existe une constante v vérifiant

v
|an|§_47 TL:0,1,27"'.
n
En déduire que la fonction u, trouvée dans la premiére question, vérifie

u(x,t) — f(x) uniformément quand t — 0.
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Exercice 19.13 Soit u : [0, 7] X [0,4+00[ = R, u = u(z,t). On dénote les dé-
rivées partielles de u par Uy, s, Ugs, Uge €t g . Soit f € C2(R), 2r—périodique
et paire. Soit le probléme

Upt = Ugy (x,t) €]0,7[ x 0, 4+00[
Uz (0,t) = ug (m,8) =0 ¢ €0, 400]
(P) w(z,0) = f(x)  wel0n]
u (z,0) =0 z € 0,m].

(i) Trouver formellement une solution u de (P).

(ii) Montrer (& Uaide des résultats de U'Exercice 17.11) que la solution u
trouvée formellement est C* ([0, 7] x [0, +o0]) .

(iii) Montrer (o Uaide des résultats de I’Exercice 17.11) que la solution u
trouvée formellement est telle que

lim |u (z, 1) = f (2)] = 0
uniformément pour x € [0,7].
Exercice 19.14 Soit Q = {(z,y) e R? : y > 0}, f € C(R)N L' (R) et ‘f‘ €
L' (R).

(i) Trouver, formellement et sous forme intégrale, une solution v = u (x,y)

de
AU = Upy +Uyy =0 (z,y) €Q

u(z,0) = f(x) zeR
u(z,y) —0 y — +oo.
On rappelle que si A # 0 alors la solution v =v (t) de

v = MNo=0 sit>0
v(0)=p sit=0
v(t) —0 sit— 400

est donnée par
v(t) = pe Mt

(ii) Montrer que la solution trouvée formellement dans la question précédente
est telle que

u(z,y) — f(z) uniformément quand y — 0.

Exercice 19.15 (i) Soit f € L' (0, ) et

2 T
an, = —/ f(x)cos (nx)dz.
™ Jo
Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

lan| < ¢ pour tout n > 0.
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Montrer que si f € C*([0,7]) et
f/ (0) — f/ (ﬂ_) — f/// (0) — f/// (7T) — 0,

alors il existe une constante ¢ > 0 (cf. Ezxercice 17.10) telle que
c
lan| < —;  pour tout n > 1.
n

(ii) Trouver, formellement, une solution w = wu (z,t) de

T Ut = Uss (z,t) €]0,7[ x ]0, +o0]
Uz (0,t) = ug (m,6) =0 ¢ € [0, 400]
u(z,0) = f(x) x € [0,7].

(iii) Montrer que si f € L*(0,7) la solution trouvée formellement est telle
que u € C([0,7] x ]0,400[). On peut montrer (mais on ne le fera pas) de la
méme fagon qu’en fait u € C ([0, 7] x ]0, +00[) .

(iv) Montrer que si, de plus, f € C*([0,7]) et

fO)=f"(m) = f"(0) = f"(x) =0,

alors
u(z,t) — f(x) wuniformément (en x) quand t — 0.

Exercice 19.16 Soit f € C*([1,¢]) (ou e est tel que loge = 1), avec

fO=fle=rOQ)=rf (=" 0= €=r"1)=1"(€=0
Soit w: [1,€e] x [0,+o0] = R, u =u(z,t), solution de
Uy = 22uzy + 3z Uy (2,t) €)1, €] x ]0, +00[
(P1) u(l,t) =wu(e,t) =0 te[0,+o0]
u(z,0) = f(x) x € [l,¢]
ot on a dénoté les dérivées partielles de u par ug, Uy et Ugy .
(i) Soit U =U (y,t) et on pose

(o, t) = U (log x,t) .
x

Montrer que Uéquation u; = 2*Ugy + 3T Uy devient alors
Ui =Uyy —U.

Que devient alors le probléme (Py) pour la fonction U = U (y,t). On dénotera
le probléme pour U par (Ps) .

(ii) Trouver, formellement, une solution U de (Pz), puis u de (Py).
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(iii) Montrer que la solution trouvée a la question précédente est C™ ([1,¢e] x ]0, +0o0]) .
On pourra se contenter de montrer que u € C ([1, €] x |0, +00]) .

(iv) Montrer que la solution u trouvée formellement est telle que

}in(l) lu(z,t) — f(x)] =0 quandt — 0, uniformément pour x € [1,¢].

Remarque. On admettra (cf. Exercice 17.10) que si g € C* ([, 3]), avec
g(@)=g(B) =g (a) =g (B)=g" () =g" (B) = g" () = " (B) = 0,

alors les coefficients de Fourier en sinus, b,, de g sont tels qu’il existe une
constante vy vérifiant

bal <0 =12
Exercice 19.17 Soient c <1 et f € C*([0,7]), avec
f0)=f(m)=0.
Soit u: [0,7] X [0,7] = R, u=wu(z,y), solution de
Uy + Uyy +Ccu =10 (x,y) €10,7[ x]0, 7|
(P) w(0,y) = u(my) =0 y € [0,
uy (z,0) = f(z) et uy(z,m)=0 =z¢€l0,n]

ot on a dénoté les dérivées partielles de w par Uy, Uy, Ugs €t Uyy -
(i) Trowver formellement une solution de (P) quand ¢ < 1.

(ii) Quand c =1, trouver formellement, comme précédemment, une solution
de (P). Quelle condition faut-il rajouter sur f pour que le probléme soit bien
posé ? Et dans ce cas, que peut-on dire de l'unicité ¢

(iii) Montrer que la solution trouvée a la question (i) (dans le cas ¢ < 1) est
telle que u € C ([0, 7] x ]0,7]).

Suggestion et rappel. 1) On sait que les solutions de
w” () +pw(t) =0
sont données par (ot a et b sont des constantes)
acos (t\/m) + bsin (t\/11) sip>0
w(t) = a+bt si =0
a cosh (t |u\) + bsinh (t \,u|) sip<0.
2) On rappelle que

cosh z coshy — sinh z sinh y = cosh (x — y) .
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3) Pour établir le point (ii1) de lexercice, on pourra d’abord montrer le fait
suivant. Soient 0 < € < w et ay, > 0 une suite monotone telle que

lim «, = +oc.
n—-+o0o

Prouver qu’il existe ng, un entier suffisamment grand, et une constante v =
v (€e,n0) > 0 telle que

cosh ((m — y) a)

0< <ye ¥ Jye €

>ng.
sinh (7 oy, ) Vy € le,n] et Vn > ng

Exercice 19.18 Soient f € C (R)N L' (R) et ‘f] cL'(R).

(i) Trouver, formellement et sous forme intégrale, une solution u = u (z,t)
de

u(z,0) = f(x) zeR
ol up = Ou)Ot et Upppy = O*u/0x*.

(ii) Montrer que la solution trouvée formellement dans la question précédente
est telle que

u(z,t) = f(z)

Exercice 19.19 (i) Soit f € L' (0,27). Trouver formellement u = u (z,t) so-
lution de

uniformément quand t — 0.

Up =Upy — (1 +28)u z€]0,27[, t>0
w(0,t) = u(2m, 1) t>0

ug (0,t) = u,(2m,t) t>0
u(x,0) = f(x) x €10, 27|

(i) Montrer que si f € C*(R) et 2r—périodique, alors pour tout x € [0,27],

u(z,t) = f(z)

On rappelle, si nécéssaire, que, si o > 1, alors, pour tout 0 <t <1,

quand t — 0.

0<1—e2 <3at.

Exercice 19.20 Soitt >0 et

. 1 2
L' (2) = ———=¢ 37,

Vit

+oo

(i) En se rappelant que / ey’ dy = 1, montrer que

— 00

/+OoLt (z)dx =1.

— 00
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(ii) Montrer (a l'aide du théoréme de la convergence dominée) que pour tout

6>0o0na
lim / L' (z)dx| = 0.
t=0% | Jjz|>0

(iii) Soient f € C°(R) N L>® (R) et

g L)@ sizeRett>0
ulnt) = [ () sixeRett=0.

Montrer que, pour tout x € R,

lim |u(z,t) — f (x)] =0.

t—0+

Exercice 19.21 Soient a,b € R tels que a® + b* # 0. Soit f € C(R) N L' (R)
tel que ’f’ eL'R).
(i) Trouver formellement u = u (x,t) solution de
a?up — VU — Uy =0 xzE€R ettt >0
u(x,0) = f(x) reR
u(z,t) =0 t — +o0

ol on a noté, comme d’habitude u; = Ou/Ot, uy = 0*u/0t? et Uy, = 0*u/0>.

(ii) Montrer que la solution trouvée formellement dans la question précédente
est CO (R x [0, +o0[) et que

u(z,t) — f(x) uniformément quand t — 0.

19.7 Corrigés

Exercice 19.1 En appliquant le rappel, I’équation
y' (x) +Ay(z) =0, x€]0,L[
admet, en fonction du signe de A, les solutions générales (uniques) suivantes
AeV=Ar f BemV e siA<0
Ax+ B siA=0
A cos (\/Xx) + Bsin (\/X.’E) si A > 0.

(1) Soient les conditions de bord y (0) = y (L) = 0.

Cas 1 : X < 0. On vérifie facilement qu’alors on a nécessairement A = B = 0.
Par conséquent, seule la solution triviale y = 0 satisfait le probléme (19.24) pour
A <0.

y(z) =
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Cas 2: XA >0.0Onadoncy(0) =A=0ety(L) = Bsin(vAL) = 0. La seule
possiblité pour que la solution soit non- terlale (B #0) est

Bsin (\/XL) =0 & sm( )
& \/XL avec n € Z
< A= (T)Q-

En conclusion, il existe des solutions non triviales de (19.24) si A = (n7/L)?, et
ceci pour tout n € N, n # 0. De plus les solutions sont alors données par

Yn (T) = ay sin (%x), xz€10,L],

ol «,, est une constante arbitraire.

(#i) Soient les conditions de bord 3’ (0) = ¢’ (L) = 0. Le raisonnement est
analogue au précédent et nous ne rentrons pas dans les détails. On obtient des
solutions non-triviales pour A\ = (n7/L)?, y compris n = 0, données par

Yn (z) = By, cos (% $) z€l0,L],

ou 3, est une constante arbitraire. @

Exercice 19.2 (i) Le raisonnement est en tout point semblable a celui de
I’exercice précédent.

(#) 11 suffit d’effectuer le calcul. &
Exercice 19.3 Soit

u(§) = /Jm e~ 28ty (t) dt.

—00

On a donc, en prenant la transformée de Fourier de I’équation,

T +a©) fE) =9

et ainsi
7
1+ f(§)

Par conséquent, en utilisant la formule d’inversion de Fourier, on obtient

- () 0= [

u(l) =

On dénote par
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Pour que la solution u trouvée formellement soit continue, il suffit de supposer
que

- f,g € L' (R), pour que fet g aient un sens,

- & — |h(§)] est dans L' (R), pour que H € CY (R) N L (R) (cf. Théoréme
18.2 (i)) et H * f soit bien défini,

- gl € L' (R) et g € C° (R) pour que (cf. Théoréme 18.5)

+oo
g(x)zf*(g)(x):/ STENG () dE, VR,

En effet oo
H(t)+/ fs)u(t—s)ds=g(t).

—0o0
+o0

HGH%H*ﬂ@%j/meM“”ﬂ@%+/ZfH]ij£““tQh@ﬂ%f@ﬁk}

et ainsi (en permutant les intégrales)

H+Hxf = /+oo eZmET p (€) d§+/+oo { [/+OO e 2mis f (s)ds} 2SR (€) dg} .

— 00 —0o0

On a donc bien montré que

+oo . +oo )
Hibf= [ e Lefo)a= [ emegoic—g o
Exercice 19.4 Soit
+oo )
() = F(u) () = / e Ey (1) do.

On a donc, en prenant la transformée de Fourier de 1’équation,

(2ri&)a () +a(€) (&) =3

et ainsi R
() = .g(é)A .
2mi&+ f(§)
Notons par h le membre de droite, a savoir
G
2mi+ F(€)

Par conséquent, en utilisant la formule d’inversion de Fourier, on obtient

+oo
u(z) =F *(h)(z) :/_ e R (€) dE. (19.26)
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Appelons H le membre de droite, a savoir

+oo
H (x) :/ eZTET ] (€) dE.

— 00
Pour que la solution u, trouvée formellement dans (19.26), soit C*, il suffit
de supposer que
- f,g € L' (R), pour que fet g aient un sens,

- & — |h(&)] est dans L' (R), pour que H € C° (R) N L= (R) (cf. Théoréme
18.2 (i)) et H * f soit bien défini,

-& = |Eh ()] est dans L (R), pour que H' € C° (R)NL> (R) (cf. Théoréme
18.2 (i) et (iv)),

- 9] € LY (R) et g € C° (R) pour que (cf. Théoréme 18.5)

+oo )
6(x)=F 1 (g) (@) =/ TG (¢)de, Ve R.

— 00

On a alors

400
H' (z)+ (H * f) () :/ 2mi 2™ ST b (€) deE

— 00

+f +: { [ / :O 2miEe) I (¢) df] ) dy}

et donc (en permutant les intégrales)

H +Hxf
+oo ) +oo +oo ) )
= [ emiemercn©a | {[/ e f (y) dy} € (€) df}.

— 00 — 00 — 00

On a ainsi bien trouvé

“+ o0

s = [ je%i“h@) eric+ FO]de= [ emegode =g

— 00

Exercice 19.5 (i) On procéde formellement. On écrit

fo +o0
f(x)= 5 + Z (fncos(nz) + gpsin (nz))

et on cherche une solution de la forme

+oo
+ Z (up cos (nz) + vy sin (nx)).

n=1

Uo

u () 5

On observe que

oo
u (z) = Z (=nup sin (nx) + nov, cos (nx))

n=1
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u(z+m) = —I—Z )" up cos (nx) + (—=1)" vy, sin (nx))
et donc
+oo
' (z) +u(x)+u(r+m)=uo+ Z [(nv, + (14 (=1)") uy) cos (nx)]

+ Z —nuy, + (14 (=1)")vy,) sin (nx)].
En remettant dans ’équation et en égalant les coefficients on déduit que

Ug = nvn+(1+( ) ) fna _nun+(1+(_l)n>vn:gn

E )
et par conséquent, en posant a =1+ (—=1)",

Jo _afn—ngn ; _nfutagn

’ n2+a2

Up = n
2’ n? + a2

(ii) Comme f € C?, on déduit qu'il existe une constante v, telle que
'7
|l + lgnl| < n—; Vo > 1.

On a ainsi qu’il existe une constante v, telle que

[un| + vn| < ’y—g, Yn > 1.
n
De ceci on obtient que si
o N
Fyu(z) = ? E (up, cos (nz) + v, sin (nx)),

alors Fy u — u et (Fyu) — u' uniformément et le résultat suit.

Exercice 19.6 (i) Comme on sait que |f,| < 1, on a, quand n = 0, que
[din+ fo+2(-1)"=[fo+2[=2—|fo| > 1
alors que, quand n # 0, on trouve immédiatement que
in+ fut2(=1)" > 4fn| = |fal —2> 1.

(#i) On écrit

+oo i
4 1 4
u(z) = Z up €% on un:—/ u(z)e " dx
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400 ) 1 T )
fla)= D fae'™ o fo=o= [ [f(@)e " "dz
400 , 1 s }
g(w)zn;mgnem on gu=g [ gla)e " dr

On observe que le terme

1 ™

),

[f (z =t)u(®)]dt = (f *u) ().

On se rappelle (cf. Exercice 17.13), par ailleurs, que les coefficients de Fourier
de (f *u) sont f, uy, . En remplagant dans I’équation on trouve

+oo +oo —+oo +oo
41 § : nuneznw+ § /‘ fnuneznx+2 § : uneznwelnﬂ: § /‘ gnelnw

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

et donc

<4in+ fn+ 2<_1)n)un =Jn -
Sachant, par (i), que (4in + f, +2(=1)") # 0 pour tout n, on infére que les
coefficients de u sont donnés par

_ In
Cdin+ fo+2(-1)"

Un

(iii) Comme g € C3 ([—m, 7]), on a qu’il existe une constante v > 0 telle que
lgn| <~/ In|*> et donc, en invoquant (i) et (ii),
fun| < 5.

I

On a ainsi que les séries formelles de u et de sa dérivée convergent uniformément.

Exercice 19.7 (i) On commence par remarquer que les g; sont continues dans
Q puisqu’elles sont limites uniformes de fonctions continues. Ainsi, il suffit de
montrer que

88;1 =g; dans

pour montrer que u € C* (). Soit 1 < i < neta € Q. On a, pour ¢ suffisamment
petit,

t duy,

o Oz

un (@ +te;) —uy (a) = (a+ se;)ds.

Laissant tendre n vers I'infini dans I’équation précédente, il vient

u(a—l—tei)—u(a):/o gi (a+ se;)ds,
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ol on a utilisé que du/dx; converge (localement) uniformémenent vers g; pour
permuter la limite et 'intégrale. Puisque g; est continue, il s’ensuit que

lim u(a+te;) —u(a)
t—0 t

= gi(a).

(i) Soit zg € 2 donné et soit 6 > 0 assez petit pour que 'on ait convergence
uniforme de Vu, vers Vu dans la boule Bs (). On va montrer que

lim { sup |up (xo+h) —u(zo+ k)| p =0. (19.27)
n—oo |h|<6
Soit |h| < 4. On a

[un (xo +h) —u(zo+h)| < up (w0 +h) —u(zo + h)] — [un (z0) — u (20)]|
+ [un (z0) = u (20)] -

Comme
|[un (zo + h) — u(zo + h)] — [un (z0) — u (20)]]

td
/0 E[un(zothh)u(:cothh)]dt‘

1
/ (Vuy, (xog +th) — Vu(xzo+th);h) dt‘
0

on déduit que

|[un (x0 + ) —u (zo + h)|

1
< 5/ {sup |Vun($o+th)—Vu(x0+th)dt}+|un(xo)—u(xo)|
0 te[0,1]
< & sup  |Vun (y) — Vu(y)| + |un (z0) — u(2o)].

y€Bs(wo)

Puisque uy, (xg) converge vers u (zg) et puisque Vu, converge uniformément
vers Vu dans Bs (zg) on a bien que (19.27) est vérifie. &

Exercice 19.8 (i) Puisque f € L', il existe une constante C' tel que
|bn] < C  pour tout n € N.

Soit, pour N € N,
N 2
upn (z,t) = ansin(naﬂ)e_" b zeR, t>0.
n=1

Puisque (par exemple, grace a la régle de d’Alembert)

“+o0

2
Ze‘” t <0
n=1
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on déduit que

o)
u(e,t) —uy (@) <C Y et 0.
n=N+1

ZZ Il eSt Clail" que p0u1" ‘Ou‘ N S N, unN S C R X R . :POSOllS7 pour loul
+
l, m &€ N7

m MMy (x,t N 9lsin(nz) et
™ ) = g = > b S O
n=1

et

2

+oo I o m ,—n°t
0'sin (nx) 0™e
gi,m (l'yt) = E by, ( ) .
n=1

ox! otm

On montre de la méme maniére que dans (i) que les g; ., sont bien définis. Par

le Théoréme 19.12, il suffit de montrer que pour tout I,m € N, la suite ug\l,’m)

converge uniformément vers g; ,, dans tout sous-ensemble compact K C RxR? |
pour avoir u € C'™® (R X Ri) et

oMy (z,t)

gaipm - Jum (Tt).

Soit K un tel compact ; il existe donc d = dx > 0 tel que
t >0 pour tout (z,t) € K.

On remarque également que, pour tout k € N

lim nke ™" = 0. (19.28)
n—oo
Il s’ensuit, pour (z,t) € K,
& l o m ,—n>2t
(1,m) ‘ _ 0"sin (nx) e
t) — t = b
Un (.’L‘, ) gi,m (.’L‘, ) n:ZN:H n ol otm
e 2 e 2
§ Z |bn| nl+2mefn ) S C Z 7,LlJerefn k)
n=N+1 n=N+1

et donc
ug\lf’m) (x,t) — gi.m (m,t)’ — 0 quand N — cc.

A partir de 14, il est trivial de voir que u satisfait 1’équation

ou_ o
ot Ox2
w(0,t) =u(m,t)=0 t>0.

ze€l0,m],t>0
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i1i) Puisque f est impaire, 2r—périodique et C%, on sait, par ’Exercice
(iii) q paire, p q : , D
17.10 et par le cours que

< C
— 1 < —
f(x) 1;:1 bpsin(nz) et |b,| < 1

ou C > 0 est une constante. Par conséquent, pour tout = € R,

= 2 +Ool—€_"2t
lu(z,t) — f(z)] = nz_:lbnsin(nx)(e_”t—1> SC;T
400 "
< CZ§§207§
n=1
et donc

|u(z,t) — f ()] = 0 quand t — 0.

Voici une preuve pour le cas plus général ou f € C! (R). Dans ce cas, on sait,
par des résultats du cours (voir notamment dans la démonstration du théoréme
de convergence uniforme des séries de Fourier), que

—+oo —+o0
f@) = bysin(nz) et Y |by| <00
n=1 n=1
d’ou

ju(z,t) = f(2)] =

<2 oo
;b"sm(”) (e 1) <;Ibn|(1—e .

Montrons

. = —n2
%Lrg{nzlbn(l—e L‘)}:O.

Pour tout t > 0, soit h* : R — R défini par

400

B (@)= 3 lbal (1 =€) Xpu i (@)

n=1

On remarque que
+oo
W= 3 bl (1=,
/]R n=1

—+o0
0<h < Z b | Xjnnt1] € L' (R)

n=1

que

et que, pour tout x € R,
lim A' (z) = 0.

t—0
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Utilisant le théoréme de la convergence dominée, il vient alors que

lim [ At =0
t—0 R

ce qui termine la preuve. @

Exercice 19.9 Puisque f,

ﬂ € L', alors par le théoréme de la transformée

inverse de Fourier (cf. Théoréme 18.5), f est égale presque partout & une fonction
continue, autrement dit, la classe d’équivalence des fonctions égales presque
partout & f admet un représentant continu. Sans perte de généralité, quitte a
redéfinir f sur un ensemble de mesure nulle, on peut donc supposer que, de plus,

feC’(R).
(i) Posons

N i 2 242
un(e.t) = [ Flgemiee o

On remarque que, pour tout k € N

lim €|F e tm et — . (19.29)
N=oo Jjgl>N

Puisque R
[fllzes < W fllgs s

on obtient immédiatement que
un (z,t) = u(zr,t), V(r,t) e RxRY.

Du cours d’analyse de premiére année on sait que, que pour tout N € N, uy €
C™> (R X Ri) et que pour [,m € N

al-‘rmuN (l’,t) /N f ale2wi§w 8me—4ﬂ'202§2t

(Lm)
uv @) = = = ! g

Posons
l (e2ﬂ'i 3 w) om (€—4Tr202£2t)

~ 0
o (@.0) = [ FO =G —

dg

l,m . ,
et montrons que ug\, ) converge uniformément vers g; ,,, dans tout sous-ensemble

compact K C R x R%, ce qui prouvera, par le Théoréme 19.12, que u €
C*> (]R X Ri) et que pour tout [,m € N,

oMy (z,t)

DLl otm =Jdi,m (l’, t) .

Soit K un tel compact ; il existe donc 6 = dx > 0 tel que

t > ¢ pour tout (z,t) € K.
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11 s’ensuit, pour tout (z,t) € K,

(t,m)
Un (LL', t) —9im (LL', t)‘ Azl atm

-~ al 2micx) O™ 6_4”202£2t
- |/ J© (e2ricr) " ( )
|€|>N
S / ’f(ﬁ)’ (27r)l |£‘l (27_[_ C)Qm |€|2m 6747‘_262526(16
l¢|>N

C |£‘l+2m 6747r2c2§2§dé~
|EI>N

IN

ol on a utilisé (19.29) avec k =1+ 2m et C > 0 est une constante indépendante
de (z,t). On a ainsi

ug\l,’m) (z,t) — gim (z, t)‘ — 0 quand N — o0

Il est ensuite immédiat de voir que

ou 5 0%

— =c¢"— sur RxR%.

ot 0x? +
De plus, par la formule d’inversion de la transformée de Fourier et le choix de
f continue, on a que

u(z,0)=f(z), VzeR.
(71) On obtient aussi que

) = @) = | [ F@ener (1) af
< [IF@|e=eer—1].

Remarquant que
F@lletoei—1| <2|fo| e ' ®)
et que, pour tout & fixé,

lim ‘f(f)‘ )6*4’?%25% - 1‘ —0

t—0
on obtient le résultat par le théoréme de la convergence dominée. &

Exercice 19.10 (i) Puisque a € L', il existe une constante C' tel que
lan| < C  pour tout n € N.

Soit, pour N € N,

N

un (z,y) = Z sin}?% sinh (n (7 —y))sin (nx) .
n=1
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En remarquant que pour tout y €]0, 7]

sinh(n (7 — y) e e 2n(r=y) _
— e e " 19.30
sinh (n) ¢ 1_emm —=° ( )
——
<1

on voit facilement que
Il est clair, que pour tout N € N, uy € C°° ([0, 7] x |0, 7]) et que pour I,m € N,
N I e
(1,m) B an d'sin (nx) 0™ sinh (n (1T —y))
uy™ (@) = > o (nm)  0al dym '

Posons

+oo 1 - m o
B an,  O'sin(nz) 0" sinh (n (7 —y))
Gum (%,9) = Zl sinh (n7) ox! oy™

(1,m) . ,
et montrons que uy; ~ converge uniformément vers g; ,,, dans tout sous-ensemble
compact K C [0, 7] x ]0, 7], ce qui prouvera, par le Théoréme 19.12, que

O (z,y)
oxtotm
Soit K un tel compact ; il existe donc § = §x > 0 tel que

u € C™([0,7] x]0,7]) et = gi,m (,y), VI,m € N.
y > 4§ pour tout (z,y) € K.

On remarque que, pour tout k € N

lim & sinh (n (7 —9)) — lm  cosh (n (m —9))

N—oo N sinh (n7r) N—oco By ¢ sinh (mr)

=0. (19.31)

On a également que, si § <y <,
0 <sinh (n (7 — y)) < sinh (n (7 — §))

et
0 < cosh (n(r —y)) < cosh (n(r —9)).

11 S’ensuit, pour (z,y) € K,

o l .. m o
(1,m) B < an,  0'sin(nzx) I sinh (n(r —y))
uy (2, Y) = Gum (x,y)’ < | > Sinh (n7)

n=N+1 8$l aym
- sh (n (m — y)) +sinh (n (7 — y))
< I4+m CO8
- n:zj\r:+1 [an|m sinh (n)
> h(n(m —4§)) + sinh (n (v — §))
< J4m COS
s © Z " sinh (n)

n=N+1
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ot C' > 0 est une constante indépendante de (x,t) et on a utilisé (19.31) avec

k=1+m. On a donc

ul§™ (@,9) = g (2,9)| = 0 quand N — oo.

A partir de 13, il est trivial de voir que u satisfait 1’équation

u  O*u
A“_@+a_y2_0 z,y €10,7[
u(z,m) =0 x €10, 7]

w(0,y) =u(m,y)=0 ye]0,n[.

(ii) Puisque « est impaire, 2m-périodique et C3, on sait (cf. Exercice 17.10)

que

o0 C
a(z) = E apsin(nz) et |a,| < —
n

n=1

ot C' > 0 est une constante. Ensuite, pour tout y € ]0, 7], l'inégalité (19.30)

nous donne
sinh (n (7 — y))

sinh (n)

- 1' <2 (1 - e*"y) <2ny.

11 s’ensuit que pour tout = € [0, 7],

lu(z,y) —a(z) =

— sinh (n7)

“+o0 +oo
1
yZ:llanlnSCy Z_:lﬁ:?(?y

IN

et ainsi
|u(z,y) —a(z)] = 0 quand y — 0.

5 (B0 1)

Voici une preuve pour le cas plus général out o € C! (R). Dans ce cas, on sait

que
+oo

+oo
a(z) = Zansin(n$) et Z lan| < oo.
n=1

n=1

Par (19.30) on trouve que

X /sinh (n(m—vy)) .
lu(z,y) —a(z)] = S.—fl ansin (nx
p-ewl = 2 (TR ) menme)
“+o00
< D an| (1—e).
n=1
Montrons

+oo
iy St 0- e b <o

n=1
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Pour tout y € 10, 7], soit hy : R — R défini par

+oo
hy ($> = Z |CLn| (1 - e—ny) X[n,n+1[ ($> :
n=1

On remarque que

+oo
[ h= 3o (),
R n=1

que
“+oo
0< hy < Z |an| X[n,n+1] S L (R)
n=1
et que, pour tout x € R,
lir% [hy ()] = 0.
y—)

Utilisant le théoréme de la convergence dominée, il vient alors que

éii% A hy =0,
ce qui termine la preuve. @&
Exercice 19.11 (i) On appelle
+oo
VED=F@EN = [ une ey

(c’est-a-dire qu’on considére ¢ comme un parameétre et on applique la transfor-
meée de Fourier en z). On a

4U
s(a )@ﬁ-w%mszﬂaw—@wo%@¢>

e
—+oo
G- [ Gunemon—5(5) €.
On pose
Fo=sn@©=[  fwenoy.

En prenant la transformée de Fourier (en z) des deux membres de I’équation,
on a

G0 =—0rg vy >0

Le probléme précédent a comme solution évidente

v(E,t) = F(6)e O,
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On applique & la fonction ci-dessus la transformée de Fourier inverse (en x), ce
qui nous donne comme solution

+oo ) 4
u(wt)= [ Fleemiertnoiag

—00

(#) On doit montrer que si (z,,t,) — (z,t), alors u(z,,t,) — u(z,t).
Soient

g (&) = f(g) 2migT—(2m &)t oy g(&) = f(f) p2miéa—(2m €)'t

On trouve que

9. ©1lg @1 < |F(©)] et 0,6 —g(&) pp. dans .

Par le théoréme de la convergence dominée, on obtient que
w(zy,t,) — u(z,t).
(iii) Soit
h(y)=y—1+e".
Onaqueh(0)=0eth' (y)=1—e¥ >0siy > 0. Le résultat suit immédiate-

ment.
(iv) On a
fua,1) = f (2)] = \ / :O Flgermics [emtmet _q] ds\
< /:o F@[p—eemer

< (2m)*t /+OO ‘f(f)‘ €'de¢ -0 quandt—0. &

—00

dg

Exercice 19.12 (i) Etape 1. On sépare les variables
u(z,t) =v(@)w(t)
et on trouve les équations

{ v+ Av=0 x €10,7]

v (0) =" (7) =0 et w'=—-A-1w

Les valeurs propres du premier probléme sont A = n? (y compris n = 0) et
les fonctions propres sont v, () = cos(nz). Avec ce choix de A on trouve

wy, (1) = e~ (=1t Et donc la solution générale du systéme est

“+ o0
u(z,t) = % e’ + Z an cos (nx) e~ (n* 1)t

n=1
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Etape 2. On trouve alors les coefficients a,, en développant f en série de
Fourier en cosinus, & savoir

2 T
an:—/ f (@) cos (na)dz, n=0,1,2--.
™ Jo

(ii) Comme f € L' (0,7), on a que |a,| < a (une constante). On a donc que

ap cos (nx) e’(”gfl)t} < ae*(”tl)t’ n=0,1,2---.

Et donc tant que t > tg > 0, la série converge uniformément et absolument et
de méme pour les dérivées de n’importe quel ordre.

(#i) On obtient

+o0

u(z,t) — f(z) = % (" =1) + Zan cos (nx) (ef("zfl)t - 1) .

n=1

Observer que

0< |e (1) — 1) —1—e (T < (2ot n=1,2,.

et, comme f € C*, que (v étant une constante)

|an\§%, n=12---.

En regroupant tous ces résultats on trouve

+oo +oo 2_1
lu(z,t) — f(x)] <t @Jr;an(ng_l)] <tl|a—;|+7;%

et donc l'assertion. &

Exercice 19.13 (i) Etape 1 (Séparations des variables). On cherche des solu-
tions de

Ut = Ugy (z,t) €10, 7] x ]0, +o0]
{ b (00 = w ety =0 1€ [0, oo (19.32)
de la forme u (z,t) = v (z)w (¢). On a
UN (I) w// (t)

c’est-a-dire
{ v (@) + Av(z) = (19.33)
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et

w” (t) + Aw (¢) = 0. (19.34)
Les solutions non triviales de (19.33) sont données par A\ = n? avec n =
0,1,2,--- et

v () =cos(nz) (n=0 = v (z)=1).

Les w correspondants, solutions de (19.34) sont donnés par

wy, (t) = ap, cos (nt) + by sin (nt) (n:O = wo(t)za—zo—I—bot).

En résumant la solution générale de (19.32) est donnée par

—+oo
u(z,t) = % +bot+ Z [an cos (nt) + by sin (nt)] cos (nx).

n=1

Etape 2 (Condition initiale). On veut de plus

+oo
ug (x,0) = by + Z (nby)cos(nz) =0
n=1
ce qui implique que b, = 0 et donc
ao =
u(z,t) = 5 T ;an cos (nt)cos(nx).

Finalement on veut aussi

+oo
u(x,0) = %—i—Zancos(nm) = f(z).

n=1

11 suffit donc de choisir

ap = — ’ f(x)cos(nz)dr = —/Oﬂf(av)cos(nx)dm.

T™J-xn

(#i) On pose pour N un entier

N
uN (z,t) = a_20 +T;ancos(nt)cos(nx).

On a clairement que u” € C* ([0, 7] x [0, 4+oc[) et que, pour tout N,

N _
i — U

u
ul (0,t) = ulY
ul¥ (z,0)

(x,t) € 10,7 x )0, 400[
) =0 tel0,+oof
0 x € [0,7].

I 38=
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Par ailleurs

—+oo
w(x,t) —u® (z,t) Z ap, cos (nt) cos (nx)
n=N+1
et donc
+oo
lu(,t) —ulv (z,t)| < Z |an] -
n=N+1

Par ’Exercice 17.11 on déduit que w est continue, car

v — u uniformément quand N — oo.

On procéde de méme pour les dérivées premiéres et secondes. Par exemple on a
que ug est continue car

400

wy (z,t) —uly (z,t) = — Z n?a, cos (nt)cos (nx).
n=N+1

et donc, en utilisant & nouveau ’Exercice 17.11,
“+ o0
|use (z,t) — uly (z,t)| < Z n?|a,| — 0 uniformément quand N — oo.
n=N+1
(#i) Par ailleurs

—+o0

u(z,t) — f(z) Zancos(nt cos (nx) Zancos nx)

n=1
+oo

= Z ap [cos (nt) — 1] cos (nx)

n=1
et donc N
u(z,t) = £ (@) <D lan| [1 = cos (nt)].
n=1

Comme 0 <1 —cos(nt) <n?t? on a

+o0o
Jua,t) = f (@) <t* Y n’lag|.
n=1

on déduit de I"'Exercice 17.11 que
w(-,t) — f uniformément quand ¢t — 0. &

Exercice 19.14 (i). On dénote par v (§,y) la transformée de Fourier en z (y
jouant le role d’un parametre) de u (z,y) , par abus de notations on écrira § (u) ,
ie.

“+ o0
v(Ey) =3 () (Ey) = / w(,y) e 2T € gy

— o0
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on a de plus que R
v(£0)=F(f) ) =r().

Les propriétés des transformées de Fourier nous permettent d’écrire

{ 3 (uee) () = (21 €)* F (u) (€,y) = —472%0 (€, y)
3(“3/3/) (573/) = Uyy (573/) .

En revenant au probléme donné, on applique la transformée de Fourier (en x)
aux deux membres de ’équation et on se raméne au systéme suivant

Uyy (&y) —4m2v(6,y) =0 y >0
v(£,0) = f (&) £eR

En considérant £ comme un parameétre (ici on suppose que £ # 0), on trouve
que la solution est donnée par

v (& y) = F(€)e 2y,

La solution du probléme est donc obtenue en appliquant la transformée de Fou-
rier inverse

+oo

~

u(z,y) =5 " (v(&y)(z) = / F () e 2mlélye2mica e

— 00
(#1) Montrons maintenant que

u(z,y) — f(z) uniformément quand y — 0.

On trouve
lu(z,y) — f(x)] < /+0<> ’f(g)’ ‘6*27T|§|y627ri§z _e2mita| ge
oo
= [00 ’f(g)’ (1 _ e*%\&\y) de.

Si on note

on a que s, — 0 quand y — 0. Comme ’f‘ € L' (R), on déduit, par le théoréme
de la convergence dominée, le résultat souhaité. &

Exercice 19.15 (i) Etape 1. Comme f € L' (0,7) on a

el <= [ @eosua)lde == [ 1f @] de = 211
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et donc il existe une constante ¢ > 0 telle que
lan] < ¢ pour tout n > 0.

Etape 2. On a, en intégrant par parties que

27 B sin (nx) .
——/ f(x)cos(nz)dx-{?f(x)TLE [ (z)sin (nz)dz
:—% f' (z)sin (nx) dz.

En intégrant par parties & nouveau

an:—i I (z)sin (nz)dz = {2]"( )COZ(Q ] / 1" (z) cos (nx) dx

/ " (z) cos (nx) du.

Intégrant par parties une troisiéme fois on trouve

_%/Oﬁf”(a;)cos(nw)dxz—[2]‘"(33) sin (n ] / £ (@) sin (nz) de

n3r
2 [ @)sinma)a
5 s x)sin (nx) dz.
Finalement en intégrant, a nouveau, par parties on obtient
2 (" ()5 ®) () C08(n2)
o fY(z)sin(nx)de =— |2 f* (2) ———= f )cos (nz)dx
0

AT
2 /7r @ (x) cos (nx) da.
i J,

Par conséquent

2 [T 2 [T 2 4
fanl < o= 7Y @ eos(na) [ de = = [0 @) de = o 9]
et donc le résultat.
(i) Etape 1 (Séparations des variables). On cherche des solutions de
1_Fﬁut:um (z,t) €10, 7 x |0, +00] (19.35)
Uy (0,t) = uy (m,8) =0 ¢ € [0,400] '

de la forme u (z,t) = v (x)w (t). On a

L iy o0 Py w0
e IR (R TE T ()
g (0,8) = v (0)w (t) = uy (m,t) =o' (M) w (t) =
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c’est-a-dire
{ v () +Av(z) =0
v (0) =" (7)=0
et
w' () +A(1+38%)w(t) =0.

Les solutions non triviales de (19.36) sont données par A =

0,1,2,--- et
vy () = cos (nx).

Les w correspondants, solutions de (19.37), sont donnés par
wy, (t) = e (),

En résumant la solution générale de (19.35) est donnée par

+oo
u(z,t) = % + Z an cos (nz) e (tH°),

n=1

FEtape 2 (Condition initiale). On veut de plus

400
ao
u(z,0) = 5 +;ancos(nx) = f(z).
11 suffit donc de choisir
2 T
a, = —/ f(x)cos(nx)d.
™ Jo

(#i) On pose pour N un entier

N
uN (z,t) = G_Qo + nzlan cos (nx) e (t°)

585

(19.36)

(19.37)

n? avec n =

On a clairement que ™ € C* ([0, 7] x [0, 4+oc[) et que, pour tout N,

ul (0,t) =ul) (m,t) =0 te]0,+o0].

{ T}Jyﬂuijﬁv:ua]a\; ($7t) G]O,W[X]O, +OO[

Par ailleurs

+oo
u(z,t) —u (z,t) = Z ap, cos (nx) e (t+7)

n=N+1

et donc
+o0

fuet) =¥ ()] < 37 Jan|e 040),

n=N-+1
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Si on prend « > 0 quelconque, on a, pour tout (z,t) € [0, 7] X [, +00[ , que

|u(.’L‘,ﬁ) - U’N (J,',t)} < +§ |an|€—n2(a+a3) <c Jf:o e—nz(a-i-ag)'

n=N+1 n=N+1
On déduit alors que

u” — u uniformément sur [0,7] x [, +00[ quand N — oo

et donc, comme « > 0 est arbitraire, v € C ([0, 7] x ]0, +o0[) .

(iv) Par ailleurs
+o0 ) 5 +o0
u(z,t) — f(z) = Z apcos(nx)e " (t+4°) _ Z ap cos (nx)
n=1 n=1

I 2 3
= Zan [6_” G- 1] cos (nx)

et donc

lu(z,t) — f(z)] < f || [1 - e—n2(t+t3)] .

Comme 0 <1 — 67”2(”9) < n? (t + t3) ,on a

+oo

u (@, t) = f (@) < (t+1%) > n®ay]

n=1

et par (i)
+oo

ulet) @ <e(t+8) Y .

n=1

On a donc bien montré que
w(z,t) — f(z) uniformément (en z) quand t — 0. &
Exercice 19.16 (i) On a clairement que

Ut (ZI,',t) = M’ Uy (1',t) — 7U(10g$,t) + Uy (10g$,t)

T 2 2

et

Ugy (2,1) = QU(lo;gx,t) Uy (logx,t) _ 20, (lgg x,t) N Uyy (lofx,t)
x T T -

et donc, comme u; = 22Uy, + 3T Uy, on trouve bien

Uy = Uy, —U.
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Le probléme (P;) devient ainsi
Ut:Uyy_U (yvt) 6]071[X}0,+OO[
(Py) U(0,t)=U(1,t) =0 t€[0,+o00]
Uy, 0)=e’f(e¥) yel01].

(#) Donc on trouve une solution u de (P;) en trouvant une solution U de

(P2) et en posant
1 t
w(@,1) = % .

On cherche alors une solution de (P2) par séparation de variables. C’est a dire
qu’on cherche des solutions de

P Up=Uyy —U (yat> € ]07 1[ x ]0"’_00[
(Fs) {U(OJ):U(l,t):O te [0, 400

de la forme U (y,t) = v (y) w (¢) . Ceci nous conduit a

et donc aux deux problémes

P {v/’+)\v:0 y €10,1]
! v (0) = v(1) = 0

et
(Ps) {w'+A+1)w=0 te]0,+oo].

Les solutions (v, A) non triviales de (Py) sont alors
A= (nm)? avec n € N\ {0} et w,(y)=sin(n7y).

Les solutions correspondantes de (Ps) sont donc
wy, (t) = exp (— (1 + (mr)2> t) .
Formellement la solution générale de (Ps) est donc donnée par
+o00o
U(y,t) = Z by, sin (nmy) exp (— (1 + (mr)2> t) .
n=1

Comme on veut aussi que U (y,0) = e¥f (e¥) on déduit que les b, sont les
coefficients de Fourier en sinus de e¥ f (e¥). On a donc

U (y,t) = f by, sin (nmy) exp (— (1 + (nﬂ)2> t)
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avec )
by, = 2/ e’ f (e¥)sin (nmy) dy.
0
La solution formelle de (P;) est par conséquent

X sin(nwlog ) 2
= anfexp (— (1+(n7r) )t)

n=1
avec

1
by, = 2/ eV f (e¥)sin (nmy) dy.
0

(#ii) On pose

i sin (nm log 3?) exp (_ (1 + (mr)2> t)

et on observe immédiatement que u’ € C* ([1,¢€] x ]0, +o0[) . Soit donc T >
S > 0. Pour (z,t) € K = [1,¢e] x [S,T] on obtient donc que

u(x,t) —u® (z,t) = Z bn w exp (— (1+(n7r)2>t)

n=N+1
et donc, comme x > 1,
+oo
fu(@,t) = u® @0 < 3 alexp (= (14 @m)?) ).
n=N+1

Comme f € L' (1,e), on a qu’il existe une constante vy > 0 telle que |b,| < v et
par conséquent

+oo
}u (z,t) —ul¥ (:r,t)’ <~ Z exp < 1+ (nm)? S) — 0 uniformément sur K.
n=N+1

On déduit donc l'assertion, a savoir que u € C ([1, ¢] x ]0, +00]).

(iv) Pour z € [1,¢] on a

u(x,t)—f(z) = Jio bn w exp (— (1 + (mr)Q) t)_io b, M

n=1 n=1

et donc, en se rappelant que x > 1,

u (2, t) — f ()] < f b [1 —exp (— (1+ (n7r)2> t)} .
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Comme,
0<1—exp (— (1 + (mr)Q) t) < (1 + (mr)2> t <2 (nm)’t,
on déduit que
+oo
ulet) £ ()] <2723 2 bl
n=1
Soit g (y) = e¥f (e¥). On déduit des propriétés de f que g € C*([0,1]), avec

9(0)=g(1)=g'(0) =g (1) =¢"(0) = ¢g" (1) = g" (0) = ¢ (1) = 0,

et donc
bal < L) m=1,2,
n

9 3
On a donc bien montré que

+oo
1
lu(z,t) — f(z)| <2yt E — — 0 quand ¢t — 0, uniformément pour = € [L,e]. &
n

n=1

Exercice 19.17 (i) Etape 1 (séparation des variables). On va résoudre tout
d’abord le probléme

Ugy + Uyy +cu =0 z,y) € |0,7] x |0,7
{ vy (z,y) €]0,7[ x 0, =] (19.38)
u(0,y) =u(my)=0 yel0,n]
et en cherchant des solutions de la forme
u(z,y) =v(z)w(y).
On trouve
V" (@) w (y) + v (z)w” (y) +cv(z)w(y) =0
v(0)=v(mr)=0
et par conséquent
V@) _w(y)tew(y)
v(x) w(y)
v(0)=v(m)=0.
On déduit alors les deux systémes
v () +Av(z)=0 z€]0,n] (19.39)
v(0)=v(mr)=0
et
w” (y) + (c— N w(y) =0. (19.40)

On sait que les solutions non triviales de (19.39) sont données par

A=n?>1 et v,(x)=sin(nz)
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tandis que les solutions de (19.40) sont données par (noter que comme ¢ < 1 et
n? > 1 on a que (n2—c) > 0)

wy, (y) = a, cosh (y n2 — C) + by, sinh (y n2 — c) .
Comme ’équation (19.38) est linéaire, on a que sa solution générale est donnée

(on rappelle que le raisonnement est purement heuristique) par

—+oo

u(z,y) = Z [an cosh (y n? — c) + by, sinh (y n? — c)} sin(nz). (19.41)

Etape 2 (conditions auz limites). Pour résoudre (P) il faut encore satisfaire
aux deux conditions aux limites

Uy (2,0) = f(z) et wuy(z,m)=0.

Pour cela on dérive (19.41) par rapport a y

uy (z,y) = f (\/ n? — c) {an sinh (y n? — c) + by, cosh (y n? — c)} sin (nz) .

On choisit alors les constantes b,, pour que u, (z,0) = f (z), c’est a dire

Zb ( n2—c> sin (n z)

et donc

by = sin (nz) dz. (19.42)

ey R

Les coefficients a,, sont obtenus en écrivant (comme on veut u, (z,7) = 0)

0= f Vn?—c¢ {an sinh (7?\/ n? — c) + b,, cosh (7?\/ n? — C)} sin (n z)

et ainsi
Vn? —c [an sinh (71'\/ n? — c) 4+ b,, cosh (71'\/ n? — c)} =0.

On infére donc que
cosh (

sinh (

Vi —9)
Vn?—c)

T
p = —by,
0

La solution est donc de la forme
(fL’ Y)

cosh (mv/n )

ENETE IR
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ou encore

X [ =by, cosh ((r —y) VnZ —¢
ulm,y) = Z sinh((wx/% !

(ii) Dans le cas ¢ = 1 et que A = n? = 1, on voit que dans (19.40) la solution
est donnée par

sin (nz). (19.43)

n=1

w1 (y) =a;+ b1 y.

La solution générale (comparer a (19.41)) est alors

u(z,y) = (a1 + byy)sinz
+ +Z°° [an cosh (y \vVn? — 1) + b,, sinh (y vVn2 — 1)} sin (n x)
n=2

et donc

Uy (z,y) = by sinx
+o0
+ 7;2 (M) {an sinh (y n2 — 1) + b, cosh (y n2 _ 1)} sin (n ).

Comme on veut que
uy (,0) = f(z) et wuy(z,m)=0
on déduit de 'équation u, (z,0) = f (z), comme précédemment, que

2 ™
—/ f(z)sinzdx sin=1
by = T

2 " . .
— f(@)sin(nx)dx sin>2.
i | £ @i

En revenant alors a I’équation u, (x,7) = 0 on infére que by = 0 c’est a dire que
pour que le probléme soit résoluble il faut avoir

™
/ f(z)sinzdx = 0.
0
Pour n > 2, on obtient, comme précédemment, que

cosh (mv/n? — 1)
" sinh (7r\/ n? — 1)

alors que, pour n = 1, la constante a; est quelconque. La solution est alors
donnée, comme dans (19.43), par

Ay — —

. L% [ =by, cosh ((r —y) Vn2 — 1
u(ey) = arsinz+ Z sinh((wx/%) !

n=2

sin (nx) .
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On voit immédiatement que dans ce cas il y a une infinité de solutions dépendant
du choix du coefficient a; € R.

(#i) 1) Commengons par prouver qu'’il existe ng, un entier suffisamment
grand, et une constante v = 7 (e,n0) > 0 telle que

cosh ((m — y) ay)

- <ye Y <ye M Vy€lem et Vn >ng.
sinh (7 a,)

On obtient en effet

cosh ((m —y) o) e(m—y)an (1+ 6—2(7r—y)an) ey (1+ e—Q(Tr—y)an)

sinh (7 ay,) o eman (1 — e=2man) o 1 —e2man

et donc (se rappeler que T —y > 0)

COSh ((7T - y) O[n) < 2 —Qny
sinh(ma,) ~ 1—e2man '
Comme «,, — 00 on trouve bien
0< cosh ((ﬂ- — y) a’ﬂ) —any

<
sinh (ray,)  — ve

et finalement comme y > € > 0, on a immédiatement I'inégalité souhaitée.
2) Montrons finalement que, quand ¢ < 1, u € C ([0, 7] x ]0,7]) . Soit

N b, cosh ((m — n? —c
uy (7,y) = Z l o sirlllh(((w\/%) )] sin(nz).

Clairement uy est continue et pour conclure que u est continue, il suffit de
montrer que, pour tout € > 0,

n=1

uy — u uniformément dans [0, 7] X [e, 7]

On a donc

I [ —b,, cosh ((7r — n? —c
uN(x7y)—u(3?,y): Z [ - siilh(((ﬁ\/%) )

n=N+1

] sin (nx).

On déduit alors (en se rappelant que y > €) que, pour N suffisamment grand,

—+oo
un (2,9) —u(@,y)| <y D |bale Ve
n=N+1

Comme f est continue (il suffit ici de f € L' (R)) on a de (19.42) qu’il existe
une constante y; telle que
71

b,| <
1bn] < n? —c
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On a ainsi prouvé que

+00 —evATC
lun (z,y) —u(z,y)| < vy —
' n§+1 7’L2—C

et, par conséquent, la continuité uniforme. &

Exercice 19.18 (i) On dénote par v (§,t) la transformée de Fourier en x (¢
jouant le role d’un parameétre) de u (x,t), par abus de notations on écrira § (u) ,

i.e.
“+o0

v(E) = F (u) (£,t):/ w (@) e~ g

on a de plus que _ N
v(§0) =3 =r(&).

Les propriétés des transformées de Fourier nous permettent d’écrire

{  (Uaza) (6,8) = (2w €) F (u) (6,8) = 21 &) v (£, 1)
3 (ut) (57 t) =V (57 t) .

En revenant au probléme donné, on applique la transformée de Fourier (en x)
aux deux membres de I’équation et on se raméne au systéme suivant

v (6,8) = — [(2775)4 + 1} v(E) t>0

v(&,0) = f(§) z €R.

En considérant £ comme un parameétre, on trouve que la solution est donnée par
v(&t) = Fg el

La solution du probléme est donc obtenue en appliquant la transformée de Fou-
rier inverse

+oo

~

u(z,t) =F " (v (&) (2) = / 1 e—[(27r£)4+1]t62mgxd§_

— 00

Noter que l'intégrande est clairement L! (R) et donc le membre de droite est
bien défini.

(#1) Montrons maintenant que

u(x,t) — f(z) uniformément quand ¢ — 0.

Comme f € C(R) N L' (R) et ‘f‘ € L' (R), on a par la formule d’inversion de

Fourier que
+oo

f@ =5 ()@= Feemee
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En combinant les deux formules on déduit que

+oo
7

(f)‘ ‘6—[(27r£)4+1]t627m’§x _ e2mifa

|u<w,t>—f<m>|s/ ¢

= [TJRe) (1- e lemory ag

Si on note

@ =[F@] (1-¢ ) < [Fe)

on a que s; — 0 quand ¢ — 0. Comme ‘f‘ € L' (R), on déduit, par le théoréme

de la convergence dominée, le résultat souhaité. &

Exercice 19.19 (i) Etape 1 (Séparation des variables). On commence par ré-
soudre le probléme

Ut = Uy — (1 +28)u z€]0,20], t>0
uw (0,t) = u(2m,t) t>0 (19.44)
ug (0,t) = uy(2m,t)  t>0.

On cherche alors des solutions de la forme w (z,t) = v (z) w (¢) . Les conditions
aux limites deviennent

v(0) =v(27) =" (0) =" (27).
L’équation différentielle s’écrit alors
w =v(@)w (t) = tee — (1 +28) u=0" () w(t) — (1+2t)v(z)w(t),
d’ou
= w () + (1+2t)w(t)
v (x) w (t)

Les problémes qu’on doit résoudre deviennent alors

v (z)+Av(z) =0 x €10, 27|
{ v(0) =v(27) =" (0) = (27) (19.45)
et
w )+ AN+1+2t)w(t) =0. (19.46)

On sait que les solutions non triviales de (19.45) sont données par
A=n? et w,(z)=a,cos(nz)+b,sin(nz).
Les solutions de (19.46), pour A = n?, sont alors

Wy, (t) _ e—(n2+1)t—t2.



Corrigés 595

La solution générale de (19.44) est donc

+o0
u(x,t) = Z [y, cos (nx) + by, sin (nz)] e~ (n*+1)t—t?.

n=0

Comme on veut u (z,0) = f (), on choisit

1 /2
G=52 f(y)dy
etsin>1
1 [ 1 g2
=1 [ twestdy e b= [ f@sin) dy
(#1) Calculons
u(x,t) — f(z) = io [ay, cos (nx) + by, sin (n )] {e_(”z“)t—tz _ 1] )
n=0

Comme, pour tout 0 <t <1,
’67(n2+1)t7t2 -~ 1’ — 1 _ (1)t <3 (n2 + 1) "

on déduit, pour tout 0 <t < 1, que

“+oo
u(z,t) = £ (2)] <3t [lan] + [ba]] (n* + 1)

n=0

Par ailleurs, comme f € C*, on a qu’il existe une constante v, > 0 telle que
|an|+‘bn‘§l}1, sin > 1.
n

En conclusion (74,75 > 0 étant des constantes), pour tout 0 <¢ <1,

lu(z,t) — f(2)] <7yqt <t

+oo o
n°+1
|a/0|+; n4

et le résultat suit.
Exercice 19.20 (i) Un changement de variable x = y v/4 7 ¢t donne immédia-
tement le résultat.

(ii) Appelons, pour ¢ > 0,

Losify| > =2
X (y) — { ' 4 c2t
0 sinon.
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Notons que x; — 0 qund ¢ — 0. En faisant le changement de variable x =
y V4w c?t on trouve que

/1|25 L (e)do = /yIZ

On note que 0 < v (y) = x; (Jy) e ™% < g(y) =™ et que g € L' (R). On
peut alors appliquer le théoréme de la convergence dominée pour déduire que

lim / L' (z)dz| = 0.
=07 [ Jjal2s

(i1i) Comme f est bornée, il existe M > 0 tel que |f (z)| < M, pour tout
x € R. La fonction f étant continue, on peut trouver, pour tout € > 0, 6 > 0 tel
que

) Foo 2
= [ e

— 00

472t

le—¢l <o = |f(z)-f(&<e
On obtient donc, pour ¢t > 0,

lu(z,t) — f ()|
+o0 +oo
:‘/_ Lf(x—g)[f(g)—f(m)]dé'g/_ L (=€) |f (&) — f (z)] d¢

et donc
fu@,t) — f @) <2M Da-gdcre [ La-gd
|[z—§]>6 |[z—&[<d
+oo
<2M Lt (y)dy+6/ L' (y) dy.
ly|>6 —00

En passant a la limite en t et en invoquant le fait que e est arbitraire on a le
résultat. &

Exercice 19.21 (i) On dénote par v (&,t) la transformée de Fourier en = (¢
jouant le role d’un parameétre) de u (z,t), on trouve donc

—+oo

U(&UZMU)(&J):/ u(z,t)e > e et v(€,0)=F(f)(€)=F().

— 00

Les propriétés des transformées de Fourier nous permettent d’écrire

{ § (uae) (6,1) = (21 £)° § (u) (6, 1) = =470 (&,1)
T (ug) (§,t) = v (€,8) et F(u) (§,1) = v (€,1).

En appliquant la transformée de Fourier (en z) aux deux membres de I’équation,
on se ramene au systéme suivant

a?vy — bPuy + 4720 &t)=0 t>0

v(&,0) = [ (&) reR
v(&t) —0 t — +oo.
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Cas 1 : b # 0. L’équation caractéristique est alors

qui a deux racines réelles distinctes, a savoir

a® £ v/a* + 16 b2 n2¢?
24 = 24 (f) = 202 .

Au vu des conditions en 0 et & l'infini, on déduit que

—~ 3 \/—2
v(&t) = f(¢) e~ O on 2 €)= - a42—2216 b2 g .

La solution du probléme est donc obtenue en appliquant la transformée de Fou-
rier inverse

w(et) =31 (v (61)) / Fleye-@riamicage

Cas 2 : b= 0. L’équation est alors
a?vi + 4720 (1) =0 t>0

v(E0) =7  zeR
v(t)—0 t— 400

et a comme solution (noter qu’elle est la méme que précédemment si on laisse
b—0)

—4 722

2

v(Et)=F(€)e=©O" on z_(¢) =

a
et ainsi

w(wt) =3 (v (61)) / Fleye-@reamicage

(#) Montrons maintenant que u est continue sur R x [0, +oo[ . Soit donc
(zy,t,) — (x,t), avec t,,t > 0. On obtient

+oo
z_(Ot,+2milx, ez,(ﬁ)t+27ri§z

lu(zy,t,) —u(z,t)| < / dg.

— 00

Posons

z_(Ot,+2milx, z_(t+2milx

— €

gy ty,z,t) = ’f ’

et observons que g (§,z,,t,,x,t) — 0 quand (z,,t,) — (x,t). Comme, par
ailleurs z_ (§) <0 et t,,t > 0, on trouve que

0< 96wt ) <[ FO] (O +e@) <2|F ().
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Comme ’ﬂ € L' (R) on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée
pour déduire que
W (@, t) = u (,1).

(#i) Montrons finalement que

u(x,t) — f(z) uniformément quand ¢t — 0.

Comme f € C(R)N L' (R) et ‘f‘ € L' (R), on a par la formule d’inversion de
Fourier que
A +m ~ .
f@ =5 (A= [ Foemeae

En combinant les deux formules on déduit que

[u(e,t) = f () s/m)f(o\ e (Orramics _ gamica] ge
-~
N

Si on note (comme z_ (§) < 0)
s(©) = | F©] (1- @) < |Fr0)

on a que s; — 0 quand ¢ — 0. Comme ‘f € L' (R), on déduit, par le théoréme

de la convergence dominée, le résultat souhaité. &
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Chapitre 20

Introduction

20.1 Le probléme

Le probléme consiste & trouver une fonction
y:la =R, y=y(t),
satisfaisant une équation différentielle, par exemple,
y(n) (t) = f(t7 ) (t) 7yl (t) )T 7y(n_1) (t))v te ]a‘7 b[
ou
fila, b x R® = R.

On considérera plus souvent des systémes du premier ordre ou il s’agit de

trouver des fonctions

z:la,b| =R, x=x@)=(x1(t), - ,z, (1)),
satisfaisant, par exemple, pour tout t € |a, b[

xll (t) =0 (taxl (t)a"' y T (t))

‘T”;l (t) =9n (t’zl (t) )ty dn (t))
ou
g:]a, bl x R" — R".
Noter que la seconde formulation est plus générale que la premiére. En effet
si on pose

T =y xh = x9
To =19y xh = w3
=
Tpn—1 = y(’I’L*Q) x;fl =Tn
LTy = y(”fl) I/n (t) =f (t,xl, T azn)
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on a bien réduit I’équation a un systéme.

20.2 Exemples
(i) Oscillateur harmonique
y' +p’y=0
(par exemple, le mouvement d’un pendule linéarisé dans le plan).
(ii) Pendule non linéaire
y" + p?siny = 0.

(iii) Deuxiéme loi de Newton

o z:]a,b[ =R x=a(t)=(21(t),22(t),23(t))

et F: R? — R3 est le champ de forces. Si ce champ est conservatif alors il existe
V:R* >R telque F=—gradV

et V est I’énergie potentielle.

(iv) Loi de Kepler Méme chose que précédemment, mais avec

F(x):—# et V(x):%.

(v) Equation de Hill L’équation décrit le mouvement de la lune
y" () + (a+bg(t)y(t) =0
ou ¢ : R — R est une fonction périodique.
(vi) Systémes Hamiltoniens On a
H:RxR"xR"—=R, H=HI(tp,q)),
qui est ’'Hamiltonien et pour ¢ =1,--- ,n
v = G (,,9)
{ g = -3 (t.p,q).
(vii) Equations de Lorenz Equation simplifiée de la mécanique des fluides
v =a(y—2)
Y =bx—y—zx2

2 =uay—cz
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avec a,b,c € R.

(viii) Equation hypergéométrique
tA=-0y" +[y—(a+ B+ 1)ty —abfy=0.
(ix) Equation de Bessel
Py +ty + (2 —n*)y=0.
(x) Modéle proie-prédateur

{ ' =(a—by)x

y = (cx—d)y.

20.3 Problémes considérés
On considére en général deux grands types de problémes (ici nous ne parle-
rons que du premier).

(i) Probléme de Cauchy Dans le cas de systémes on considére le probléme
(avec to € Ja, b])
o (t)=f(tz(t) te]ab]
T (to) = X0
On étudiera I'existence (locale ou globale), I'unicité, la stabilité (comportement

asymptotique)...

(ii) Probléme aux limites Par exemple dans le cas des équations du

deuxiéme ordre
y' @) =[f(ty @),y @) te]ab
y(a) =yo et y(b) =y.
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Chapitre 21

Le Probléme de Cauchy

21.1 Le théoréme de Picard

Soit
f:QCR* - RV,
On dénote indifféeremment par |-| une norme sur R” ou sur RY.

On commence par rappeler la notion de fonction lipschitzienne.

Définition 21.1 (i) On dit que [ est Lipschitzienne dans 2, si 3~ > 0 telle
que
If @) —fWl<vlz—yl, Va,ye

(i) On dit que f est localement Lipschitzienne dans §) si, pour tout
compact K C Q, f|, est Lipschitzienne.

Exemples (i) f : R — R définie par f (z) = 22 est localement Lipschitzienne
sur R mais pas Liptschitzienne.

(ii) f: R — R définie par f (x) = sinx est Lipschitzienne sur R.
(iii) f (z) = /|x| n’est pas localement Lipschitzienne sur R. &

Proposition 21.2 Soient Q C R™ un ouvert et
f:QCcR* RN

(i) Si f est localement Lipschitzienne dans Q alors f € C (Q;RY) .
(ii) Si f est C* (Q;RN) , alors f est localement Lipschitzienne sur ).

Le théoréme général d’existence et d’unicité est le suivant.

Théoréme 21.3 (Théoréme de Picard) Soient I = o, B[ C R, Q C R™ un
ouvert connexe et (to,z) € I x . Soit la fonction

f:IxQ—=R" f=f(tx),

605
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telle que
o f€C(I xR ie. f est continue dans les deux variables ;

o x — f(t,x) est localement Lipschitzienne, ¥t € I; plus précisément ceci
veut dire que ¥ J C I compact, VK C Q compact, 3y =~ (J, K) > 0 tel que

If &z) = fGy)l <vle—yl, VieJ Va,yekK.

Alors les deux résultats suivants ont lieu.

FExistence. 3 un intervalle compact Iy C I tel que tg € int Iy et 3 x : Iy —
QC R, zeC(Ig;R") tels que

(21.1)

Unicité. De plus si 3 J C I un intervalle fermé tel que ty € int J et 3
y € C* (J;R™) satisfaisant

alors
y@t)==z(), Vtelynd.

Remarque La partie existence du théoréme (mais pas celle d’unicité, cf. 'exemple

(ii) ci dessous et Exercice 21.2) reste vraie si on suppose seulement f € C (I x Q;R"™)

et c¢’est alors le Théoréme de Cauchy-Peano, mais qui est plus délicat & démontrer.

Exemples (i) Soient n =1, I = Q =R, f (¢, z) = 22

En intégrant de [0,¢], on a

dz 1 1
—=dt => —-—+4+1=t = t)=+—>-
x? x (t) + z(®)
On s’apergoit que, méme si f est localement Lipschitzienne, en général il n’y a
pas de solution globale (i.e. Iy = I) ici Iy C ]—o0,1] .

(ii) Soient

ie. f(t,x) = \/|z| qui n’est pas localement Lipschitzienne sur R et on a deux

solutions
t2

z1 (1) =0 et xg(t):Z. [ )

[ )



Le théoréme de Picard 607

Démonstration (Théoréme de Picard). On divise la démonstration en quatre
étapes.

Etape 1 (Equation intégrale). Transformation en une équation intégrale.
t
x(t)=x0+ [ f(s,2(s))ds. (21.2)
to

On remarque que trouver une solution z € C* (I;9) de (21.1) est équivalent a
trouver une solution z € C (I;) de (21.2).

- Noter que (21.1) = (21.2) est évident.

- De plus (21.2) = (21.1) est évident une fois qu’on s’est apergu que toute
solution de (21.2) est nécessairement CL.

Etape 2 (Définition de T ). On commence par fixer les constantes.
1) On choisit > 0 tel que

[to—7, to+7] CT et B,(x9) CQ
ou
By (zo)={z €R": |z —zo| <7} et B,(xo)={rcR":|z—z0| <r}.
2) On définit M = M (r,z) par
M =sup{|f(t,z)|:t € [to—r, to+71], x € By (x0)} .
3) On choisit ensuite v = 7y (r, to, zo) tel que
f (t.2) = f(ty)l <vle—yl, Ve [to—r, to+71], Yo,y € B, (zo0) -
4) On pose
5:min{r7L7i} et Iop=1I[to—90, to+7].
M’ 2y
5) Soit
X ={x e C(I;R"): & (t) —xo| <7, Vit € Io} = C (lo; By (x0))

muni de la norme
Izl x = sup {l= @1}

€lo
Noter que c’est un espace métrique complet.
6) On définit finalement, pour tout x € X,

Tz (t) =z + t f(s,z(s))ds.
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On va montrer que
T: X - X.

Soit donc
y=y(@t)=Tz(t)
on a évidemment que y € C (Ip; R™); de plus, Vit € I,

t t
ly (t) — @o| = t f(s,x(s))ds| < t |f (s,2(s))|ds|.
Comme
(s,2(s)) € [to — 8, to + 0] x B, (x0) C [to — 7, t0 + 7] X B, (20)
on a que
et donc

ly(t) —zol < Mt —to] < M§<r = yé&B,(x)-.
Conclusion : y € X = C (Ip; B, (w0)) et donc

T: X — X.

Etape 3 (Contraction). Montrons que T est contractant de constante 1/2,
c’est a dire que

1
ITe—Tylly < 5 le—ullx , VYoyeX. (21.3)

On a donc

[Tz — Ty y = sup {[Tz (t) — Ty (t)[}
telp

= sup / (f (5,2 (5)) — f (5,9 (5))) ds|}
Svfél}){ t |z (s) —y(s)|ds|}
< ysup /tossggms)—msnds

ce qui implique (on utilise la définition de ¢)
1
[Tz =Tyl x < 7 sup [t =tollle —yllx <7ille—ylx <35 llz -yl
0

On a donc bien montré (21.3). Par le théoréme du point fixe de Banach 317 € X
tel que
Tz =%
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c’est & dire
—£E0+/fS£E Yds, Vtel.

On a donc que T solution de (21.1).

Etape 4 (Unicité). Ceci est une conséquence immeédiate du fait que le théo-
réme du point fixe donne une solution unique de (21.2) et donc de (21.1). =

21.2 Propriétés qualitatives des solutions

Lemme 21.4 (Lemme de Gronwall) Soient I = ]a, 5], u: I — Ry conti-
nue, tg € Ja, B[ et a,b > 0. Si
¢
/ u(s)ds
to

0<u(t)<aeltl viel

0<u(t)<a+b , Vtel

alors

Remarque cf. Exercice 21.4 pour une généralisation de ce lemme. &

Démonstration On divise la démonstration en deux étapes.
Etape 1 : a > 0. On définit
t
/ u(s)ds|.
to
Noter que v € C' sauf en t = tg et on a
bu(t sit>1
(0 v'(t)z{ " ’

—bu(t) sit<ty

v(t)=a+b

(i) 0<wu(t)<v(t)
(i) 0<wv(tg)=a<wv(t), V.

Cas 1:t>tyg. On a alors

ce qui implique, en intégrant,
td

/ 9 (logv (s)) ds < b(t —to)
t, ds

et donc
logv (t) —logwv (tg) = logv (t) —loga < b(t — to)
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soit finalement
v(t) <aettt) Vi,
Comme u < v par (i7) on a le résultat.
Cas 2 : t =ty. Ce cas est trivial.

Cas 3 : t < tg. On proceéde comme dans le cas 1

SHIES
IA
S

0> = - >-b = 0<-—

et en intégrant

to 70/ (S) B
/t » (S) ds S b(t(] t)

soit
logv (t) —logwv (tg) =logv (t) —loga < b(tg —t) = bt — to]

et donc
v (t) < aelttol,

Comme u < v par (i7) on a le résultat.

Etape 2 : a = 0. On choisit alors une suite a,, > 0, a,, — a = 0 et on applique

le résultat. On a en effet
t t
/ u(s)ds / u(s)ds
to to

0<u(t) <an eblt—tol,

0<u(t)<a-+b <a,+b

et on trouve par I’Etape 1

D’ou le résultat (uw =0). =

Théoréme 21.5 Soient I =], B[, @ C R™ un ouvert conneze et
e f:IxQ—R" continue

o x — f(t,x) est Lipschitzienne de constante b, c’est & dire que
[ft2) = fyl<blz—y|, Vtel Va,yel
Soient y =y (t), z = z (t) deux solutions de
' (t)=f(tzt), telto,t]CI

alors
ly () — 2 ()] < |y (to) — 2 (to)] 2710), Vi € [to, t1].
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Remarque On retrouve en particulier I'unicité des solutions du probléme de

Cauchy. &

Démonstration Soit

Noter que

y(t) —z(t) =y (to) — 2 (to) + / [f (s,y(s)) = f (5,2 (s))] ds.

to
¢
/ u(s)ds|.
to

On applique alors le lemme de Gronwall et on a le résultat. m

Ce qui implique

0 <wu(t) <ly(to) =z (to)| +b

21.3 Prolongement maximal

On considére ici, comme d’habitude,
o I=]a,p[, 2 CR" un ouvert connexe
o feC'(IxQR") et

x — f(t,x) localement Lipschitzienne V¢

(au sens défini dans le Théoréme de Picard).
Soit le probléme, ou tg € J =la,b] C I et zg € 2,
{ a () =fta(), tel

» (ta) = 0. (21.4)

Définition 21.6 (i) Soit = : ]Ja,b] C I — R™ une solution de (21.4). On dit
que y : la,c[ — R™ est un prolongement & droite de x si

e ccletc>,

o y satisfait (21.4) (en particulier y € C* (Ja,c[ ;Q)),

o y(t)y==z(t), Vtelab[.

(i) Idem pour le prolongement & gauche.

(iii) On dit que y est un prolongement mazximal de x si on ne peut pas
la prolonger.

Théoréme 21.7 Soient 1,), f comme ci-dessus et (to,zg) € I x Q. Toute so-
lution de (21.4) admet un prolongement maximal. L’intervalle maximal corres-
pondant J est owvert (J =]a,b[ C I etty € J) et la solution correspondante est
alors x € C* (J;Q) et satisfait

{ o) =f(tal), teld

.’E(t()) = X0 .
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De plus deux possibilités peuvent se produire :
(i) a=aetb=_p (i.e. x est une solution globale);
(ii) VK C Q compact, It € |a,b| tel que z (t) ¢ K.

Remarque La deuxiéme condition est équivalente a dire qu’il existe {t,} -,
une suite telle que t, — aout, — bet

dist (z (t,),0Q) — 0.

Elle est en fait un peu plus précise. On peut écrire si b < 8 (idem si a > «), alors
VK C Q compact et Ve > 0 suffisamment petit 3¢ € |a, b[ tel que z (¢) ¢ K et
O<b—t<e &

Démonstration On divise la démonstration en deux étapes.

Ftape 1. On considére toutes les solutions y de (21.4) définies sur un intervalle
ouvert I, = |a,, b,[ avec ty € |ay, b,[ et on appelle X I’ensemble de ces solutions,
c’est a dire

") =ftyt), tel
X ={yeC'(I,;Q) : y solution de yH) =7ty ®) v
y (ﬁo) = X0 -
On note, par le Théoréme de Picard, que X est non vide (car la solution trouvée
la est, en particulier, définie sur 'ouvert int Ip). On définit alors

a= 1n}f<ay et b=supby.
ye yeX

On a grace au théoreme de Picard que
a<a<ty<b<g.

On va montrer qu'il existe une solution sur [tg, b[ qu’on ne peut pas prolonger a
droite (et idem sur ]a, t]). Soient b,, /" b et x,, la solution correspondante (c’est
a dire b, = b,, et on remarque que par construction x,; = x, sur [to,b,[).
Pour tout ¢ € [tg, b on définit (comme il existe n tel que ¢t < by,)

() = xn (1)

par unicité des solutions la fonction x est bien définie et satisfait x € X c’est &

dire
' (t)=f(tz®), telto,d]
x (tg) = zo .
Cas 1 : b= (. Si c’est le cas, il n’y a rien faire car on a défini x sur le plus
grand intervalle possible de la forme [tg, b[ .

Cas 2 : b < . La solution x n’est pas prolongeable a droite de b. Si cela
était le cas cela voudrait dire, en particulier, que z (b) € Q. Et, par conséquent,
on aurait par le Théoréme de Picard une solution définie sur |b —¢,b + €[ de

Y @t)=f(ty®), telb—eb+te
y(b) =x(b) .
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ce qui contredirait la définition de

b=supb,.
yeX

On a ainsi montré qu’il existe un prolongement maximal et que l'intervalle
correspondant est ouvert & droite (et idem & gauche).

Etape 2. 1l reste a montrer que (i) ou (ii) a lieu. On suppose que (i) n’a pas
lieu et montrons alors, par contradiction, que (ii) est vraie. Supposons que b < 3
(idem pour a > «) et supposons donc, par ’absurde, qu’il existe un compact
K C Q tel que

xz(t) e K, VtElto,b].

On va montrer que ceci contredit la maximalité de ]a,b[ . Comme b < 3 et que
K est compact, 3M > 0 tel que

If (t,x)| < M, Vtel[to,b] et Vxe K.

On a alors Vi1,ta € [to, b] que

to
/ x' (s)ds
t1

Donc z est uniformément continue sur [tg, b] et donc on peut définir la limite
en b qu’on dénote par z (b) € K C 2. Le méme argument que dans le Cas 2 de
I’Etape 1 montre qu’on a alors violé la maximalité du prolongement. m

|z (t2) —z (t1)| = < Mty —t1].

) f(s,z(s))ds

t

Corollaire 21.8 Soit f : o, 8] x R® — R™ continue et localement Lipschit-
zienne en . Soient g,h € C (Ja, B[ ; Ry telles que

If(tx)| <g®)|z|+h(t), Vte]apf] etVzeR™

AlorsV (to, o) € |a, B[xR™, il existe une et une seule solution x € C* (], B[ ; R™)
(i.e. globalement définie) telle que

{ -'L'l(t):f(tvx(t))v VtE]O&,ﬂ[

.’E(t(]) = X0 .

Voyons deux exemples importants (surtout le premier).

Exemple Le cas linéaire

ol
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aé € C(Ja, B]) et b € C(Ja, B[;R™), alors f = f (¢, ) satisfait aux hypotheéses
du corollaire. Il suffit de prendre

g(t) = max {’a |}, h(t)=1b(t)].

1<i,j<n
Il existe donc une solution globale. &

Exemple Le pendule non linéaire

Yy’ +siny =0

!
T =Y N Ty = T2
To =1 xh = —sinxz

f(t,z1,22) = (22, —sinxy).

Il existe donc une solution globale. &

on pose
et donc

Démonstration (Corollaire 21.8). Soit
v € Ch(t,t,[;RY)
un prolongement maximal unique de (tg € Jt—,t4[)
' (t) = f(t,z (1))
(to) =X -
Supposons que t4 < (3 (idem si t— > «) et on va montrer que ceci est absurde.
Sity < S, alors par le théoréme on a

limsup |z ()| = +o0. (21.5)

t—ty
Soient

p=max{g(t) :t € [to,t+]} et g=max{h(t):t€ [to,t4]}.
On a alors V't € [to, t4[

(¢ |<\:co\+/ &' (s |ds—|xo|+/ f (s, (s))] ds

§\~T0\+/ (plz ()] + g) ds < |zo] + (£ — to) +p/ 1z ()] ds.
to

On déduit alors de 'inégalité de Gronwall que

|z ()] < (|zo| + g (t4 — to)) P10,

Et donc

limsup |z (¢)| < oo.
t—>t+

Ce qui est en contradiction avec (21.5). m



Systéme linéaire a coefficients constants 615

21.4 Systéme linéaire a coefficients constants
On va considérer ici des équations différentielles de la forme
x (t) = Ax (t)
ou A € R™"*™, On rappelle pour cela quelques faits élémentaires.

Définition 21.9 Soit || une norme (en général la norme euclidienne) sur R™
et soit A € R™* ™ on définit alors

A= sup {2 = 401

zER™ |$|
x#0
Proposition 21.10 Si A, B € R**", alors
[A+ B[ <A+ Bl et [AB[ <[A]B]-

Si de plus m € N, alors
[A™] < | A[I™.

Démonstration cf. Exercice 21.7. m

Théoréme 21.11 Soit A € R™ ™ et on définit pour p € N

P4k
A

o= 37
k=0

Les assertions suivantes ont lieu.

(i) La série S, converge absolument, quand p — oo, vers

—+oo
Ak
exp (A) = et = o
k=0
et en particulier
o < et

(i1) Si B = PAP~!, alors
eB=pPetpPL

(iii) e? est inversible et

(iv) Si AB = BA, alors
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Démonstration cf. Exercice 21.8. ®
Remarque Si AB # BA, alors en général eAt8 £ edeB (cf. Exercice 21.8).
[

Considérons le probléme

(21.6)

' (t) = Az (¢)
z(0) =xo

ou A € R"™ " (ou A € C™*™).

Théoréme 21.12 Le probléme (21.6) admet une et une seule solution donnée
par
z(t) = ety .

Démonstration Etape 1. Montrons tout d’abord que

4
dt
En effet, comme (At) (Ah) = (Ah) (At), on a

[eAt] = Aeft = At A.

d oo AU At A
g ] = fm———— =M lim—p
A 10 1
J— 1 —_— — n_
- flbll»r})h[n:(] n!A 1]
too =1 gn

= lim [A + | =ett. A
h—0

n!
n=2

Comme de plus A commute avec n’importe quelle A*, on déduit que
Aett =t A

et donc I'Etape 1 est terminée.

FEtape 2. Vérifions maintenant le résultat. On a
z(0) = e®zo = Tzo = x0

_d
o dt
Ceci termine la démonstration. m

z' (1) [e2g] = A [eMag) = Az (t).

Remarque Calculer ’exponentielle d’'une matrice est en général un processus
difficile. I1 convient dans ce contexte d’utiliser la décomposition de Jordan. On

consideére le systéme
a' (t) = Az (¢)
z (0) = zg
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et on écrit (A étant la forme de Jordan de A)
A=PAP".
Puis on pose
y=Plz et yo=P lxg

et le systéme devient alors

{ym—ww .

y(0) =yo.
Ce systéme est, en général, beaucoup plus facile & résoudre et on récupére x en

posant
x = Py.

Voyons comment ceci se traduit dans le cas n = 2.

Cas 1 : les deux valeurs propres de A sont réelles et distinctes (ou bien elles
sont égales, mais la multiplicité géométrique est 2). Alors

(A 0 A [ eMt0
A—( 0 )\2) et e = 0 6/\2t .

Les solutions de (21.7) sont alors données par

At At
e 0 e (yo)
t) = = L.
y(t) ( 0 erat )yo ( 2 (yo)
Cas 2 : les deux valeurs propres de A sont égales, mais la multiplicité géo-
métrique est 1. Alors

_ (A0 A xf( 10
A—(l)\)ete—e PR

Les solutions (21.7) sont alors données par

y(t) = e ( 1 (1) ) yo = e ( t(yo)(foll(yo)z ) '

Cas 3 : les deux valeurs propres de A sont complexes (et donc conjuguées com-
plexes). Alors
AM=a+if et A=a—if.
_ a B At _ ot cos (Bt)  sin(Bt)
A_(ﬂ a) ot em=c <sin(6t) cos (Bt) ) -

Les solutions (21.7) sont alors données par

_ at [ cos(Bt) sin(Bt) _ ot [ (W0)y cos (BE) + (yo), sin (5)
ylt)=e ( —sin (Bt) cos (Bt) ) nee ( = (%0)y sin (Bt) + (yo), cos (5t) ) ¢

On déduit comme corollaire (mais il est plus rapide de le démontrer comme
dans Exercice 21.9).
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Théoréme 21.13 Soient ag,a1,--- ,an—1 € R (ou C) et y =y (t) satisfaisant

Y (1) + a1y ™ @)+ ary’ (1) + aoy (1) = 0.

Soient

p(A):= A" +an N bt a A+ ag =0
le polynoéme caractéristique et A1, -, Ag les racines de p avec leur multiplicité
n,--+ ,ng. Alors

y () =thet

est solution de l’équation différentielle pour tout k = 0,1,--- ,n; — 1. De plus
toute combinaison linéaire de telles solutions est aussi solution.
21.5 Systéme linéaire a coefficients variables

On consideére le systéme A (t) = (a} (t)) € R™" b (t) = (b; (1)) € R"

{ o (t)=A@)z(t)+b(1), teR (21.8)

(
z(0) =zo

On va commencer par considérer le cas b = 0.

On a vu que si A (t) = A = constante alors la solution de (21.8) est donnée
par
z(t) = eMag.

Ce ne sera plus vrai en général si A est variable sauf dans le cas n = 1.

Exemple n = 1. La solution de (21.8) est donnée par (cf. Exercice 21.6 (iii))

t
z (t) :exp{/ A(s)ds} xo, VteR. &
0
Considérons maintenant le cas général

Proposition 21.14 Soient

1<i<n

At) = : : = (aé- (t))1§j§n e R™”

o a} € C(R). L’ensemble des solutions (mazimales) de
(t)=At)z(t), teR (21.9)

est un sous-espace vectoriel V. de dimension n de C (R;R™).
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Démonstration Le fait que V' est un espace vectoriel est immédiat. Mon-
trons qu’il a dimension n. Soient

... ,:E% eR"”
des vecteurs linéairement indépendants et considérons alors, pour j =1,--- ,n,
les solutions de
() (1) =At)z; (1) teR
z; (0) = 9.

)
On va montrer qu’alors (si z; = z; (t))
{1, 2} C C(R;R")

forme une base de V' dans C (R; R™) comme souhaité.

(i) Montrons I'indépendance linéaire. Supposons que pour 34, ---,3, € R
on ait
y=px+ -+ Bz, =0,

ce qui veut dire que
Bz (t) + -+ -+ Bpzn (1) = 0.

Donc en particulier en t = 0
0 0
le1++ﬁnmn:0
et donc comme {x(l), e ,x%} sont des vecteurs indépendants, on trouve

Br="+=B,=0.

(ii) Montrons maintenant que {z1,--- ,z,} génére V. Soit y solution de
y' () =A)y().
A voir qu’on peut trouver 8¢, -, 5, € R tels que
y(t) =Bz () + -+ Bpzn(t), VEeR

Comme {x(l), S :E?L} forme une base de R” on peut stirement trouver 3, -, 3,, €
R tels que
y(0) = Byaf + - + By, -

La fonction z = z (t) définie par
z(t) = Brer () + - + Brn (1)

est solution de (21.9) et z € V. De plus par unicité des solutions (comme z (0) =

y(0)) on a
Z=y

comme souhaité. m
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Définition 21.15 (i) Soient {x1, -+ ,zn} C C (R;R™) un ensemble de n solu-
tions de

(1) = A0z (1) (21.10)

ol e
zj = (t) = , j=1--,n

aj (t)

On dénote par
) o ah(t)
Ft)=(z1(t), - ,an(t) = : L c RPXN

ap () - ()

et cette matrice est appelée matrice de solutions.

(i) Si {x1, -~ ,x,} est une base de V, l’espace vectoriel des solutions, on
Uappelle systéme fondamental de solutions de (21.10). De plus F' est alors ap-
pelée matrice fondamentale de (21.10). Si enfin

F0)=1

on dit que F est la matrice fondamental principale de (21.10).
(iit) Le Wronskien de (21.10) est défini par

W (t) = det [F (t)], teR.

Exemple Si A (t) = A, alors
F (t) = et

est une matrice fondamentale principale. &
On a alors la proposition suivante.
Proposition 21.16 (i) La matrice F = F (t) satisfait
F'(t)=A(t)F(t)

(ii) F est une matrice fondamentale de (21.10) si et seulement si Itg € R
avec
det F’ (t()) 7é 0.

En particulier si 3tg comme ci-dessus alors
det F'(t) #£0, VteR.

(iit) Si Fy et Fy sont des matrices fondamentales alors 3C € R™*™ inver-
sible (et constante) telle que

FQ(t):Fl (t)C, VteR.
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Démonstration (i) Evident.

(ii) (<) Si det F (t9) # 0, alors par la proposition 21.14 (et sa démonstra-
tion) on voit que {z1 (to) ,- - , Zp (to)} forme une base de R™ et ainsi {z1, -+ , z,}
forme une base de V. = F' est une matrice fondamentale de (21.10).

(=) Si F est une matrice fondamentale de (21.10), alors
det F(t) £0, VteR

et donc en particulier en t =t .

(iii) On commence par fixer to. Puis on choisit C' € R"*™ (ou C"*™) inver-
sible telle que
F5 (to) = F1 (to) C

(i.e. C = [F1 (to)] " [Fs (to)]). Par unicité des solutions on trouve que
Fy (t)ZFl (t)C, Vit eR.

En effet

Fy(t)=A(t) F2 () [FL(t)C) = F{ () C = A(t) [F1 () C]
(to

Bo(ty) = By (ty) Fi (to) C = P (o).

Ceci termine la démonstration. m
Théoréme 21.17 (Théoréme de Liouville ou formule d’Abel) Soient

al(t) - al(t) o
A= + -t | =(a®) I RN
@) - al(t)

avec a; € C (R) . Soit F (t) une matrice de solutions de

alors

W (t) = det [F (1)] = W (t) exp { / " trace (A () ds} .

to
Remarques (i) En particulier si on forme la matrice F' a partir de
) =A®)z; (t) i=1,---,n
z; (0) = ¢ i=1,---,n

on trouve F (0) = I et donc

det F (1) = exp { /0 " trace (A (s)) ds} .
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(ii) Si n = 1, le résultat est trivial et correspond (cf. Exercice 21.6 (iii)) a
ce qui a été vu au début du paragraphe.
(iii) Quand A (¢) = A, on déduit le théoréme (cf. Exercice 21.8 (iii)) du fait
que
det (eA) =efraced ot F(t)=eMF(t)). &

Démonstration Etape 1. On écrit

a1 (t) zk (t)
F(t)=(@1(t), 2 (£) = |
7 () " (t)
On a donc
(le)/ (t) al al :L'Jl
z ) =At)z; (t) & _ .
(2)"(®) af ar ) \ a

k=1
Cas particulier : n = 2.
1 1.1 1,.2 1\ _ 1.1 1,.2
{ ($1) = a1x] + asry, (552) = a1T3 + 473,
2\ _ 2.1 2,.2 2\ _ 2.1 2,.2
(avl) = ajxry + a3ry, (:102) = ajr; + a3x;.

FEtape 2 (pour le cas n = 2, cf. plus bas). En calculant le déterminant de F
on a

d n : - : n e :
pr [det F' (t)] = Zdet 4 (2f) o L) | = Z det | aizk ... alx
i=1 : . ik=1 : :
:r? .. :Z:Z x’il ... xz

On voit donc qu’a moins que k£ = 4, on a toujours deux lignes qui sont identiques
et donc le déterminant est égale & 0. Par conséquent

n

% [det F'(t)] = ; al [det F (t)] = trace A (t).det F (t).

En intégrant on a le résultat.
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Cas particulier : n = 2.

d dl 2 z
—[det F ()] = —| 3 3
dt dt | x7 x5
_ | ami el aqeyfayed | i h
x% x% a%xi + a%x% a%x% +a
et donc
d xi 2l z? 3 xi ad i
_ 1| 1 X3 1| 7 T3 2| T T3 2| 27
—[det F(t)] = ay| 5 3 |+ay| 5 5 |+a| 1 1 |+ay| 3
dt Ty X3 Ty T3 Ty X3 7

= [a} +a3]det F (2)

Ceci termine la démonstration. m

On discute finalement le cas inhomogene (cf. Exercice 21.6)

' (t)=A(t)z(t) +b(1)
x(0) = xo

ou a;;,b; € C'(R)
A(t) = (aij (1) 1< jen ER™™ et b(t) = (b1 (t), - ,bn (t) €R™
Théoréme 21.18 Soit F' = F (t) la matrice fondamentale principale de
() =AMz,

alors

$(t):F(t)xo+F(t)/0 F~1(s)b(s)ds.

En particulier si A(t) = A (et donc F (t) = e*t) on a
¢
z(t) = eMag + / eAt=9)p (s) ds.
0
Exemple Sin=1ona A(t) =a(t) € R et donc

F(t) :exp{/0 a(s)ds}

ce qui implique

:E(t)—exp{/ota(s)ds} {:roJr/Otb(s)eXp{/Osa(r)dr}ds]. o

Démonstration La démonstration est faite dans I’Exercice 21.6. m
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21.6 Exercices

Exercice 21.1 Soient p,q € C (R), o € R. Résoudre

{ () +pB)x(t)=q(), teR

2(0) = 20 (21.11)

Indication : Multiplier par elo P(s)ds g premiére équation de (21.11).

Exercice 21.2 Montrer que l’équation

admet une infinité de solutions. Comparer avec le résultat d’unicité du théoréme
de Picard.

Indication : Considérer ¢ > 0 et

(t)—{ 0 sit<c
= ( ) '

t—e)® )21 sit>ec.

Définition 21.19 (Intégrale premiére) Soient I = ]Ja,b] C R, Q@ C R™ un
ouvert connexe et f: I x  — R™ une application continue. Soit x € C* (I;Q)
une solution de

()= f(tz@), Vtel. (21.12)

On dit que h € C* (I x ) est une intégrale premiére de (21.12) si toute solution
xz € CY(J;R"), J C I intervalle ouvert, de (21.12) satisfait

d
Itz (®)] =0, Vie

Exercice 21.3 (i) Sous les mémes hypothéses que la défintion précédente, mon-
trer que h est une intégrale premiére de (21.12) si et seulement si

+z[

(i) Soient H = H(u,v) € CHR"XR™), u = (u1, - ,Up) etv = (v1, -+ ,v,).
On note par

Hu(u’v):<8_H7...,a_H> et Hv(um):(a_H’... 8_H)

tx)} =0, V(t,z)elxQ.

ouy Ouy, vy " Ovy,

Soit alors le systéeme Hamiltonien
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Montrer que I’Hamiltonien H est une intégrale premiére du systéme.

(iii) Soient ¢, € C°(R) avec ¢ (x) > 0 pour tout x € R. Soit Iéquation

Transformer ’équation en un systéme et en trouver une intégrale premiere.

Exercice 21.4 Soient f,g : [a, ] — Ry deux fonctions continues et a > 0.
Montrer que st

0<fW<at [ F(s)g@)ds Veelos)
alors .
f(t)gaexp{/ g(s)ds}, Vtela,g].

Indication : Procéder comme dans la démonstration du lemme de Gronwall
(Lemme 21.4).

Exercice 21.5 Soit f : |a,b] — R une fonction Lipschitzienne. Montrer qu’alors
toute solution de

o (t) = f(x(t))
est soit strictement monotone soit constante.

Exercice 21.6 (Variations des constantes) Soient A = A(t) € R"*" et
b =b(t) € R™ des applications dont toutes les composantes sont continues et
soit x = x (t) la solution de

") =A(t t)+b(t
Y ()= A ()2 () + (D) o113,
x(0) = xo
(i) Montrer que si F' = F (t) € R"*™ est la matrice fondamentale de
FI(t)=A(t) F (1)
FO)=1I
alors la solution de (21.13) est donnée par
t
z(t)=F(t)zo+ F (t)/ (F(s))"'b(s)ds. (21.14)
0

(ii) Que devient cette formule si A (t) = A (c’est & dire que la matrice est &
coefficients constants) ?

(iii) Que devient la formule (21.14) dans le cas n =17
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Exercice 21.7 (Normes de matrices) Soit |.| une norme sur R™ et soit A €
R™*™ yne matrice. On définit

1Al = sup [M] .
z#0 | 7]

Montrer que si A, B € R"*" et sin € N, alors
[A+ Bl <Al +IBll, [IAB|l <[A[IBI, [IA™] < [lAI"

Exercice 21.8 (Exponentielle de matrices) Soit A € R™*" une matrice.
On définit

Montrer les propriétés suivantes.

(i) La série est bien définie et HeAH < ellAl,

(ii) Si B = PAP™', alors e = PeAP™ 1.

(iii) det(ed) = efraceA,

(iv) Si AB = BA, alors e*tB = eAeB. Trouver un contre-exzemple si AB #
BA.

Indication : wtiliser le fait que

£(E) £z
m=0 m=0 m=0 \j+k=m
(v) e A = [eA]fl.
Exercice 21.9 Soit
p=pt)=t"+an1t"" '+ +at+ay, teR,

ot a; € R. Soient \1,--- , A\, € C les racines de p, pas nécéssairement distinctes.

(i) Montrer que
D S
1 1< <ip—k N

pour k=0,--- ,n—1.
(ii) Soit D : C*® (R) — C* (R) lopérateur de différentiation, c’est & dire
que
Dz =2a', YVzeC®[R).

On note alors

p(D)=D"+a, D" '+ +a1D+ag
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pour
p(D)z =2 +ap_12"V + . 4 a2’ + apz.

Montrer que
p(D)x=(D—X)---(D—=\p)x.

iii) Soit u € C. Montrer, par induction, que
(iif)
(D — ,u)k ! [tke“t] =0 VkeN.

(iv) En déduire que si piq,--- ,pus € C sont les racines distinctes de p avec
leurs multiplicités respectives ny,--- ,ng, alors

y=y(t) =thet!

est solution de l’équation différentielle

p(D)y=0, Vk=0,---,n; —1.

(v) En utilisant ce qui précéde, montrer que l’équation

@ 4+ 420) 4 52" 4 42' + 42 =0

admet pour solution
r=x(t)=(a+pBt)e 2" 4 ~ycost+ dsint

ot a, B,7,0 € R sont des constantes.
Exercice 21.10 Soient f,g : R — |0, 00][ localement Lipschitziennes, avec 0 <

g < f. Soient des intervalles I,J CR et x =z (t) et y =y (t) des solutions auz
problémes

()= (@), tel y(t)=g
y(0

(@), teJ
) .

! !
G(t):/og(s)ds et F(t):/of(s)ds, teR.

Calculer Fox (t) et Goy(t) et en déduire explicitement les solutions x,y.

(ii) Montrer que si x est une solution globale (définie sur R), alors y est
aussi une solution globale.

Indication : Montrer que F (R) =R, en déduire que G (R) =R et conclure.
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Exercice 21.11 Soit © = z (t) une solution de I’équation

' (t)=—|z ()], teR
z(0)=1, a’'(0)=0.

(i) Montrer que x est l'unique solution du probléme.

(ii) Montrer que x est paire et strictement décroissante sur Ry .
Indication : poser z (t) = x (—t).

(iii) Montrez que x a exactement un zéro sur Ry .

Indication : Il faut montrer séparément que x posséde au plus un zéro, et au
moins un zéro. Pour ce dernier, procéder par l’absurde et expliciter la solution
(absurde) x sur Ry .

Exercice 21.12 (i) Soient A > 0 et u € C* (R) avec, pour tout t > 0,
w(t) >0 et o (t) <lu(t).

Montrer que
w(t) <u(0)eM Vit>0.

(ii) On dénote le produit scalaire de deux vecteurs x ety par

n
(wy) =Y @i
=1

et la norme associée par |x| = ((w;:p))l/Q. Soient A > 0 et f € C' (R";R")
vérifiant
(f(z);z) < Xz|* VzeR™

Soient xg € R™ et

{xwozf@u» sit>0
x(0) = xp.

Montrer que le probléme ci-dessus admet une solution globale (c’est a dire pour
tout t > 0).
Exercice 21.13 Soient (zg,yo) tels que
wg+yy < L.
Soient x = x (t) et y =y (t) satisfaisant

o =y+a(l—a®—y?)
Yy =—x+y(l—2*—y?) (21.15)
z(0)=x9 et y(0)=1yo.
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(i) Soit 0 < ¢ < 1. Vérifier que la fonction

u(t) =

cet
N T

satisfait

u(0) =c.

(ii) Montrer que le probleme (21.15) a une solution unique et, en passant en
coordonnées polaires, trouver cette solution.

(iii) Soit
F:{a€R2:|a|:\/a§+a%:1}

et soit v (t) = (z (t),y (1)) la solution de (21.15). Evaluer
. ligrn dist (y (¢),T) et , lim dist (v (¢),I)

{u'zu(l—uQ) teR

ol
dist (+,T) = min {7 — af} .

Exercice 21.14 Soit le probléme, y =y (t),

7 a2
+sin“y=0, teR
Y =0 (21.16)
y(0)=1 et y (0)=0.
(i) Discuter Uexistence et l'unicité des solutions de (21.16).
(ii) Montrer que la solution est concave, paire et atteint son maximum en 0.

Exercice 21.15 Soient ' € C? (R") et f = —grad F. Soit le probléme, y =
y(t),

{ y' () =rf(t), teR (21.17)

y(0)=yo et y'(0)=y.
(i) Discuter Uexistence et Uunicité des solutions de (21.17).
(ii) Soient y une solution de (21.17) sur un intervalle ]a,b[ et

H(t) =51y (O + F (1)

ot pour y € R™ on dénote la norme Fuclidienne par |.| a savoir

n
2
wl* => vl
=1

Montrer que H est constante sur ]a,b| .
(iii) Montrer que, s’il existe une constante M telle que

F(yy>M VYyeR",

alors la solution de (21.17) est globale. On pourra procéder par contradiction,
tout en wutilisant (i1).
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21.7 Corrigés

Exercice 21.1 En multipliant I’équation par elo P(2)dz op o
J§ PO (01 (5) 4 p(3) 3 (5) = el P 5)

et donc p
= (x (s)elo ”(Z)dz) = elo PNz ()

et en intégrant

‘ td s b
@ (t) elo PO _ gy = / = (x (s) edo p(z)dz) ds = / elo P24z (5) ds
o as 0

ce qui implique

t
x (t) = xge™ Jo p(s)ds +e fop(s)ds (/ elo p(Z)qu (s) ds) -4

0

Exercice 21.2 Il suffit de vérifier que toutes les fonctions données dans I’'indi-
cation sont bien des solutions du probléme de Cauchy. Noter que le Théoréme
de Picard ne peut s’appliquer & ce probléme, car la fonction f (z) = |z|?/% n’est
pas lipschitzienne autour de 0. En effet, si ¢’était le cas, on aurait une constante

L > 0 telle que
1

|$|1/3 -

2** < Liz| & L

pour tout z dans un certain voisinage de 0, ce qui est absurde. &

Exercice 21.3 (i) Soit z (¢) une solution de (21.12). On a alors

d Oh = Oh dx; Oh ~= Oh
E[h@’x(t))]‘afla_@E_E* 18—%}"@'—0,

1= 1=

h est donc bien une intégrale premiére.

Inversement soient h une intégrale premiere de (21.12) et (to, o) € Ix . Soit
x (t) une solution de (21.12) avec x (tg) = x¢ (I'existence d’une telle solution est
assurée par le Théoréeme de Cauchy-Peano, cf. Remarque qui suit le Théoréme
de Picard). On a donc

0= p [h(t,z (1)) = e (t,z (1)) +;3_1,l (t,z (1) dt

En évaluant ’équation précédente en tg on obtient

oh " Oh
5 (to, o) + ; P (to, o)) fi (to; z0) = 0

d’ou le résultat.
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(i) On a
d n
S @(0), 0 (0)] = Hoal + Hy o = S (Huy -+ Hoy ) =0,

=1

(#7i) On pose x1 (t) =y (t) et z2 (t) =y’ (t). On obtient alors le systéme

—~

) (t) = 22 (b)
(1 (t) = (z2(t)) x5 (1)

et donc, en multipliant la derniére équation par z] = x5,
@ (1) o) = w29 (w2) 5 . (21.18)

Si on pose, pour tout z1,xs € R,

v = : d P = " d
@)= [ towa o o= [ e
I’équation (21.18) devient donc
(W (22 (1)) = (@ (21 (1)) -
11 suffit alors de choisir
h(t,x) =h(t,x1,22) =¥ (22) —P(x1). W

Exercice 21.4 Soit

u(t):a+/ f(s)g(s)ds.

Noter que
W (t)=Ff)gt) et u(a)=a.
Par hypotheése 0 < f (t) < u (t) . Comme g est positive, on déduit que

u' (t) S u(t)g(t)

wen{-[ o6} <uw [0 {- [s0a)].

En intégrant cette derniére inégalité on déduit que

4 {u@exp{—[g(s)ds}] <0

w (t) exp {—/atg(s)ds} ~ ufa) <0,

et donc

et ainsi
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En conclusion on a bien montré que

t

f(t)éu(t)éanp{/ag(S)dS}- N

Exercice 21.5 Soit z (t) une fonction telle que

a' (t) = f (2 (1))

et non-strictement monotone, c’est a dire qu’il existe ¢y € R tel que z’ (¢9) = 0.
Posons xg = x (tg) et considérons le probléeme de Cauchy

()= f(z(t) et xz(to) =m0.

On constate que I'application constante x = xy en est 'unique solution, par
le Théoréme de Picard, puisque f est Lipschitzienne. Ainsi, toute solution de
I’équation différentielle qui n’est pas strictement monotone est constante. @

Exercice 21.6 (i) On a bien
x (0) = zo.
Veérifions donc I’équation
t
2 (1) = F' () 2o+ F' (1) / F1(s)b(s)ds+ F (1) F~' (£)b(t).
0

Comme F' (t)xg = A(t) F (t) o et

on déduit bien que

2 (t) = A(t) [F (t) zo +F(t)/ F~1(s)b(s) ds] +b(t)
0
=A@)z(t)+0b(t).
La démonstration est ainsi compléte.
(ii) Si A(t) = A, on a F (t) = et et donc (cf. Exercice 21.8 (v))

¢
x(t) = ety —l—/ eA=3)p (s) ds.
0

(iii) Sin =1, on a F (t) = elo A6 &
Exercice 21.7 (i) Comme, pour tout x € R™,

|Az + Bz| < |Az| + |Bz|
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on obtient que ||A + BJ| < ||A|l + || B]|.
(i) Si Bz # 0, on a
|ABxz|  |ABux||Bx|
|| |Bz| x|

< [|AlH Bl
et donc
[AB| < [|A[ B -

(iii) En choisissant B = A dans (ii), on a ||A?|| < |A||>. Le cas général suit
par induction. &

Exercice 21.8 (i) Nous allons montrer que la suite

est de Cauchy, et donc convergente. Pour tout n,m € N, m < n, nous avons,
par 'Exercice 21.7,

n

<2

k=m+1

Ak Ak
> )

k=m-+1

HSn - Sm” =

En utilisant le fait que ellAll est une série convergente, donc de Cauchy, nous
avons directement que pour tout € > 0,

IS — S|l < € pour n,m assez grands
et de plus,

le?]l =

>
k=0

(7) 11 est facile de voir que

AL
<Z—k! = el
k=0

BY = (PAP~ 1)k = pAkp~!

et donc e = PeAP~1.

(iii) On sait par le cours d’algébre linéaire que A = PTP~! avec T une
matrice triangulaire supérieure et P, T € C"*™. On sait également que trace A =
trace T (car la trace d’une matrice est égale a la somme de ses valeurs propres).
Utilisant le point (ii), on a

det (eA) = det (ePTPA) = det (PeTP_l) = det (eT) .
Ensuite, on remarque que

)\1 * e
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d’ou
det (eT) — e)\l . --€>\” _ e)\l—i-n-—i-An — etraceT _ etraceA'

(iv) On se rappelle que
DATOSTAES of (o
m=0 m=0 m=0 \j+k=m
On obtient ainsi que

LA™ >, B™ > Ai Bk
- (55)(E5) 5 (0

m=0 m=0 m=0 \j+k=m

— (A+B)™ _ A+B

= m!
. 1 0 0 1 .
Soient A = <0 0> et B = <0 0) . On a directement

AB =B +#0= BA,

A e 0 B _ 1 1
[ —(0 1) et e _<O 1).

On calcule facilement
A B _ e e
ee” = (0 1) .

Ensuite, on remarque que pour tout k£ > 1,

w1 )

On obtient ainsi que

d’ou €A+B # GAEB.
(v) En choisissant B = —A dans (iv), on a e 4 = [eA]il . N

Exercice 21.9 (i) Puisque

p)=(t=A1) - (t—An),



Corrigés 635

on obtient directement le résultat.

(ii) Utilisant le point précédent, on vérifie sans peine que

(D=X)---(D=An)w

=M 4 (-1 F Z iy i | 2™

1 i1 <-<in_p 7

~
Il
=

et donc

n—1
(D=A)-(D—=Ap)ax=a'™ + Zakx(’“).
k=0

(#i) On proceéde par induction. Si k = 0, on a trivialement
(D — p) et = (e”t)/ — pelt = pett — pelt = 0.
On suppose le résultat vérifié pour k£ et on le montre pour k + 1.
k+1 k
(D—p)" (the) = (D—p)" [(D—p)(t*e)]
_ (D _#)k [ktk—le;tt +tk‘LLeMt —tkﬂeut]
= k(D - p)*(Etert) = 0.

=0

(iv) Le résultat suit immédiatement des points (ii) et (iii).
(v) Les racines du polynome
p(t) =t* + 463 + 5% + 4t + 4
sont —2, ¢ et —i, respectivement de multiplicité 2, 1 et 1. On a du point (iv) que
y () =e 2t g (t) =te 2t ys(t) =€t yy(t) =e
sont des solutions de 1’équation différentielle et donc par linéarité on a
y(t)=(a+bt)e ? +ce't +de ' a,b,c,dcC

est la solution générale de ’équation. Si on veut une solution réelle on trouve
alors
y(t)=(a+pt)e 2 +ycost +dsint; a,f,7,0 ER. &

Exercice 21.10 (i) Puisque f et g sont localement Lipschitziennes, par le
Théoréme de Picard, = et y sont les uniques solutions des problémes énoncés.
Montrons que z (t) = F~1(t) et y(t) = G~ (¢). Il y deux fagons élémentaires
de le voir.

- D’une part

port= [ i [ 2 [
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d’ott z (t) = F~1 (). On montre de méme que y (t) = G~ (¢).
- D’autre part £~ (0) =0 et
1
FY )= ——o=f(F (¢
et de méme pour G (¢).
(#1) Puisque z est définie sur tout R et que F (z (t)) =t, il s’ensuit directe-

ment que
F(R)=R.

Puisque G (0) = 0 et que G est continue (car g est Lipschitzienne), il suffit de
voir que
lim G (t) = £o0

t—too

pour avoir G (R) = R. Soit y > 0. Par ce qui précede, il existe ¢t = ¢ (y) > 0 tel
que F (t) = y. Puisque g < f, alors

Gt)=F(t)=y.

Autrement dit, G devient arbitrairement grand, et donc lim;_ ., G (t) = co. On
montre la seconde limite de fagon similaire. Enfin, par le point (i), on conclut

yR)=G'(R)=R. 4
Exercice 21.11 (i) Transformant I’équation en un systéme on a
(w1,22) (t) = (22 (), —|21 (1) ]),
(1’1,132) (0) = (15 O) .

Posant f (z1,x2) = (22, —|21]), on obtient que

1 (@1,2) = £ (12| = /(22 — 2)° + (faa| — Iy

< (2 — ) + (1~ 0)* = [l (@r2) — ()]

Il s’ensuit que f est Lipschitzienne et donc par le Théoréme de Picard la solution
x est unique.

(i) Posant z (t) = x (—t), on a que

() =" (=t) = = |z (=) = == (1)]

et
2(0)=1, 2'(0)=0.

Par unicité on a que z = x est donc z est pair. Ensuite, rappellant que 2(0) = 1,

v [ 2 @ds=— [ le)ds <o
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avec égalité si et seulement si ¢ = 0, d’ou la décroissance stricte de u sur R .

(i4i) La décroissance stricte de  sur Ry implique que x a au plus un zéro
sur R, . Supposons par 'absurde que z > 0 sur [0, 00 . Alors

' (t)=—z(t), t>0
z(0)=1, 2a'(0)=0.

Par unicité, x (t) = cost sur [0, 00[ ce qui est absurde. &
Exercice 21.12 (i) 11 suffit d’observer que

d

dt

et d’intégrer pour avoir le résultat (noter que cette démonstration n’utilise pas
le fait que w () > 0).

(#1) Tout d’abord le Théoréme de Picard nous assure qu'il existe une et une

seule solution pour autant que t soit petit. Par ailleurs en multipliant scalaire-
ment ’équation par x (t) et en utilisant 'hypothése on a que

[e”‘tu )] = e M (1) — Xe Mu () = e M [ (1) — M ()] <0

& 5RO =@ @) = @) ) <A P,

En utilisant la premiére question on trouve donc que
1 2 _ 1, 0
5 7 (B < 5 wol* X,
On voit donc de cette inégalité que, comme f est définie sur tout R™, la solution
existe pour tout ¢ > 0. &

Exercice 21.13 (i) 1l suffit de faire le calcul. Noter, par ailleurs que si ¢ > 1,
alors la fonction u n’est pas définie sur R mais seulement sur |T', +o00[ ou T est

tel que
1-4+c2T=0 < T=logvc2—1-loge.

(i1) Le probléme (21.15) a une solution unique (par le Théoréme de Picard)
car le membre de droite est C*° et donc localement Lipschitzien. En écrivant
x =rcosf et y=rsind (ie. r? =122+ y? et tgd = y/x) on trouve

' =z +yy =z(y+a(1-2"—y°)] +y[-2z+y(l—2*—y?)]
=72 (1 - 7“2)

Lg’ - (tg@)/ — (E)/ - M

cos2 6 T 32
e[—z+y(1—2?—9?)] —yy+z(1—2®—y?)]
— [:c2 +y2} —r2 -1

32 r2cos2f  cos?6
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et done, en posant xo = rgcosfy et yo = 79 sinfy (par hypothese rg < 1),

r’:r(l—r2)
0 =-1
r(0)=ry et 6(0)=460.

Les solutions sont donc de la forme

t
P(t) = —— 0 et O(t) =0 —t.

— 2 2 9¢
V1—=ri+rie
En coordonnées cartésiennes on a

t

roet roe

T(t) = —————===cos (0o —t) et y(t)=

————————ssin(fg — t).
1—r2 4 r3e?t 1—r24r3e?t

Un calcul immédiat montre bien que la solution ci-dessus vérifie (21.15).

(#i) On obtient immédiatement que

0 si0<ag+yi<1
1 sizgd+yi=0

t——+o0

lim dist (y(¢),T) = {

et
0 sizd+ys=1
1 sio<azi+yd<l

t——o0

lim dist (y(¢),I') = {
Exercice 21.14 (i) Le probléme peut étre réécrit sous forme de systéme en
posant z = (z1, z2)

z1=y, 2=y et f(z)= (22 —sin’z).
On a ainsi

o (t)=[f(z(t), teR
2 (0) = (1,0).

On note que f est localement (et méme globalement) Lipschitzienne et satisfait

1 @) = yJad +sin®ay < /1423 <[] +1;

par conséquent (grace au Théoréme de Picard et au Corollaire 21.8) la solution
existe, est unique et est globale.

(i) Comme 3y = —sin? y < 0, on a que y est concave et sa dérivée y est donc
décroissante. Comme par ailleurs g’ est strictement décroissante au voisinage de
0 (car y” (0) = —sin?y (0) < 0) et ¢’ (0) = 0, on déduit que le maximum de la
fonction est bien atteint en 0.
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Montrons maintenant que la fonction est paire. Soit

z(t) =y (-1).

Observer que z est aussi solution de (21.16). Par unicité des solutions on déduit
donc que z = y et donc y est paire. @

Exercice 21.15 (i) Le probléme peut étre réécrit sous forme de systéme en
posant
x = (x1,22) ER" xR"
zi=y, 2=y et g(z)=(22,f(21)).

On a ainsi
{ ' (t) =g (z(t))
z(0) = (yo,y1) -

On note que g € C* (R™ x R") et est donc localement Lipschitzienne ; par consé-
quent (grace au théoréme de Picard) la solution existe et est unique dans un
intervalle maximal un intervalle |a, b[ .

(#i) En dérivant H et en utilisant (21.17), on trouve immédiatement que

d

O = (09" (1) + (grad F (y (1)) ;9 (1)) = 0.

(i4i) On sait qu’il existe une solution y € C? (]a, b[; R™) définie sur un inter-
valle ouvert maximal ]a, b . Montrons que a = —co et b = +00. On va montrer
seulement que b = 400 (le fait que a = —oo est établi de maniére totalement
analogue). Supposons par absurde que b < +o00. Alors on sait, par le Théoréme
21.7, qu’il existe une suite ¢,, — b telle que

2 (t)]” = [y () + [y (ta)]* — +oc. (21.19)

Comme F (y) > M, on a que
1., 2 1., 2
Ly OF +M < 2y @F + P 0)

et comme par (ii) on sait que

1

S OF + F (@) =5l OF + Fy0) = 5 lnl* + F (30)

on déduit que

1 2 1, 4

5 Iy (@) < B ly1|™ + F (yo) — M
et donc il existe une constante v telle que

ly (1) <~ Vte[0,b].
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On infére, par conséquent, que

ly (8) = yo| =

/Oty’(t)’ <~t Vtel0,b[.

On a donc obtenu que

limsup |z (£)|* = limsup [y (t)|* + 1y’ (6)1°] < (lyol +75)° + 47

tn—b ty—

ce qui contredit (21.19) et le fait que b < +o0o. @



Chapitre 22

Séries formelles et fonctions
spéciales

22.1 Introduction
Soit I’équation
W (2) 4 puo (2) 0D (2) 4 o4 p ()0 (2) + po (2) () = O
et chaque p;, j =0,---,n — 1, est le quotient de fonctions analytiques.
Exemples (i) Equation hypergéométrique :
z1l=—2)u"+[y—(a+B8+1)z]Y —aBu=0

= u”’ + ['y—i(?r_,@:)-l)z] u — Z(Clez) u=0.

(ii) Equation de Bessel :

(2’2—7’1

1 2
z2u”+zu’—|—(z2—n2)u20 & u”—l——u’—l——Q)UZO-
z z

(iii) Equation hypergéométrique confluente :

2"+ (c—2)u' —au=0 <& w4 5 v —=u=0
z z
(iv) Equation d’Airy :
' +zu=0.
(v) Equation de Legendre :
2 1
(1-2)u" =220 +n(n+Hu=0 < u'— a _ZZQ> u' + Tzl(n—t?)) u=0.
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(vi) Equation homogéne d’Euler :

2u +azu +Pu=0 < u”—i—gu'—i—%uzo.
z z

(vii) Equation de Laguerre :

zu'+(1—2)u'+au=0 & 4"+

(viii) Equation de Hermite :
v —2zu +au=0. &

Ces équations (en général du 2éme ordre) sont trés utiles en physique mathé-
matique et apparaissent souvent comme des solutions d’équations aux dérivées
partielles ayant certaines symétries.

Les solutions de ces équations différentielles sont souvent appelées fonctions
spéciales, par opposition aux fonctions élémentaires (e?,sin z, arcsin z, - - - ).

L’étude de ces fonctions spéciales a une trés vieille histoire qui commence
au 18°™¢ siecle avec les travaux d’Euler, Gauss, Abel, Riemann, Jacobi, Fuchs,
Hermite, Legendre, Kummer, H.A. Schwarz, Klein, Jordan, Hilbert, Poincaré,
Malgrange, Deligne (médaille fields) ... + 21°™¢ probléme de Hilbert.

On va essentiellement se concentrer sur les équations du deuxiéme ordre.

22.2 Séries formelles
On va commencer par un calcul explicatif
u’ (2) +p(2)u (2) +q(2)u(z) =0.

Supposons que p et ¢ soient analytiques au voisinage de z = 0 i.e.

“+o0
p()=po+prztpp2®+--=) pat

k=0

—+oo
(](Z):(I0+Q1Z+qQZz+--~:quzk.

k=0

On cherche alors une solution sous la forme

+oo
u(z) = Z uy 2"
k=0

et donc
+o0 —+oo

u (z) = Zkuk 21 = Z (k4 1) upyq 2

k=1 k=0
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+oo

+oo
u'(z) = Zk; (k=1 up2"2= Z (k4 2) (k+ 1) upyo 2~
k=2

k=0

On remet dans I'équation
u'(2) +p(2)u' (2) +q(2)u(z) =0

et on égale les coefficients a zéros.

Exemples (i) Pour ¢ € R fixé, considérons

u' +qu=0
et on trouve alors
+oo
D 1k +2) (k+ 1) upya + qui) 25 = 0.
k=0

On va choisir u; défini par récurrence avec ug et u; arbitraires. On trouve

q q

N e R RS IO I e

c’est a dire

Uy = —mk Uy, Ug = ey =
SN T I P THR
3 kE K
q —q (=1"q
= —— = —_— :> —_— ,—m——
U= 5T e O U2k = T 1
et de méme pour les coeflicients impaires
k
q k q
= —— = — (—
U= 739 ™ vz = (SN Gy v

et ainsi

+oo k +oo k
u(z)=ugy_ (-1)" _(2qk>' R Y (—1)F Lk
k=0 ’ k=0

(2k +1)!
Si ¢ = A% > 0, on obtient donc
ur .
u(z) =ugcos(Az) + Tsm(kz).

(ii) Equation hypergéométrique :

z1—z2)u" +y—(a+p+1)z]u' —afu=0.

Up—2 * **
)

643
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Si~y #0,—1,—2,---, la solution au voisinage de 0 est donnée (cf. Section 13.6)
par la fonction hypergéométrique définie par

+oo
_ afa+1)---(a+k-1DBB+1D)---(B+k-1) 2F
Flsrn=2, Y F D (k= T) Gl

(avec la convention que quand k = 0 le coefficient est 1). On écrit aussi

F(O[,ﬂ,'}/,Z): k—_

ot pour n € N on a défini (o), =1 et
(@), =a(a+1) - (a+k—1).

De plus la série converge pour |z| < 1 car, par le critére de d’Alembert,

(a)k+1(ﬂ)k+1 \z|kJrl
(M pt1 (41! — |a+k| ‘ﬂJrk\ \z| — |z| sik — o0
(), (B ‘Z‘k "'}/ + k‘ (k + 1) ’ '
('Y)k k!

Si o= =~ =1, on trouve alors

+oo
F(1,1,1,2) =) 2
k=0
qui est la série géométriqgue (d’ou le nom).
(iii) Equation de Bessel :
20"+ zu + (22 — n2) u=0.

Pour n € N et z € C, la solution est donnée (cf. Section 13.7, ot ceci a été vérifié
pour n = 0) par la fonction de Bessel

726 =(2)'S e
n(2) = (5 2
T\8) R k)2
qui converge pour tout z € C.
(iv) Série divergente partout :
2u"+Bz—-1)u +u=0.

On trouve que

+oo
u(z) = Z k! 2"
k=0
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est solution formelle de I’équation. En effet

+oo +oo
k — 1)k ¥ +3 k:k' kI 2PV k2R
k=1 k=0

k=1

—Z k=1 k! +3kk! —(E+1) (k4+ 1!+ k2 +[32—(1+42)+1+2]
—Zk'[ k—1)+3k— (k+1)2+1}z’€:o.

D’ou u (z) est bien solution formelle, mais par contre la série diverge Vz £ 0. &
Théoréme 22.1 Soient zy € C et
Lu(2) = u™ (2) + pn1 (2) ™™V (2) + -+ p1 (2) 0 (2) +po (2) u(z2).

tels que les coefficients p; soient analytiques au voisinage de zg et que le rayon
de convergence de chacune des séries soit au moins ro > 0. Soit le probléme

Lu(2) =0, avecu(z)=ag, - ,u™ Y (2) = an_
alors il existe une (et une seule) solution u qui est analytique et dont le rayon
de convergence est au moins ro c’est a dire

z):Zuk(z—zo)k, Y|z =z <ro.

De plus pour k=0,1,--- ,n—1

et pour k > n les uy dépendent uniquement de ag,- -+ ,an_1 et sont obtenus par

dérivation formelle de la série.

Ce procédé justifie celui effectué sur I’équation a coefficient constant ou sur
I’hypergéométrique mais en zg # 0,1 ou sur Bessel en zy # 0 ou pour la série
divergente partout mais en zy # 0. Plus loin on verra que ce théoréme peut étre
démontré dans le cas de certaines singularités (il est facile de voir que méme en
zo =0, F ou Jy convergent).

Avant de démontrer le théoréme on commence par le rappel suivant.

Rappel sur les séries (i) Si
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avec |cg| < ), Vk (en particulier y, est un réel positif) et si > ;20 v, 2*
converge pour |z| < r alors

Z cr 28 converge pour |z| < r.
k=0
(i) Si C'(2) = 3320 ¢k 2* converge pour |z| < r alors toutes les dérivées de
C' convergent pour |z| < r et les dérivées peuvent étre calculées par dérivation
formelle.

(iii) Si C'(2) = 375 cx 2% pour |2| < 7 et sir < 7o, alors il existe M =
M (r) tel que
lex| 78 < M, k=0,1,2---.

(trivialement car la série converge). &

On montre maintenant le théoréme.

Démonstration On va montrer le théoréme dans le cas n = 2 et zg = 0
(idem dans le cas général). Donc on a

u (2)+p1 (2)u (2) +po(2)u(z) =0
P ="k ot ()= B el<r (221)

k=0 k=0
uw(0)=ag et u(0)=ay.

Etape 1 (calcul formel). Supposons qu’il existe une solution de (22.1) qui
converge pour |z| < rg

+oo
u(z) = Zuk 28 pour |z| < ro
k=0

alors nécessairement

u(0)=uy=ag et v (0)=u; =ay.

De plus
+00 t
w(2) =Y (k4 Durr 2" et u”(2) =) (k+2) (k+ Dugra 2"
k=0 k=0
et ainsi
+o0 +o0 +o0 k
po(u(z) =3 Bt ) uest =3 (> Brjus | 2"
k=0 k=0 k=0 \j=0

+oo —+oo

+oo k
p1(2)u (2) = Zak 2k Z (k4 1) upyr 2* = Z Zakfj (G+Duj | 2~
k=0

k=0 k=0 \ j=0
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En remettant dans 1’équation, on trouve

“+o00 k
Lu(z) =Y |(k+2) (k+ Dugra+ D ((+ 1) ujrr onj +u; B_;) | 25 =0
k=0 j=0

et ainsi, pour tout £ =0,1,2,--- |
k
(B+2) (k+Dugre=— > [(+ D ujpran_j +u; By_j] - (22.2)
§=0

FEtape 2 (convergence). Montrons que si uy, (k > 2) est défini par (22.2) alors
la série

+oo
Zuk 2F. converge pour |z| < 7. (22.3)
k=0

Soit r < 1 alors il existe M tel que
laj|r?, |5j|7"3 <M

En utilisant ceci dans (22.2) on a

G+ 1) g 4 g 797

M=

(k+2) (k+1) |upso] <M
J

Il
=]

[(G+ 1) uja| + g ] 7

ES
M-

<
= |l
o

<

A
S

[(G+ 1) [ |+ lugl] 77 4 M fugeia 7.
3=0

On définit alors
Yo = luol, 71 = |l
et v, par récurrence de la fagon suivante

k

M ) -
(k+2) (k+ 1)y = DG +D v +v] 7+ Maygar. (224)
§=0

11 est immédiat de voir, par induction, que vy, > |ug|. Il reste donc & montrer
que

+oo
Z v, 2%, converge pour |z| <7 (22.5)
k=0

pour avoir (22.3). Revenons a (22.4), on a
k

M . ,
k(k+1)7y,,, = ] [(G+ D)y +,] 7+ My

k(k - 1) Yo = 2 [(] + 1)’Yj+1 +’Yj] i+ Moy
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En multipliant la premiére équation par r, puis en utilisant la deuxiéme équation,
on a

k(k+1) Ye+1" = 2 [(] +1) Vi+1 + ’Yj] r!

M _
+r’“*2 (kv +7%-1) " Moy r?

et ainsi

k(k+1)7k+17°:k(k_1)7k_M’Yk—lT+M(k'Yk+'Yk—1)7"+M71J2
=k(k=1) 7y +Mr[—v_1 + kv + 71 +77]
= [k(k—1)+Mkr+Mr?].
On a donc

k+1 |Z|

_k(k—=1)+ Mkr+ Mr? B
N rk(k+1)

VYe+1 7 =l
T

Vi 2F

Donc la série converge pour autant que |z| < r; comme 1 < ¢ est arbitraire on
a le résultat. m

22.3 Classification des singularités

Soit 1’équation

n—1

Lu(z) = u™ (2) + Y p; () u? (2) = w4 pooy w4 pru +pou = 0.
7=0

(22.6)

Définition 22.2 (i) On dit que zp € C est un point régulier de (22.6) si les
pj,J=0,---,n—1, sont analytiques au voisinage de zy . Sinon on dit qu’il est
singulier.

(i2) Si on peut écrire équation sous la forme
(2= 20)" u™ (2) + (2 = 20)" " gn1 (2)u" "V (2) + -+ g0 (2) u(2) = 0
c’est a dire

n—1

(z — 20)" u'™ (2) + Z (z—20) ¢ (z)u? (2) =0 (22.7)
=0

avec q; analytiques au voisinage de zy , on dit alors que 2o est un point singu-
lier régulier (ou une singularité de premiére espéce).

(iit) Si zg est un point singulier mais pas du type précédent, on dit que c’est
un point singulier irrégulier (ou une singularité de deuxriéme espéce).
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Remarque Une autre fagon de voir les singularités réguliéres c’est de dire que

(2= 20)""7 pj (2)
sont analytiques au voisinage de zg, pour tout 5 =0,--- ,n — 1.

Les singularités o linfini sont aussi importantes. On va ici considérer seule-
ment le cas des équations du deuxiéme ordre, mais on procéde de la méme fagon
dans le cas général. La définition suivante est obtenue en faisant les changements
suivants (cf Exercice 22.1)

= e v(t)zu(%).

Lu(z)=u"(2) +a(z)u (2) +b(2)u(z) = 0.

Définition 22.3 Soit

On dit que zg = oo est un point régulier respectivement une singularité
réguliére, irréguliére, si le point to = 0 est un point régulier, respectivement
une singularité réguliére, irréguliére, de

Locv (t) =" () + p () () + ¢ () v () = 0

p<t)=%—ti2a<%) et q(t):%b(%).

Remarque Ceci veut dire que

ol

- si p et ¢ sont analytiques, alors zg = 0o est un point régulier;

1\ 1 1 1
tp=2—al=)> et t3q=b(=]=
p=2oo(i)i o o (3)

sont analytiques, alors zg = 0o est un point singulier régulier et sinon il est
irrégulier. &

-si

Exemples (i) Equation a coefficients analytiques
Lu(z)=u"(2) +a(z)u (2) + b(2)u(z) = 0.

1) Si a et b sont analytiques au voisinage de zo € C, alors 2y est régulier.

2) Comme

on trouve que

Lo (8) = " (1) + [%—la(l)]q/(t)+ib(1)v<t):o

t2
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1 1 1 1
t2’(1//+t<2Ea(;))ﬂl+t—2b<?)ﬂ—0.

Discutons, par exemple, le cas ol a et b sont constants.
Cas 1:a=>5b=0. On trouve

et donc

20" +2tv =0

et donc zp = oo est une singularité réguliére.
Cas2:a # 0oub# 0. On déduit que zg = 0o est une singularité irréguliere.
(ii) Equation homogéne de Euler (ou o # 0 ou B # 0)

Lu(z) = 2% +azu +Bu=0.

1) Alors zy = 0 est une singularité réguliére.

2) On a
o B
a(z)—; et b(z)—;
et ainsi
g% Ll.(1y_2_1 ., 2-a
PRO=372%\%) "1 2 "
/1y 1 s B
q(t)_t4b(t>_t4 Ft =%
On trouve que
9 _
Lov(®) =" (1) + 2= (1) + 2 v ) =0

et donc
20" +t(2—a)v + v =0.

On déduit donc que zp = co est une singularité réguliére (pour autant que o # 2
ou  #0).
(iii) Equation hypergéométrique

Lu(z2)=z(1—=2)u"+ (v = (a+ B+ 1) 2)u —aBu=0.

1) On trouve que zp = 0 et zp = 1 sont des singularités réguliéres. En effet
si on considére, par exemple, zg = 0 (idem pour zop = 1) on a

20 + 2 (v — (?1—’—_52,;_ 1)z) u + (_la_BZZ) w=0.
2) On a
a(z) = 1 (2’021*_5;; 1z et b(z)= PYTnY (la—ﬁz)
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et donc

On trouve que

Lo () = " (1) + [%— Vt_t((jjf)“)] o (t)+%v(t) —0
et done 20" 4t 2_’7t_(a+5+1) / —af —0
’ [ 1) } 0" "

On déduit donc que zy = oo est une singularité réguliere.

(iv) Equation de Bessel
Lu(z) =2*u" + zu' + (2* = n®)u=0.

1) On a tout de suite que zp = 0 est une singularité réguliére.
2) On a

et ainsi

et donc 1
2" +to 4+ = (1 — n2t2) v=0.

On trouve ainsi que zg = oo est une singularité irréguliére.

(v) Série divergente partout
1
Lu(z) = 220"+ (32 — D' +u = 2%u" + 2 {3— —] v +u=0
z

et donc zp = 0 est une singularité irréguliere.
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(vi) Equation hypergéométrique confluente (Exercice 22.2)
Lu(z) =zu" + (v —2)u —au=2*u"+2(y—2)u' —azu=0.

1) On obtient que zy = 0 est une singularité réguliére.

2) On a
ol o
a(z) = Pl 1 et b(z)= —7

et par conséquent

On déduit que

Loov (t) = 0" (1) + L% ((2—7)75—1—1)] v'(t)+t—§‘v(t):o
et donc
t2v”+t[%((2—7)t+1)} v’—l—%av:O.

On trouve ainsi que zp = 0o est une singularité irréguliére.
(vii) Equation d’Airy (Exercice 22.2)

Lu(z)=u"+zu=0.
1) L’équation n’a pas de singularités finies.

2) On a

et par conséquent

On déduit que

et donc 1
t2v”—|—2tv’+t—3v =0.

On trouve ainsi que zg = oo est une singularité irréguliére.
(viii) Equation de Legendre (Exercice 22.2)

Lu(z) = (1-2")u" —=2zu +n(n+1)u=0.
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1) On a que zp = %1 sont des singularités réguliéres. En effet montrons, par
exemple, que zg = 1 est une singularité réguliére. On a le résultat car on peut
écrire ’équation

(21)2u“+(z1)( 2z )u'+"("“)(1z)u_o.

1+2 1+2
2) On a
2z n(n+1)
a(z) = T et b(z)= 12
et donc
(t>_2 Lo(y_ 2,1 22 L
PO=3782%\%) "1 21-% ¢ t2—1

On déduit que

2 1 1 nn+1)
o ’ _
Loov(t)=v (t)ﬁLz[lﬁLm]’U(t)Jrﬁ 21 v(t)=0
et donc ) ( D
9 ,  n(n+
t“v —|—2t[1—|—t2_1]v+ R =0.

On trouve ainsi que zg = 0o est une singularité réguliére. &

22.4 Les équations du premier ordre

Soit
u (2) +p(2)u(z) =0. (22.8)
On va considérer uniquement (sans perte de généralité) les singularités en zo = 0.
On va supposer que 0 est un point singulier isolé et on écrit p en série de Laurent

“+o0
p(z) = Z ar 2¥, V0 <|z| <p.
k=—o00
On rappelle la terminologie des séries de Laurent :

(i) si ap, = 0 Yk < 0 alors p est analytique et donc zp = 0 est un point
régulier pour la série de Laurent ;

(i) sia_, =0Vk >m+1et a_, # 0alors p aun pole d’ordre m en zy = 0;

(#4i) si une infinité de a_j # 0 alors p a une singularité essentielle en zg = 0.

Comparons les singularités de p a la terminologie introduite dans la Section
22.3.
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(i) zo = 0 est un point régulier pour la série de Laurent (c’est a dire que p
est analytique) si et seulement si c’est un point régulier de (22.8);

(#i) zo = 0 est un pole d’ordre 1 pour la série de Laurent (c’est & dire que
zp(z) est analytique) si et seulement si ¢’est une singularité réguliere de (22.8) ;

(#ii) zo = 0 est un pole d’ordre m > 2 ou une singularité essentielle isolée
pour la série de Laurent si et seulement si c’est une singularité irréguliére de
(22.8).

On va procéder a un calcul formel (dans le sens o on aura une expression de
la forme z%, qui est holomorphe seulement si & est un entier ; elle est toutefois
holomorphe au voisinage de z = 0, mais privé du demi axe Re z < 0). La solution
générale de (22.8) est donnée par

w(z) = cexp{—/p(z)dz}

400 “+ o0
= cexp{—/lZakzk—&-a_lz_l—&-Za_kz_k dz}
+1 H—kt1
= cexp{ —a_ 110gz72ak Za k—

et donc
u(z) =cz%g(2)h(2)
ola=—a_1,

—+oo —+oo
- k-1 o O—f—1 _k
g(z)—exp{— Tz} et h(z)—exp{g T }

k=1 k=1

Dans tous les cas la fonction g est holomorphe au voisinage de 0.

Cas 1. Si 0 est un point régulier, la solution est donnée par

u(z) —cexp{ Zak 15 }

et elle est analytique.

Cas 2. Si 0 est une singularité réguliére i.e. a_1 # 0 mais a_p =0 VEk > 2,

alors
+oo zk
u(z) = cz%exp {— Zak,l ?}
k=1

est la solution (c’est & dire une puissance fois une fonction analytique).

Cas 3. Si 0 est une singularité irréguliére, alors

u(z) = cz%g(2) h(2)
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ou

+oo +oo
g(z) =exp {— aklgl zk} et h(z)=exp {Z a7£71 z_k}

k=1 k=1
et alors h a une singularité essentielle en 0.
Exemple. Si on considére
, 1
v+ —Su=0
z
on trouve alors

+oo 5=k
u(z) =exp{l/z} = ZF ..
k=0

22.5 La méthode de Frobenius pour les singula-
rités réguliéres
Soient
Lu(z) = 220" (2) + za (2)u (2) +b(2)u(z) =0
ou a et b sont des fonctions analytiques au voisinage de 0.

Exemple On va expliquer la méthode de Frobenius dans le cas de ’équation
d’Euler homogene (puis on donnera un théoréme général), c’est a dire

a(z)=a et b(z)=b.
1) On regarde le polynéome indiciel
qgw)=v(v—-1)+av+b=0.

Soient v7 et vy les deux racines telles que Rev; > Revs .
2) On doit alors considérer deux cas.

Cas 1 : v1 # vo. On cherche alors des solutions de la forme

up (2) =2"1 et wg(z) =22

Observer que les deux fonctions ne sont, en général, pas holomorphes au voisi-
nage de 0. Elles le sont si v et vy sont des entiers. Le calcul suivant est donc
formel si vy et v2 ne sont pas des entiers (toutefois il est exact au voisinage de
z = 0, mais privé du demi axe Rez < 0). En remplagant dans 1’équation, on
trouve, si ¥ = vy ou va,

L(z")=22(2")"4az(z") +b2" =w(v—1)+av+b) 2" =qv)z" =0.
Cas 2 : v; = vy = v. Ceci implique que

q(v)=q (v)=0.
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On cherche alors des solutions de la forme (les deux solutions ci-dessous ne sont,
en général, pas holomorphes au voisinage de 0; mais seulement au voisinage de
z =0, privé du demi axe Rez < 0)

up (z) =2V et wug(z) =2"+ 2"logz.

On a en effet
L(z")=qv)2z"=0

et
L (z"1og z) —22( vogz + 2¥~ 1)/+az(uz”_1logz+z”_1)—|—bz”logz
=22 (v(v—1)2""logz+ 2v—1)2"?)
—l—az(u Ve 1logz—|—z”71)—|—bzl’logz
ce qui nous conduit &

L(z"logz)=2"1ogz(v(v—1)+av+b)+22v—1+a)
=q)z"logz+q¢ (v)z" =0. @&

On va maintenant généraliser ceci au cas suivant.
Théoréme 22.4 Soient
Lu(2) = 220" (2) + za (2)u' (2) +b(2)u(2) =0 (22.9)

ol a et b sont analytiques au voisinage de 0 avec rayon de convergence au moins
ro . Soit le polyndéme indiciel défini par

qgw)=v(r—-1)+a(0)v+5b(0) (22.10)
et soient vy et vy (avec Revy > Revs ) les racines de ce polynome. Soit enfin
Q={z€C:|z|<ro}\{z€C:Imz=0 et Rez <0}.

Premieére solution. La fonction

+oo
v(z) = 2" <1 + ka zk>
k=1

est solution formelle de (22.9), mais la fonction ainsi obtenue est holomorphe
dans Q. De plus la série converge pour |z| < ro. Les coefficients vy, sont obtenus
par calcul formel.

Deuxieéme solution. L’équation (22.9) a une autre solution w qui prend la
forme suivante.

Cas 1. Sivy —vs € N, alors

+oo
w(z) = 272 <1 + Zwk zk>
k=1
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est holomorphe dans Q et la série converge V |z| < ro. Les coefficients wy sont
obtenus par calcul formel.

Cas 2. Si vy — vy €N, alors
—+o0
w(z) = 2" (1 + Zwk Zk) +c¢(v1,v2)v(2)logz
k=1

qui est bien définie dans Q et la série converge V¥ |z| < ro. Les coefficients wy,
et la constante ¢ sont obtenus par calcul formel.

Remarques (i) Il est bon d’insister que si v ¢ N alors la solution n’est pas
holomorphe au voisinage de 0 (par contre elle l'est si v € N). Elle est seulement
holomorphe modulo la multiplication par z.

(ii) Le théoréme énoncé dans le cadre complexe a un pendant réel, mais
il faut étre prudent dans son interprétation. On ne va discuter ici quun cas
particulier de ’équation d’Euler. Soit ’équation

22u —dzd =0.

Noter que cette équation a deux solutions de nature différente. Les solutions sont
|nc|5 et 2° pour x € R qui sont toutes les deux des solutions C? (la deuxi¢me est
analytique, mais pas la premiére). &

Exemples (i) Equation homogéne d’Euler :

22U 4+ zaw +bu=0
et alors les solutions sont données par
w(z) =z si vy # va

v(z)=2"" w(z)=2""4+2z""1ogz siv; =v,.

Le résultat est vrai méme sia =b=0,car (v =letves=0)v=zetw=1
sont bien solutions de 1’équation.

(ii) Equation hypergéométrique :
z1-2)u"+(y—(a+B+1)2)u' —afu=0

ou encore

2 1 7_(a+5+1)z '-i-_aﬂzu

=0.
Fuitz 1—=2 v 1—=2

Son polynome indiciel est
gv)=v(v—-1)+yr=0 = v=0etv=1-—1.
On a donc une des solutions analytique dans |z| < 1 qui est donnée par

v(z)=F (o, 8,7, 2).
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L’autre solution est, si 1 —y ¢ N et v #0,—1,—2,--- , donnée par
+oo
w(z) :Zli’yF(l—"_OK—’y’ 1+ﬁ_75 2_'77 Z) :Zliv Zakz}c.
k=0

(iii) Equation de Bessel :
2u+zu + (22 —nP)u=0
et son polyndéme indiciel est donné par

2 2

qW)=vv—-1)+v-ni=v>-n? = v=+n.
Donc, si n = 0, le calcul formel
oo p 22k
Jo () = ];)(_1) (2,%!)2

fait dans la Section 22.2 est vrai pour Vz € C. La deuxiéme solution est obtenue
grace au théoréme (si n = 0)

+oo k
Ko (z)=— (_kl') <1+%+~-~+%) (g)Qk—i-logz-Jo(z). [
k=1 ’

Démonstration (Théoréme 22.4). On ne va démontrer que le cas 1, le cas
2 étant trés semblable. On suppose donc que v; — vo ¢ N.

Etape 1 (Calcul formel). On cherche des solutions de la forme

+o00
u(z) =2z" <1+ Zunz"> .
n=1

Ecrivons
+o0 00 +oo foo
AEED SIETIS SRS ISR SIS S
n=0 n=1 n=0 n=1

On trouve donc

—+o0 +o0o
u (2) =vz't (1 + Zun z”) + 2¥ Z N, 2"t
n=1

n=1

+oo

+oo
W (z) = vv—1)2""2 (1 + Zunz"> +2v2v7t Znun P
n=1

n=1

+oo
+z Z n(n—1)u, 2" 2
n=1
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Ceci nous donne par conséquent

0= Lu(z) = 2"u" (2) + za(2)u' (2) +b(2) u(2)

—+o0 —+oo
viv—1)z <1+Zun >+2uz”2nunz"+z”2n(n1)unz"
n=1 n=1

+oo
vz’ <1+Zunz”> + 2¥ Zn Up 2"
+Oon:1 +O::1
+ 2 <1+Zunz"> bo—l—anz”].
n=1 n=1

En simplifiant par z¥, on trouve

“+o0
n
ag + Z Ay 2
n=1

0=[ (v—1)4+vagp+ b

+Z viv—=1+2vn+nn—1)+ (v+n)ag+ bo] up 2"

V(l—i—Zun )—i—Znun [Zan
+oo

+<1+Zunz"> [anz”]

n=1

Il y a quatre termes que nous transformons séparément (rappelons que v = v
ou vy).

1) Le premier terme (le terme constant) est nul car
gw)=v(v—-1)4+vap+b=0.

2) On peut réécrire le deuxiéme terme comme

“+oo
Zq(u—i—n)unz”
n=1
car
qlv+n) = wWH+n)w+n—-1)+w+n)ag+bo

= viv=-1)4+2vn+nn—-1)+w+n)ay+bp.

3) Le troisiéme terme

Zya 2"+

$ ][]

n=1
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peut étre transformé comme suit. On observe que

+oo “+o0o +oco n—1
E ap 2" E B,z = E g [an—k Bi] 2
n=1 n=1 n=1 k=1

et donc le troisiéme terme s’écrit

+oo +oon
Zl/an ZZ v+ k) a,_gug 2"
n=1 k=1

n=1 =
qu’on peut réécrire (se rappeler que ug = 1)

+ocon—1

Z Z [(v+ k) an_kug] 2"

n=1 k=0

4) Enfin le quatriéme s’écrit

+o0 +o0 +oo
Z bn 2" + Z U, z"] [Z by, z"]
n=1 n=1 n=1

et donc
+oo n—1

Zb DY bpguk 2"

n=1 k=1
qu’on peut réécrire (se rappeler que ug = 1)

+oco n—1

Z Z bn—k Uk z".

n=1 k=0

En résumant et en égalant tous les coefficients des termes en 2™ a 0, on

trouve
n—1

gv+n)u, = —Z[(u—l—k)an_k—l—bn_k} U - (22.11)
k=0

Donc si g (v + n) # 0 (d’ou la raison, comme ¢ (v) = 0, qu’on étudie séparément
les cas ol v1 — vy = n), on peut résoudre (22.11).

Etape 2 (Convergence). Rappelons que v; —vs ¢ N et
qgw)=v(v—1)4+vag+by=—rv1)v—r) (22.12)

et que les coefficients de u sont donnés par ug = 1 et par (22.11). On a supposé
que si v = vy ou vy, alors ¢ (v 4+ n) # 0, Vn. Il s’agit donc de montrer que

E ug 2¥  converge pour tout |z| < g .
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Soit p < 19. Comme les séries > a, 2" et Y by, 2™ convergent pour |z| < rg, on
a qu'il existe M > 0 tel que

lalp?, |bjlp < M, Vj. (22.13)
Par ailleurs, comme (22.12) a lieu, on a
lg(vi+n)| = n(n+vi—vo)| Znln—|r1 —va|
et
a(s+)| 2 nln — o1 — vl
En retournant a (22.11) on a (ceci est valable pour v = v; ou vs)

nin — v = val| fun| < funllg (v +n)l Z (W] + k) lan—k] + [bn—r[] ug]

En utilisant (22.13), on a

nln —|vr = vol| fun| < M Y7 (0] +k+1) PP ful .
k=0

On définit alors v, =1 et 7,, > 0 par

n—1

nln =l —vall v = M S (Wl 4 k1) Py (22.14)
k=0

11 est facile de voir, par induction, que |u,| < 7,, . Par conséquent pour conclure
la démonstration il suffit de montrer que

Z’yk 2% converge |z| < 1o

(on aura alors immédiatement que > uy, z* converge). Pour cela on écrit (22.14)
pour (n+1)

(n+1)In+1— v —vall Ypi1 =M > (W +E+1) "y,
k=0
=7, [M ([ +n+1)+nln— vy — vl p~"
On a alors

’ 7n+1 Zn+1

Vn 2"
et donc on a convergence si |z| < p. Comme p < 7¢ est arbitraire, on a bien la
convergence pour tout |z| <7rg. W

Kl

n—oo p
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22.6 Exercices
Exercice 22.1 Soit I’équation

Lu(z)=u"(2) +a(z)u +b(z)u(z) =0.
1 1
- et v (t)=u <t>
alors ’équation devient

Lo (£) = 0" (1) + E _ tiza (%)} o (8) + [t%b (%)} v () = 0.

Exercice 22.2 Classer les singularités (y compris a Uinfini) des équations sui-
vantes.

Montrer que si

(i) L’équation hypergéométrique confluente
zu" 4+ (c—2)u —au=0.

(ii) L’équation de Airy
u' +zu=0.

(iii) L’équation de Legendre
(1-22)u" —2zu +a(a+1)u=0.
(iv) L’équation de Laguerre
zu"+ (1—2)u' +au=0.
(v) L’équation de Hermite
v —2zu' +au=0.

Exercice 22.3 Trouver la solution en série entiére de

' +zu=0
{ uw(0)=¢cy et uw(0)=cy.
Donner aussi le rayon de convergence de la série.
Exercice 22.4 Soient a € C et I’équation
zu”" +(1—2)u +au=0. (22.15)

(i) Que devient ’équation si on fait le changement de variables

t:% ot U(t):u(%).
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(ii) Trouver toutes les singularités (et en déterminer leur nature) de l’équa-
tion différentielle (22.15).

(iii) Trouver une solution analytique au voisinage de 0 de ’équation (22.15).
En déterminer le rayon de convergence.

(iv) Que peut-on dire de cette solution quand a est un entier strictement
positif ?

Exercice 22.5 Trouver toutes les singularités finies (dire la nature de ces sin-
gularités) de I’équation

(z—1)(sin(m2))u" + 20"+ 2u=0.
Exercice 22.6 Soit l'équation
(1-2")u"+u=0 (22.16)

(i) Que devient l’équation, si on fait le changement de variables

t:% ot v(t)zu(%).

(ii) Trouver toutes les singularités (et en déterminer leur nature) de l’équa-
tion différentielle (22.16).

(iii) Trouver formellement (il ne sera pas nécessaire de discuter la conver-
gence de la série) une solution de l’équation (22.16) de la forme

400
u(z) = Z ey 2
k=0
qui satisfasse
u(0)=a et u' (0)=0.
Exercice 22.7 Soient
a,beR\{0,—1,-2,---}

et soit I’équation
zu" +(b—2)u —au=0. (22.17)

(i) Trouver toutes les singularités (et en déterminer leur nature) de ’équation
différentielle (22.17).

(ii) Trouver formellement une solution de l’équation (22.17) de la forme

“+oo
u(z) = Z Up 2"
n=0

qui satisfasse u(0) = 1. Donner son rayon de convergence.
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Exercice 22.8 Soit l’équation
2+ zu — (2 + 1) u=0. (22.18)

(i) Trouver toutes les singularités (et en déterminer leur nature) de ’équation
différentielle (22.18).

(ii) Trouver formellement une solution de l'équation (22.18) de la forme

u(z) = -Ii:.o Up 2"
n=0
qui satisfasse v’ (0) = 1. Donner son rayon de convergence.
Exercice 22.9 Soit l’équation (A € R)
(1-22)u" —zu' + Au=0. (22.19)

(i) Trouver toutes les singularités (et en déterminer leur nature) de ’équation
différentielle (22.19).

(ii) Trouver formellement une solution de l’équation (22.19) de la forme

+oo
u(z) = Z Up 2"
n=0

qui satisfasse v’ (0) = 0. Donner (en fonction de \) son rayon de convergence.
Exercice 22.10 Soit I’équation
dzu"+(2—2)u=0. (22.20)

(i) Trouver toutes les singularités (et en déterminer leur nature) de ’équation
différentielle (22.20).

(ii) Trouver formellement une solution de l’équation (22.20) de la forme

qui satisfasse u (0) = 0 et v’ (0) =1 (on pourra se contenter de donner le terme
Up+1 en fonction du terme uy, ). Donner le rayon de convergence de la série.

Exercice 22.11 Soit l’équation (A € C)
2+ (2P + A u=0. (22.21)

(i) Trouver toutes les singularités (et en déterminer leur nature) de l’équation
différentielle (22.21).

(ii) Trouver formellement une solution de l’équation (22.21) de la forme

+oo
u(z) = Z Up 2"
n=0

quand X = —6. Donner son rayon de convergence.
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Exercice 22.12 Soit

Lu(z) = (1=2*)u" (z) —zu/ (2) + u(z) =0
w(0)=1 et o (0)=u"(0)=0.

(i) Que devient l’équation Lu (z) = 0 si on fait le changement de variable

t:% et v(t)zu(%).

(ii) Trouver toutes les singularités (et en déterminer leur nature) de l’équa-
tion différentielle Lu (z) = 0.

(iii) Trouver une solution du probléme de la forme

+o0o
u(z) = Z Up 2"
n=0

et déterminer son rayon de convergence.
Exercice 22.13 Soit

Lu(z) = 2" u" (2) + 22 u” (2) + (2* = 2) u(2) =0
v (0)=1 et u(0)=4(0)=u"(0)=0

nn

o u"" = d*u/dz* et idem pour les autres dérivées.

(i) Que devient l’équation Lu(z) =0 si on fait le changement de variable

t:% et v(t)zu(%).

(ii) Trouver toutes les singularités (et en déterminer leur nature) de l’équa-
tion différentielle Lu (z) = 0.

(iii) Trouver une solution du probléme de la forme

+oo
u(z) = Z Up 2"
n=0

et déterminer son rayon de convergence.

22.7 Corrigés

Exercice 22.1 On a
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et

On déduit ainsi que

Lu(z) = v 2)+a(z)u +b(2)u(z)

|
N»ul*—‘
S
Q| =
N~
+
/N
N@lw
|

IS
2|~
NN
S—
~_
C\
7 N\
Q| =
~_
Jr
S
~
S~—
4
/T\
'

En posant z = 1/t on trouve que

Lu G) =t1o" (t) + <2t3 —t*a (%)) v (1) +b (%) v (t)

et donc en divisant par ¢* on obtient que

Loov (8) = 0" (1) + E - tlQa (%)] o (8) + [%b (%)] V() =0. &

Exercice 22.2 (i) zp = 0 est une singularité réguliere. A Pinfini ’équation
devient

Il s’ensuit que zp = oo est un point singulier irrégulier.

(ii) Pas de singularités finies. A I'infini I’équation devient
2.1 ! 1
tu” 4+ 2t + FU= 0.

Il s’ensuit que zp = oo est un point singulier irrégulier.

(ii) Montrons que zo = *1 sont des singularités régulieres. Montrons ceci
pour zp = 1 lautre étant analogue. Multipliant 1’équation par };j I’équation
devient

2 _

z u,+a(a+1)(1 z)
14z 14z

d’ot le résultat. On a, par ailleurs,

(z—1)2u" +(z—1) u=0,

2z ala+1)
(B =1z o Ve =77
et donc ) Y

29— —a(lft)=2———L _—94 =
7o/ i S teEa

1 ala+1)

— (1)) = 12T

t2 (/) tQ_l

Ainsi zp = 0o est une singularité réguliére.
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(iv) zo = 0 est une singularité réguliere. On a

1—=2 «Q
= t b(z)=—
a(z)=—— ot b(z)="2
et done 1 11-1/t t—1
2——a(l/t)=2—->-—"=92-——
A t 1/t t
1 «
=b(1/t)=—.
Zb(1/1) =2
Ainsi zyp = oo est une singularité irréguliére.
(v) Aucune singularité finie. On a
1 2
2—?(1(1/t)=2+t—2
1 «
I b(1/t) = ok
Ainsi zg = oo est une singularité irréguliere. &
Exercice 22.3 On cherche des solutions de la forme u (z) = Zi% cn 2" On
obtient
+00 too
u'(2) +zu(z) = Z nn—1)c, 2" %+ Z cp 2"
n=2 n=0
“+oo
= 2c+ Z [(n+3) (n+2)cars +cn) 2"
n=0
On trouve donc ¢ = 0 et
Cn
Cnyg =—7—————, n>0.
BT 3 (n+2)

Par induction, on trouve que
C3k = akCo, Cakr1 =bgcr et czpp2 =0
otll on a posé ag = by = 1,

W 1T, (31— 2)

R, (31— 1)
(3k)! ’

a = (=1) Bk 1)

et by = (—1)

Pour finir, on a donc que

+o0o +o00
u(z) = co (Z ay, 23k> +c1 <Z by z3k+1> .

k=0

Le rayon de convergence est infini par le Théoréme 22.1 ou par un calcul direct
(regle de d’Alembert). &
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Exercice 22.4 (i) L’équation devient
2,1 / a
t“v —|—(t—|—1)v—|—?v:0.

(i1) On voit donc que zy = 0 est une singularité réguliére et zp = oo une
singularité irréguliére.

(#i) On pose
+oo
u(z) = Z cn 2"
n=0

En remettant dans ’équation, on trouve

n—a

—5Cn,
1)?

n=0,1, -
(n+

Cnt+1 =
ou encore
Co

n—1
Cp = (k—a), n=1,2,---
(n!)Q;c[[o

Le rayon de convergence est obtenu par
n+1
. Cny1 2|
lim —————
cn |2]

=0

est donc il est infini.

(iv) Si a est un entier, on trouve que la solution est un polynome de degré

a. M

Exercice 22.5 Les singularités éventuelles sont quand
(z—1Dsin(nz)=0 <& z=mnavecn€Z.

On remarque toutefois que z = 0 est une singularité éliminable. Pour savoir la
nature des autres singularités on multiplie par

(z=n)”

(z—1)sin(mz)

On a ainsi

u=0.

2
N2, _ z(z—n) 1 Z(Z—TL)
(z=n)u"+(z—n) (z—1)sin (7 z) v (z—1)sin (7 z)
Si z =1, alors c’est une singularité irréguliére car

z(z—mn) z

(z—1)sin(m2) sin(72)
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qui n’est pas analytique en z = 1. Alors que z = n avec n € Z\ {0, 1} sont des
singularités réguliéres, car

z(z—mn) z(z—n)?
—_—_—m e —_—_—m
(z—1)sin (7 2) (z —1)sin (7 z)
sont analytiques au voisinage de z =n. &
Exercice 22.6 (i) L’équation devient

1
2. 1 / _
t“v" 4+ 2tv +m’v—0

(#) On voit donc que zp = £1 et zp = oo sont des singularités réguliéres.
(#i) On trouve ainsi

o0

(1722)1//4*’&:Z[(k+2)(k+1)6k+2+[1*k(k71)]Ck}zk:0.
k=0

On trouve par conséquent que, pour tout £k =0,1,2,--- |

Ckk—1)-1
T k)™

Comme
co=a et ¢ =0
on déduit que tous les cg;11 = 0, alors que les cy; sont donnés par
20(21—-1) -1
c = (9.
T+

On a donc, pour tout I =0,1,2,--- |

a

!
Calt2 = [H 2k (2k —1) = 1] PEDIh

k=0

(iv) On sait par ailleurs, a I’aide du théoréme du cours, que la série converge,
en tous cas, pour |z| <1. &

Exercice 22.7 (i) Si on fait le changement de variables

t:§ et v(t)zu(%>

t%”—&—((2—b)t—|—l)v’—%v:0.

I’équation devient

On voit donc que zy = 0 est une singularité réguliére et zp = 0o est une singu-
larité irréguliére.
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(i) On a par hypothése up = 1 et on trouve ainsi

zu’" +(b—2)u —au

“+o0
= (bur—a)+ [0+ 1) (0 ) s — (1 -+ a) uy] 2" =0,
n=0
On trouve par conséquent que
a
Uy = g
et, pour tout n =2,3-- -,
U = —(n + ) U

On s’aper¢oit (par induction) qu’en fait

_ala+1)---(a+n) 1

(#ii) Comme
[unt1 2" |(n+a)|
lun 2| |(n+0b)|(n+1)
on a, par le critére de d’Alembert, que le rayon de convergence est infini. &

||

Exercice 22.8 (i) Si on fait le changement de variables

t:% ot v(t):u(%)

t?2+1

12
On voit donc que zg = 0 est une singularité réguliére et zp = 0o est une singu-
larité irréguliére.

I’équation devient

2"+t — v=0.

(#i) On a par hypothése u; = 1 et on trouve ainsi

20+ 20 — (22 +1)u

“+o00
= Zn(n— 1wy, 2™ +
n=2

+oo
— g U”ﬂ*Q Zn —
n=2

400
uy 2 + Z nu, 2"
n=2

—+oo
uo—&—ulz—l—Zunz"]

n=2

ce qui implique

0=2%u"+z2u — (22+1)u
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On trouve par conséquent que
ug = 0

et, pour tout n =2,3---,
Unp—2
n2—1"

On s’aper¢oit (par induction) qu’en fait

Up =

— U1 = 1
e Uk = S e DR T 28 (k- DR

u2k:0

(i1i) Comme

luses 223 2%k (k4 1)k

2 1 2
N R el R ) A )

E

on a, par le critére de d’Alembert, que le rayon de convergence est infini. &

Exercice 22.9 (i) On remarque que zp = %1 sont des singularités réguliéres.
Montrons cela pour zy = —1 (on procede de la méme fagon pour zy = 1). Ceci
suit immédiatement du fait que I’équation peut étre écrite comme

1
RPN CES)

—0.
1 -1

(z+1)2u”+(z+1)z

Montrons maintenant que zy = 0o est aussi une singularité réguliére. Si on fait
le changement de variables

t:% ot U(t):u(%)

I’équation devient

1 A
2,1 /
+t|2+ + =0.
t v t( o) 1>v 21" 0

On voit donc que zg = oo est bien une singularité réguliére.

(#) On trouve

(1 —22) v —zu +Au

+o00o +oo +oo
— (1 — 22) [Zn(n— 1D up, 2"2] —z lZnun 2P N Zunz"]
n=2 n=1 n=0
+oo
= Z [(n+2) (n4+ 1) upi2 + (A —n®) up) 2"
n=0

Comme (1 - 22) u” — zu' + Au =0, on déduit que, pour tout n =0,1,2---,

" _ (nQ—/\)un
T ) (n+ 1)
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Par hypothese nous avons v’ (0) = u; = 0 et donc

(4527)\)1@8
2(s+1)(2s+1)"

Ugsy1 =0 et ugsyo =

On s’aper¢oit (par induction) qu’en fait pour s > 1

26 (@52 = N)]uo T2 (4% = )] w

YT L, 25— 1) 29!

On note aussi que si A = 4m? pour un certain m € N, alors
ugr42 = 0 pour tout I > m.

(iii) Si X = 4m? pour un certain m € N, alors la solution est un polynome
et donc le rayon de convergence est infini. Dans tous les autres cas on écrit

B R R

2
|U2s 225| N 2(S+1) (2s+1) * s——>>oo |Z|
et on déduit, par le critére de d’Alembert, que le rayon de convergence est 1. &

Exercice 22.10 (i) On remarque que zg = 0 est une singularité réguliére. Ceci
suit immédiatement du fait que I’équation peut étre écrite comme

4220 +2(2—2)u=0.

Montrons maintenant que zy = oo est une singularité irrégulieére. Si on fait le
changement de variables
1
et v(t)=u (;)

2t -1
412

On voit donc que zy = oo est bien une singularité irréguliére.

N

I’équation devient

2"+ 2t0 + v =

(#i) On trouve

+oo ! +oo u +oo
v (z) = eizunz" =e2 Z?"Z"A—Znunz"*l
n=0 n=0 n=1

Comme u (0) = 0 et v’ (0) = 1, on obtient

up=0 et wu; =1.
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La dérivée seconde s’écrit
" z -~ Un n = n—1 /
u (z)z(e2 [ 5 ? —i—Znunz )
s S w n o n-1 RS Un n—1 < n—2
_62[ — 2" +Zn +Zn72 +Z:1n(nfl)unz ]

n=1 n=1
+oo

:e%[ +Znun”1+z (n—1)uyz 2].
n=1

Ainsi, en simplifiant par e*/2 dans 'équation 4 zu" + (2 — z)u = 0, on trouve
+oo +oo
O:[Zunznﬂ—&—élZnun —|—4Z (n—1)uyz 1]
n=1 n=1
“+ o0 “+o0
2 Z Uy 2" — Z uy 2"
n=1 n=1

Ou en d’autres termes

+o0 +o0o
Z(2n+1)unz"+22n(n7 Du, 2" 1 =0
n=1 n=2
ou encore -
Z [(2n+ 1) up +2n(n+ 1) ups1] 2" = 0.
n=1
En résumé on a ug =0, u; =1 et pour n > 1
(2n+1)
Uptl = —0———= Uy,
1 2n(n+1)
(#i) On constate que
Uppq 2T 2 1
|41 \:(”+)|Z|HO

et on déduit, par le critére de d’Alembert, que le rayon de convergence est co.
Exercice 22.11 (i) Cas 1 : A = 0. Dans ce cas I'équation est u” + 22u =0 et
donc il n’y a pas de singularité finie.

Cas 2 : X # 0. On a donc que zg = 0 est une singularité réguliére.

Montrons maintenant que zy = oo est une singularité irréguliére. Si on fait
le changement de variables

t:% ot U(t):u(%)
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I’équation devient

1
2o +2¢0 + <t—4+/\)v—0.

On voit donc que zy = oo est bien une singularité irréguliére.

(#i) On trouve

“+o00 +oo “+oo
224" + (z4+)\)u: Zn(nf 1)unz"+2unz”+4+>\ Zunz"
n=2 n=0 n=0
=A(uo 4+ u12) + (24N uz 2> + (6 + \) uz 2°)
“+oo
+ Z [(n2 -n+ )\) Uy, + un,d Z".
n=4

Comme 22 u” + (z4 + /\) u = 0, on déduit que,
Aug = Auy =0, (2+/\)UQ:(6+>\)U3:O

et pour tout n =4,5,6,---,

W — —Un—4
" m2—n+N)’
Comme A = —6, on infére que ug = u; = ug = 0 et ug est libre. Par conséquent

on trouve que, pour n =1,2,3,-- -,

Udp = Udpt1 = Usnt2 = 0

—Ugn—1 __ TWn-1 —Ug(n—1)+3
(4n+3)% — (4n+3) — 6) 16n%2 +20n  4n(4n+5)

u4n+3 - (

et donc, par induction

" B (—1)" ug
T () [T, (4k +5)

Finalement le rayon de convergence est infini car, par le critére de d’Alembert,

e i L ER

|Ugn_1 2471 16n2 + 20n n—00

Remarque Noter que ce calcul est consistant avec la méthode de Frobenius, car
les racines du polynome indiciel ¢ (v) =v (v — 1) — 6 sont v; =3 et vo = —2 et
donc la solution correpondant & v = 3 est bien de la forme

“+o0
u(z) =2 Zﬂnz”
n=0

et c’est la seule qui soit holomorphe dans C. &
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Exercice 22.12 (i) Comme

—1 1 1 1 2 1
v@=37(3) o5 (3) 5 ()
-1 1 6 1 6 1
o= (D) -5 (3) -5 (2)

I’équation devient

et

Lu(z) = (1= 2*)u" (2) — 2/ (2) + u(z)
- (12; 23) o (%) - 6(12—5 23) y (%)
L;Z?’Ml] (e ()

Lo@) = (£ —t)v" ) +6 (2 —t°) " (t) + (Tt —6t*) v/ (t) + v (t) = 0.

+

et donc

(ii) Les singularités finies de 1’équation sont quand z® = 1, i.e. z = e2kmi/3,

k =0,1,2. Ce sont clairement des singularités réguliéres. Par la question précé-
dente on voit tout de suite que zp = oo est une singularité réguliére car

Lo(t) =t (1 =) 0" () +6* (L —t3) 0" (t) +t (T—6¢*) ' (t) + v (t) = 0.

(#7i) On cherche une solution de la forme

+oo
n=0

On doit avoir
u(0)=uy=1 et u'(0)=u; =u"(0)=uy=0.
On a par ailleurs que

+o0
zu' () = Znun 2"
n=1

“+oo
u" (z) = Z m+3)(n+2)(n+1)uyys 2"

n=0

—+oo

2" (z) = Zn(n —1)(n—2)u, 2"

n=3
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En remettant dans 1’équation, on trouve

+o0
Z(n—l—?)) (n+2)(n+1)upps 2"

n=0

+o0o
:Z[n(n—1)(n—2)+n—l]unz”—i—ulz—i—QquQ—(uo—i—ulz—i—quQ).
n=3

En se rappelant que ug = 1 et u; = us = 0 on trouve que

_—1 us=u5=0 et wu = (n—1)3un
3 4 =Us = "+5_(n+3)(n+2)(n—|—1)

Uz = sin > 3.

On s’apercgoit alors que ugg11 = usgkr2 = 0 et, pour tout k =2,3,--- |

O @E-2?EE—7)% 5% T (3i—1)°
sk = (3k)! T 3k

Par le critére de d’Alembert, on s’apergoit immeédiatement que le rayon de
convergence est 1 (ce qui est en accord avec le Théoréme 22.1 du cours). &

Exercice 22.13 (i) On trouve que

1 1 6 1 1
" - " " ’
u(e) =~ 5 (‘) ~ 5" (‘) — v (‘)
1 1 12 1 36 1 24 1
" _ " " 1 /
wE) =R (‘) tF (‘) tE (‘) T (‘)
Comme Lu = z*u"" + 22 u” + (2% — 2) u, on déduit ainsi que
1 " 1 12 " 1
fuG) = (D) =72
37 1 26 1 1
+— " (—) + = <—> + (2 =2)v (—) :
z z z z z
En posant z = 1/¢, on trouve que

1
Lo (t) =t*0"" (t) + 12820 (t) + 370" (t) + 26t () + (72 — 2) v (t).
(#i) La seule singularité finie de 1’équation est en zgp = 0 et c’est une singu-
larité réguliére. Par la question précédente on voit tout de suite que zp = oo est
une singularité irréguliére.
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(#11) Supposons qu’il existe une solution en série entiere de 1’équation qui
converge pour tout z, comme

//O 1
ugzuz(')zi et u(0)=up=u(0)=u =u"(0)=u3=0

la série est de la forme

+oo “+o0 “+oo
z) = E ukzk:Zukzk:,ZQ—&—E ug 2.
k=0 k=2 k=4

On a par ailleurs que

(z —2 Zuk 22 — 222 fQZukz

“+o0

22 ( Zk — Dy 28 =222 +Zk (k — 1) uy 2"

k=4

2" (2) = Zk (k—1)(k—2) (k- 3)u 2"
k=4

En remettant dans 1’équation, on trouve

:i{[k(k—1)(/<:—2)(k—3)+k;(k;—1)—2]uk+uk_2}zk:O

et ainsi, pour tout k£ =4,5,6,---,
kk-—1)(k—2)(k-3)+k(k—1)—2ur = —ug—2.

Par conséquent, pour tout n = 1,2,---, on trouve que u2,_1 = 0 tandis que
(quand k = 2n + 2)

(20 +2) 2+ 1) (20) (20 — 1) + (20 +2) 20+ 1) — Zuzer = —uzs

et donc (par induction)

Unpio = % ﬁ [(2n42)(2n+1)(2n) 2n— 1)+ 2n+2) (2n+1) — 2"

Le rayon de convergence est clairement infini, par le critére de d’Alembert, car

Junaf |2 ES

[uan| |Z\2" - [(2n+2)(2n+1)2n)2n— 1)+ (2n+2)(2n+1) — 2]’

ce qui est en accord avec le Théoréme 22.1 du cours. @
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