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B.2.2 H dépendant du temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs du cours

La physique des solides est l’étude des propriétés des corps condensés dans leur
phase solide, c’est-à-dire dans la phase où la position relative des noyaux est fixée
en moyenne. Cette définition exclut les liquides mais comprend des corps amorphes
comme les verres, ou des objets partiellement ordonnés comme les cristaux liquides.
Par propriétés on entend la façon dont les solides se comportent en présence d’une
stimulation extérieure qui peut être une action mécanique, une impulsion de chaleur
ou un champ électromagnétique au sens large (champ électrique, champ magnétique,
onde électromagnétique). Ce sujet est extraodinairement vaste, et il est indispensable
de faire des choix. L’objectif de ce cours est double :

1. Développer des outils et des concepts modernes qui permettent d’aborder les
problèmes d’actualité en recherche fondamentale et appliquée en physique des
solides (seconde quantification, fonctions de Green, diagrammes de Feynman,
transformations canoniques,. . . )

2. Les utiliser pour étudier un certain nombre de problèmes sélectionnés pour
leur intérêt intrinsèque (magnétisme, supraconductivité,. . . ).

Le premier point n’est pas la seule façon de procéder. En effet, pratiquement tous les
phénomènes découverts dans les solides peuvent, une fois qu’ils ont été parfaitement
compris, être décrits par des méthodes élémentaires agrémentées des ingrédients
appropriés. Il est donc tout à fait possible de faire un cours de physique des so-
lides avancé sans recourir à ces techniques sophistiquées. Ceci dit, ces outils sont
d’utilisation courante pour ne pas dire systématique dans la littérature scientifique
contemporaine. Par ailleurs, ils sont indispensables pour se convaincre de la va-
lidité des descriptions plus simples des phénomènes. C’est ce qui justifie le choix
de les développer de façon détaillée pour qu’ils puissent être utilisés dans d’autres
contextes. La contrepartie, c’est que certains sujets ne pourront pas être abordés.
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.2 Electrons indépendants dans un potentiel périodique

1.2.1 Théorème de Bloch

Première formulation

Un grand nombre de mystères ont été élucidés en physique du solide en représentant
le gaz d’électrons comme un gaz de fermions sans interactions évoluant dans un po-
tentiel périodique. Le théorème fondamental de ce point de vue est le théorème de
Bloch : on cherche les solutions de l’équation de Schrödinger

(
− ~

2

2m
∇2 + U(r)

)
ψ(r) = εψ(r)

où U(r) est un potentiel périodique (U(r + R) = U(r) si R =
∑

j njaj avec aj 3
vecteurs linéairement indépendants).

Théorème de Bloch : les solutions sont de la forme

ψk(r) = eik.ruk(r)

où uk(r) est une fonction qui a la même périodicité que U(r).

Démonstration : voir cours de 3ème année et exercices.

Seconde formulation

Pour cela introduisons l’opérateur de translation TR défini par

TRψ(r) = ψ(r + R) (1.1)

Mais si R =
∑
j

njaj, cet opérateur commute avec H. En effet,

Ta
∂2ψ

∂x2
(x) =

∂2ψ

∂x2
(x+ a)

et

∂2

∂x2
Taψ(x) =

∂2

∂x2
ψ(x+ a) =

∂

∂x


∂ψ
∂x

(x+ a)
d

dx
(x+ a)

︸ ︷︷ ︸
=1




=
∂2ψ

∂x2
(x+ a)

d

dx
(x+ a)

︸ ︷︷ ︸
=1

⇒ Ta

(
− ~

2

2m
∇2ψ(r)

)
= − ~

2

2m
∇2Taψ(r)
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Ceci est vrai quel que soit a, donc en particulier pour les translations du réseau.
Ainsi, TR commute avec − ~2

2m
∇2.

Par ailleurs,

TRU(r)ψ(r) = U(r + R)ψ(r + R)

= U(r)ψ(r + R) = U(r)TRψ(r)

Donc TR commute avec H. Mais si des opérateurs commutent, on peut les diago-
naliser dans une base commune. Cherchons donc les fonctions propres de Taj

. Elles
doivent satisfaire :

Taj
ψ(r) = λjψ(r)

Avec les conditions aux limites de Born-Von Karman :

ψ(r +Njaj) = ψ(r)

pour un système ayant N = N1N2N3 mailles élémentaires, on doit avoir :

TNj
aj
ψ(r) ≡ ψ(r +Njaj) = ψ(r)

Mais TNj
aj
ψ(r) = λ

Nj

j ψ(r) ⇒ λ
Nj

j = 1 ⇒ λj = e
i 2π

Nj
mj

Finalement, TRψ(r) = e

P
j
i 2π

Nj
mjnj

ψ(r)

L’expression 2iπ
Nj
mjnj peut se mettre sous la forme ik.R avec k =

∑
j

mj

Nj
a∗j où les

vecteurs a∗j sont définis par :

ai.a
∗
j = 2πδij

Ils définissent le réseau réciproque.

Ceci nous amène à la deuxième formulation du théorème de Bloch :

ψk(r + R) = eik.Rψk(r)

dont on montre aisément qu’elle est équivalente à la première.

Equivalence des deux formulations

Les deux formulations du théorème de Bloch sont bien équivalentes :

1. Supposons que ψk(r) = eik.ruk(r), où uk a la périodicité du réseau. On a :

ψk(r + R) = eik.Reik.ruk(r + R)

= eik.Reik.ruk(r) = eik.Rψk(r)



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

2. Réciproquement, supposons que :

ψk(r + R) = eik.Rψk(r)

et définissons la fonction uk(r) par :

uk(r) = e−ik.rψk(r)

On a :

uk(r + R) = e−ik.r e−ik.Rψk(r + R)︸ ︷︷ ︸
ψk(r)

= uk(r)

⇒ uk est bien périodique.

Zones de Brillouin

Soit G =
∑
j

mja
∗
j un vecteur du réseau réciproque.

G.R =
∑
j

2πmjnj ⇒ eiG.R = 1 ⇒ ei(k+G).R = eik.R

Il en découle que deux vecteurs d’ondes k conduisent à la même solution s’ils ne
diffèrent que par un vecteur du réseau réciproque. On peut donc se limiter à une
maille élémentaire du réseau réciproque, par exemple à la 1ère zone de Brillouin.

Exemple : réseau carré de pas a.

a1 = ax̂, a2 = aŷ ⇒ a∗1 =
2π

a
x̂, a∗2 =

2π

a
ŷ

2�a� XM�a��a ��a �a
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1.2.2 Théorie des bandes

Si on cherche les solutions de l’équation de Schrödinger sous la forme ψk(r) =
eik.ruk(r), la fonction uk(r) doit satisfaire une autre équation différentielle que nous
pouvons simplement déterminer :

∇ (
eik.ruk(r)

)
= ikeik.ruk(r) + eik.r∇uk(r)

∇2
(
eik.ruk(r)

)
= −k2eik.ruk(r) + ikeik.r.∇uk(r) + ikeik.r.∇uk(r) + eik.r∇2uk(r)

= eik.r
(−k2 + 2ik.∇+∇2

)
uk(r)

[
− ~

2

2m

(−k2 + 2ik.∇+∇2
)

+ U(r)

]
uk(r) = εkuk(r)

En général cette équation a une infinité de solutions que l’on repère par un nombre
quantique supplémentaire n appelé indice de bandes. Les fonctions εnk constituent
la structure de bandes.

"1k"2k"3k k
Dans la théorie des bandes, on suppose que les électrons n’interagissent pas entre

eux. Les états propres à N électrons sont alors obtenus en plaçant un électron dans
chaque état quantique. A ce stade, il faut prendre en compte le spin 1

2
des électrons.

Chaque état quantique est repéré par son énergie εnkσ, σ =↑ ou ↓. En l’absence de
champ magnétique, et si le système a un centre d’inversion, εnk↑ = εnk↓.

De façon générale, il existe des énergies ne correspondant à εnkσ pour aucune
valeur de (nkσ). Ces énergies forment des intervalles appelés bandes interdites.

Remarque : l’existence de bandes interdites n’est une réalité que pour les solides
infinis. En présence d’une surface, il y a d’autres solutions dont l’énergie tombe dans
les bandes interdites. Il s’agit de solutions telles que :

ψ(r + R) = zψ(r)

où z est un nombre complexe de module différent de 1. De telles solutions sont a
priori possibles puisque l’opérateur de translation peut évidemment avoir des valeurs
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propres de module 6= 1. De telles solutions ne sont pas acceptables dans le volume
car leur norme diverge exponentiellement avec la taille du système, mais elles sont
acceptables en présence d’une surface si la fonction décrôıt lorsqu’on s’éloigne de la
surface. De tels états s’appellent des états de surface. Ils ont été observés et jouent
un rôle important dans les propriétés électroniques des surfaces (catalyse, . . . ). Les
conditions de Born-Von Karman, qui imposent |z| = 1, ne permettent pas de décrire
ces états de surface.

L’état fondamental d’un système volumique est obtenu en remplissant les niveaux
d’énergie en partant du plus bas. Deux cas de figure peuvent se présenter :

1. Toutes les bandes sont soit complètement pleines, soit complètement vides.
Le premier état excité est séparé du fondamental par l’énergie ∆ qui sépare la
dernière bande occupée de la première bande vide. Du coup il est impossible de
mettre les électrons en mouvement en appliquant une tension arbitrairement
petite ⇒ le système est isolant. Comme il y a 2N états par bande, ceci n’est
possible que si le nombre d’électrons par maille élémentaire est un entier pair.

2. Une ou plusieurs bandes sont partiellement remplies. L’énergie du dernier état
occupé s’appelle l’énergie de Fermi et est notée εF . Dans ce cas, la séparation
entre le dernier état occupé et le premier état vide tend vers 0 quand N →∞.
Le système peut répondre à des excitations infinitésimales. De tels systèmes
sont dits métalliques (ou conducteurs).

Cette classification est sans doute le plus grand succès de la théorie des bandes.
Avant cette théorie, l’existence de métaux et d’isolants était un grand mystère.
De très nombreuses conséquences de cette théorie ont été vérifiées. Par exemple,
cette théorie prévoit l’existence d’un ensemble de vecteurs d’onde particulier appelé
surface de Fermi défini par l’équation :

εnkσ = εF

La topologie de cette surface a des conséquences tout à fait remarquables. En parti-
culier, elle peut conduire à une conduction par trous, et donc à un coefficient de Hall
positif, un résultat tout à fait incompréhensible dans le cadre de la théorie de Drude
ou de Sommerfeld. Elle a également des conséquences directes sur les oscillations
de de Haas-Van Alphen (oscillations de l’aimantation des métaux en fonction du
champ magnétique) ou de Chubnikov-de Haas (oscillations de la magnétorésistance
en fonction du champ).

Par ailleurs, la densité d’états au niveau de Fermi peut être très éloignée de sa
valeur dans le cadre de la théorie de Sommerfeld. Elle est en effet donnée par :

gn(εF ) =

∫

Sn(εF )

dS

4π3

1

|∇εn(k)|
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où l’intégrale est prise sur la surface de Fermi. La densité d’état peut avoir des singu-
larités si le gradient s’annule, voire des divergences en dimension 2 ou 1. Cette densité
d’états intervient directement dans des quantités comme la chaleur spécifique :

cv =
π2

3
k2
BTg(εF )

ou la susceptibilité de Pauli :
χ = µ2

Bg(εF )

Enfin, la théorie du transport, dite théorie semi-classique, qui en découle permet
d’expliquer de nombreuses propriétés.

Pourtant, il n’est pas possible d’en rester à cette approche d’électrons indépendants
pour deux raisons d’ordres très différents :

1. Problème de principe : l’interaction coulombienne entre électrons n’est pas
négligeable. Elle n’est même pas petite :

V (q) =
4πe2

q2
diverge pour q → 0

Comment se fait-il que l’approximation des électrons indépendants, qui consiste
à remplacer cette interaction par un potentiel moyen effectif, marche si bien
dans un grand nombre de cas ? Pour répondre à cette question, et pour com-
prendre les limites de validité de cette théorie, il est indispensable de travailler
avec des fonctions d’ondes à plusieurs particules. La seule représentation vrai-
ment pratique se fait dans le cadre de la seconde quantification (voir annexe
A).

2. Les échecs de la théorie des bandes : malgré les efforts considérables de l’époque,
dont ceux de Bloch lui-même, il a été impossible d’expliquer la supraconducti-
vité à partir de la théorie des bandes. On sait désormais qu’il s’agit d’un état
décrit par une fonction d’onde radicalement différente des fonctions propres
de la théorie des bandes (voir chapitre 5 sur la supraconductivité). C’est un
échec tout relatif dans la mesure où la supraconductivité s’explique comme
une instabilité à partir d’un état qui lui est bien décrit par la théorie des
bandes. Mais il y a un échec beaucoup plus radical : certains composés ayant
un nombre impair d’électrons par maille élémentaire sont des isolants. Ceci est
rigoureusement impossible dans le cadre de la théorie des bandes. Ce problème
fait l’objet de la section suivante.

1.3 Les isolants de Mott

En 1937, donc quelques années à peine après l’apparition de la théorie des bandes
(Bloch 1929, Peierls 1929, Wilson 1931), de Boer et Verwey remarquèrent que
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Fig. 1.1 – LAPW energy bands for La2CuO4 along symmetry lines in the bct
Brillouin zone. L.F. Mattheiss, Phys. Rev. Lett. 58, 1028 (1987).

NiO, qui est isolant avec un gap de 4 eV environ, devrait être un métal d’après
la théorie des bandes. Pendant la discussion qui suivit l’exposé, Peierls dit qu’à son
avis c’était un effet des corrélations. Ce n’est que plusieurs années plus tard que
Mott parvint à formuler cette explication de façon précise. Depuis, de très nom-
breux contre-exemples ont été trouvés, le plus célèbre étant La2CuO4 : dopé avec
du Sr (La2−xSrxCuO4) ce composé devient supraconducteur à 40K, ce qui a valu le
prix Nobel 1987 à Bednorz et Müller.

La structure de bande de ce composé a été calculée par Mattheiss en 1987 (voir
figure 1.1). Comme il y a un nombre impair d’électrons par maille élémentaire, une
bande au moins doit être partiellement remplie. C’est effectivement le cas : une
bande est demi-remplie.

Pour comprendre cette structure de bandes, le plus simple est de considérer le
solide comme une collection d’atomes. Chaque atome a des orbitales plus ou moins
remplies.

La : [Xe] 6s2 5d1

Cu : [Ar] 3d10 4s1

O : 1s2 2s2 2p4

La position relative des orbitales externes des atomes décide du remplissage dans le
solide. Il se trouve que les orbitales 2p de l’oxygène sont plus basses que les orbitales
externes de Cu et La. Du coup, les configurations électroniques dans le solide sont
les suivantes :
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La3+ : [Xe]
Cu2+ : [Ar] 3d9

O2− : 1s2 2s2 2p6

Au total, La3+
2 Cu2+O2−

4 est neutre !

Par ailleurs, les intégrales de transfert entre certaines orbitales 3d du cuivre et
2p de l’oxygène sont importantes (' 1 eV ), et la séparation entre les niveaux ato-
miques n’est pas trop grande (' 2 eV ). Du coup, l’hybridation entre ces orbitales
est significative, et le niveau de Fermi tombe dans une région en énergie où il y a 17
bandes : 5 venant des niveaux 3d du cuivre, et 12 (4×3) venant des niveaux 2p des
quatre oxygènes de la maille élémentaire. Cette façon de voir la structure de bandes
correspond à la méthode des liaisons fortes.

Cette approche est toujours possible, et elle décrit très bien la structure de bandes
de nombreux métaux. Pourquoi échoue-t-elle à décrire correctement le fondamental
de nombreux composés comme La2CuO4 ? L’argument central dû à Mott consiste à
étudier les excitations électroniques d’un solide composé d’atomes d’hydrogènes en
fonction de la distance entre les atomes.

Pour simplifier, essayons de construire un solide imaginaire formant un réseau
carré à partir d’atomes d’hydrogène. La maille élémentaire comprend un atome
d’hydrogène, et il y a un électron par maille élémentaire. D’après la théorie des
bandes, le système doit donc être un métal. Pourtant, si on appelle a la distance
entre les atomes d’hydrogène, le système ne peut pas être métallique lorsque a est
grand. Essayons en effet de faire passer du courant. Il faut prendre un électron et
l’amener très loin. Pour que le système soit métallique, il faut pouvoir faire cela avec
un apport d’énergie infinitésimal. Essayons d’évaluer l’énergie qu’il faut fournir au
système pour faire cela.

Si a est très grand, on a au départ essentiellement 1 électron par site. Lorsqu’on
envoie un électron très loin, on crée un trou et un site doublement occupé :

L’énergie potentielle de cet état est à peu près donnée par :

E(H−) + E(H+)− 2E(H)

Du fait de la répulsion coulombienne entre les 2 électrons de H−, cette quantité est
strictement positive. On l’appelle en général U .
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Par contre, le système peut gagner de l’énergie cinétique : le trou peut se délocaliser,
et le site doublement occupé aussi. Si on appelle W la largeur de bande correspon-
dant à la délocalisation d’un électron sur le réseau, le trou va se mettre en bas de la
bande et gagner W

2
, et le site doublement occupé va faire de même. Ceci suppose que

la délocalisation du trou et celle du site doublement occupé se fassent de la même
façon. Ce n’est pas vrai en toute rigueur, mais l’ordre de grandeur est le même.
Cette largeur de bande peut être estimée par un calcul de liaisons fortes. L’intégrale
de transfert dominante est entre premiers voisins. Si on l’appelle −t, la relation de
dispersion s’écrit :

E(k) = −2t(cos kx + cos ky)

La largeur de bande W = 8t.

Finalement, l’énergie d’une configuration avec un trou et un site doublement oc-
cupé est égale à :

∆c = U −W

Dans cette expression, U est essentiellement indépendant du paramètre de réseau a
puisque c’est une quantité atomique. Par contre, W dépend fortement de a. Lorsque
a est grand par rapport au rayon de Bohr a0, le recouvrement dans le calcul de
l’intégrale de transfert fait intervenir la queue exponentielle des fonctions d’onde,
et t ∝ e

− a
a0 est exponentiellement petit. Dans cette limite, ∆c ' U est un nombre

positif et grand ⇒ le système est un isolant. De tels isolants s’appellent des isolants
de Mott. ∆c s’appelle le gap de charge.

Lorsque a diminue, t augmente, et il doit y avoir une valeur de l’ordre de a0 pour
laquelle U = W . En-dessous de cette valeur, le calcul de ∆c n’est plus valable. Le gap
ne peut être négatif ! L’argument de Mott prévoit donc l’existence d’une transition
métal-isolant lorsque a augmente.

Cette transition peut en principe être observée en appliquant de la pression sur
un isolant de Mott pour réduire a et augmenter t. Historiquement une transition de
ce type a été observée pour la première fois dans V2O3 au début des années 70. Il
y a d’autres ingrédients qui rendent la transition plus compliquée dans ce composé,
mais la validité de l’argument est désormais généralement admise.

Il y a une différence fondamentale entre un isolant de Mott et un isolant de
bandes. En effet, s’il faut payer une énergie ∆c pour faire une excitation de charge
dans un isolant de Mott, il n’est pas nécessaire de payer cette énergie pour faire
une excitation de spin : on peut retourner le spin d’un électron sans créer un site
doublement occupé. La description du magnétisme des isolants de Mott fera l’objet
de la partie 2. Pour décrire cette physique de façon précise dans un cadre général
incluant à la fois les fluctuations de charge et de spin, il faut posséder les outils
nécessaires à la description de systèmes d’électrons en interaction. Le formalisme le
plus adapté, la seconde quantification, est présenté dans la partie A.



Chapitre 2

Magnétisme des isolants de Mott

2.1 Introduction

Comme nous l’avons vu dans le premier chapitre, les isolants de Mott se dis-
tinguent radicalement des isolants de bandes parce qu’ils possèdent des excitations
magnétiques de basse énergie. En effet, l’état isolant correspond à une configuration
où chaque atome porte un nombre impair d’électrons, disons 1 pour simplifier, et
le spin de cet électron peut être ↑ ou ↓. Dans la limite purement atomique où les
atomes sont infiniment loin, le spectre d’excitations est très simple. Le fondamental
correspond à toutes les configurations où on a 1 électron par site. Il est donc 2N fois
dégénéré, et son énergie est égale à Nε0, où ε0, l’énergie d’un électron sur un site,
peut être pris comme référence d’énergie (ε = 0).

Le premier état excité correspond à une configuration où on a 1 site vide et 1 site
doublement occupé. Sa dégénérescence est N(N −1)2N−2, et son énergie U . Et ainsi
de suite · · ·

E = 2U · · ·
E = U N(N − 1)2N−2

E = 0 2N .

Si l’on rapproche les atomes les uns des autres, le premier effet sera de lever la
dégénérescence dans le sous espace E = 0. Le modèle minimal qui permet de décrire
cette physique s’appelle le modèle de Hubbard. Il est défini par l’Hamiltonien

H = −t
∑

<i,j>,σ

(
c+i,σcj,σ + h.c.

)
+ U

∑
i

ni,↑ni,↓.

Le premier terme est un terme de saut entre premiers voisins. C’est ce terme qui do-
mine les processus de transfert de charge lorsqu’on rapproche les atomes de l’infini.

11
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Le second terme mesure le nombre de sites doublement occupés.

Pour déterminer l’Hamiltonien effectif qui décrit la levée de dégénérescence
dans la bande du bas, il faut donc faire une théorie de perturbations dégénérées par
rapport au terme d’énergie cinétique

H0 = −t
∑

<i,j>,σ

(
c+i,σcj,σ + h.c.

)
.

2.2 Calcul élémentaire à deux sites

Pour comprendre l’effet du terme de saut, il est utile de commencer par un calcul
à deux sites, repérés par les indices 1 et 2. Il y a quatre états quantiques pour une
particule, repérés par les opérateurs créations c+1↑, c

+
1↓, c

+
2↑ et c+2↓. Construisons les

états à deux particules dans l’espace de Fock |n1↑, n1↓, n2↑, n2↓〉. Il y en a 6, donnés
par :

|1〉 ≡ |1, 0, 1, 0〉 = c+1↑c
+
2↑|0〉

|2〉 ≡ |0, 1, 0, 1〉 = c+1↓c
+
2↓|0〉

|3〉 ≡ |1, 0, 0, 1〉 = c+1↑c
+
2↓|0〉

|4〉 ≡ |0, 1, 1, 0〉 = c+1↓c
+
2↑|0〉

|5〉 ≡ |1, 1, 0, 0〉 = c+1↑c
+
1↓|0〉

|6〉 ≡ |0, 0, 1, 1〉 = c+2↑c
+
2↓|0〉

(2.1)

Par application de l’Hamiltonien complet à deux sites, il vient :

H|1〉 = 0

H|2〉 = 0

H|3〉 = −t(|5〉+ |6〉)
H|4〉 = t(|5〉+ |6〉)
H|5〉 = U |5〉 − t(|3〉 − |4〉)
H|6〉 = U |6〉 − t(|3〉 − |4〉)

(2.2)

Ces résultats sont évidents d’après la forme de l’Hamiltonien, avec simplement
une subtilité de signe liée au fait que les opérateurs fermioniques anticommutent.
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Considérons par exemple l’effet du terme c+2↓c1↓ sur l’état |4〉. Il vient :

c+2↓c1↓|4〉 = c+2↓c1↓c
+
1↓c

+
2↑|0〉

= c+2↓(1− c+1↓c1↓)c
+
2↑|0〉

= c+2↓c
+
2↑|0〉

= −c+2↑c+2↓|0〉
= −|6〉

On en déduit :

H

( |3〉+ |4〉√
2

)
= 0

H

( |3〉 − |4〉√
2

)
= −2t

( |5〉+ |6〉√
2

)

H

( |5〉+ |6〉√
2

)
= −2t

( |3〉 − |4〉√
2

)
+ U

( |5〉+ |6〉√
2

)

H

( |5〉 − |6〉√
2

)
= U

( |5〉 − |6〉√
2

)

(2.3)

Les états
(
|3〉−|4〉√

2

)
et

(
|5〉+|6〉√

2

)
conduisent à l’equation caractéristique

E(E − U)− 4t2 = 0

dont les solutions sont

E± =
U ±√U2 + 16t2

2
.

Au deuxième ordre en t, ces énergies sont données par

E− = −4t2

U
, E+ = U +

4t2

U

Le fondamental est donc un état non dégénéré d’énergie−4t2

U
, le premier état excité

est à l’énergie 0, et il est 3 fois dégénéré. Les autres états excités sont à des énergies
de l’ordre de U , plus précisément U et U + 4t2

U
. Il y a bien quatre états dont l’énergie

serait nulle si le terme de saut t était nul, ce qui correspond aux quatre états avec
un seul électron par site. Le terme de saut lève la dégénérescence en organisant le
spectre en un singulet d’énergie −4t2

U
et un triplet d’énergie nulle. C’est exactement

ce qu’on obtiendrait pour deux spins 1/2 couplés par l’Hamiltonien :

H =
4t2

U
(~S1 · ~S2 − 1

4
) (2.4)

Nous allons maintenant démontrer que c’est bien la forme de l’Hamiltonien effectif
au second ordre.
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2.3 Hamiltonien effectif

Il existe deux méthodes pour établir de façon rigoureuse la forme de l’Hamiltonien
effectif au second ordre : la méthode des transformations canoniques, et la théorie
des perturbations dégénérées. Nous utiliserons la méthode des transformations cano-
niques plus loin dans ce cours. Dans le cas présent, on peut s’en sortir en appliquant
directement la théorie des perturbations dégénérées.

Au premier ordre en H0, la théorie des perturbations dégénérées prédit que l’Ha-
miltonien effectif est donné par

< m|Heff |n >=< m|H0|n >

où |m > et |n > sont des kets du sous-espace fondamental. Mais comme nous sommes
au demi-remplissage, |m > et |n > doivent avoir un et un seul électron par site. H0,
qui fait sauter un électron d’un site à un autre, crée nécessairement un site vide et
un site doublement occupé. Ses éléments de matrice dans le sous-espace fondamental
sont donc nuls, et il faut pousser la théorie de perturbation à l’ordre suivant.

Au deuxième ordre, les éléments de matrice sont donnés par

< m|Heff |n >=
∑

|k>

′< m|H0|k >< k|H0|n >
E0 − Ek

où la somme
∑′

|k> est restreinte aux états qui ne sont pas dans le sous-espace
fondamental.

Comme H0 crée un site doublement occupé, Ek = U , ce qui implique

< m|Heff |n >= − 1

U

∑

|k>

′
< m|H0|k >< k|H0|n >

L’opérateur
∑′

|k> |k >< k| est l’identité dans le sous-espace des états ayant un
site doublement occupé. Il est commode de le remplacer par une autre représentation
de l’identité dans ce sous-espace, à savoir

∑
j nj,σnj,−σ, d’où :

Heff = H0

∑
j nj,σnj,−σ
−U H0

Considérons le j-ième terme de cette somme. Seuls les termes du type

∑

i(j),σ

c+j,σci,σ
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vont contribuer, où i(j) signifie qu’on somme sur les voisins de j. Le terme de Heff

correspondant s’écrit

− t
2

U

∑

i(j)σ′σ′′
c+i,σ′cj,σ′nj,σnj,−σc

+
j,σ′′ci,σ′′

Il y a quatre cas à considérer :

σ′ = σ′′ = σ

c+i,σcj,σnj,σnj,−σc
+
j,σci,σ = ni,σnj,−σcj,σnj,σc+j,σ.

Or

cj,σnj,σc
+
j,σ = (1− nj,σ)

car

c n = cc+c = (1− c+c)c = c =⇒ cc+ = 1− n.

Le terme du Hamiltonien prend alors la forme :

c+i,σcj,σnj,σnj,−σc
+
i,σcj,σ = ni,σnj,−σ(1− nj,σ)

Mais dans le sous espace où agit Heff , tout les sites sont occupés par un et un seul
électron. On a donc :

nj,σ + nj,−σ = 1 =⇒ 1− nj,σ = nj,−σ.

Par ailleurs, comme nj,−σnj,−σ = nj,−σ, on a finalement la contribution suivante :

c+i,σcj,σnj,σnj,−σc
+
i,σcj,σ = ni,σnj,−σ.

σ′ = σ′′ = −σ

De même,

c+i,−σcj,−σnj,σnj,−σc
+
i,−σcj,−σ = ni,−σnj,σ.

σ′′ = −σ′ = σ

c+i,−σcj,−σnj,σnj,−σc
+
j,σci,σ = c+i,−σci,σ cj,−σnj,−σ︸ ︷︷ ︸

cj,−σ

nj,σc
+
j,σ︸ ︷︷ ︸

c+j,σ

= −c+i,−σci,σc+j,σcj,−σ.
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σ′′ = −σ′ = −σ

De la même manière,

c+i,σcj,σnj,σnj,−σc
+
j,−σci,−σ = −c+i,−σci,σc+j,σcj,−σ.

En rassemblant tous les termes, il vient :

Heff =
2t2

U

∑
<i,j>,σ

(−ni,σnj,−σ + c+i,−σci,σc
+
j,σcj,−σ

)

où le préfacteur 2 vient du fait que pour chaque paire < i, j >, un terme vient du
terme nj,σnj,−σ de la somme

∑
j nj,σnj,−σ, et un terme de ni,σni,−σ.

Or les opérateurs de spin en seconde quantification s’écrivent (voir exercices) :




Szi = 1
2
(ni,↑ − ni,↓)

S+
i = c+i,↑ci,↓
S−i = c+i,↓ci,↑

et les opérateurs densité ni = ni,↑ + ni,↓. En écrivant les relations suivantes :

Szi S
z
j −

1

4
ninj = −1

2
(ni,↑nj,↓ + ni,↓nj,↑)

S+
i S

−
j + S−i S

+
j = c+i,↑ci,↓c

+
j,↓cj,↑ + c+i,↓ci,↑c

+
j,↑cj,↓

on réécrit le Hamiltonien en fonction des opérateurs de spin :

Heff =
4t2

U

∑
<i,j>

(
Szi S

z
j −

1

4
ninj +

1

2

(
S+
i S

−
j + S−i S

+
j

))
.

Mais ~Si · ~Sj = Szi S
z
j + 1

2

(
S+
i S

−
j + S−i S

+
j

)
et ni = nj = 1 dans le sous-espace fonda-

mental. Finalement, le Hamiltonien effectif prend la forme :

Heff =
4t2

U

∑
<i,j>

(
~Si · ~Sj − 1

4

)
,

A une constante près, c’est le modèle de Heisenberg défini par :

HHeis = J
∑
<i,j>

~Si · ~Sj,

avec la constante de couplage J = 4t2

U
. Cette constante est positive, et l’Hamiltonien

a donc tendance à favoriser les configurations où les spins premiers voisins sont
antiparallèles. La raison physique est très simple : si deux électrons sur deux sites
voisins ont des spins parallèles, aucun des deux ne peut sauter sur le site voisin
en raison du principe de Pauli. Par contre, si leurs spins sont antiparallèles, il est
possible pour chaque électron de sauter sur le site voisin, et ces processus permettent
d’abaisser l’énergie.
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2.4 Modèle de Heisenberg - Considérations générales

L’hamiltonien que nous avons obtenu au paragraphe précédent est un cas parti-
culier du modéle de Heisenberg qui est défini de façon générale par l’hamiltonien :

H =
∑

(i,j),α=x,y,z

Jαij S
α
i S

α
j .

Le symbole (i, j) indique qu’on somme sur les paires. Les paramètres qui déterminent
les propriétés de ce modèle sont :

1. Le signe des couplages. Si les couplages sont positifs, comme dans le cas de la
section précédente, ils tendent à aligner les spins dans des directions opposées.
On parle de couplage antiferromagnétique. S’ils sont négatifs, ils tendent
à aligner les spins dans la même direction. On parle alors de couplage ferro-
magnétique. (Attention ! Il arrive qu’on écrive l’hamiltonien avec un signe -,
auquel cas c’est J > 0 qui correspond à un couplage ferromagnétique et vice
versa).

2. L’anisotropie des couplages. Si les couplages Jx, Jy et Jz sont égaux, comme
pour le modèle de Hubbard, on parle de couplage isotrope. Sinon, on parle de
modèle anisotrope. Les cas particuliers les plus importants sont le modèle
d’Ising (Jx = Jy = 0) et le modèle XY (Jz = 0).

3. La portée des couplages. On se limite souvent à des couplages entre premiers
voisins, mais certaines situations physiques imposent de prendre en compte des
couplages à plus longue portée, avec des conséquences parfois très importantes
(voir par exemple la dernière section de ce chapitre).

4. La valeur du spin S. Dans le cas du modèle de Hubbard, on trouve un modèle
de spin 1/2. Mais le spin d’un système magnétique peut a priori prendre toutes
les valeurs 1/2 entières. Certaines propriétés dépendent de façon cruciale de
la valeur de S. Il est parfois très utile de considérer que les spins sont des
vecteurs de longueurs 1 et non des opérateurs. C’est ce qu’on appelle la limite
classique. Elle correspond d’une certaine manière à la limite S → +∞ du cas
quantique.

5. La dimensionnalité de l’espace. La plupart des propriétés importantes sont ra-
dicalement différentes suivant qu’on étudie un système de dimension 1, 2 ou
3.
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C’est en partie le nombre important de paramètres qui fait du magnétisme un
vaste sujet, et nous nous limitons à l’étude de quelques situations particulières. Il
n’y a par ailleurs que quelques situations où des résultats exacts ont pu être obtenus,
en général par des calculs très compliqués, et on est dans la plupart des cas obligé
de se contenter de méthodes approximatives pour étudier telle ou telle propriété.
La méthode à employer dépend de l’échelle d’énergie ou, de façon équivalente, de
l’échelle de température à laquelle on s’interesse. Si l’on veut étudier les propriétés
à basse température, c’est-à-dire T/J << 1, il faut essayer de déterminer l’état
fondamental et les premiers états excités. La méthode la plus utilisée est l’approxi-
mation des ondes de spin (voir section II - 2.). Si on s’interesse au contraire à des
températures de l’ordre de J ou plus grandes, tous les états jouent un rôle important,
et la connaissance des états de basse énergie ne suffit plus. Les techniques sont alors
celles de la physique statistique : champ moyen, groupe de renormalisation, etc . . .
(voir section II - 3.).

2.5 Cas ferromagnétique

On considère donc l’hamiltonien

H = −J
∑
<i,j>

~Si.~Sj, J > 0

où
∑

<i,j> désigne la somme sur les paires de premiers voisins d’un réseau de Bravais.

Si on pose ~Stot =
∑

i
~Si, cet Hamiltonien commute avec les trois composantes Sxtot,

Sytot, S
z
tot, et donc avec S+

tot = Sxtot+iS
y
tot, S

−
tot = Sxtot−iSytot et ~S2

tot = (Sxtot)
2+(Sytot)

2+
(Sztot)

2 (voir annexe à la fin de ce chapitre).

2.5.1 Etat fondamental

Cas classique :

Il est souvent très utile de commencer par étudier la limite dite classique où les
spins sont assimilés à des vecteurs classiques à 3 composantes de longueur unité.
Dans le cas d’un système ferromagnétique, l’énergie est minimale pour les configu-
rations où tous les spins pointent dans la même direction puisqu’une telle configu-
ration minimise indépendamment l’énergie de chacun des termes dans la somme.

Cas quantique :

Par analogie avec le cas classique, on va chercher à construire l’équivalent quan-
tique des états où les spins sont complètement alignés. Pour cela, on procède en 3
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étapes :

1) |m1 = S,m2 = S, ...,mN = S > est état propre.

Szi S
z
j = S2, S+

i S
−
j donne 0, on a donc l’énergie :

E = −J
∑
<ij>

S2 = −JS2
(z

2
N

)

︸ ︷︷ ︸
nb de paires

2) C’est l’état de plus basse énergie. Pour cela, il suffit d’établir que :

< ~Si · ~Sj >≤ S2

Mais

~Si · ~Sj =
1

2

[(
~Si + ~Sj

)2

− ~S2
i − ~S2

j

]

=
1

2

(
~Si + ~Sj

)2

− S(S + 1)

et le maximum de ~Si · ~Sj est donné par :

max(~Si · ~Sj) =
1

2
max

(
~Si + ~Sj

)2

− S(S + 1)

=
1

2
2S(2S + 1)− S(S + 1) = S2

3) Dégénérescence : 2NS + 1. En effet, comme S−tot commute avec l’Hamiltonien,
on obtient de nouveaux états fondamentaux à partir de l’état précédent par appli-
cations successives de S−tot jusqu’à l’état |m1 = −S,m2 = −S, ...,mN = −S >, qui
est annihilé par S−tot.

2.5.2 Etats exacts de basse énergie :

Considérons l’état
|i >= |S . . . S − 1︸ ︷︷ ︸

i

S . . . >

Il est relié à |F > par |i >= 1√
2S
S−i |F > puisque

S−i |F >=
√
S(S + 1)− S(S − 1)|S . . . S − 1︸ ︷︷ ︸

i

S . . . >
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De plus,
S+
i |i >=

√
2S|F >

Faisons agir les composantes de l’hamiltonien :

Hz|i > = −J
∑

<kl>

SzkS
z
l |i >= −JS2

(z
2
N − z

)
|i > −JS(S − 1)z|i >

= (−JS2 z

2
N + JSz)|i >= (E0 + JSz)|i >

H⊥|i > = −J
∑

j(i)

1

2


S+

i S
−
j + S−i S

+
j︸ ︷︷ ︸

=0


 |i >

= −J
2

∑

j(i)

S−j S+
i |i >︸ ︷︷ ︸

=
√

2S|F>

= −J
2

∑

j(i)

2S|j >

= −JS
∑

j(i)

|j >

Avec l’état |~k >= 1√
N

∑
i e
−i~k·~Ri|i >, ce Hamiltonien donne :

H⊥|~k > =
1√
N

∑
i

e−i
~k·~Ri(−JS)

∑

~τ

|i+ ~τ >

=
1√
N

(−JS)
∑

~τ

ei
~k·~τ ∑

i

e−i
~k·(~Ri+~τ)|i+ ~τ >

= −JS
∑

~τ

ei
~k·~τ |~k >

=⇒
H|~k > = E0|~k > +JSz|~k > −JS

∑

~τ

ei
~k·~τ |~k >

= E~k|~k >
avec

E~k = E0 + JS
∑

~τ

(
1− ei

~k·~τ
)

Remarque : Pour ~k = 0, on a E~k = E0. Est-ce possible ? Oui. Cet état s’obtient
à partir de |F > par une rotation du spin total, et l’hamiltonien commute avec le
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spin total.

Dispersion :

ei
~k·~τ + e−i~k·~τ = 2 cos(~k · ~τ), ~τ = ax̂, aŷ, aẑ

On transforme alors
∑

~τ

(
1− ei

~k·~τ
)

:

∑

~τ

(
1− ei

~k·~τ
)

=
∑
α

2 (1− cos(kαa))

= 4
∑
α

sin2

(
kαa

2

)

=⇒

E~k = E0 + 4JS
∑
α

sin2

(
kαa

2

)

Emax

E

k

2JSz

or, quand ~k est petit : sin2
(
kαa
2

) ∼ k2
αa

2

4
=⇒

E~k = E0 + JS~k2a2

La dispersion est quadratique pour les petits ~k.

Exercice : Calculer < ~k|Sxi Sxj + Syi S
y
j
~k > et < ~k|Szi Szj |~k >.

Solution : Sxi S
x
j + Syi S

y
j = 1

2

(
S+
i S

−
j + S−i S

+
j

)
, |~k >= 1√

N

∑
n e

−i~k·~Rn|n >

Regardons tout d’abord :

S−i S
+
j |~k >= 1√

N
e−i~k·~RjS−i S

+
j |j >
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or

S+
j |j >=

√
S(S + 1)− S(S − 1)|F >=

√
2S|F >

et

S−i S
+
j |j >=

√
2SS−i |F >= 2S|i >

d’où

S−i S
+
j |~k >=

2S√
N
e−i

~k·~Rj |i > .

De même, on montre que :

S+
i S

−
j |~k >=

2S√
N
e−i

~k·~Ri|j > .

On a alors :

< ~k|1
2

(
S+
i S

−
j + S−i S

+
j

) |~k > =
2S

2N

∑
n

ei
~k·~Rn

(
e−i

~k·~Rj < n|i > +e−i
~k·~Ri < n|j >

)

=
2S

2N

(
ei
~k·(~Ri−~Rj) + ei

~k·(~Rj−~Ri)
)

=
2S

N
cos~k · (~Ri − ~Rj).

On cherche alors la valeur moyenne de < ~k|Szi Szj |~k >.

Suivant la même procédure, on a :

Szj |~k >= 1√
N

(∑
n 6=j Se

−i~k·~Rn|n > +(S − 1)e−i~k·~Rj |j >
)

Lorsque i 6= j,

Szi S
z
j |~k >= 1√

N

(∑
n6=i,n6=j S

2e−i~k·~Rn |n > +S(S − 1)e−i~k·~Rj |j > +S(S − 1)e−i~k·~Ri|i >
)
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Finalement :

< ~k|Szi Szj |~k > =
1

N

∑
m

ei
~k·~Rm

( ∑

n 6=i,n6=j
S2e−i

~k·~Rn < m|n >
)

+
∑
m

ei
~k·~Rm

(
S(S − 1)e−i

~k·~Rj < m|j > +S(S − 1)e−i
~k·~Ri < m|i >

)

=
1

N

[ ∑

n6=i,n6=j
S2 + S(S − 1) + S(S − 1)

]

= S2 − 2

N
S

indépendant des indices i et j.

période ∼ 1
~k

Mode de basse énergie : Théorème de Goldstone (Symétrie continue brisée =⇒mode

dont l’énergie tend vers 0 quand ~k tend vers ~0).

Autres états de basse énergie ?

Oui, bien sûr. On peut renverser 2 spins, 3 spins, etc . . .

Problème : |~k, ~k′ >= 1
N

∑
i,j e

i(~k~ri+~k~rj)S−i S
−
j |F > n’est pas un état propre de

H. En effet, pour les états à 1 magnon, on a cherché la solution sous la forme

|Ψ >=
∑

iAiS
−
i |F > et on a vu que Ai = ei

~k·~Ri permet de diagonaliser H. Pour
les états à deux magnons on doit de même chercher la solution sous la forme
|Ψ >=

∑
i,j Ai,jS

−
i S

−
j |F >. Mais les coefficients Ai,j doivent satisfaire des équations

différentes suivant que i et j sont proches voisins où pas. Ce problème n’a pas de
solution exacte sauf en dimension 1 et pour des spins 1/2.

2.5.3 Transformation de Holstein-Primakoff

Pour S donné, on peut créer plusieurs déviations de spin sur un site → les S±i
sont plutôt des bosons que des fermions.
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Représentation exacte :





Szi = S − a+
i ai

S+
i =

√
2S

√
1− a+i ai

2S
ai

S−i =
√

2S a+
i

√
1− a+

i ai

2S

Approximations :

– on oublie que a+
i ai ≤ 2S

– on ne garde que les termes linéaires, c’est-à-dire : S+
i =

√
2Sai et S−i =

√
2Sa+

i

Vérifions les relations de commutations :

[S+, S−] = S+S− − S−S+

= 2S




√
1− n

2S
aia

+
i︸︷︷︸

1+a+
i ai

√
1− n

2S
− a+

i (1− n

2S
)ai




= 2S

[
(1− n

2S
) +

√
1− n

2S
a+
i ai

√
1− n

2S
− a+

i (1− n

2S
)ai

]

En utilisant les les relations :

a+
i aiai = (aia

+
i − 1)ai

niai = aini − ai

et

a+
i

(
1− ni

2S

)
ai = a+

i ai −
a+
i niai
2S

= a+
i ai

(
1− ni

2S

)
+
ni
2S

on obtient alors :

[S+, S−] = 2S
[
1− ni

2S
+

(
1− ni

2S

)
ni −

(
1− ni

2S

)
ni − ni

2S

]

= 2S
[
1− ni

S

]
= 2S − 2n = 2Sz.
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De même,

1√
2S

[Sz, S+] = [n,
S+

√
2S

] = −[n,

√
1− n

2S
ai]

= −n
√

1− n

2S
ai +

√
1− n

2S
ain

= −
√

1− n

2S
[n, ai] = −

√
1− n

2S
(−ai) =

S+

√
2S

Calculons à présent l’hamiltonien :

H = −J
( ∑
<i,j>

S2 − Sa+
i ai − Sa+

j aj +
1

2
2S(a+

i aj + a+
j ai)

)

= −JNz
2
S2 − JS

∑
<i,j>

(−a+
i ai − a+

j aj + a+
i aj + a+

j ai
)

= −JNz
2
S2 − JS

2

∑

i,~τ

(−a+
i ai − a+

i+~τai+~τ + a+
i ai+~τ + a+

i+~τai
)

On écrit les transformées de Fourrier :

a+
~k

= 1√
N

∑
i e
i~k·~ria+

i , a~k = 1√
N

∑
i e
−i~k·~riai

a+
i = 1√

N

∑
~k e

−i~k·~ria+
~k
, ai = 1√

N

∑
~k e

i~k·~ria~k

L’hamiltonien se réécrit alors comme :

H = −JNz
2
S2 − JS

2

∑

i,~τ

1

N

∑

~k1,~k2(
−e−i~k1·~ri+i~k2·~ri − e−i

~k1·(~ri+~τ)+i~k2·(~ri+~τ) + e−i
~k1·~ri+i~k2·(~ri+~τ) + e−i

~k1·(~ri+~τ)+i~k2·~ri
)

× a+
~k1
a~k2

= −JNz
2
S2 − JS

2

∑

~τ

∑

~k1,~k2

(
−1− e−i

~k1·~τ+i~k2·~τ + ei
~k2·~τ + e−i

~k1·~τ
)
δ~k1,~k2a

+
~k1
a~k2

= −JNz
2
S2 − JS

2

∑

~τ

∑

~k

(
−1− 1 + ei

~k·~τ + e−i
~k·~τ

)
a+
~k
a~k

Finalement,

H = E0 +
∑

~k

ε~k a
+
~k
a~k
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avec

ε~k = JS
∑

~τ

(
1− ei

~k·~τ
)

Interprétation : On se place dans la représentation nombre d’occupation des bo-
sons.

|0, · · · , 0 > → état fondamental

|0, · · · , 1︸︷︷︸
~k

, · · · , 0 > → état à un magnon

|0, · · · , 1︸︷︷︸
~k1

, · · · , 0, · · · , 1︸︷︷︸
~k2

, · · · , 0 > → état à deux magnons · · ·

Thermodynamique des ondes de spins :

< Szi >= S− < a+
i ai > avec a+

i ai = 1
N

∑
~k1,~k2

e−i~k1~ri+i~k2~ria+
~k1
a~k2 .

L’aimantation est donnée par :

< m > =
1

N

∑
i

< Szi >= S − 1

N2

∑
i

∑

~k1,~k2

e−i
~k1~ri+i~k2~ri < a+

~k1
a~k2 >

= S − 1

N

∑

~k

< a+
~k
a~k >

= S − 1

N

∑

~k

1

eβε~k − 1

= S − 1

(2π)D

∫
d~k

eβε~k − 1
,

avec β = 1
kBT

.

On se rappelle que ε~k ∼ JSa2k2. Evaluons la contribution des petits vecteurs
d’ondes :

< m >= S − aD

(2π)D

∫

|~k|≤k0

d~k

eβJSa2k2 − 1︸ ︷︷ ︸
I

− aD

(2π)D

∫

|~k|>k0

d~k

eβJSa2k2 − 1

Supposons β fixé. Quand k est suffisament petit, on a eβJSa
2k2 ∼ 1 + βJa2k2.

L’intégrale I devient :

I =
aD

(2π)D

∫

|~k|≤k0

d~k

βJSa2k2
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– 3D :

a3

2π2

∫ k0

|~k|=0

k2dk

βJSa2k2
∼ ak0

βJS2π

– 2D :

a2

2π

1

βJS

∫ k0

|~k|=0

kdk

k2
Diverge !

– 1D :

a

(2π)

1

βJS

∫ k0

|~k|=0

dk

k2
Diverge encore plus !

Pour D = 1 ou 2, il n’y a pas d’ordre magnétique à T finie (Théorème de
Hohenberg-Mermin-Wagner). En dimension 3, il y a par contre une aimantation
finie si la température n’est pas trop élevée. A très basse température, les correc-
tions à l’aimantation en dimension 3 varient comme T 3/2 (voir exercices).

2.5.4 Cas antiferromagnétique

2.5.5 Etat fondamental

Cas classique

Le fondamental est l’état de Néel avec tous les spins ↑ sur le sous-réseau A et tous
les spins ↓ sur le sous-réseau B :

↑ ↓ ↑ ↓
↓ ↑ ↓ ↑

Cas quantique

Par analogie, considérons l’état :

|mA
1 = S, · · · ,mA

N
2

= S,mB
1 = −S, · · · ,mB

N
2

= −S > .

Est-ce l’état fondamental ? Certainement pas : ce n’est même pas un état propre !

Considérons en effet deux sites voisins (i ∈ A, j ∈ B) :

S+
i S

−
j → 0

S−i S
+
j → mA

1 = S − 1, mB
1 = −S + 1

Cet état est couplé à d’autres états. Comment faire ?
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La situation est assez semblable au cas ferromagnétique à T finie. Il faut inclure
des fluctuations.

Transformation de Holstein-Primakoff

Comme les spins ont des orientations différentes sur les deux sous-réseaux, il faut
distinguer deux cas :

Sous-réseau A

Szi = S − a+
i ai

S+
i =

√
2S

√
1− ni

2S
ai

S−i =
√

2S a+
i

√
1− ni

2S

Sous-réseau B

Szj = −S + a+
j aj

S+
j =

√
2S a+

j

√
1− nj

2S

S−j =
√

2S

√
1− nj

2S
aj

Approximation linéaire

En ne gardant que les termes d’ordre S2 et S, le Hamiltonien s’écrit :

H = J
∑
i∈A

∑

j(i)

(
−S2 + Sa+

i ai + Sa+
j aj +

2S

2

(
aiaj + a+

i a
+
j

))

= −JS2N

2
z + SJ

∑
i∈A

∑

~τ

(
a+
i ai + a+

i+~τai+~τ + aiai+~τ + a+
i+~τa

+
i+~τ

)

= −JS2N

2
z +

JS

2

∑
i

∑

~τ

1

N

∑

~k1,~k2

[(
e−i

~k1~ri+i~k2~ri + ei(−
~k1+~k2)(~ri+~τ)

)
a+
~k1
a~k2

]

+
JS

2

∑
i

∑

~τ

1

N

∑

~k1,~k2

[
ei
~k1~ri+i~k2(~ri+~τ)a~k1a~k2 + e−i

~k1~ri−i~k2(~ri+~τ)a+
~k1
a+
~k2

]

= −JS2N

2
z +

JS

2

∑

~τ

∑

~k

(
a+
~k
a~k + a+

~k
a~k + a~ka−~ke

−i~k~τ + a+
~k
a+

−~ke
i~k~τ

)
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Problème : L’hamitonien n’est pas la somme d’oscillateurs harmoniques car il contient
des termes de la forme a~ka−~k et a+

~k
a+

−~k.

Transformation de Bogolioubov

Si le Hamiltonien était de la forme :

H =
∑

~k

ω~kα
+
~k
α~k + Cte

on aurait :
[H,α~k] = −ω~kα~k

Or, comme

[a+
~k
a~k, a~k] = a+

~k
a~k︸︷︷︸

−1+a~k
a+

~k

a~k − a~ka
+
~k
a~k = −a~k,

[a+
~k
a+

−~k, a~k] = [a+
~k
, a~k]a

+

−~k = −a+

−~k.

on obtient l’expression du commutateur :

[H, a~k] = −JS
2

∑

~τ

(
a~k + a~k + a+

−~k

(
ei
~k~τ + e−i

~k~τ
))

= −JS
∑

~τ

(
a~k + a+

−~k cos~k · ~τ
)
.

De même, comme

[a+
~k
a~k, a

+
~k
] = a+

~k
a~ka

+
~k︸︷︷︸

1+a+
~k
a~k

−a+
~k
a+
~k
a~k = a+

~k
,

[a~ka−~k, a
+
~k
] = +a−~k

il vient :

[H, a+

−~k] = JS
∑

~τ

(
a+

−~k + a~k cos~k · ~τ
)
.

Comme [H, a~k] et [H, a+

−~k] sont des combinaisons linéaires de a~k et a+

−~k, il doit être

possible de mettre le Hamiltonien sous la forme voulue à l’aide d’opérateurs boso-
niques α+

~k
et α~k qui soient des combinaisons linéaires de a~k et a+

−~k. Plus précisément,

cherchons ces opérateurs sous la forme :

α~k = u~ka~k + v~ka
+

−~k
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Les coefficients u~k et v~k sont déterminés grâce à la condition :

[H,α~k] = JS
∑

~τ

[(
−u~k + v~k cos~k · ~τ

)
a~k +

(
v~k − u~k cos~k · ~τ

)
a+

−~k

]

= −ω~kα~k , ω~k > 0

ce qui conduit à :
{
−u~kJSz + v~kJSz~k = −ω~ku~k
−u~kJSz~k + v~kJSz = −ω~kv~k

où on a introduit la notation :

z~k =
∑

~τ

cos~k · ~τ

Les solutions existent si :

(−ω~k − JSz
) (
JSz − ω~k

)
+ JSz2

~k
= 0

⇒ ω2
~k

= (JSz)2 − (JSz~k)
2

ω~k = JSz
√

1− γ2
~k

,

avec γ~k =
z~k
z

= cos kx à 1D, 1
2
(cos kx + cos ky) à 2D · · ·

Les équations aux valeurs propres impliquent :

v~k
u~k

=
JSz~k

JSz + ω~k
= sign(z~k)

√
(JSz − ω~k)(JSz + ω~k)

JSz + ω~k

= sign(z~k)

√
JSz − ω~k
JSz + ω~k

Par ailleurs, les opérateurs α+
~k

e t α~k doivent être bosoniques. Cela conduit à la
condition de normalisation :

u2
~k
− v2

~k
= 1

=⇒ u2
~k

(
1− JSz − ω~k

JSz + ω~k

)
= 1

=⇒ u2
~k

(
2ω~k

JSz + ω~k

)
= 1
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On peut donc choisir comme solution

u~k =

√
JSz + ω~k

2ω~k
v~k = sign(z~k)

√
JSz − ω~k

2ω~k

Le Hamiltonien est donc de la forme :

H =
∑

~k

ω~kα
+
~k
α~k + Cte

Pour déterminer la constante, il faut inverser les relations
{
α~k = u~ka~k + v~ka

+

−~k
α+

−~k = u−~ka
+

−~k + v~ka~k

ce qui conduit à :
{
a~k = u~kα~k − v~kα

+

−~k a+
~k

= u~kα
+
~k
− v~kα−~k

a+

−~k = −v~kα~k + u~kα
+

−~k a−~k = −v~kα+
~k

+ u~kα−~k

et reporter ces expressions dans le Hamiltonien écrit en fonction des a+
~k

, a~k, qui est
donné par :

H = −JS2 zN

2
+
JS

2

∑

~k

(
2za+

~k
a~k + z~ka~ka−~k + z~ka

+
~k
a+

−~k

)

Or,

a+
~k
a~k =

(
u~kα

+
~k
− v~kα−~k

)(
u~kα~k − v~kα

+

−~k

)

= u2
~k
α+
~k
α~k + v2

~k
α−~kα

+

−~k − u~kv~k

(
α+
~k
α+

−~k + α~kα−~k

)

= u2
~k
α+
~k
α~k + v2

~k
α+

−~kα−~k + v2
~k
− u~kv~k

(
α+
~k
α+

−~k + α~kα−~k

)

a~ka−~k =
(
u~kα~k − v~kα

+

−~k

)(
−v~kα+

~k
+ u~kα−~k

)

= −u~kv~k
(
α~kα

+
~k

+ α+

−~kα−~k

)
+ u2

~k
α~kα−~k + v2

~k
α+

−~kα
+
~k

= −u~kv~k
(
α+
~k
α~k + α+

−~kα−~k

)
− u~kv~k + u2

~k
α~kα−~k + v2

~k
α+

−~kα
+
~k

a+
~k
a+

−~k =
(
u~kα

+
~k
− v~kα−~k

)(
−v~kα~k + u~kα

+

−~k

)

= −u~kv~k
(
α+
~k
α~k + α−~kα

+

−~k

)
+ u2

~k
α+
~k
α+

−~k + v2
~k
α−~kα~k

= −u~kv~k
(
α+
~k
α~k + α+

−~kα−~k

)
− u~kv~k + u2

~k
α+
~k
α+

−~k + v2
~k
α−~kα~k
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Regroupons les termes :

Le terme constant vaut 2zv2
~k
− 2z~ku~kv~k. Mais d’après l’équation aux vecteurs

propres, on a :

v~kJSz − u~kJSz~k = −ω~kv~k
et donc :

JS

2

∑

~k

(
2zv2

~k
− 2z~ku~kv~k

)
=

∑

~k

(
JSzv2

~k
− JSu~kz~kv~k

)

= −
∑

~k

ω~kv
2
~k

= −
∑

~k

ω~k
JSz − ω~k

2ω~k
= −JSz

2

∑

~k

1

︸ ︷︷ ︸
N

+
1

2

∑

~k

ω~k

Le terme constant de l’hamiltonien est donc :

−JS(S + 1)
zN

2
+

1

2

∑

~k

ω~k

Les termes non constants sont donnés par :

α+
~k
α~k × (

2zu2
~k

+ 2zv2
~k
− 4z~ku~kv~k

)

= α+
~k
α~k

((
2zu~k − 2z~kv~k

)
u~k +

(
2zv~k − 2z~ku~k

)
v~k

)

= α+
~k
α~k

(
2

JS
ω~ku

2
~k
− 2

JS
ω~kv

2
~k

)

= α+
~k
α~k

2

JS
ω~k

ce qui donne finalement une contribution au Hamiltonien égale à
∑

~k ω~kα
+
~k
α~k. Enfin,

α~kα−~k × (−2zu~kv~k + z~ku
2
~k

+ z~kv
2
~k

)

= α~kα−~k
((
z~ku~k − zv~k

)
u~k +

(
z~kv~k − zu~k

)
v~k

)

= α~kα−~k
(
ω~ku~kv~k − ω~ku~kv~k

)

= 0

Finalement, le Hamiltonien s’écrit :

H = −JS(S + 1) zN
2

+
∑

~k

(
α+
~k
α~k + 1

2

)
ω~k
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Aimantation alternée

L’équivalent de l’aimantation du cas ferromagnétique est l’aimantation alternée
définie par :

Malt =
1

N
<

∑
i∈A

Siz −
∑
i∈B

Sjz >

D’après la transformation de Holstein-Primakoff, on a :

Malt = S − 1

N

∑

~k

< a+
~k
a~k >

En utilisant l’expression de a+
~k
a~k en fonction des opérateurs α+

~k
, α~k, on a :

< a+
~k
a~k > = u2

~k
n(~k) + v2

~k

(
1 + n(~k)

)

=
(
u2
~k

+ v2
~k

)
n(~k) + v2

~k

– T = 0 :

< a+
~k
a~k >= v2

~k
=
JSz − ω~k

2ω~k
6= 0 !

Il y a des fluctuations quantiques.

D = 1 :

< m >= S − 2

2π

∫ π
a

0

dk
JSz − ωk

2ωk

Mais pour k petit, ωk ∼ k. Du coup, l’intégrale diverge et il n’y a pas d’ordre
magnétique.

D ≥ 2 : il y aura de l’ordre magnétique si l’intégrale est inférieure à S.
C’est le plus souvent le cas. Par exemple, sur un réseau carré, l’intégrale vaut
à peu près 0.2. Ce calcul prévoit donc qu’il doit y avoir de l’ordre antiferro-
magnétique pour tout S.

– T 6= 0 :

< a+
~k
a~k >=

JSz

ω~k

1

eβω~k − 1︸ ︷︷ ︸
∼ 1

k2 pour k petit

+
JSz − ω~k

2ω~k

D ≤ 2 : L’intégrale diverge → pas d’ordre à longue distance à T > 0 (Théorème
de Hohenberg-Mermin-Wagner).
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Fondamental :

Le vide pour les bosons a+ est l’état de Néel. Ce n’est pas l’état fondamental !

L’état fondamental vérifie α~k|F >= 0. Or
(
u~ka~k + v~ka

+

−~k

)
|0 >= v~ka

+

−~k|0 > 6= 0.

On peut montrer que l’état fondamental est :

|F >=
∏

~k

′ 1

u~k
exp

(
−v~k
u~k
a+
~k
a+

−~k

)
|0 >

où
∏′
~k signifie qu’on ne fait le produit que sur des vecteurs d’ondes ~k et ~k′ tels que

~k 6= −~k′. Pour cela il faut établir que :

α~k|F >= 0

avec α~k = u~ka~k + v~ka
+

−~k.

a~k|F > = a~k

∏

~l

′ 1
u~l

exp

(
− v~l
u~l
a+
~l
a+

−~l

)
|0 >

=
∏

~l 6=~k,−~k

′ 1
u~l

exp

(
− v~l
u~l
a+
~l
a+

−~l

)
1

u~k
a~k

+∞∑
n=1

[
− v~k
u~k
a+
~k
a+

−~k

]n

n!
|0 >

où l’on somme depuis n = 1 puisque le terme n = 0 donne 0 vu que a~k|0 >= 0. Or,

[a~k, (a
+
~k
)n] = n(a+

~k
)n−1

Démontrons-le par récurrence. C’est vrai pour n=1 puisque [a~k, a
+
~k
] = 1. Supposons

que ce soit vrai à l’ordre pour n− 1. Il vient :

[a~k, (a
+
~k
)n] = [a~k, (a

+
~k
)n−1]a+

~k
+ (a+

~k
)n−1[a~k, a

+
~k
]

= (n− 1)(a+
~k
)n−2a+

~k
+ (a+

~k
)n−1

= n(a+
~k
)n−1

Ainsi,

a~k(a
+
~k
)n = n(a+

~k
)n−1 + (a+

~k
)na~k︸ ︷︷ ︸

donne 0 sur le vide

et on obtient :

a~k|F > =
∏

~l 6=~k,−~k

′ 1
u~l

exp

(
− v~l
u~l
a+
~l
a+

−~l

)
1

u~k

+∞∑
n=1

(− v~k
u~k

)n(a+
~k
)n−1(a+

−~k)
n

(n− 1)!
|0 >

=
∏

~l 6=~k,−~k

′ 1
u~l

exp

(
− v~l
u~l
a+
~l
a+

−~l

)
1

u~k

−v~k
u~k

a+

−~k exp

(
−v~k
u~k
a+
~k
a+

−~k

)
|0 >
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Finalement :

u~ka~k|F >= −v~ka+

−~k|F >

soit

α~k|F >= 0.

Enfin, vérifions que |F > est normalisé.

< F |F > = < 0|
∏

~k

′ 1

u2
~k

∑
n

(
−v~k
u~k

)2n (a−~ka~k)
n(a+

~k
a+

−~k)
n

n!2
|0 >

=
∏

~k

′ 1

u2
~k

∑
n

(
−v~k
u~k

)2n

=
∏

~k

′ 1

u2
~k

1

1− (
v~k
u~k

)2

= 1.
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2.6 Systèmes frustrés

Définition : ce sont des systèmes pour lesquels on ne peut pas minimiser indépendamment
l’énergie de chaque liaison dans le cas classique.

Exemples :
– Réseau triangulaire → origine topologique

?

– Réseau carré avec interactions entre premiers et seconds voisins

J2

?

2.6.1 Recherche de l’état fondamental classique

C’est un problème en général non résolu. On connâıt néanmoins la solution lorsque
les moments magnétiques sont situés aux noeuds d’un réseau de Bravais (i.e. lors-
qu’il n’y a qu’un atome par maille).

Considérons en effet l’énergie d’une configuration

E =
1

2

∑
i

∑

~Rn

J~Rn

~S~Ri
· ~S~Ri+~Rn
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Il y a un facteur 1
2

car chaque lien apparâıt 2 fois.

On cherche le minimum sous la contrainte ||~S~Ri
||2 = 1.

T.F. :

~S~k =
1√
N

∑
i

~Sie
−i~k·~Ri =⇒ ~Si =

1√
N

∑

~k

~S~ke
i~k·~Ri

J~k =
∑

~Rn

J~Rn
e−i

~k·~Rn =⇒ J~Rn
=

1

N

∑

~k

J~ke
i~k·~Rn

E =
1

2

∑

~Ri

∑

~Rn

1

N2

∑

~k1~k2~k3

J~k1
~S~k2 · ~S~k3e

~k1·~Rn+~k2·~Ri+~k3·(~Ri+~Rn)

=⇒ ~k2 = −~k3 = ~k1. L’énergie prend alors la forme :

E =
1

2

∑

~k

J~k
~S~k · ~S−~k

On procède alors en deux étapes :

– on étudie le problème sous la contrainte plus faible
∑

i ||~Si||2 = N .

– on cherche si l’état fondamental vérifie la contrainte plus forte ||~Si||2 = 1.

Or

∑
i

~S2
i =

1

N

∑

~k1~k2

∑
i

ei(
~k1+~k2)·~Ri ~S~k1 · ~S~k1

=
∑

~k

~S~k · ~S−~k

On doit donc minimiser

E =
1

2

∑

~k

J~k
~S~k · ~S−~k

sous la contrainte
∑

~k
~S~k · ~S−~k = N = cste.

Supposons que J~k soit un minimum pour ~k = ~k0. Le minimum est obtenu si
~S~k = ~0, ~k 6= ~k0, −~k0 et ~S~k0

~S−~k0 + ~S−~k0
~S~k0 = N .
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Les spins dans l’espace réel sont alors donnés par

~Si =
1√
N

(
~S~k0e

i~k0·~R + ~S−~k0e
−i~k0·~R

)

Peut-on trouver ~S~k0 et ~S−~k0 tels que :

– ~S~k0 · ~S−~k0 = N
2

mais aussi tels que les contraintes locales :
– ~Si réel
– ||~Si||2 = 1

soient saitisfaites pour tout i ? Oui ! Par exemple :

~S~k0 =




√
N
2

−i
√
N
2

0


 ~S−~k0 =




√
N
2

i
√
N
2

0




conduit à :

~Si =




cos
(
~k0 · ~R

)

sin
(
~k0 · ~R

)

0




On obtient une structure hélicöıdale de vecteur d’onde ~k0.

Fig. 2.1 – Exemple d’une hélice 1D de vecteur d’onde ~k0 = 2π
12a

.

Conclusions :

– la structure est une hélice dont le vecteur d’onde correspond au minimum de
J(~k).

– S’il y a plusieurs vecteurs d’onde qui minimisent J(~k), on peut faire des combi-
naisons linéaires, ce qui peut conduire à une dégénérescence continue de l’état
fondamental.
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J2J1

Exemple : modèle J1 − J2 sur un réseau carré

H = J1

∑
<i,j>

~Si · ~Sj + J2

∑
<<i,j>>

~Si · ~Sj

=
∑

~k

J(~k)~S~k · ~S−~k

J(~k) = J1

(
ei
~k~x + e−i

~k~x + ei
~k~y + e−i

~k~y
)

+ J2

(
ei
~k(~x+~y) + ei

~k(~x−~y) + e−i
~k(~x+~y) + ei

~k(−~x+~y)
)

= 2J1 (cos(kx) + cos(ky)) + 2J2 (cos(kx + ky) + cos(kx − ky))

= 2J1 (cos(kx) + cos(ky)) + 4J2 cos(kx) cos(ky)

La minimisation donne :

∂J

∂kx
= −2J1 sin(kx)− 4J2 sin(kx) cos(ky) = 0

∂J

∂ky
= −2J1 sin(ky)− 4J2 sin(ky) cos(kx) = 0

(
kx = 0, kx = π
ky = 0, ky = π

)

ou

cos ky =
−J1

2J2

= cos kx

ce qui n’est possible que si J1

2J2
< 1 → J1

2
< J2.

kx = ky = 0 → J(~k) = 4J1 + 4J2
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kx = 0, ky = π → J(~k) = −4J2

kx = ky = π → J(~k) = −4J1 + 4J2

cos kx = cos kx = −J1

2J2

→ J(~k) = 2J1

(−2J1

2J2

)
+ 4J2

J2
1

4J2
2

=
−2J2

1

J2

+
J2

1

J2

= −J
2
1

J2

Mais si J1 < 2J2, −4J2 <
−J2

1

J2
. Le fondamental est donc atteint pour kx = 0, ky = π

ou kx = π, ky = 0.

Pour J2

J1
= 1

2
, le minimum J(~k) = −2J1 est atteint pour

kx = π, ∀ ky ou ky = π, ∀ kx

Enfin, pour J1 < 2J2, on peut faire une combinaison linéaire des deux hélices, ce
qui conduit à une famille d’états fondamentaux dégénérés.

a

E indep. de a

+ comb. lin.

kx = ky = π

kx = 0, ky = 
kx = 

π
π, ky = 0

1/2
J2/J1

2.6.2 Ondes de spin dans un système hélicöıdal :

Considérons un système décrit par l’hamiltonien

H =
1

2

∑
i

∑

~Rn

J~Rn

~Si · ~Si+~Rn

J(~k) =
∑

~Rn

J~Rn
e−i

~k·~Rn
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et supposons que J(~k) soit minimum pour ~k = ~Q.

On va faire une rotation dans l’espace des spins de sorte que l’état fondamental
classique soit décrit par Sui = Svi = 0, Swi = 1.

Supposons que l’état fondamental soit décrit par

~Si =




0

sin( ~Q · ~Ri)

cos( ~Q · ~Ri)




Q.a

et faisons une rotation d’angle θi = ~Q · ~Ri autour de Sx :

Su = Sx, Sv = cos θiS
y − sin θiS

z et Sw = sin θiS
y + cos θiS

z.

L’hamiltonien dans la nouvelle base s’écrit :

H =
1

2

∑
i

∑

~Rn

J~Rn
[Sui S

u
i+n

+ (cos θiS
v
i + sin θiS

w
i )(cos θi+nS

v
i+n + sin θi+nS

w
i+n)

+ (− sin θiS
v
i + cos θiS

w
i )(− sin θi+nS

v
i+n + cos θi+nS

w
i+n)]

car

Sy = cos θiS
v
i + sin θiS

w
i

Sz = − sin θiS
v
i + cos θiS

w
i

H =
1

2

∑
i

∑

~Rn

J~Rn
[Sui S

u
i+n

+ Svi S
v
i+n(cos θi cos θi+n + sin θi sin θi+n)

+ Swi S
w
i+n(sin θi sin θi+n + cos θi cos θi+n)

+ Svi S
w
i+n(cos θi sin θi+n − sin θi cos θi+n)

+ Swi S
v
i+n(− cos θi sin θi+n + sin θi cos θi+n)]

=
1

2

∑
i

∑

~Rn

J~Rn

[
Sui S

u
i+n + cos(θi − θi+n)

(
Svi S

v
i+n + Swi S

w
i+n

)
+ sin(θi − θi+n)

(
Swi S

v
i+n − Svi S

w
i+n

)]
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Faisons la transformation de Holstein-Primakoff :

Swi = S − a+
i ai

S+
i ≡ Sui + iSvi '

√
2Sai

S−i ≡ Sui − iSvi '
√

2Sa+
i

Sui S
u
i+n =

1

4

(
S+
i + S−i

) (
S+
i+n + S−i+n

)

=
S

2

(
aiai+n + a+

i a
+
i+n + aia

+
i+n + a+

i ai+n
)

Svi S
v
i+n = −1

4

(
S+
i − S−i

) (
S+
i+n − S−i+n

)

= −S
2

(
aiai+n + a+

i a
+
i+n − aia

+
i+n − a+

i ai+n
)

Swi S
w
i+n = S2 − S(a+

i ai + a+
i+nai+n)

Swi S
v
i+n =

S
√

2S

2i

(
ai+n + a+

i+n

)

Svi S
w
i+n =

S
√

2S

2i

(
ai + a+

i

)

L’hamiltonien prend maintenant la forme :

H =
1

2

∑
i

∑

~Rn

J~Rn
[
S

2
(aiai+n + a+

i a
+
i+n)(1− cos(θi − θi+n))

+
S

2
(a+
i ai+n + a+

i+nai)(1 + cos(θi − θi+n))

+ [S2 − S(a+
i ai + a+

i+nai+n)] cos(θi − θi+n)

+
S
√

2S

2i
(ai + a+

i + ai+n + a+
i+n) sin(θi − θi+n)]

J~Rn
=

1

N

∑

~k

J~ke
i~k·~Rn , ai =

1√
N

∑

~k

ei
~k·~ria~k , a+

i =
1√
N

∑

~k

e−i
~k·~ria+

~k

Cet hamiltonien contient a priori des termes à un seul opérateur de boson de la
forme ai et a+

i . Mais l’énergie classique, qui est donnée par :

Eclass =
1

2

∑
i

∑

~Rn

J~Rn
cos(θi − θi+n)

doit être minimale. Si on regroupe tous les termes contenant un angle donné θi, il
vient : ∑

~Rn

J~Rn
cos(θi − θi+n)
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puisque chaque paire apparâıt deux fois dans l’énergie classique. La condition de
minimalité de l’énergie impose par ailleurs que

∂Eclass

∂θi
= 0

=⇒
∑

~Rn

J~Rn
sin(θi − θi+n) = 0

Du coup, les termes en ai et a+
i disparaissent.

H =
1

2

∑
i

∑

~Rn

1

N2

∑

~k1,~k2,~k3

J~k1e
i~k1·~Rn

[
S

2

(
a~k2a~k3e

i~k2·~ri+i~k3·(~ri+~Rn)

+ a+
~k2
a+
~k3
e−i

~k2·~ri−i~k3·(~ri+~Rn)
) (

1− ei
~Q·~Rn + e−i ~Q·~Rn

2

)

+
S

2

(
a+
~k2
a~k3e

−i~k2·~ri+i~k3·(~ri+~Rn) + a+
~k3
a~k2e

i~k2·~ri−i~k3·(~ri+~Rn)
)

×
(

1 +
ei
~Q·~Rn + e−i ~Q·~Rn

2

)

+ S2 e
i ~Q·~Rn + e−i ~Q·~Rn

2

− S
(
a+
~k2
a~k3e

−i~k2·~ri+i~k3·~ri + a+
~k2
a~k3e

−i~k2·(~ri+~Rn)+i~k3·(~ri+~Rn)
)

×
(
ei
~Q·~Rn + e−i ~Q·~Rn

2

)]

Regardons les termes :

– ei
~Rn(~k1+~k3)ei~ri(

~k2+~k3) ~k1 = −~k3 , ~k2 = −~k3

→ 1

2

∑

~k

J~k
S

2
a~ka−~k

– ei
~Rn(~k1+~k3+ ~Q)ei~ri(

~k2+~k3) ~k3 = −~k1 − ~Q , ~k2 = ~k1 + ~Q

→ −1

4

∑

~k

J~k− ~Q
S

2
a~ka−~k

– ei
~Rn(~k1+~k3− ~Q)ei~ri(

~k2+~k3)

→ −1

4

∑

~k

J~k+ ~Q

S

2
a~ka−~k
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– ei
~Rn(~k1−~k3)e−i~ri(~k2+~k3)

→ 1

2

∑

~k

J~k
S

2
a+
~k
a+

−~k

– ei
~Rn(~k1−~k3+ ~Q)e−i~ri(~k2+~k3)

→ −1

4

∑

~k

J~k− ~Q
S

2
a+
~k
a+

−~k

– ei
~Rn(~k1−~k3− ~Q)e−i~ri(~k2+~k3)

→ −1

4

∑

~k

J~k+ ~Q

S

2
a+
~k
a+

−~k

– ei
~Rn(~k1+~k3)ei~ri(−~k2+~k3)

→ 1

2

∑

~k

J−~k
S

2
a+
~k
a~k
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– et tous les autres termes :

→ 1

4

∑

~k

J−~k− ~Q
S

2
a+
~k
a~k

→ 1

4

∑

~k

J−~k+ ~Q

S

2
a+
~k
a~k

→ 1

2

∑

~k

J~k
S

2
a+
~k
a+
~k

→ 1

4

∑

~k

J~k+ ~Q

S

2
a+
~k
a~k

→ 1

4

∑

~k

J~k− ~Q
S

2
a+
~k
a~k

→ 1

2

∑
i

∑

~Rn

S2J~Rn

ei
~Q~Rn + e−i ~Q~Rn

2
=
S2

2
N

1

2

(
J ~Q + J− ~Q

)

→ −S
4
J ~Qa

+
~k
a~k

→ −S
4
J− ~Qa

+
~k
a~k

→ −S
4
J− ~Qa

+
~k
a~k

→ −S
4
J ~Qa

+
~k
a~k

Regroupons tous les termes :

(
a+
~k
a+

−~k + a~ka−~k

) S
4

∑

~k

(
J~k −

1

2

(
J~k+ ~Q + J~k− ~Q

))

+a+
~k
a~k


S

4

∑

~k

(
J−~k +

1

2

(
J−~k+ ~Q + J−~k− ~Q

)
+ J~k

+
1

2

(
J~k+ ~Q + J~k− ~Q

))
− S

2
(J ~Q + J− ~Q)

]

+
S2

2
N

1

2

(
J ~Q + J− ~Q

)

Soit, puisque J~k = J−~k :
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H =
NS2

2
J ~Q +

S

2

∑

~k

[
J~k +

1

2

(
J~k+ ~Q + J~k− ~Q

)
− 2J ~Q

]
a+
~k
a~k

+
S

4

∑

~k

[
J~k −

1

2

(
J~k+ ~Q + J~k− ~Q

)] (
a~ka−~k + a+

~k
a+

−~k

)

Cet hamiltonien a la même forme que dans le cas antiferromagnétique, et une
transformation de Bogolioubov conduit à :

ω~k = S

√(
J~k − J ~Q

) (
1

2

(
J~k+ ~Q + J~k− ~Q

)
− J ~Q

)

ω~k = 0 si

{
~k = 0
~k = ± ~Q

2.6.3 Complément : Modèle J1 − J2

On va décrire quelques effets des fluctuations quantiques dans le cas du modèle
J1 − J2.

- J2 >
J1

2
: levée de dégénérescence pour les fluctuations de point 0.

E = cste +
∑

~k

(
α+
~k
α~k +

1

2

)
ω~k(θ)

→ E0 = cste +
∑

~k

ω~k(0)

Les structures colinéaires sont selectionnées :

- J2 <
J1

2
:

< m >= S −
∫
d~kf(~k)

ω~k︸ ︷︷ ︸
∆<m>
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f(~k) → cste quand ~k → ~0.

La correction sera donc importante si la vitesse des ondes de spin est petite.

Or

ω~k =
{[
SJ1z + SJ2z(β~k − 1)

]2 − (
SJ1zγ~k

)2
} 1

2

γ~k =
1

z

∑

~τ1

ei
~k·~τ1 , β~k =

1

z

∑

~τ2

ei
~k·~τ2

Développement en ~k : ω~k ∼ ck, c→ 0 quand J2 → J1

2

−→ la correction diverge :

Pas d’ordre longue distance

J2/J1

5

0.5

1/S

Est-ce vrai pour S grand ? Probablement pas. La correction est infinie pour S in-
fini, mais pour S < +∞, il faut prendre en compte les corrections d’ordre supérieur.
Or, on peut montrer que ∆ < m > diverge comme lnS :

→ < m >= S − cste× lnS > 0 quand S → +∞

Que se passe-t-il dans le cas S = 1
2
? On a suggéré un autre type d’état fondamen-

tal : une configuration de singulets.

Exemple le plus simple : modèle 1D, J1 − J2 quand J1 = 2J2

Avant d’étudier ce système, regardons tout d’abord le modèle J1 − J2 dans le cas
classique :
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J(k) = 2J1 cos k + 2J2 cos 2k

∂J

∂k
= −2J1 sin k − 4J2 sin 2k

= −2 sin k (J1 + 4J2 cos k)

1. k = 0 ⇒ J(k) = 2J1 + 2J2

2. k = π ⇒ J(k) = −2J1 + 2J2

3. cos k = −J1

4J2
(si J2 ≥ J1

4
)

⇒ J(k) =
−2J2

1

4J2

+ 2J2

(
2
J2

1

16J2
2

− 1

)

= −1

4

J2
1

J2

− 2J2

J

(
arccos

−J1

4J2

)
≤ J(π)

⇔ −1

4

J2
1

J2

− 2J2 ≤ −2J1 + 2J2

⇔ −1

4

J2
1

J2

+ 2J1 ≤ 4J2

⇔ 0 ≤ J2
1 − 8J1J2 + 16J2

2

⇔ 0 ≤ (4J2 − J1)
2 OK

Revenons à présent au cas quantique du modèle J1 − J2 lorsque J1 = 2J2. On
considère le modèle :

H = J
∑
i

(
2~Si · ~Si+1 + ~Si · ~Si+2

)
, N sites

avec (J1 = 2J2, J2 = J) et (S = 1
2
).

On peut réécrire l’hamiltonien comme :

H = J
(
2~S1 · ~S2 +

(
~S1 + ~S2

)
· ~S3 + ~S2 ·

(
~S3 + ~S4

)
+ · · ·

)

soit

H = J
∑

i impair

[
2~Si · ~Si+1 +

(
~Si + ~Si+1

)
· ~Si+2 + ~Si+1 ·

(
~Si+2 + ~Si+3

)]
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1/4 1/2

J(k=0)

J(k= π)

J(arccos −J1/4J2)

J2/J1

i−1 i+1 i+3

i i+2

Considérons l’état |φ >= [1, 2]⊗ [3, 4]⊗ · · ·
oú [j, k] = 1√

2
(| ↑j↓k> −| ↓j↑k>) est le singulet construit avec la paire (j, k).

Que vaut
(
~S1 · ~S2

)
[1, 2] ?

~S1 · ~S2 =
1

2

[(
~S1 + ~S2

)2

− ~S2
1 − ~S2

2

]
=

1

2

[(
~S1 + ~S2

)2

− 2× 3

4

]

et
(
~S1 + ~S2

)2

[1, 2] = 0 car [1, 2] est le singulet.

On a donc
(
~S1 · ~S2

)
[1, 2] = −3

4
[1, 2].
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Calcul de
(
~S1 + ~S2

)
· ~S3[1, 2] :

(
~S1 + ~S2

)
· ~S3 = (Sz1 + Sz2)S

z
3 +

1

2

(
S+

1 + S+
2

)
S−3 +

1

2

(
S−1 + S−2

)
S+

3 ,

et l’état est donné par [1, 2]σ3 = 1√
2
(| ↑↓> −| ↓↑>)⊗ |σ3 >.

On regarde alors l’action de chacun des trois termes :

(Sz1 + Sz2)S
z
3 =

1√
2

(
−1

4
σ3 +

1

4
σ3

)
[1, 2]σ3 = 0

1

2

(
S+

1 + S+
2

)
S−3 =

{
1√
2
(| ↑↑> −| ↑↑>) | ↓>= 0 si σ3 = 1

2

0 sinon

1

2

(
S+

1 + S+
2

)
S−3 =

{
0 si σ3 = 1

2
1√
2
(| ↓↓> −| ↓↓>) | ↑>= 0 si σ3 = −1

2

On a donc
(
~S1 + ~S2

)
· ~S3[1, 2] = 0.

Finalement, l’action de l’hamiltonien H sur l’état |φ > donne

H|φ >=
(
N
2
× 2J × −3

4

) |φ >= −3
4
JN |φ > .

Donc, |φ > est l’état propre d’énergie −3
4
JN .

Essayons de démontrer que cet état est l’état fondamental. On peut réécrire H =∑
i hi avec hi = J

(
~Si~Si+1 + ~Si+1

~Si+2 + ~Si~Si+2

)
. Or,

hi =
J

2

[(
~Si + ~Si+1 + ~Si+2

)2

− ~S2
i − ~S2

i+1 − ~S2
i+2

]

=
J

2

[(
~Si + ~Si+1 + ~Si+2

)2

− 3× 3

4

]

La somme de 3 spins 1
2

est 1 spin 1
2

ou 3
2
.

=⇒
(
~Si + ~Si+1 + ~Si+2

)2

=

{
1
2

(
1
2

+ 1
)

= 3
4

ou3
2

(
3
2

+ 1
)

= 15
4

(2.5)

La plus petite valeur propre de hi est −3
4
J . Or

H =
∑
i

hi =⇒ Efond(H) ≥
∑
i

Efondhi

=⇒ Efond(H) ≥ N × −3

4
J

car nous avons vu que E(φ) = −3
4
NJ .

Donc, |φ > est bien l’état fondamental du système.
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2.7 Annexe du chapitre 2 : Algèbre de spin

Relations de commutation :

[Sx, Sy] = iSz.

On a posé ~ = 1. Les opérateurs d’échelle définis par :

S+ = Sx + iSy

S− = Sx − iSy,

satisfont les règles de commutation :




[S+, S−] = [Sx,−iSy] + [iSy, Sx] = 2Sz

[Sz, S+] = S+

[Sz, S−] = −S−

Action des opérateurs de spin :

S+|m > =
√
S(S + 1)−m(m+ 1) |m+ 1 >

S−|m > =
√
S(S + 1)−m(m− 1) |m− 1 >

S+S−|m > = (S(S + 1)−m(m− 1)) |m >

S−S+|m > = (S(S + 1)−m(m+ 1)) |m >

On retrouve la relation de commutation :
(
S+S− − S−S+

) |m > = (−m(m− 1) +m(m+ 1)) |m >

= 2m|m >

et donc

[S+, S−] = 2Sz

Action de l’opérateur S2 :
(
S+S− + S−S+

)
= 2S(S + 1)− 2m2

or (Sz)2 = m2, ce qui donne :
(

(Sz)2 +
1

2
(S+S− + S−S+)

)
= m2 + S(S + 1)−m2 = S(S + 1).

Symétries : Déterminons les symétries de spin de l’Hamiltonien

H =
∑

(i,j)

Jij ~Si · ~Sj
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Posons ~Stot =
∑

i
~Si. On peut démontrer que :

1) [Sαtot, H] = 0, α = x, y, z,+,−

2) [~S2
tot, H] = 0

En effet,

[Szi , ~Si · ~Sj] = [Szi , S
x
i ]S

x
j + [Szi , S

y
i ]S

y
j

= iSyi S
x
j − iSxi S

y
j

[Szj , ~Si · ~Sj] = Sxi [S
z
j , S

x
j ] + Syi [S

z
j , S

y
j ]

= iSxi S
y
i − iSyi S

x
j

⇒ [Szi + Szj ,
~Si · ~Sj] = 0

⇒ [
∑
i

Szi , ~Si · ~Sj] = 0

⇒ [Sztot, ~Si · ~Sj] = 0

⇒ [Sztot, H] = 0

Comme l’HamiltonienH ne fait intervenir que des produits scalaires, cette relation
doit être vraie quelle que soit la direction choisie :

[Sαtot, H] = 0, α = x, y, z

De plus, comme S+
tot et S−tot sont des combinaisons linéaires de Sxtot et Sytot, on a

également :

[S+
tot, H] = [S−tot, H] = 0

Enfin, comme ~S2
tot = (Sztot)

2 + (Sxtot)
2 + (Sytot)

2, on en déduit immédiatement que :

[~S2
tot, H] = 0



Chapitre 3

Les interactions électrons-électrons

3.1 Modèle du jellium

Nous avons vu dans le premier chapitre de ce cours que lorsque les électrons
sont sur un réseau l’interaction coulombienne pouvait conduire à un état isolant.
Néanmoins ce n’est pas toujours le cas. On s’attend en particulier à trouver un
état conducteur lorsque le système est en dehors d’un remplissage correspondant
à un nombre entier impair d’électrons par site, ou lorsque la largeur de bande est
suffisamment grande. Dans ce cas, il est naturel de prendre comme point de départ
un état métallique en négligeant les interactions, et d’inclure les interactions sous
forme de perturbation. Il est commode de séparer les difficultés en commençant par
négliger les effets du réseau, ce qui revient à partir de la théorie de Sommerfeld et de
rajouter l’interaction coulombeinne. Nous verrons comment traiter l’effet du réseau
dans la dernière section de ce chapitre.

On va donc s’intéresser aux propriétés du gaz d’électrons décrit par l’hamiltonien :

H =
∑
pσ

εpc
+
pσcpσ +

1

2V

∑
kk′σσ′
q6=0

Vqc
+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσ

avec εp = ~2p2

2m
et Vq est la transformée de Fourier de V (r) = e2

r
.

Pour donner un sens à la transformée de Fourier, on introduit un facteur de

53
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convergence e−ηr, et on laisse tendre η vers 0+.

Vq = e2
∫
dr
e−ηr

r
eiq.r

= 2πe2

∫ +∞

0

dr

∫ 1

−1

d(cos θ)re−ηreiqr cos θ

= 2πe2

∫ +∞

0

dre−ηr
eiqr − e−iqr

iq

=
2πe2

iq

∫ +∞

0

dr
(
ei(q+iη)r − e−i(q−iη)r

)

=
2πe2

iq

[
ei(q+iη)r

i(q + iη)
− e−i(q−iη)r

−i(q − iη)

]+∞

0

soit, lorque η → 0,

Vq =
2πe2

iq

[
− 1

iq
− 1

iq

]
=

4πe2

q2

Remarque : La divergence en q = 0 n’est pas physique. Si on compense les charges
négatives par un background positif, on a en réalité V (q = 0) = 0 (modèle du
jellium)

Démonstration :

q = 0 ⇒ 1

2V

∑

kk′σσ′
V0c

+
kσc

+
k′σ′ck′σ′ckσ =

V (0)

2V

∑

kk′σσ′
−c+kσ (c+k′σ′ckσ)︸ ︷︷ ︸

δkk′δσσ′−ckσc
+
k′σ′

ck′σ′

=
V (0)

2V

(
N2 −N

) ' V (0)

2V
N2

C’est une constante (N est le nombre de particules). L’interaction entre les charges
positives vaut la même chose, et l’interaction entre les électrons et les charges posi-
tives vaut 2 fois l’opposé. Donc au total ces termes sont nuls.

⇒ V (0) = 0

3.2 L’approximation de Hartree-Fock

On réécrit l’hamiltonien
H = H0 +H1

où H0 est l’énergie cinétique et H1 l’énergie potentielle. L’idée de base est de trai-
ter H1 comme une petite perturbation. Le premier calcul qu’on peut faire est la
correction de l’énergie du fondamental. Comme le fondamental est non dégénéré :

|F 〉 =
∏

k6kF
σ

c+kσ|0〉
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on aura
EF = E0 + 〈F |H1|F 〉+ . . .

Ordre 0

E0 = 〈F |H0|F 〉 =
∑

k6kF ,σ

εk = 2
∑

k6kF

~2k2

2m

A la limite continue, ∑

k

=
V

(2π)3

∫
dk

Ainsi, E0 = V 2
~2

2m

1

(2π)3

∫ kF

0

4πk2k2dk

= V
~2

2m

1

π2

k5
F

5
Si on veut l’énergie par électron, on doit exprimer V en fonction de N . Mais

N =
∑

k6kF

2 =
V

(2π)3

∫ kF

0

2dk =
V

(2π)3

∫ kF

0

8πk2dk

=
V k3

F

3π2

⇒ E0 =
3π2

k3
F

N
~2

2m

1

π2

k5
F

5
= εFN

3

5

Premier ordre

〈F |H1|F 〉 =
1

2V

∑
kk′σσ′
q6=0

Vq〈F |c+k+qσc
+
k′−qσ′ck′σ′ckσ|F 〉

Pour que la valeur moyenne soit non nulle, il faut que les opérateurs destruction
agissent sur des états occupés, et que les opérateurs création créent des particules
dans les états détruits. Comme q 6= 0, la seule possibilité est{

σ = σ′

k′ = k + q

Ainsi, 〈F |H1|F 〉 =
1

2V

∑

k,q6=0,σ

Vq〈F |c+k+qσ c+kσck+qσ︸ ︷︷ ︸
−ck+qσc

+
kσ (q6=0)

ckσ|F 〉

= − 1

2V

∑

k,q6=0,σ

Vq〈F |nk+q,σnkσ|F 〉

= − e2

2V

∑

k,q6=0,σ

4π

q2
θ(kF − |k + q|)θ(kF − k)

= −e
2

2
4π

V

(2π)6
2

∫
dk

∫
dq

1

q2
θ(kF − |k + q|)θ(kF − k)
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qq/2

kk+q

Volume d´integration

• q
2
> kF → 0

• q
2
< kF → 2 fois le volume de la calote sphérique

����������������
����������������
����������������
����������������
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����������������
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����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

k

q/2

F

Vcal =

∫ kF

q
2

dzπ(k2
F − z2)

= π

[
k2
F z −

z3

3

]kF

q
2

= π

(
2k3

F

3
− k2

F

2
q +

q3

24

)
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⇒ E1 = −4πe2
V

(2π)6

∫
dq

1

q2
2π

(
2k3

F

3
− k2

F

2
q +

q3

24

)
θ(kF − q

2
)

= −4πe2
V

(2π)6

∫ 2kF

0

4πdq2π

(
2k3

F

3
− k2

F

2
q +

q3

24

)

= −4πe2
V

(2π)6
8π2

(
4

3
k4
F −

k2
F

4
4k2

F +
(2kF )4

4× 24

)

= −e2V
4π8π2

26π6
k4
F

(
4

3
− 1 +

16

4× 24

)

= −e2V
1

2π3
k4
F

(
4

3
− 1 +

1

6

)

= −e2V
1

2π3
k4
F

1

2

= −e2N
3π2

k3
F

1

2π3
k4
F

1

2

= −e2N
3

4π
kF

Il est conventionnel d’introduire un paramètre rs en écrivant que le volume occupé
par un électron est

4

3
π(rsa0)

3, a0 = rayon de Bohr =
~2

me2

⇒ V

N
=

4π

3
(rsa0)

3 =
3π2

k3
F

⇒ a0kF =

(
9π

4

)1/3
1

rs

Par ailleurs, 1Ry = ~2
2ma20

= e2

2a0
= 13.6eV . On peut donc écrire :

EHF
N

=
e2

2a0

(
3

5
(kFa0)

2 − 3

2π
(kFa0)

)

ou encore

EHF
N

=

(
3

5

(
9π

4

)2/3
1

r2
s

− 3

2π

(
9π

4

)1/3
1

rs

)
Ry =

(
2.21

r2
s

− 0.916

rs

)
Ry

Dans les métaux, rs varie entre 2 et 6. Le deuxième terme n’est donc pas du tout
négligeable !

On voit par ailleurs que l’énergie cinétique varie en 1
r2s

alors que l’énergie poten-

tielle varie en 1
rs

. L’approximation des électrons libres a donc des chances d’être



58 CHAPITRE 3. LES INTERACTIONS ÉLECTRONS-ÉLECTRONS

valable dans la limite des fortes densités puisque c’est dans cette limite que l’énergie
cinétique domine.

Pour aller plus loin, toujours au même ordre en perturbation, il faut calculer
l’énergie des états excités. Considérons donc un état

|k0σ0〉 = c+k0σ0
|F 〉 k0 vide

〈k0σ0|H0|k0σ0〉 = E0 + εk0

〈k0σ0|H1|k0σ0〉 =
1

2V

∑

kk′σσ′
q 6=0

Vq〈F |ck0σ0c
+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσc

+
k0σ0

|F 〉

Pour calculer cette valeur moyenne, on utilise de façon répétée les règles de commu-
tation fermioniques :

〈F |ck0σ0c
+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσc

+
k0σ0

|F 〉 = δkk0δσσ0〈F |ck0σ0c
+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′|F 〉

−〈F |ck0σ0c
+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′c

+
k0σ0

ckσ|F 〉

= δkk0δσσ0〈F |ck0σ0c
+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′|F 〉 − δk′k0δσ′σ0〈F |ck0σ0c

+
k+qσc

+
k′−qσ′ckσ|F 〉

+ 〈F |ck0σ0c
+
k+qσc

+
k′−qσ′c

+
k0σ0

ck′σ′ckσ|F 〉
Le premier terme n’est non nul que si

{
k′ = k + q
σ′ = σ

⇒ 1

2V

∑
q

Vq〈F |ck0σ0c
+
k0+qσ0

c+k0σ0
ck0+qσ0|F 〉

= − 1

2V

∑
q

Vq〈F | ck0σ0c
+
k0σ0︸ ︷︷ ︸

1−c+k0σ0
ck0σ0

c+k0+qσ0
ck0+qσ0|F 〉

= − 1

2V

∑
q

Vq〈F |c+k0+qσ0
ck0+qσ0|F 〉

puisque k0 est vide par hypothèse. De même, le deuxième terme donne :

− 1

2V

∑
q

Vq〈F | ck0σ0c
+
k0σ0︸ ︷︷ ︸

1−c+k0σ0
ck0σ0

c+k0−qσ0
ck0−qσ0|F 〉 = − 1

2V

∑
q

Vq〈F |c+k0−qσ0
ck0−qσ0|F 〉

Enfin, le dernier terme conduit à :

〈F | ck0σ0c
+
k0σ0︸ ︷︷ ︸

1−c+k0σ0
ck0σ0

c+k+qσc
+
k′−qσ′ck′σ′ckσ|F 〉

→ 1
2V

∑
kk′qσσ′〈F |c+k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσ|F 〉
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Finalement,

〈k0σ0|H1|k0σ0〉 = E1 − 1

2V

∑
q

Vqnk0+q − 1

2V

∑
q

Vqnk0−q

= E1 − 1

V

∑
q

Vqnk0−q puisque Vq = V−q

Si on définit l’énergie pour ajouter une particule par :

ε̃k0 ≡ 〈k0σ0|H0 +H1|k0σ0〉 − 〈F |H0 +H1|F 〉
il vient :

ε̃k0 = εk0 −
1

V

∑
q

Vqnk0+q

On peut retrouver le même résultat en cherchant un développement des opérateurs
création tel que :

[
H, c̃+k,σ

]
= ε̃kc̃

+
k,σ

{
ε̃k = εk +O(V )

c̃+k,σ = c+k,σ +O(V )

Or,
[
H, c+k0,σ0

]
= εk0c

+
k0,σ0

+
[
H1, c

+
k0,σ0

]
.

[
c+k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσ, c

+
k0σ0

]

= c+k+qσc
+
k′−qσ′ck′σ′ ckσc

+
k0σ0︸ ︷︷ ︸

(δkσ,k0σ0
−c+k0σ0

ckσ)

−c+k0σ0
c+k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσ

= δkσ,k0σ0c
+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ − c+k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′c

+
k0σ0

ckσ

−c+k0σ0
c+k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσ

= δkσ,k0σ0c
+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′

−δk′σ′,k0σ0c
+
k+qσc

+
k′−qσ′ckσ

+c+k+qσc
+
k′−qσ′c

+
k0σ0

ck′σ′ckσ
−c+k0σ0

c+k+qσc
+
k′−qσ′ck′σ′ckσ

}
→ 0

⇒ [
H1, c

+
k0,σ0

]
=

1

2V

∑

k′,q,σ′
Vqc

+
k0+qσ0

c+k′−qσ′ck′σ′

− 1

2V

∑

k,q,σ

Vqc
+
k+qσc

+
k0−qσ0

ckσ
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Le deuxième terme est égal au premier (q → −q et permutations des deux premiers
termes).

⇒ [
H1, c

+
k,σ

]
=

1

V

∑

k′,q 6=0,σ′
Vqc

+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′

On voit donc que la première correction doit contenir des termes à 3 fermions. Du
coup, la seconde doit conduire à un nombre encore plus important de fermions =⇒
c’est inextricable.

Cette approche n’est d’une certaine utilité pratique que lorsqu’elle est couplée à
une approximation qui consiste à ne retenir que certains termes linéaires dans le
membre de droite en remplaçant les autres opérateurs par leur valeur moyenne dans
le fondamental non perturbé.

Considérons donc un terme :

c+k+qσc
+
k′−qσ′ck′σ′

Les seuls produits d’opérateurs donnant une valeur moyenne non nulle dans le fon-
damental non perturbé sont a priori de la forme

c+k1σ1
ck1σ1

Comme q 6= 0, la seule possibilité est
{
k + q = k′

σ = σ′

⇒ [
H1, c

+
k,σ

] ' − 1

V

∑
q

Vq < c+k+qσck+qσ > c+kσ

Finalement, on obtient :
[
H0 +H1, c

+
k,σ

] ' ε̃kc
+
kσ

ε̃k = εk − 1

V

∑
q

Vqnk+q

Cette approximation s’appelle aussi Hartree-Fock, et on note souvent ε̃k = εHFk . A
cette approximation, l’effet des interactions est simplement de modifier la dispersion.

Remarque : EHF = E0 + E1 6=
∑

k,σ ε̃knkσ !

En réalité, EHF =
∑

k,σ εknkσ + 1
2

∑
k,σ (ε̃k − εk)nkσ. Le facteur 1

2
vient du fait

qu’on ne doit compter l’interaction entre les 2 e− qu’une seule fois.
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Malheureusement, cette approximation conduit à des conséquences en désaccord
flagrant avec l’expérience. Calculons en effet plus précisement ε̃k :

ε̃k − εk = − 1

V

∑
q

Vqnk+q

= − 1

V

∑

k′

4πe2

|~k − ~k′|2
nk′

= −
∫

d3~k′

(2π)3

4πe2

|~k − ~k′|2
nk′

= −4π2πe2

(2π)3

∫ kF

0

dk′k′2
∫ π

0

dθ sin θ
1

k2 + k′2 − 2kk′ cos θ

= −e
2

π

∫ kF

0

k′2dk′
∫ 1

−1

dν
1

k2 + k′2 − kk′ν

Or,

∫ 1

−1

dx

a− bx
=

[
−1

b
ln(a− bx)

]1

−1

= −1

b
ln

(
a− bx

a+ bx

)

=
1

b
ln

(
a+ bx

a− bx

)
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ε̃k − εk = −e
2

π

∫ kF

0

dk′
k′2

2kk′
ln

(
(k + k′)2

(k − k′)2

)

= − e2

πk

∫ kF

0

dk′k′ ln

∣∣∣∣
k + k′

k − k′

∣∣∣∣

=︸︷︷︸
i.p.p

− e2

πk

{[
k′2

2
ln

∣∣∣∣
k + k′

k − k′

∣∣∣∣
]kF

0

−
∫ kF

0

dk′
k′2

2

(
1

k + k′
+

1

k − k′

)}

= − e2

πk

{
k2
F

2
ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣−
∫ kF

0

dk′
k′2k

k2 − k′2

}

= − e2

πk

{
k2
F

2
ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣− k

∫ kF

0

dk′
(
k′2 − k2

k2 − k′2
+

k2

k2 − k′2

)}

= − e2

πk

{
k2
F

2
ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣ + kFk − k

∫ kF

0

dk′
k

2

(
1

k − k′
+

1

k + k′

)}

= − e2

πk

{
k2
F

2
ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣ + kFk − k2

2

[
ln

∣∣∣∣
k + k′

k − k′

∣∣∣∣
]kF

0

}

= − e2

πk

{
k2
F

2
ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣ + kFk − k2

2
ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣
}

= −e
2

π
kF +

e2

πk
ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣
(
k2

2
− k2

F

2

)

On écrit souvent ce résultat

εHFk − εF = −2e2

π
kFF (

k

kF
)

avec F (x) = 1
2

+ 1−x2

4x
ln

∣∣1+x
1−x

∣∣.

Pour référence ultérieure, on a donc montré
∫ kF

0

k′

k
ln

∣∣∣∣
k′ + k

k′ − k

∣∣∣∣ = 2kFF (
k

kF
)

Eudions plus en détail la forme de cette dispersion :

ε̃k =
~2k2

2m
− e2

π
kF +

e2

2π
ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣
(k − kF )(k + kF )

k
(3.1)

dε̃k
dk

=
~2k

m
+
e2

2π

[(
1

k + kF
− 1

k − kF

)
(k − kF )(k + kF )

k

+ ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣
d

dk

(
k − k2

F

k2

)]

=
~2k

m
+
e2

2π

[
k − kF − (k + kF )

k
+ ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣
(

1 +
k2
F

k

)]
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⇒ dε̃k
dk

∣∣∣∣
k=kF

=
~2kF
m

+
e2

2π

[
−2 + 2 limk→kF

ln

∣∣∣∣
k + kF
k − kF

∣∣∣∣
]

qui diverge logarithmiquement. Du coup, ρ(εF ) = 0 à l’approximation de Hartree-
Fock. C’est donc une très mauvaise approximation ! On sait en effet que ρ(εF ) est
différent de zéro dans les métaux (susceptibilité de Pauli, chaleur spécifique).

3.3 Développement au second ordre :

Puisque les résultats du premier ordre ne sont pas satisfaisants, il faut aller plus
loin dans le développement. L’idée la plus naturelle est d’aller au second ordre.
Essayons donc de calculer la correction de l’énergie au second ordre en V .

D’après la théorie de perturbation, la correction au second ordre s’écrit :

E(2) = −
∑
n

< F |H1|n >< n|H1|F >

En − E0

D’après la forme de la perturbation, les états n qui contribuent à cette somme ont
deux trous dans la mer de Fermi et deux électrons en dehors de la mer de Fermi.

Plus précisément, ces états |n > sont de la forme

c+k0+q0,σ0
c+k′0−q0,σ′0ck

′
0,σ

′
0
ck0,σ0 (3.2)

avec k0, k
′
0 < kF et ||~k0 + ~q0||, ||~k′0 − ~q0|| > kF .

< F |H1|n > s’écrit :

1

2V

∑

kk′q 6=0σσ′
Vq < F |c+k+q,σc+k′−q,σ′ck′,σ′ck,σ

×c+k0+q0,σ0
c+k′0−q0,σ′0ck

′
0,σ

′
0
ck0,σ0|F >

Etant donné que l’ensemble des indices des opérateurs destruction doit être égal
à celui des indices des opérateurs création, et vu que k0 et k′0 sont nécessairement

différents de ~k0 + ~q0 et ~k′0 − ~q0, il n’y a que quatre possibilités :

I)





k + q = k′0
σ = σ′0
k′ − q = k0

σ′ = σ0

et





k′ = k0 + q0

σ′ = σ0

k = k′0 − q0

σ = σ′0

⇔





k = k′0 − q0

σ = σ′0
k′ = k0 + q0

σ′ = σ0

q = q0
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II)





k + q = k′0
σ = σ′0
k′ − q = k0

σ′ = σ0

et





k′ = k′0 + q0

σ′ = σ′0
k = k0 + q0

σ = σ0

⇔





k = k0 + q0

σ = σ0

k′ = k′0 − q0

σ′ = σ′0
q = k′0 − k0 − q0

uniquement si σ0 = σ′0.

III)





k + q = k0

σ = σ0

k′ − q = k′0
σ′ = σ′0

et





k = k0 + q0

σ = σ0

k′ = k′0 − q0

σ′ = σ′0

⇔





k = k0 + q0

σ = σ0

k′ = k′0 − q0

σ′ = σ′0
q = −q0

IV )





k + q = k0

σ = σ0

k′ − q = k′0
σ′ = σ′0

et





k = k′0 − q0

σ = σ′0
k′ = k0 + q0

σ′ = σ0

⇒





k = k′0 − q0

σ = σ′0
k′ = k0 + q0

σ′ = σ0

q = k0 − k′0 + q0

uniquement si σ0 = σ′0.

Le facteur dû au potentiel est donc Vq0 pour I et III et Vk′0−k0−q0
pour II et IV.

Par ailleurs, il faut calculer 〈0|...|0〉 en faisant attention au signe qui dépend de la
permutation qu’il faut faire pour ramener les opérateurs qui ont les mêmes indices
l’un à côté de l’autre. Pour le terme I, il vient :

< F |c+k′0σ′0c
+
k0σ0

ck0+q0σ0ck′0−q0σ′0c
+
k0+q0σ0

c+k′0−q0σ′0
ck′0σ′0ck0σ0|F >

=< F |c+k′0σ′0ck′0σ′0ck0+q0σ0c
+
k0+q0σ0

ck′0−q0σ′0c
+
k′0−q0σ′0

c+k0σ0
ck0σ0|F >

=< F |c+k′0σ′0ck′0σ′0(1− c+k0+q0σ0
ck0+q0σ0)(1− c+k′0−q0σ′0

ck′0−q0σ′0)c
+
k0σ0

ck0σ0|F >

= 1

puisque k0 et k′0 sont occupés, et que k0 + q0 et k′0 − q0 sont vides. Le terme I a
donc le signe +. On vérifie aisément que les termes II, III et IV conduisent au même
résultat avec le signe + pour III et le signe − pour II et IV.

⇒ 〈F |H1|n〉 =
1

V

[
Vq0 − δσ0σ′0Vk′0−k0−q0

]

Par ailleurs, le dénominateur vaut :

En − E0 =
~2

2m

[
(k0 + q0)

2 + (k′0 − q0)
2 − k′20 − k2

0

]

=
~2

2m

[
2k0q0 + q2

0 − 2k′0q0 + q2
0

]

=
~2

2m
2q0(k0 − k′0 + q0)
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Enfin si σ0 = σ′0, il y a un double comptage si on effectue la somme sur k0,k
′
0 et q0

car les états q0 → −q0 et k0 ↔ k′0 constituent un seul et même état. On a donc
deux contributions à E(2) :

σ0 = σ′0 On doit diviser par 2, ce qui compense le facteur 2 venant de la somma-
tion sur σ0

⇒ E
(2)
1 = − 1

V 2

∑

k0k′0q0

(
Vq0 − Vk′0−k0−q0

)2 nk0nk′0(1− nk0+q0)(1− nk′0−q0
)

~2
m

q0(k0 − k′0 + q0)

où le facteur nk0nk′0(1−nk0+q0)(1−nk′0−q0
) a été introduit pour restreindre la somme

sur les états excités au cas où k0 et k′0 sont occupés, et où k0 + q0 et k′0 − q0 sont
vides.

σ0 6= σ′0

⇒ E
(2)
2 = − 1

V 2

∑

k0k′0q0

2V 2
q0

nk0nk′0(1− nk0+q0)(1− nk′0−q0
)

~2
m

q0(k0 − k′0 + q0)

où le facteur 2 vient du spin.

Regroupons les termes :

(Vq0 − Vk′0−k0−q0
)2 = V 2

q0
+ V 2

k′0−k0−q0
− 2Vq0Vk′0−k0−q0

Or, la somme qui fait intervenir V 2
k′0−k0−q0

est la même que celle qui fait intervenir

V 2
q0

, ce qu’on voit aisément en faisant le changement de variable q0 → k′0−k0−q0.
Finalement, on obtient :

E2 = − 1

V 2

∑

k0k′0q0

4V 2
q0
− 2Vq0Vk′0−k0−q0

~2
m

q0.(k0 − k′0 + q0)
nk0nk′0(1− nk0+q0)(1− nk′0−q0

)

Il se trouve que cette contribution est divergente. Considérons en effet le terme

∝
∑

kk′q

V 2
q

q.(k− k′ + q)
nk(1− nk+q)nk′(1− nk′−q)

Pour q petit, on a :

∝
∫ ∫ ∫

dqdkdk′
1

q4

1

q
nk(1− nk+q)nk′(1− nk′−q)

où 1
q4

vient de V 2
q et 1

q
de 1

q.(k−k′+q)
. Mais

∫
dknk(1− nk+q) ∝ q, idem pour

∫
dk...
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q
kF

⇒
∫
dq

1

q4

1

q
qq ∝

∫
q2dq

q3
∝

∫
dq

q

Divergence logarithmique.

3.4 Ecrantage

La divergence vient directement du comportement en 1
q2

de la transformée de

Fourier du potentiel coulombien, donc de la décroissance lente (en 1
r
) du poten-

tiel à longue distance. Mais en présence d’un gaz d’électrons, le potentiel créé par
une charge décrôıt beaucoup plus vite que 1

r
à longue distance car les électrons se

réarrangent autour de la charge : c’est l’effet d’écran. Cet effet d’écran est contenu
dans la fonction diélectrique, qui décrit la réponse du gaz d’électrons à une charge
ponctuelle.

D’après le chapitre précédent, cette fonction délectrique est donnée par

1

ε(~q, ω)
= 1 +

4πe2

q2Ω
χρ−qρq(ω)

avec

χρ−qρq(ω) =
∑
n

(
< n|ρ−q|0 >< 0|ρq|n >

ω − ωn0 + iδ
− < 0|ρ−q|n >< n|ρq|0 >

ω + ωn0 + iδ

)

où l’opérateur ρq est donné en seconde quantification par ρq =
∑

kσ c
+
kσck+qσ. Dans

cette expression, les états |0 > et |n > sont les états propres de l’hamiltonien total.

Théorie RPA du gaz d’électrons :

Comme on ne connâıt pas l’expression exacte des états propres de l’hamiltonien
total, on ne peut pas faire ce calcul exactement. Une possibilité consiste à faire un
développement perturbatif. Nous verrons dans le chapitre suivant comment procéder.
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Il y a cependant une façon élémentaire d’aboutir au même résultat. D’après la
théorie de la réponse linéaire, on a :

ρind =
4πe2

Ωq2
χρ−qρqδρ

Or, la seule quantité qu’on sait calculer a priori est la fonction de réponse χ0
ρ−qρq

du gaz d’électrons libres. Mais si l’on remplace simplement χρ−qρq par χ0
ρ−qρq

dans
cette expression de la charge induite, on suppose que les électrons ne réagissent qu’à
la charge test. Or c’est certainement une très mauvaise approximation puisqu’un
électron est en interaction coulombienne avec les autres électrons du solide. Une
façon simple mais approximative d’inclure cette interaction consiste à décrire encore
cette réponse comme celle d’un gaz d’électrons libres où chaque électron sent non
seulement le potentiel créé par la charge test, mais aussi le potentiel moyen créé par
les autres électrons. Cela revient à exprimer la charge induite comme la réponse d’un
gaz d’électrons libres à la charge totale ρtot = 1

ε
δρ, ce qui conduit à l’expression :

ρind =
4πe2

Ωq2
χ0
ρ−qρq

1

ε
δρ

Mais par définition de ε, on a :

1

ε
=

ρind + δρ

δρ
(3.3)

On en déduit une équation auto-cohérente (“self-consistent”) pour 1
ε

:

1

ε
= 1 +

4πe2

Ωq2
χ0
ρ−qρq

1

ε

⇒ ε = 1− 4πe2

Ωq2
χ0
ρ−qρq

Cette approximation s’appelle l’approximation RPA (Random Phase Approxima-
tion = Approximation de Phases Aléatoires ) du nom de la méthode de théorie des
plasmas qui conduit à une expression de ce type.

On a donc

1

ε0
= 1 +

4πe2

Ωq2
χ0
ρ−qρq

(ω)

où χ0 est la fonction de corrélation calculée pour les électrons libres et

εRPA(~q, ω) = 1− 4πe2

Ωq2
χ0
ρ−qρq

(ω)
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soit

1

εRPA(~q, ω)
=

1

1− 4πe2

Ωq2
χ0
ρ−qρq

(ω)

Remarques :

1) Cette expression peut être retrouvée à partir de la définition de 1
ε

en fonction
de χρ−qρq en écrivant une équation de mouvement pour ρq(t) et en la linéarisant de
façon appropriée.

2) L’expression pour 1
ε0(~q,ω)

correspond à un développement de 1
εRPA(~q,ω)

au premier

ordre en χ0.

La théorie de Lindhard de l’écrantage consiste précisément à calculer χ0
ρ−qρq

dans
le cas d’électrons sans interaction, c’est-à-dire à évaluer l’expression :

χρ−qρq(ω) = lim
δ→0+

∑
n

(
< n|ρ−q|0 >< 0|ρq|n >

ω − ωn0 + iδ
− < 0|ρ−q|n >< n|ρq|0 >

ω + ωn0 + iδ

)

Dans ce cas, les états propres de l’hamiltonien s’obtiennent à partir du fondamen-
tal en créant des paires électron-trou. Avec

ρ−q =
∑

kσ

c+k+qσckσ

les seuls états |n > donnant une contribution non nulle à l’élément de matrice
< n|ρ−q|0 > sont de la forme

c+k+qσckσ|0 >

avec k < kF et |~k + ~q| > kF .

L’énergie de cet état vaut

En = E0 +
~2(k + q)2

2m
− ~

2k2

2m

⇒ ωn0 =
~k · ~q
m

+
q2

2m

Le premier terme s’écrit donc :

∑

~k,σ

n~k(1− n~k+~q)

ω − ~k·~q
m
− q2

2m
+ iδ



3.4. ECRANTAGE 69

Le deuxième terme fait intervenir l’élément de matrice < n|ρq|0 >. Avec

ρq =
∑

kσ

c+kσck+qσ

les seuls états |n > donnant une contribution non nulle à l’élément de matrice
< n|ρq|0 > sont de la forme

c+kσck+qσ|0 >

avec k > kF et |~k + ~q| < kF , d’où ωn0 = −~k·~q
m
− q2

2m
.

Le deuxième terme s’écrit donc

−
∑

kσ

(1− n~k)n~k+~q

ω − ~k·~q
m
− q2

2m
+ iδ

Finalement, la somme des deux termes s’écrit :

χρ−qρq(ω) =
∑

kσ

n~k − n~k+~q

ω − ~k·~q
m
− q2

2m
+ iδ

formule qu’on rencontre plus souvent sous la forme équivalente obtenue après les
changements de variable k′ = k + q puis k = −k′ :

χρ−qρq(ω) =
∑

kσ

n~k+~q − n~k

ω +
~k·~q
m

+ q2

2m
+ iδ

Considérons la limite ω → 0 pour se faire une idée de l’effet de cette fonction. On
peut prendre δ = 0 car si le dénominateur est nul, le numérateur l’est aussi et il n’y
a pas de contribution.

⇒ χρ−qρq(ω = 0) =
∑

kσ

n~k+~q − n~k
~k·~q
m

+ q2

2m

= 4m
∑

~k

n~k+~q − n~k

2~k · ~q + q2



70 CHAPITRE 3. LES INTERACTIONS ÉLECTRONS-ÉLECTRONS

Mais
∑

~k

n~k

2~k · ~q + q2

=
2πΩ

(2π)3

∫ kF

0

k2dk

∫ π

0

sin θdθ
1

2kq cos θ + q2

=
Ω

(2π)2

∫ kF

0

k2

q
dk

∫ 1

−1

du

2ku+ q

=
Ω

(2π)2

∫ kF

0

k2

q
dk

1

2k
ln

∣∣∣∣
2k + q

2k − q

∣∣∣∣

=
Ω

(2π)2

∫ kF

0

dk
k

2q
ln

∣∣∣∣
k + q

2

k − q
2

∣∣∣∣

=
Ω

16π2

∫ kF

0

dk
k

q/2
ln

∣∣∣∣
k + q

2

k − q
2

∣∣∣∣

=
ΩkF
8π2

F

(
q

2kF

)

avec F (x) = 1
2

+ 1−x2

4x
ln

∣∣1+x
1−x

∣∣.

Par ailleurs,
∑

~k

n~k+~q

2~k · ~q + q2

=
∑

~k′

n~k′

2~k′ · ~q − q2
(~k′ = ~k + ~q)

= −
∑

~k

n~k

2~k · ~q + q2
(~k = −~k′)

⇒ χ0
ρ−qρq

(ω = 0) = −mkFΩ

~2π2
F

(
q

2kF

)

On a réinjecté ~2 dans le dénominateur.

La forme de la fonction F conduit à deux conclusions très importantes :

– Le potentiel écranté décroit en

Vecrante =
e2

r
e−qTF r

avec qTF = qThomas-Fermi = 0.815
√
rskF , donc exponentiellement vite à longue

distance.
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Démonstration :
Pour q petit, on a

εRPA(~q, ω = 0) = 1− 4πe2

q2Ω
χ0
ρ−qρq

(ω = 0)

Mais lim
q→0

χ0
ρ−qρq

(ω = 0) = −mkF
π2

ΩF

(
q = 0

2kF

)

Or, F (x) =
1

2
+

1− x2

4x
ln

∣∣∣∣
1 + x

1− x

∣∣∣∣ '
1

2
+

1− x2

4x
ln(1 + 2x) → 1 quand x→ 0

⇒ χ0
ρ−qρq

(ω = 0) = −mkF
~2π2

Ω

⇒ εRPA(~q, ω = 0) = 1 +
4πe2

q2

mkF
~2π2

= 1 +
q2
TF

q2

avec

q2
TF =

4πe2mkF
~2π2

=
4kF
πa0

= k2
F

4

π(a0kF )

= k2
F

(
16

3π2

) 2
3

rs

qTF = 0.815
√
rskF

Mais l’utilisation pratique de la constante diélectrique revient à dire que le
potentiel créé est égal à 1

ε
×φext. Ainsi, en transformée de Fourier, l’interaction

écrantée s’écrit :

Vecrante(q) =
1

ε
V (q) =

4πe2

q2 + q2
TF

Or, lorsque nous avons calculé la transformée de Fourier de potentiel coulom-
bien, nous avons établi que :

e2
∫
dr
e−ηr

r
eiq.r =

2πe2

iq

[
ei(q+iη)r

i(q + iη)
− e−i(q−iη)r

−i(q − iη)

]+∞

0

ce qui, si η n’est pas nul, vaut :

4πe2

q2 + η2
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Si l’on revient dans l’espace réel, le potentiel écranté vaut donc :

Vecrante =
e2

r
e−qTF r

– La singularité à q = 2kF (voir discussion pour Hartree-Fock et la singularité à
k = kF ) produit des oscillations qui décroissent comme

cos(2kF r)

r3

→ oscillations de Friedel (oscillations de charge autour d’une impureté)

→ oscillations RKKY (Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida) pour l’interaction
d’échange entre impuretés magnétiques localisées dans un métal.

L’utilisation de cette constante diélectrique résoud par ailleurs tous les problèmes
de divergence qui étaient apparus jusque là, et conduit à des prédictions nouvelles
et largement vérifiées pour le gaz d’électrons :

Dispersion près de kF et densité d’états :

Le plus simple est de remplacer Vq par V (q)
εRPA(q)

dans le calcul de la dispersion ε̃k :

ε̃k → εk − 1

V

∑
q

Vq
εRPA(q)

nk+q

Pour q petit, εRPA(q) = 1 +
q2TF

q2

⇒ ε̃k ' εk − 1

V

∑
q

4πe2

q2 + q2
TF

nk+q

Dans la limite qTF >> kF , on peut montrer que

ρ(εF ) =
ρ0(εF )

1 + 16
3
mπe2

q5TF
k3
F

> 0

Quand qTF → 0 (pas d’écrantage), ρ(εF ) → 0.

Energie du fondamental :
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L’énergie d’interaction est donnée par < 0|H1|0 > avec

H1 =
1

2Ω

∑

kk′q 6=0σσ′
Vq c

+
k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσ︸ ︷︷ ︸

=−c+k+qσc
+
k′−qσ′ckσck′σ′

= − 1

2Ω

∑

kk′q 6=0σσ′
Vqc

+
k+qσ

(
δσσ′δk′−qk − ckσc

+
k′−qσ′

)
ck′σ′

=
1

2Ω

∑

kk′q 6=0σσ′
Vqc

+
k+qσckσc

+
k′−qσ′ck′σ′

− 1

2Ω

∑

kq 6=0σ

Vqc
+
k+qσck+qσ

=
1

2Ω

∑

q 6=0

Vqρ−qρq − 1

2

∑

q 6=0

Vq
N

Ω

avec N le nombre d’électrons.

Or, d’après la définition de 1
ε

et la théorie de la réponse linéaire, on a :

1

ε(~q, ω)
= 1 + V (q)χρ−qρq(ω)

χρ−qρq(ω) = lim
δ→0+

∑
n

(
< n|ρ−q|0 >< 0|ρq|n >

ω − ωn0 + iδ
− < 0|ρ−q|n >< n|ρq|0 >

ω + ωn0 + iδ

)

Mais

1

ω − ωn0 + iδ
=

ω − ωn0 − iδ

(ω − ωn0)2 + δ2

⇒ Im

(
1

ω − ωn0 + iδ

)
=

−δ
(ω − ωn0)2 + δ2

∫ +∞

−∞
dωIm

(
1

ω − ωn0 + iδ

)
= −δ1

δ

[
Arctg

ω − ωn0

δ

]+∞

−∞
= −π

Par ailleurs, comme ωn0 > 0, la fonction est piquée autour de ωn0 > 0 quand δ → 0

⇒ lim
δ→0

∫ +∞

−∞
dωIm

(
1

ω − ωn0 + iδ

)
= lim

δ→0

∫ +∞

0

dωIm

(
1

ω − ωn0 + iδ

)

De plus, comme ωn0 > 0, la fonction

Im

(
1

ω + ωn0 + iδ

)
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est piquée autour ω = −ωn0

⇒ lim
δ→0

∫ +∞

0

dωIm

(
1

ω + ωn0 + iδ

)
= 0

Ainsi

⇒ lim
δ→0+

∫ +∞

0

dωImχρ−qρq(ω) = −π
∑
n

< 0|ρq|n >< n|ρ−q|0 >

= −π < 0|ρqρ−q|0 >
= −π < 0|ρ−qρq|0 >

d’où
4πe2

q2Ω

∫ +∞

0

dωIm
1

ε(q, ω)
= −4π2e2

q2Ω
< 0|ρ−qρq|0 >

Comme Eint = < 0|
∑
q

2πe2

q2
ρ−qρq|0 > − < 0|

∑
q

2πe2

q2Ω
N |0 >

il vient finalement Eint = −
∑
q

{∫ +∞

0

dω

2π
Im

(
1

ε(q, ω)

)
+

2πNe2

q2Ω

}

Si on utilise

1

ε0(q, ω)
= 1 +

4πe2

q2Ω
χ0
ρ−qρq

(ω)

pour calculer Eint, on retrouve le résultat Hartree-Fock. Par contre, si on utilise

1

εRPA(q, ω)
=

1

1− 4πe2

q2Ω
χ0
ρ−qρq

(ω)
,

on arrive à un terme qui donne une correction au résultat Hartree-Fock pour l’énergie
de corrélation :

ERPA
corr

N
= 0.062lnrs − 0.142 Ry. (3.4)

Le problème de la divergence du terme d’ordre 2 a été éliminé en sommant une
série géométrique. On peut démontrer, dans le cadre d’une théorie de perturbation
systématique, que cela revient à sommer les contributions les plus divergentes à
chaque ordre.
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3.4.1 Discussion de quelques conséquences physiques

Lien avec l’éctrostatique des métaux

ε1(k, ω = 0) ' 1 +
q2
TF

k2
quand k → 0

ε1 → +∞ quand (k → 0, ω = 0) ⇒ électrodynamique des métaux : ρ = 0,E = 0
(écrantage total). Ce n’est vrai que pour des fluctuations de fréquence nulle et de
grande longueur d’onde.

Partie imaginaire

ε2(k, ω) est nul si ω est plus grand que la plus grande excitation ωn0 correspondant
à un vecteur d’onde q. Pour q donné, ωn0 vaut :

~
(

(k + q)2

2m
− k2

2m

)
= ~

(
q2

2m
+

k.q

m

)

et k doit être occupé.

max(ωn0) = ~
(
q2

2m
+
qkF
m

)

min(ωn0) =

{
0 si q < 2kF (⇒ k = −q

q
q
2
)

~
(
q2

2m
− qkF

m

)
si q > 2kF!n0!p
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2

Plasmons

ε1(k, ω) = 0 pour ω = ωk. Ceci correspond à ε(k, ω) = 0 si ωk est en dehors des
excitations électron-trou.

En faisant un développement limité, on peut montrer que

ε(k, ω) = 1 +
ω2
p

ω2
k − ω2

p − ω2
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avec {
ω2
p = 4πne2

m

ωk = ωp

(
1 + 3

10

k2v2F
ω2

p
+ . . .

)

Pour cette fréquence et ce vecteur d’onde, la réponse du système à une pertur-
bation extérieure est infinie. En fait, si l’on s’intéresse à la propagation d’onde
électromagnétique dans un métal, on peut démontrer qu’une oscillation de charge
de vecteur d’onde k et de fréquence ωk peut exister de façon stationnaire dans le gaz
d’électrons. Ces oscillations sont typiques des plasmas (= mélange neutre de charges
positives et de charges négatives).

3.4.2 Lien avec le modèle de Drude de la constante diélectrique

Considérons la réponse du gaz d’électron à un champ électrique sinusöıdal dans
une approximation de temps de relaxation

dp

dt
= −p

τ
− eE

où on choisit E(t) = Re [E(ω)e−iωt]. On cherche une solution sous la forme

p(t) = Re
(
p(ω)e−iωt

)

⇒ −iωp(ω) = −p(ω)

τ
− eE(ω)

⇒ p(ω) =
−eE(ω)
1
τ
− iω

Or le courant est donné par

j(t) = −nev = −nep
m

⇒ j(ω) =

(
ne2

m
τ
)

E(ω)

1− iωτ

Soit j(ω) = σ(ω)E(ω) avec

σ(ω) =
σ0

1− iωτ
, σ0 =

ne2τ

m

Or, il est facile d’établir une relation générale entre la constante diélectrique et la
conductivité. En effet,

j(ω) = σ(ω)E(ω)
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où j(ω) est le courant induit et E(ω) est le champ total.

⇒
{ ∇.E = 4π(ρind + δρ)
∇.j = iωρind

σ(ω)4π(ρind + δρ) = iωρind

soit δρ =

(
−1 +

iω

4πσ(ω)

)
ρind

Or, d’après la définition de la constante diélectrique,

ρtot = ρind + δρ =
1

ε
δρ

soit δρ =
1

1
ε
− 1

ρind

On en déduit :
1

1
ε
− 1

= −1 +
iω

4πσ(ω)

d’où

ε = 1 +
4πiσ(ω)

ω

Mais σ(ω) =
σ0

1− iωτ
' σ0

−iωτ si ω À τ

⇒ ε(ω) ' 1− 4πσ0

ω2τ
= 1− 4πne2

m

1

ω2

ou encore ε(ω) = 1− ω2
p

ω2
avec ω2

p =
4πne2

m

3.4.3 Plasmons

D’après la définition de la fonction diélectrique,

ρtot(ω) =
1

ε(ω)
δρ(ω)

Si ε → 0, une perturbation infinitésimale peut conduire à un mode. En réalité, un
mode peut exister indépendamment d’une perturbation extérieure.

{ ∇.j = −∂ρ
∂t
⇒ ∇.j(ω) = iωρ(ω)

∇.E = 4πρ

et j(ω) = σ(ω)E(ω)
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iωρ(ω) = σ(ω)4πρ(ω)

Cette équation peut avoir une solution non nulle si

iω = σ(ω)4π

soit 1 +
4πiσ(ω)

ω
= 0 ⇔ ε(ω) = 0

si ω À 1

τ
, σ(ω) =

iσ0

ωτ

⇒ 1− 4πσ0

ω2τ
= 0

soit 1− ω2
p

ω2
= 0, ω2

p =
4πne2

m

Autrement dit, si ω = ωp, il existe un mode du gaz d’électrons correspondant à des
fluctuations de charge.

Conséquences physiques

Pertes d’énergie d’électrons à travers des films métalliques : on observe des pics
d’absorption à la fréquence ωp et à ses multiples.

Propagation des ondes électromagnétiques : étudions la possibilité qu’une onde
électromagnétique se propage sans changement de la densité :

j(ω) 6= 0 mais ∇.j = 0

Les équations de Maxwell s’écrivent :
{ ∇.E = 0 ; ∇× E = −1

c
∂B
∂t

∇.B = 0 ; ∇×B = 4π
c
j + 1

c
∂E
∂t

rot(rotE) = grad divE︸ ︷︷ ︸
=0

−∆E =
iω

c
rotB

soit −∆E =
iω

c

(
4π

c
j− iω

c
E

)

soit −∆E =
ω2

c2

(
1 +

4πiσ

ω
E

)

Si ω À 1

τ
, 1 +

4πiσ

ω
' 1− ω2

p

ω2

1 +
4πiσ

ω
> 0 si ω > ωp

< 0 si ω < ωp
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Fig. 3.1 –

L’équation est donc de la forme

∆E +
ω2

c2
ε(ω)E = 0

ε(ω) > 0 ⇒ E ∝ eik.r, k ∈ R3

⇒ propagation possible

ε(ω) < 0 ⇒ E ∝ e−kz (z > 0)

⇒ ondes évanescentes

⇒ les métaux sont transparents pour ω > ωp, réfléchissant pour ω < ωp.

Métaux alcalins : λp ' 2000 Å ¿ λvisible. Les métaux sont transparents dans l’UV.

Modèle “trivial” des plasmons

Considérons un système de charges positives et négatives, et déplaçons les charges
négatives de d dans une certaine direction (voir figure 3.1). La densité de surface
est ±nde, où n est la densité d’électron. Le champ électrique à l’intérieur de ce
condensateur est

E = 4πσx (CGS;
σ

ε0

x en SI)

Le gaz d’électron est donc régi par l’équation du mouvement :

Nmd̈ = −Ne4πσ = −4πNne2d

⇒ d̈ = −4πne2

m
d

⇒ oscillations de fréquence ω2
p = 4πne2

m

3.5 Effet de réseau : instabilité

Jusqu’à présent, nous avons limité notre discussion au gaz d’électrons dans un
background homogène de charges positives. Mais en réalité, dans un solide les charges
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positives sont les ions aux noeuds d’un réseau. Pour discuter l’effet du réseau, reve-
nons à la comparaison entre 1

εRPA et 1
ε0

: si l’on écrit, par définition de χRPA
ρ−qρq

(ω),

1

εRPA
= 1 + Vqχ

RPA
ρ−qρq

(ω)

et que l’on exprime εRPA en fonction de χ0
ρ−qρq

(ω) :

1

εRPA
=

1

1− Vqχ0
ρ−qρq

(ω)

on trouve :

1 + Vqχ
RPA =

1

1− Vqχ0

⇒ (1 + Vqχ
RPA)(1− Vqχ

0) = 1

soit

χRPA
ρ−qρq

(ω) =
χ0
ρ−qρq

(ω)

1− Vqχ0
ρ−qρq

(ω)

Cette formule est très générale pour la fonction de réponse en interaction :

χ =
χ0

1− V χ0

où V décrit la force du couplage.

Cette expression peut conduire à des instabilités lorsque V χ0 = 1. Pour la sus-
ceptibilité de charge, cela ne se produit pas car V χ0 < 0. Par contre, si l’on fait un
calcul pour la susceptibilité de spin χS+S−(q, ω), on trouve :

χRPA
+− (q, ω) =

χ0
+−(q, ω)

1− Vqχ0
+−(q, ω)

où χ0
+−(q, ω = 0) =

∑

k

nk − nk+q

Ek+q − Ek

> 0

Pour le gaz d’électron homogène, le dénominateur est le plus divergent pour q = 0
⇒ pas d’onde de densité de spin. Par contre, pour un modèle sur réseau, on peut
avoir une instabilité pour q 6= 0. Considérons par exemple le modèle de Hubbard :

χRPA
+− (q) =

χ0
+−(q)

1− Uχ0
+−(q)

et calculons χ0
+−(q) dans le cas d’un réseau cubique. La dispersion est donnée par :

Ek = −2t(cos kx + cos ky + cos kz)
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On voit que si Q = (π, π, π), on a :

Ek+Q = −Ek (emboitement parfait)

Plaçons nous au demi-remplissage. Le niveau de Fermi est égal à zéro. Donc si k est
occupé, k + Q est vide.

⇒ χ0
+−(Q) =

∑

k occupés

1

−2Ek

=

∫ W/Z

0

ρ(ε)dε

2ε

Comme ρ(ε) → ρ(0) > 0 quand ε → 0, χ0
+−(Q) a une divergence logarithmique.

L’origine de cette divergence logarithmique vient du fait que pour Q = (π, π, π) et
au demi-remplissqge le numérateur nk−nk+Q est toujours égal à 1, alors que lorsque
ces conditions ne sont pas remplies, il est nul sauf pour une petite région dans la
zone de Brillouin. Du coup, il y a une instabilité magnétique de vecteur d’onde Q.
Elle correspond à une onde de densité de spin

{
ni↑ = 1

2
+meiQ.ri

ni↓ = 1
2
−meiQ.ri

On retrouve un état antiferromagnétique.



Chapitre 4

Interaction électrons-phonons

4.1 Introduction

Jusqu’à présent, nous avons considéré que le réseau était statique. En réalité,
les ions sont animés de vibrations autour de leur position d’équilibre. Ces vibra-
tions ont des conséquences directes sur les propriétés des solides (chaleur spécifique,
fusion, conductivité thermique) et des conséquences indirectes via leurs effets sur
les électrons, notamment la résistivité et l’interaction attractive qui conduit au
phénomène de supraconductivité.

4.2 Phonons - Rappels

Désignons par ~Rn,α = ~Rn+ ~Rα la position d’équilibre d’un atome, où ~Rn repère la

maille élémentaire et ~Rα la position à l’intérieur de la maille élémentaire, et appelons
~sn,α(t) le déplacement de cet atome par rapport a sa position d’équilibre. L’énergie
cinétique s’écrit :

T =
∑
n,α,i

Mα

2
ṡ2
n,α,i , n = 1, . . . , N ; α = 1, . . . , r ; i = x, y, z

où Mα est la masse de l’atome α dans la maille élémentaire. Désignons par ailleurs
par V ({~sn,α}) l’énergie potentielle du système comme fonction des positions des ions.
Si l’on s’intéresse aux petits déplacements par rapport à la position d’équilibre, on
peut faire un développement limité autour de cette position d’équilibre. Si l’on se
limite au second ordre, il vient :

V ({~sn,α})− V ({~o}) =
1

2

∑
n,α,i

∑

n′,α′,i′
φn

′,α′,i′
n,α,i sn,α,isn′,α′,i′

82
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avec

φn
′,α′,i
n,α,i =

∂2V

∂sn,α,i∂sn′,α′,i′

∣∣∣∣
~sn,α=~o

Les vibrations dans le solide se ramènent alors à un cas particulier du problème
général des petites oscillations vu en mécanique analytique. En particulier, on peut
se ramemer, via un changement de variables, à une collection d’oscillateurs har-
moniques. Ces coordonnées s’appellent les coordonnées normales. Dans le cas des
vibrations dans un solide, la périodicité permet de simplifier l’analyse en faisant une
transformée de Fourier. Le prix à payer est d’introduire des coordonnées complexes.

Le Lagrangien du système est donc donné à une constante près par :

L = T − V =
∑
n,α,i

Mα

2
ṡ2
n,α,i −

1

2

∑
n,α,i

∑

n′,α′,i′
φn

′,α′,i′
n,α,i sn,α,isn′,α′,i′

Les équations de Lagrange pour la variable sn,α,i s’écrivent :

d

dt

(
∂L

∂ṡn,α,i

)
− ∂L

∂sn,α,i
= 0

⇒Mαs̈n,α,i = −
∑

n′,α′,i′
φn

′,α′,i′
n,α,i sn′,α′,i′

On cherche les modes propres de ce système, c’est-à-dire les solutions du type

sn,α,i(t) =
1√
Mα

un,α,i e
−iωt

Comme le système est linéaire, la partie réelle et la partie imaginaire seront
également solution. Il vient :

ω2un,α,i =
∑

n′,α′,i′
Dn′,α′,i′
n,α,i un′,α′,i′

avec

Dn′,α′,i′
n,α,i =

φn
′,α′,i′
n,α,i√
MαMα′

Les carrés des fréquences propres sont donc les valeurs propres de la matrice D.
Or cette matrice est symétrique puisque les φn

′,α′,i′
n,α,i sont des dérivées secondes. Ses

valeurs propres sont donc réelles. Par ailleurs, la condition de minimalité de l’énergie
potentielle (et pas simplement d’extrémalité) impose que ces valeurs propres soient
positives. Désignons par ωj > 0 la racine carrée de ω2

j . On a donc :

3× r ×N fréquences propres
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où 3 vient de i = x, y, z , r est le nombre d’atomes dans la maille élémentaire et N
le nombre de mailles élémentaires dans le cristal. Le vecteur propre associé à ω2

j est

noté u
(j)
n,α,i.

Jusque là, le calcul est complètement général. L’invariance par translation du
système implique que φn

′,α′,i′
n,α,i ne dépend que de n − n′. Dans un tel cas, on peut

chercher les solutions sous la forme

un,α,i = cα,ie
i~q·~Rn

⇒ ω2cα,i =
∑

α′,i′

∑

n′

1√
MαMα′

φα
′,i′,n′
α,i,n ei~q·(

~Rn′−~Rn)cα′,i′

=
∑

α′,i′
Dα′,i′
α,i (~q)cα′,i′

Pour chaque valeur de ~q, on a donc un système de 3r équations, ce qui conduit à 3r
fréquences propres :

ωj(~q), j = 1, . . . , 3r

Le vecteur propre associé à ωj(~q) a 3r composantes e
(j)
α,i(~q). On l’écrit souvent comme

r vecteurs à 3 composantes ~e
(j)
α (~q). Ces vecteurs s’appellent les vecteurs polarisations.

La solution finale pour le déplacement est donc une combinaison linéaire des
déplacements ~e

(j)
α (~q)ei(~q·~Rn−ωj(~q)t). Il est commode d’inclure la dépendance tempo-

relle dans le coefficient, et de mettre cette combinaison linéaire sous la forme :

⇒ sn,α,i(t) =
1√
NMα

∑

j,~q

Qj(~q, t)e
(j)
α,i(~q)e

i~q·~Rn

Les quantités Qj(~q, t) sont au nombre de 3rN (3r pour j, N pour ~q). On peut donc
les considérer comme de nouvelles variables. Pour que les sn,α,i(t) soient réels, les
Qj(~q, t) doivent être complexes et satisfaire Q∗j(~q, t) = Qj(−~q, t) (on peut démontrer

que ωj(−~q) = ωj(~q) et choisir ~e
(j)
α (~−q) = ~e

(j)
α (~q). )

Par ailleurs, les vecteurs propres d’une matrice symétrique sont orthogonaux :
∑
α,i

e
(j)
α,i(~q)e

(j′)
α,i (~q

′) = δj,j′δ~q,~q′

A l’aide de ces relations on peut démontrer que le Lagrangien s’écrit :

L =
1

2

∑

j,~q

[
Q̇∗j(~q, t)Q̇j(~q, t)− ω2

j (~q)Q
∗
j(~q, t)Qj(~q, t)

]

L’Hamiltonien s’en déduit par une transformation de Legendre :

Pj(~q, t) =
∂L

∂Q̇j(~q, t)
= Q̇∗j(~q, t)
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⇒ H =
1

2

∑

j,~q

[
P ∗j (~q, t)Pj(~q, t) + ω2

jQ
∗
j(~q, t)Qj(~q, t)

]

Quantification :

On postule, comme pour l’oscillateur harmonique, les relations de commutation
habituelles entre les impulsions et les positions des ions. Il en découle les relations
de commutation suivantes pour les coordonnées normales :

[Qj(~q), Pj′(~q
′)] = i~δ~q,~q′δj,j′

Si on définit, toujours par analogie avec l’oscillateur harmonique, les opérateurs de
création et d’annihilation par :





a+
j (~q) = 1√

2~ωj(~q)
(ωjQ

∗
j(~q)− iPj(~q))

aj(~q) = 1√
2~ωj(~q)

(ωjQj(~q)− iP ∗j (~q))

le Hamiltonien se met sous la forme

H =
∑

j,~q

~ωj(~q)
(
a+
j (~q)aj(~q) +

1

2

)

Les opérateurs a+
j (~q), aj(~q) satisfont des règles de commutation bosoniques

[aj(~q), a
+
j′(~q

′)] = δj,j′δ~q,~q′

Les relations inverses donnant les positions et impulsions en fonction des aj(~q) et
a+
j (~q) sont : 




Qj(~q) =
√

~
2ωj(~q)

(a+
j (−~q) + aj(~q))

Pj(~q) = i
√
~ωj(~q)

2
(a+
j (~q)− aj(−~q))

La forme de l’hamiltonien montre que le système se comporte comme un gaz de
bosons.

Discussion générale :

Les courbes ωj(~q) s’appellent les relations de dispersion. Elles sont au nombre de 3r.
Quand ~q → 0, toutes les mailles élémentaires vibrent en phase. Si tous les atomes
à l’intérieur de la maille vibrent en phase, ωj(~q) doit tendre vers 0. Il y a 3 modes
qui satisfont cette condition (déplacement global dans trois directions de l’espace).
Ces modes s’appellent les modes acoustiques. Les 3r − 3 autres modes ne tendent
pas vers 0. Ils s’appellent les modes optiques.

La forme générale de la dispersion est donc :
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Thermodynamique

Le calcul de la chaleur spécifique à basse température est totalement équivalent
à celui des magnons dans les systèmes antiferromagnétiques, et il conduit à :

Cv ∼ T 3

A haute température, la chaleur spécifique sature lorsque la température est
supérieure à la plus grande fréquence de phonon.

Autres propriétés :

Les succès de ce modèle harmonique ne doivent pas faire oublier ses échecs. En
particulier, il est impossible de rendre compte de la dilatation thermique et de la
conductivité thermique finie sans inclure des effets anharmoniques. Ils se traduisent
en seconde quantification par des termes à 3 phonons, 4 phonons, etc. . .

4.3 Interaction électron-phonon :

L’interaction électron-phonon vient de l’interaction coulombienne qui s’écrit :

Hel−ion =
∑

l,i

V (~rl − ~Ri)
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où ~rl est la position de l’électron et ~Ri celle de l’ion, et du fait que ~R n’est pas
fixé a sa position d’équilibre mais peut effectuer de petites oscillations autour de sa
position d’équilibre. Avec les notations précédentes, on écrit :

~Rn,α(t) = ~Rn + ~Rα︸ ︷︷ ︸
~Rn,α

+~sn,α(t)

Si ~sn,α(t) est petit, on peut faire un développement limité de Vα(~rl − ~Ri), où V
dépend du site dans la maille élémentaire :

Vα(~rl − ~Rn,α − ~sn,α) = Vα(~rl − ~Rn,α)− ~sn,α · ~∇Vα(~rl − ~Rn,α)

Le premier terme décrit le mouvement des électrons dans le potentiel périodique
du cristal. Il est pris en compte par le théorème de Bloch.

Le deuxième terme décrit l’interaction avec les vibrations du réseau. Si l’on re-
porte l’expression de ~sn,α en fonction des coordonnées normales dans l’expression du
Hamiltonien, il vient :

Hel−ph = −
∑

α,n,l

1√
NMα

∑

j,~q

Qj(~q)~e
(j)
α (~q) · ~∇Vα(~rl − ~Rn,α)e

i~q·~Rn

Pour exprimer ce Hamiltonien en seconde quantification, on procède en 2 temps :
– Pour la partie phonons, il suffit de remplacer Qj(~q) par son expression en fonc-

tion de aj et a+
j :

Qj(~q) =

√
~

2ωj(~q)

(
a+
j (−~q) + aj(~q)

)

– Pour la partie fermions, on utilise les règles de la seconde quantification, i.e.
on calcul l’élément de matrice de la partie de l’interaction qui dépend des
coordonnées électroniques, à savoir ~∇Vα(~rl − ~Rn,α). Pour cela, il est utile de
développer vα en série de Fourier :
Vα(~r) =

∑
~K e

i ~K·~rVα, ~K ~K quelconque car Vα(~r) n’est pas périodique

⇒ ~∇Vα(~rl − ~Rn,α) =
∑

~K

ei
~K(~rl−~Rn,α)Vα, ~Ki

~K

Les éléments de matrice de ce potentiel entre des ondes de Bloch s’écrivent :

< ~k′, σ′|~∇Vα|~k, σ >=
∑

~K

e−i
~K ~Rn,αVα, ~Ki

~K < ~k′, σ′|ei ~K~r|~k, σ >

avec

< ~k′, σ′|ei ~K~r|~k, σ >=

∫
d~ru∗~k′(~r)u~k(~r)e

i(−~k′+ ~K+~k)~rδσ,σ′

Cette intégrale est non nulle si et seulement si

~k′ = ~K + ~k + ~G
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où ~G est un vecteur du réseau réciproque. En effet, u∗~k′(~r)u~k(~r) est une fonction
périodique. Elle peut donc être décomposée en série de Fourier :

u∗~k′(~r)u~k(~r) =
∑

~G

f(~G)ei
~G.~r

où les vecteurs ~G sont des vecteurs du réseau réciproque, ce qui conduit à

< ~k′, σ′|ei ~K~r|~k, σ >= δσ,σ′
∑

~G

f(~G)

∫
d~rei(−

~k′+ ~K+~k+ ~G)~r

Or, l’intégrale
∫
d~rei(−~k

′+ ~K+~k+ ~G).~r est nulle sauf si −~k′ + ~K + ~k + ~G = ~0.

Par ailleurs, la somme sur ~Rn s’écrit :

∑

~Rn

ei~q.
~Rne−i

~K.~Rn =
∑

~Rn

ei(~q−
~K). ~Rn

Cette somme est nulle sauf si ~K = ~q+ ~G où ~G est un vecteur du réseau réciproque.

Ainsi, ~k et ~k′ doivent être reliés par

~k′ = ~q + ~k + ~G

Mais ~k et ~k′ doivent tous les deux appartenir à la première zone de Brillouin.
Ainsi, pour ~k et ~q donnés, il existe un et un seul vecteur ~G qui ramène ~k + ~q dans
la première zone de Brillouin.

On distingue donc deux types de processus :
– Processus ”normaux” tels que ~k + ~q ∈ BZ (~G = ~0).

– Processus ”Umklapp” tels que ~k + ~q /∈ BZ ⇒ ~G 6= ~0 et ~k′ 6= ~k + ~q.

Finalement, l’interaction s’écrit

H = −
∑

α,σ,~k,~q,j

√
N~

2Mαωj(~q)

×
∑

~G′

[
~e

(j)
α,~q · i(~q + ~G′)

] ∫
Vα(~r

′)ei(~q+
~G′)·(~r′−~Rα)d~r′

×
∫
u∗~k+~q+ ~G

(~r)u~k(~r)d~r

×
[
a+
−~q(j) + a~q(j)

]
c+~k+~q+ ~G,σ

c~k,σ

où ~G est tel que ~k+ ~q+ ~G ∈ 1ère ZB. De façon compacte, ce Hamiltonien s’écrit :
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H = −
∑

~k,~k′,~q,j,σ

M(~k,~k′, ~q, j)
[
a+
−~q(j) + a~q(j)

]
c+~k′,σc~k,σ

avec ~q = ~k′ − ~k + ~G

{
~G = ~0 pour les processus normaux
~G 6= ~0 pour les processus Umklapp

4.4 La résistivité due aux phonons

Une description plus générale du transport devrait partir de la formule de Kubo,
c’est-à-dire de l’expression de la conductivité comme une fonction de la corrélation
courant-courant obtenue dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire. Une des-
cription de ce type, qui retient les interférences quantiques des particules après les
différentes collisions qu’elles peuvent subir, est indispensable pour décrire certains
effets comme la localisation des électrons en présence de désordre dans les systèmes
1D et 2D. Mais pour la contribution des phonons, une approche semi-classique qui
néglige ces interférences est suffisante. Pour une présentation détaillée de ce forma-
lisme, on se reportera au cours de physique statistique avancée II. Je me contenterai
ici de rendre les étapes du calcul plausibles sur la base d’arguments physiquement
raisonnables.

Dans ce contexte, la discussion du transport se fait à l’aide de l’équation de Boltz-
mann. Cette description semi-classique est basée sur l’idée que les électrons sont dans
des paquets d’onde de vecteur d’onde ~k. La probabilité de trouver un électron dans
le paquet d’onde de vecteur d’onde ~k au point ~r à l’instant t est notée 2f(~r,~k, t), où
le facteur 2 décrit le spin.

Cette description est empruntée à la physique statistique classique. Si les positions
et les impulsions varient au cours du temps du fait d’une interaction avec un champ
extérieur dont l’action est décrite par un hamiltonien, l’évolution de f(~r,~k, t) est
donnée par

df

dt
=
∂f

∂t

∣∣∣∣
coll

où ∂f
∂t

∣∣
coll

décrit l’ensemble des processus qui changent f du fait d’autres interactions
que celles inclues dans le hamiltonien, par exemple les collisions faisant intervenir
d’autres particules comme les phonons. Ceci vient du fait que, d’apres le théorème
de Liouville, df

dt
= 0 pour un système hamiltonien.

Comme f est une fonction de plusieurs variables, on peut expliciter la dérivée df
dt

en
df

dt
=
∂f

∂t
+ ~̇r∇rf + ~̇k∇kf
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d’où l’équation de Boltzmann

∂f

∂t
+ ~̇r∇rf + ~̇k∇kf =

∂f

∂t

∣∣∣∣
coll

.

Si le système est homogène, ∇rf = 0. Par ailleurs, à l’équilibre, ∂f
∂t

= 0,

⇒ ~̇k∇kf =
∂f

∂t

∣∣∣∣
coll

.

Or, en présence d’un champ électrique,

~̇p = −e ~E

⇒ ~̇k =
~p

~
= −e

~E

~
Calculons maintenant la contribution des phonons à ∂f

∂t

∣∣
coll

. En l’absence de per-
turbations extérieures, et pour des électrons supposés sans interaction, cette distri-
bution vaut

f 0(~k) =
1

eβ(ε~k−µ) + 1

où µ est le potentiel chimique.

S’il y a un processus de transition avec une probabilité d’aller de ~k vers ~k′ notée
W (~k → ~k′), le terme de collision est donné par

∂f

∂t

∣∣∣∣
coll

=
∑

~k′

W (~k′ → ~k)−
∑

~k′

W (~k → ~k′)

NB : dans ce processus le spin est fixé.

Pour calculerW (~k → ~k′) à partir de l’hamiltonien d’interaction électrons-phonons,
on utilise la règle d’or de Fermi, qui stipule qu’au premier ordre dans l’interaction
électrons-phonons, la probabilité est donnée par

W (i→ f) =
2π

~
|〈f |He−ph|i〉|2δ(Ef − Ei)

Il faut considérer deux processus :

1) a†−~q(j)c
†
~k′,σ

c~k,σ : Si l’état initial est caractérisé par les nombres d’occupation

n~qσ = 0, 1 pour les électrons et N~qj pour les phonons, alors

a†−~q(j)c
†
~k′σ
c~kσ|i〉 =

√
N−~q,j + 1(1−n~k′σ)n~kσ| · · · , n~k′σ+1, · · · , n~kσ−1, · · · 〉| · · · , N−~q,j+1, · · · 〉

La contribution de ce processus à W (~k → ~k′) est donc

|M(k, k′, q, j)|2(N−~qj + 1) (1− n~k′σ)
2

︸ ︷︷ ︸
=1−n~k′σ

n2
~kσ︸︷︷︸

=n~kσ



4.4. LA RÉSISTIVITÉ DUE AUX PHONONS 91

A température finie, il faut prendre la moyenne thermique de cette expression pour
le gaz de phonons (supposé indépendant du gaz de fermions), ce qui revient à rem-
placer N−~q,j par le facteur de Bose-Einstein N0

−~q,j = (eβ~ωq−1)−1. Par ailleurs, dans
la règle d’or de Fermi, il faut introduire un facteur exp(−βEi)/Z et faire la somme
sur Ei, autrement dit la somme sur {n~kσ} avec un facteur exp(−β∑

k,σ n~kσε~k)/Z.
Mais la seule chose qui dépend des n~kσ est l’expression (1− n~k′σ)n~kσ

⇒ 1

Z

∑

{n~k,σ
}
e−β

P
k,σ n~kσ

ε~k(1− n~k′σ)n~kσ = 〈n~kσ〉︸ ︷︷ ︸
=f(~k)

− 〈n~k′σn~kσ〉︸ ︷︷ ︸
=〈n~k′σ〉〈n~kσ

〉 si ~k′ 6=~k

= (1− f(~k′))f(~k)

⇒ W1(~k → ~k′) =
2π

~
∑
j

|M(~k,~k′, ~q, j)|2(N0
−~q,j+1)(1−f(~k′))f(~k)δ(ε~k′−ε~k+~ω−~q,j).

2) a~q(j)c
†
~k′,σ

c~k,σ :

a~q(j)| · · · , N~q,j, · · · 〉 =
√
N~q,j| · · · , N~q,j − 1, · · · 〉

⇒ W2(~k → ~k′) =
2π

~
∑
j

|M(~k,~k′, ~q, j)|2N0
~q,j(1− f(~k′))f(~k)δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q,j).

Avec ces résultats, l’expression

∂f

∂t

∣∣∣∣
coll

=
∑

~k′

W (~k′ → ~k)−
∑

~k′

W (~k → ~k′)

conduit à un système d’équations différentielles du premier ordre pour les f(~k, t),
~k ∈première zone de Brillouin.

La solution de ces équations est en général impossible à obtenir de façon ana-
lytique vu les éléments de matrice impliqués et les intégrations très complexes. Il
est néanmoins possible d’en extraire l’essentiel de la contribution des phonons au
transport de la façon suivante.

4.4.1 Linéarisation

On suppose que le champ électrique est faible, et on linéarise les équations autour
de f 0 :

f(~k, t)− f 0(~k) = −Φ~k

∂f 0

∂ε~k
, Φ~k = nouvelle variable
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1) Membre de gauche de l’équation de Boltzmann :

⇒ ~̇k · ∇~kf ' ~̇k · ∇~kf
0

= − e
~
~E ·

(
∂f 0

∂ε~k

)
∇~kε~k

Pourquoi néglige-t-on les termes linéaires en Φ~k dans le membre de gauche de
l’équation de Boltzmann et pas dans le membre de droite ? Comme Φ~k est d’ordre

1 en ~E, ces termes sont d’ordre 2, donc d’ordre supérieur au terme ~E · ∇~kf
0 et aux

termes linéaires en Φ~k du membre de droite.

Si la surface de Fermi est à peu près sphérique, on a

εk =
~2k2

2m
⇒ ∇kεk =

~2~k

m

⇒ ~̇k · ∇~kf ' −e~
m
~k · ~E

(
∂f 0

∂ε~k

)

2) Membre de droite de l’équation de Boltzmann :

∂f

∂t

∣∣∣∣
coll

= 0

pour la distribution d’équilibre f 0. On sait que cela doit être le cas puisqu’en l’ab-
sence de champ extérieur il n’y a pas d’autre terme dans l’équation de Boltzmann.
D’après les expressions de W , cela peut se vérifier directement. Considérons par
exemple

W1(~k
′ → ~k)−W2(~k → ~k′)

Ce terme fait intervenir l’expression

[
(N0

~q + 1)(1− f 0(~k))f 0(~k′)−N0
~q (1− f 0(~k′))f 0(~k)

]
δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q)

Or

N0
~q =

1

eβ~ω~q − 1

⇒ N0
~q + 1 =

eβ~ω~q

eβ~ω~q − 1
= eβ~ω~qN0

~q

Par ailleurs, avec la conservation de l’énergie, on a

ε~k′ = ε~k + ~ω~q

Si on prend la distribution f 0, il vient

N0
~q δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q)

(
eβ~ω~q(1− f 0(ε~k))f

0(ε~k + ~ω~q)− (1− f 0(ε~k + ~ω~q))f 0(ε~k)
)
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Le terme entre parenthèses s’écrit

eβ~ω~q
−eβ(ε~k−µ)

eβ(ε~k−µ) + 1

1

eβ(ε~k+~ω~q−µ) + 1
− −eβ(ε~k+~ω~q−µ)

eβ(ε~k+~ω~q−µ) + 1

1

eβ(ε~k−µ) + 1
= 0

Le terme d’ordre 0 dans ∂f
∂t

∣∣
coll

est donc bien égal à 0. Calculons le terme linéaire
dans les Φ~k. Pour cela, on remarque d’abord que

∂f 0

∂ε~k
=

∂

∂ε~k

1

eβ(ε~k−µ) + 1

=
−βeβ(ε~k−µ)

(eβ(ε~k−µ) + 1)2

=
−βeβ(ε~k−µ) + 1− 1

(eβ(ε~k−µ) + 1)2

= −β(1− f 0(~k))f 0(~k)

⇒ f(~k) = f 0(~k) +
1

kBT
Φ~k(1− f 0(~k))f 0(~k)

Le terme W1(~k
′ → ~k)−W2(~k → ~k′) fait intervenir l’expression

[
(N0

~q + 1)(1− f 0(~k))f 0(~k′)−N0
~q (1− f 0(~k′))f 0(~k)

]
δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q)

Or nous avons vu que
N0
~q + 1 = N0

~q e
β~ω~q

⇒
N0
~q

kBT

[
eβ~ω~q

{
(1− f 0(~k))Φ~k′f

0(~k′)(1− f 0(~k′))− f 0(~k′)Φ~kf
0(~k)(1− f 0(~k))

}

−(1− f 0(~k′))Φ~kf
0(~k)(1− f 0(~k)) + f 0(~k)Φ~k′f

0(~k′)(1− f 0(~k′))
]

×δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q)
Par ailleurs, nous avons vu que

eβ~ω~q(1− f 0(~k))f 0(~k′)δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q) = (1− f 0(~k′))f 0(~k)δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q)
⇒

N0
~q

kBT

[{
(1− f 0(~k′))f 0(~k)(1− f 0(~k′))Φ~k′ − (1− f 0(~k′))f 0(~k)2Φ~k

}

−(1− f 0(~k′))f 0(~k)(1− f 0(~k))Φ~k + (1− f 0(~k′))f 0(~k)f 0(~k′)Φ~k′

]

×δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q)

=
N0
~q

kBT

[
Φ~k′(1− f 0(~k′))f 0(~k)− Φ~k(1− f 0(~k′))f 0(~k)

]
δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q)

=
N0
~q

kBT
(1− f 0(~k′))f 0(~k)

(
Φ~k′ − Φ~k

)
δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q)
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⇒
∂f(~k)

∂t

∣∣∣∣∣
coll

=
2π

~kBT





∑

~k′,j

|M(~k,~k′, ~q, j)|2N0
~q (1− f 0(~k′))f 0(~k)

(
Φ~k′ − Φ~k

)
δ(ε~k′ − ε~k − ~ω~q)

−
∑

~k′,j

|M(~k′, ~k, ~q, j)|2N0
~q (1− f 0(~k))f 0(~k′)

(
Φ~k − Φ~k′

)
δ(ε~k′ − ε~k + ~ω~q)



 .

4.4.2 Phonons acoustiques et processus normaux

Si on se limite aux petits vecteurs d’onde et aux modes acoustiques, seuls les modes
longitudinaux contribuent. Si on désigne par ω~q la fréquence du mode longitudinal,
et si on néglige la dépendance en ~q de V~q (c’est légitime pour ~q petit du fait de

l’écrantage), |M(~k′, ~k, ~q, j)|2 est nul pour les modes transverses et proportionnel à
q2/ω(q) pour le mode longitudinal. Le terme de collision peut alors s’écrire

∂f(~k)

∂t

∣∣∣∣∣
coll

=
C

kBT

∫
q2

ω~q
N0
~q

{
(1− f 0(~k + ~q))f 0(~k)δ(ε~k+~q − ε~k − ~ω~q)

+(1− f 0(~k))f 0(~k + ~q)δ(ε~k+~q − ε~k + ~ω~q)
}

(Φ~k+~q − Φ~k)d
3q.

Cette expression est de la forme

∂f(~k)

∂t

∣∣∣∣∣
coll

=
1

kBT

∑

~k′

(Φ~k′ − Φ~k)P (~k,~k′).

Comme à cet ordre tous les mécanismes de diffusion conduisent à une expression de
ce type, nous allons discuter tout ce qui peut l’être en termes de P (~k,~k′), et nous

reviendrons à l’expression de P (~k,~k′) pour évaluer la dépendance en température
de la conductivité due aux phonons. Finalement, l’équation de Boltzmann s’écrit

e~
m
~k · ~E

(
∂f 0

∂ε~k

)
=

1

kBT

∑

~k′

(Φ~k − Φ~k′)P (~k,~k′)

Par ailleurs, le courant s’écrit

~j = − 2︸︷︷︸
spin

e
∑

~k

~v~k(f(~k)− f 0(~k))

' 2e
∑

~k

~v~kΦ~k

(
∂f 0

∂ε~k

)
, ~vk~=

~~k
m

L’équation de Boltzmann permet en principe de calculer Φ~k en fonction de ~E, et

l’expression du courant permet de calculer ~j en fonction de ~E. La relation doit être
linéaire et s’écrit en général

~j = σ ~E, σ = tenseur de conductivité
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4.4.3 L’approximation du temps de relaxation

Dans un système isotrope, on peut supposer que la relation entre Φ~k et ~E s’écrit

Φ~k = −e
(
~~k
m
· ~E

)
τ(ε~k)

La fonction τ(ε~k) est la nouvelle inconnue.

Expression de σ en fonction de τ(ε~k) : Par ailleurs, si le système est isotrope,

σ = σ1, soit ~j = σ ~E. Mais

~j ' −2e
∑

~k

~v~ke
(
~v~k · ~E

)
τ(ε~k)

∂f 0

∂ε~k

= −2e2 ~2

m2

∑

~k

~k
(
~k · ~E

)
τ(ε~k)

∂f 0

∂ε~k

⇒ ~j · ~E = −2e2 ~2

m2

∑

~k

(
~k · ~E

)2

τ(ε~k)
∂f 0

∂ε~k

L’intégrale angulaire donne
∫ π

0

cos2(θ) sin(θ)dθ = −
∫ −1

1

u2du =
[
u3

]1

−1
=

2

3

Mais ∫ π

0

sin(θ)dθ = [cos(θ)]π0 = 2

⇒ σ = −2e2

3

∑

~k

(
~v~k · ~v~k

)
τ(ε~k)

∂f 0

∂ε~k

Calcul de τ(ε~k) : L’équation de Boltzmann écrite en terme de τ(ε~k) s’écrit

e
~~k
m
· ~E

(
∂f 0

∂ε~k

)
= − e

kBT

∑

~k′

(
~~k
m
· ~Eτ(ε~k)−

~~k′

m
· ~Eτ(ε~k′)

)
P (~k,~k′)

soit
1

τ(ε~k)

∂f 0

∂ε~k
= − 1

kBT

∑

~k′

(
1−

~k′ · ~E
~k · ~E

τ(ε~k′)

τ(ε~k)

)
P (~k,~k′)

Mais comme cette formule doit être indépendante de la direction de ~k, on peut
choisir ~k ‖ ~E. Par ailleurs, si on suppose que τ ne dépend pas beaucoup de ε (à
vérifier), on trouve :

1

τ(ε~k)

∂f 0

∂ε~k
= − 1

kBT

∑

~k′

(
1− cos(θ~k,~k′)

)
P (~k,~k′)
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Modèle de “Drude” : Si on suppose τ(ε~k) = τ , on a par ailleurs

σ =
2e2τ

3

∑

~k

~2k2

m2︸ ︷︷ ︸
= 2ε

m

(
−∂f

0

∂ε~k

)

︸ ︷︷ ︸
=δ(ε−εF )

=
2e2τ

3m

∫
dE g(E)︸︷︷︸

=2
P

k

Eδ(E − EF )

=
2e2τ

3m
EFg(EF )︸ ︷︷ ︸

1
2π2 ( 2m

~2 )
3/2

E
3/2
F

Mais

EF =
~2

2m

(
3π2n

)2/3
, n = densité d’électrons

⇒ EFg(EF ) =
3

2
n

⇒ σ =
ne2τ

m
.

τ est donc assimilable au temps de relaxation introduit dans le modèle de Drude.

Au niveau de Fermi, on a par ailleurs :

∂f 0

∂ε
= −β eβ(ε−µ)

(eβ(ε−µ) + 1)2
= − 1

4kBT
, quand ε = µ

⇒ 1

τ
= 4

∑

~k′

(
1− cos(θ~k,~k′)

)
P (~k,~k′)

Le temps de relaxation est donc inversement proportionnel à la somme de toutes
les probabilités de diffusion pondérée par un facteur géométrique. Les processus de
diffusion vers l’avant (θ~k,~k′ = 0) ne contribuent pas.

4.4.4 Haute température

D’après ce que nous avons vu précédemment,

P (~k,~k + ~q) = C
q2

ω~q

1

eβ~ω~q − 1

{
(1− f 0(~k + ~q))f 0(~k)δ(ε~k+~q − ε~k − ~ω~q)

+(1− f 0(~k))f 0(~k + ~q)δ(ε~k+~q − ε~k + ~ω~q)
}

Si T est beaucoup plus grand que les fréquences typiques des phonons acoustiques,
on a

eβ~ω~q − 1 ' β~ω~q ∝ q

kBT
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⇒ P (~k,~k + ~q) ∝ kBT
{

(1− f 0(~k + ~q))f 0(~k)δ(ε~k+~q − ε~k − ~ω~q)

+(1− f 0(~k))f 0(~k + ~q)δ(ε~k+~q − ε~k + ~ω~q)
}

Par ailleurs, ε~k = εF ⇒ f 0(~k) = 1/2. De plus |ε~k+~q − ε~k| ' ~ω~q ¿ T ⇒ f 0(~k + ~q) =
1/2.

⇒ 1

τ
∝ kBT

∑

~q

(
1− cos(θ~k,~k+~q)

){
δ(ε~k+~q − ε~k − ~ω~q) + δ(ε~k+~q − ε~k + ~ω~q)

}

∝ kBT

⇒ σ =
ne2τ

m
∝ 1

T
et ρ ∝ T

Cette loi est bien vérifiée expérimentalement.

4.4.5 Basse température

1

τ
∝

∫
d3q

q2

ω~q

1

eβ~ω~q − 1

(
1− cos(θ~k,~k+~q)

){
(1− f 0(~k + ~q))f 0(~k)δ(ε~k+~q − ε~k − ~ω~q)

+(1− f 0(~k))f 0(~k + ~q)δ(ε~k+~q − ε~k + ~ω~q)
}

Mais (eβ~ω~q − 1)−1 est très petit sauf si ω~q ¿ T , on se limite donc a ω~q ¿ T .
Avec ω~q ∼ q cela limite aux petites valeurs de ~q. Dans ce cas |ε~k+~q − ε~k| ¿ T ⇒
f 0(~k + ~q) ' f 0(~k) = 1/2

⇒ 1

τ
∝

∫
d3q

q2

ω~q

1

eβ~ω~q − 1

(
1− cos(θ~k,~k+~q)

){
δ(ε~k+~q − ε~k − ~ω~q) + δ(ε~k+~q − ε~k + ~ω~q)

}

Par ailleurs, ~k · (~k + ~q) = k|~k + ~q| cos θ~k,~k+~q

⇒ 1− cos(θ~k,~k+~q) = 1−
~k · (~k + ~q)

k|~k + ~q|
= 1− k2 + kq cos θ~k,~q

k
√
k2 + q2 + 2kq cos θ~k,~q

= 1− 1 + q
k

cos θ~k,~q√
1 + q2

k2 + 2 q
k

cos θ~k,~q

' 1−
(
1 +

q

k
cos θ~k,~q

) (
1− q2

2k2
− q

k
cos θ~k,~q

)
, si q/k petit

⇒ 1− cos(θ~k,~k+~q) ' q2

k2

(
cos2 θ~k,~q +

1

2

)
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En utilisant ∫
d3q = 2π

∫ qD

0

dqq2

∫
d cos θ~k,~q

on obtient

1

τ
∝

∫ qD

0

dq
q5

eβ~cq − 1

∫
d cos θ~k,~q

(
cos2 θ~k,~q +

1

2

) {
δ(ε~k+~q − ε~k − ~ω~q) + δ(ε~k+~q − ε~k + ~ω~q)

}

La condition de conservation de l’énergie fixe l’angle

δ(ε~k+~q − ε~k ± ~ck) =
m

~2kq
δ(cos θ~k,~q +

q

2k
± mc

~k
)

Mais, q/k est très petit et, typiquement,

mc

~k
∼ 10−27g× 3× 104cm/s

6× 10−27g cm2/s× 1010cm−1
∼ 10−6

est aussi très petit. C’est-à dire que θ~k,~q ¿ 1 et on peut remplacer cos2 θ~k,~q + 1
2
' 1

2
.

Donc,
1

τ
∝

∫ qD

0

dq
q4

eβ~cq − 1

On pose u = ~βcq

⇒ 1

τ
∝ 1

β5

∫ Θ/T

0

du
u4

eu − 1

⇒ 1

τ
∝ T 5 (pour ΘD/T À 1), (Bloch-Grüneisen, très bien vérifié)

4.4.6 Remarques

Ces dépendances en température sont confirmées par des calculs qui vont au-delà
de l’approximation du temps de relaxation.

Ces calculs supposent que les phonons sont à l’équilibre. Or, on peut montrer que
les processus normaux de collision électron-phonons ne permettent pas au gaz de
phonons d’atteindre l’équilibre thermodynamique. Seuls les processus Umklapp, ou
les collisions phonon-phonon dues aux termes anharmoniques, permettent au gaz de
phonons d’atteindre l’équilibre. Ces conditions justifient l’hypothèse que les phonons
sont à l’équilibre tant que la température n’est pas trop basse. Si la température
est très basse, le temps de relaxation des phonons devient plus grand que celui que
nous avons calculé, et l’hypothèse de départ n’est plus valable. On s’attend donc à
trouver une autre dépendance en température due aux collisions électrons-phonons.
En réalité, la résistivité à basse température est controlée par d’autre processus de
diffusion, sur les impuretés si le système n’est pas très propres (→ ρ(T = 0) > 0),
ou par les collisions électron-électron dues à la répulsion coulombienne (ρe−e ∝ T 2).
Dans le domaine où les collisions électron-phonon dominent, la loi en T 5 est bien
vérifiée.
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4.5 L’interaction effective électron-électron :

L’une des conséquences de cette interaction est une contribution importante à la
résistivité. Cela suppose que les électrons peuvent être décrits par la distribution
de Fermi-Dirac, autrement dit en supposant qu’on a essentiellement des électrons
libres.

Mais les ions sont des particules chargées, et l’interaction électron-électron doit
être modifiée par leurs vibrations. Le calcul de l’interaction effective électronélectron
en présence de phonons peut être fait de deux points de vue équivalents :

– Les phonons contribuent à la fonction diélectrique, ce qui provoque une modi-
fication de l’interaction électron-électron.

– Les électrons interagissent via l’échange de phonons virtuels.
Nous allons faire le calcul en adoptant le second point de vue.

Le point de départ est le Hamiltonien d’interaction électron-phonon :

H =
∑

~k,~q,σ

M~q

[
a+
−~q + a~q

]
c+~k+~q,σc~k,σ

où pour simplifier nous ne considérons qu’une branche de phonon, et où nous nous
limitons aux processus normaux (hypothèse justifiée à la fin du calcul). On suppose
par ailleurs que les électrons sont décrits par un Hamiltonien du type :

Hel =
∑

~k,σ

ε~kc
+
~k,σ
c~k,σ

et que les phonons sont décrits par le Hamiltonien

Hph =
∑

~q

~ω~q(a+
~q a~q +

1

2
)

Si les éléments de matrice M~q sont petits, le gaz d’électrons sera essentiellement
décrit par H0 = Hel + Hph plus une petite correction. Autrement dit, il doit être
possible a priori de trouver un hamiltonien effectif qui se ramène à H0 quand les
couplages M~q tendent vers 0. Ceci rappelle le calcul fait pour les isolants de Mott,
où la théorie des perturbations dégénérées nous a conduit au modèle de Heisenberg
avec une constante de couplage J = 4t2

U
d’ordre 2 dans le terme cinétique.

Dans le cas présent, le point de départ n’est pas dégénéré, et il faut recourir à une
autre technique pour établir la forme de l’hamiltonien effectif.

Par définition, un hamiltonien effectif est un hamiltonien qui doit avoir le même
spectre de valeurs propres que l’hamiltonien original. Or il existe une façon systématique
de générer des hamiltoniens ayant les mêmes valeurs propres qu’un hamiltonien
donné connue sous le nom de transformation canonique.

Transformation canonique :
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Une transformation canonique est une transformation unitaire du Hamiltonien et
des vecteurs de l’espace de Hilbert qui ne modifie pas le spectre :

Ĥ → UĤU−1

|Ψ > → U |Ψ >

avec U+ = U−1.

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :

1. Le nouvel hamiltonien est hermitique. En effet,
(UĤU−1)+ = (U−1)+ĤU+ = UĤU−1 CQFD

2. Si |Ψ > est état propre de Ĥ avec la valeur propre E, alors U |Ψ > est état
propre de UĤU−1 avec la même valeur propre. En effet,
UĤU−1U |Ψ >= UĤ|Ψ >= UE|Ψ >= EU |Ψ >.

La propriété U+ = U−1 est satisfaite par les opérateurs de la forme :

U = eiS

si S est hermitienne. En effet,

U+ = (eiS)+ = e−iS
+

= e−iS = (eiS)−1

Le transformé de l’hamiltonien peut s’écrire comme un développement à base de
commutateurs :

eiSĤe−iS = Ĥ + i[S, Ĥ] +
i2

2!
[S, [S, Ĥ]] + . . .

= Ĥ +
∞∑
n=1

in

n!
[S, [S, . . . [S, Ĥ]]]

Démonstration :

On définit l’opérateur Ĥ(λ) par :

Ĥ(λ) ≡ eiλSĤe−iλS

Alors

dĤ(λ)

dλ
= iSeiλSĤe−iλS + eiλSĤ(−iS)e−iλS

= i[S, Ĥ(λ)]

d2Ĥ(λ)

dλ2
= i[S,

dĤ(λ)

dλ
] = i2[S, [S, Ĥ(λ)]]

Si Ĥ(λ) possède un développement en puissances de λ, il s’écrit donc :

Ĥ(λ) = Ĥ + iλ[S, Ĥ(0)] +
i2

2!
λ2[S, [S, Ĥ(0)]] + . . .
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En appliquant cette formule à λ = 1, et vu que Ĥ(0) = Ĥ, on trouve le développement
cherché.

Revenons au problème initial. On cherche une description du gaz d’électrons en
interaction avec les phonons qui ne contienne plus de terme d’ordre 1 en M~q, et qui
contienne des termes purement électroniques d’ordre 2.

D’après le développement à l’ordre 2 :

H̃ = H + i[S,H]− 1

2!
[S, [S,H]]

une condition nécessaire est que S satisfasse les deux critères suivants :

– Il est d’ordre 1 en M~q

– Il est tel que [S,H] annule Hel−ph au premier ordre.

Pour trouver la solution de

i[S,Hel +Hph] = −Hel−ph

commençons par calculer le commutateur d’un terme de Hel−ph avec Hel +Hph.

[a+
−~qc

+
~k+~q

c~k, c
+
l cl] = a+

−~q[c
+
~k+~q

c~k, c
+
l cl]

= a+
−~q

{
δ~k,l

(
c+~k+~qc~kc

+
~k
c~k − c+~k c~kc

+
~k+~q

c~k
)

+ δ~k+~q,l
(
c+~k+~qc~kc

+
~k+~q

c~k+~q − c+~k+~qc~k+~qc
+
~k+~q

c~k
)}

= a+
−~q

{
δ~k,lc

+
~k+~q

c~k − δ~k+~q,lc
+
~k+~q

c~k

}

⇒ [a+
−~qc

+
~k+~q

c~k, Hel] = a+
−~q(ε~k − ε~k+~q)c

+
~k+~q

c~k

De même,
[a~qc

+
~k+~q

c~k, Hel] = a~q(ε~k − ε~k+~q)c
+
~k+~q

c~k

Par ailleurs,

[a+
−~q, a

+
~k
a~k] = −δ~k,−~qa+

−~q
⇒ [a+

−~q, Hph] = −~ω−~qa+
−~q

De même,

[a~q, a
+
~k
a~k] = δ~k,~qa~q

⇒ [a~q, Hph] = ~ω~qa~q

Finalement,

[a+
−~qc

+
~k+~q

c~k, Hel +Hph] = (ε~k − ε~k+~q − ~ω~q)a+
−~qc

+
~k+~q

c~k
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[a+
~q c

+
~k+~q

c~k, Hel +Hph] = (ε~k − ε~k+~q + ~ω~q)a+
~q c

+
~k+~q

c~k

La solution de l’équation

[S,Hel +Hph] = iHel−ph

s’écrit donc

S = i
∑

~k,~q,σ

M~q

ε~k − ε~k+~q − ~ω~q
a+
−~qc

+
~k+~q,σ

c~k,σ

+ i
∑

~k,~q,σ

M~q

ε~k − ε~k+~q + ~ω~q
a~qc

+
~k+~q,σ

c~k,σ

(on a rajouté le spin à la fin du calcul).

L’opérateur S satisfait les deux conditions recherchées. Les premiers termes en
M~q sont alors d’ordre 2. Ils sont donnés par :

i [S,Hel−ph]− 1

2
[S, [S,Hel +Hph]︸ ︷︷ ︸

iHel−ph

]

=
i

2
[S,Hel−ph] =

1

2
[Hel−ph,

S

i
]

Il nous reste donc à calculer le commutateur [S,Hel−ph]. D’après la forme de S et
de Hel−ph, le terme générique de ce commutateur s’écrit :

a
(+)
±~q a

(+)
±~q′c

+
~k′+~q′,σ′

c~k′,σ′c
+
~k+~q,σ

C~k,σ

Comme notre objectif est de déterminer l’interaction effective entre électrons, nous
n’allons garder que les termes qui ne font intervenir que des opérateurs fermioniques.
Les autres termes ont une valeur moyenne nulle dans le vide de phonons et ne
contribuent pas à la limite T → 0.

Ecrivons

Hel−ph =
∑

~k1,~q1,σ1

M~q1a
+
−~q1c

+
~k1+~q1,σ1

c~k1,σ1

+
∑

~k1,~q1,σ1

M~q1a~q1c
+
~k1+~q1,σ1

c~k1,σ1

S

i
=

∑

~k2,~q2,σ2

M~q2

ε~k2 − ε~k2+~q2
− ~ω~q2

a+
−~q2c

+
~k2+~q2,σ2

c~k2,σ2

+
∑

~k2,~q2,σ2

M~q2

ε~k2 − ε~k2+~q2
+ ~ω~q2

a~q2c
+
~k2+~q2,σ2

c~k2,σ2
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Deux termes vont conduirent à une expression qui ne dépend pas de (a+, a) :

[a+
−~q1c

+
~k1+~q1,σ1

c~k1,σ1
, a−~q1c

+
~k2−~q1,σ2

c~k2,σ2
]

= a+
−~q1a−~q1c

+
~k1+~q1,σ1

c~k1,σ1
c+~k2−~q1,σ2

c~k2,σ2

− a−~q1a
+
−~q1︸ ︷︷ ︸

1+a+
−~q1

a−~q1

c+~k2−~q1,σ2
c~k2,σ2

c+~k1+~q1,σ1
c~k1,σ1

= a+
−~q1a−~q1 [c

+
~k1+~q1,σ1

c~k1,σ1
, c+~k2−~q1,σ2

c~k2,σ2
]− c+~k2−~q1,σ2

c~k2,σ2
c+~k1+~q1,σ1

c~k1,σ1

De même,

[a~q1c
+
~k1+~q1,σ1

c~k1,σ1
, a+

~q1
c+~k2−~q1,σ2

c~k2,σ2
]

= a+
~q1
a~q1 [c

+
~k1+~q1,σ1

c~k1,σ1
, c+~k2−~q1,σ2

c~k2,σ2
] + c+~k1+~q1,σ1

c~k1,σ1
c+~k2−~q1,σ2

c~k2,σ2

⇒ H
(2)
eff =

1

2

∑

~k1,~k2,~q,σ1,σ2

(
M2

~q

ε~k2 − ε~k2−~q + ~ω~q
(−c+~k2−~q,σ2

c~k2,σ2
c+~k1+~q,σ1

c~k1,σ1
)

+
M2

~q

ε~k2 − ε~k2−~q − ~ω~q
(c+~k1+~q,σ1

c~k1,σ1
c+~k2−~q,σ2

c~k2,σ2
)

)

Si on réarrange les opérateurs création et annihilation pour les mettre dans le même
ordre (les termes d’ordre c+c générés au passage peuvent être inclus dans ε~k), il
vient :

H
(2)
eff =

1

2

∑

~k1,~k2,~q,σ1,σ2

V~k2,~qc
+
~k1+~q,σ1

c~k1,σ1
c+~k2−~q,σ2

c~k2,σ2

avec

V~k2,~q = M2
~q (

1

ε~k2 − ε~k2−~q − ~ω~q
− 1

ε~k2 − ε~k2−~q + ~ω~q

= M2
~q

2~ω~q
(ε~k2 − ε~k2−~q)

2 − (~ω~q)2

Finalement, l’hamiltonien effectif se met sous la forme :

H
(2)
eff =

1

2

∑

~k,~k′,~q,σ,σ′

V~k,~qc
+
~k+~q,σ

c+~k′−~q,σ′c~k′,σ′c~k,σ

avec

V~k,~q = M2
~q

2~ω~q
(ε~k − ε~k+~q)

2 − (~ω~q)2

Mais V~k,~q < 0 si |ε~k − ε~k+~q| < ~ω~q !
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Il y a une attraction effective entre les électrons qui ont des énergies voisines. Au-
trement dit, l’interaction électron-phonon conduit à une modification qualitative de
l’interaction électron-électron. Cette interaction est importante dès que les énergies
sont proches, pas les impulsions. Du coup, elle l’emporte sur l’interaction coulom-
bienne dès que q n’est pas petit puisque l’interaction coulombienne, qui est en 1/q2,
n’est importante que pour les petits transferts d’impulsion.

L’image physique simple de cette attraction est la suivante : lorsqu’un électron
circule dans le réseau, il attire les ions. Après son passage, il y a un excès de charges
positives. Cet excès de charges positives exerce une attraction sur les autres électrons
du cristal.



Chapitre 5

Supraconductivité

5.1 Introduction

La supraconductivité est sans doute le phénomène le plus remarquable jamais
observé dans les solides. L’aspect le plus spectaculaire est l’absence rigoureuse de
résistance en dessous d’une certaine température. Au vu de l’effet des phonons sur
le transport, l’absence d’une contribution en T 5 à la résistivité implique qu’une
des hypothèses de départ n’est plus valable en-dessous d’une certaine température.
L’idée qui a fini par s’imposer est que le gaz d’électron subit une transition de phase
vers un autre état qui n’est plus décrit par une mer de Fermi, mais par un condensat
de Bose de paires d’électrons qui apparaissent du fait de l’attraction effective entre
électrons due à l’interaction électron-phonon.

Le point de départ est donc l’hamiltonien effectif établi au chapitre précédent.
Pour simplifier, on l’écrit :

H
(2)
eff = − V

2N

∑

~k,~k′,~q,σ,σ′

c+~k+~q,σc
+
~k′−~q,σ′c~k′,σ′c~k,σ , V > 0

si |ε~k+~q − εF |, |ε~k − εF |, |ε~k′−~q − εF |, |ε~k′ − εF | < ~ωD
H

(2)
eff = 0 sinon

Autrement dit, on suppose qu’il y a une attraction entre tous les électrons qui
sont proches de la surface de Fermi, et qu’il n’y a pas d’interaction électron-électron
sinon.

Si l’on considère le cas de deux électrons en présence d’une mer de Fermi (voir
exercice), on peut démontrer qu’il apparâıt un état lié correspondant à une paire
d’électrons. Mais une paire d’électrons se comporte plus ou moins comme un boson.
En particulier, l’antisymétrisation de la fonction d’onde, qui impose de travailler avec
des fonctions d’onde toutes différentes si l’on veut construire une fonction d’onde à
N électrons à partir de fonctions d’onde à 1 électron, autorise à utiliser N

2
fois la

même fonction d’onde de paire : l’antisymétrisation n’annule pas le résultat.

105
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L’analogie entre la transition supraconductrice et la condensation de Bose-Einstein
est manifeste : le nouveau fondamental doit correspondre à un état condensé de
paires (dites paires de Cooper). Une fois qu’on a accepté cette idée, la difficulté que
l’on rencontre est d’ordre technique : comment travailler avec une fonction d’onde
qui n’est pas un déterminant de Slater ou une combinaison simple de déterminants
de Slater ? Par analogie avec la condensation de Bose-Einstein, les seules méthodes
simples sont basées sur des fonctions d’onde à nombre de particules non-fixé.

– La fonction d’onde BCS (Bardeen - Cooper - Schrieffer)

– L’équation du mouvement

5.2 La méthode de l’équation du mouvement

Bien qu’historiquement le premier calcul soit dû à BCS, nous allons exposer la
méthode de l’équation du mouvement car elle reste très proche dans l’esprit du calcul
Hartree-Fock.

En représentation Heisenberg, l’équation du mouvement d’un opérateur s’écrit :

i
∂

∂t
OH = [OH , H]

L’équation du mouvement c+~k,σ s’écrit donc :

iċ+~k,σ = [c+~k,σ, H0] + [c+~k,σ, H1]

avec H1 ≡ H
(2)
eff et

H0 =
∑

~k

ε~kc
+
~k,σ
c~k,σ (ε~k = ε0~k − µ)

où l’on a introduit un potentiel chimique pour pouvoir travailler avec un nombre de
particules fixé en moyenne uniquement. Les commutateurs ont déjà été calculés lors
du calcul Hartree-Fock. Ils sont donnés par :

[c+~k,σ, H0] = ε~k(−c+~k,σc~k,σc
+
~k,σ

) = −ε~kc+~k,σ
[c+~k,σ, H1] =

V

N

∑

~k′,~q,σ′

c+~k+~q,σc
+
~k′−~q,σ′c~k′,σ′

On a donc

iċ+~k,↑ = −ε~kc+~k,↑ +
V

N

∑

~k′,~q,σ′

c+~k+~q,↑c
+
~k′−~q,σ′c~k′,σ′

iċ+~k,↓ = −ε~kc+~k,↓ +
V

N

∑

~k′,~q,σ′

c+~k+~q,↓c
+
~k′−~q,σ′c~k′,σ′
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De même,

[c−~k,σ, H0] = ε~kc−~k,σ

[c−~k,σ, H1] = −V
N

∑

~k′,~q,σ′

c+~k′,σ′c~k′−~qc−~k+~q,σ

et donc

iċ−~k,↑ = ε~kc
+

−~k,↑ −
V

N

∑

~k′,~q,σ′

c+~k′,σ′c~k′−~q,σ′c−~k+~q,↑

iċ−~k,↓ = ε~kc
+

−~k,↓ −
V

N

∑

~k′,~q,σ′

c+~k′,σ′c~k′−~q,σ′c−~k+~q,↓

Dans l’approximation de Hartree-Fock, on a linéarisé une équation équivalente.
Mais si le fondamental de référence est la mer de Fermi, seules les combinaisons du
type < c+c > peuvent avoir une valeur non nulle.

Dans le cas de la supraconductivité, cette hypothèse est a priori fausse, et d’autres
combinaisons peuvent être envisagées. En particulier, guidés par les propriétés de la
condensation de Bose-Einstein, on peut supposer que des valeurs moyennes du type
< c+c+ > sont non nulles. Guidés par le calcul de Cooper, qui prévoit que l’état de
plus basse énergie est une paire d’impulsion totale nulle et de spin total égal à zéro,
on va donc supposer que < c+~k,σc

+

−~k,−σ >6= 0 dans le fondamental, et que toutes les

autres valeurs moyennes sont nulles.

On pose

∆~k =
V

N

∑

~q

< c−~k−~q,↓c~k+~q,↑ >

et on ne retient que ces termes dans la factorisation des équations du mouvement :

iċ+~k,↑ = −ε~kc+~k,↑ +
V

N

∑

~q

< c+~k+~q,↑c
+

−~k−~q,↓ > c−~k,↓

iċ+~k,↓ = −ε~kc+~k,↓ +
V

N

∑

~q

< c+~k−~q,↓c
+

−~k+~q,↑ > c−~k,↑

iċ−~k,↑ = ε~kc−~k,↑ −
V

N

∑

~q

< c~k−~q,↓c−~k+~q,↑ > c+~k,↓

iċ−~k,↓ = ε~kc−~k,↓ −
V

N

∑

~q

< c~k+~q,↑c−~k−~q,↓ > c+~k,↑
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N.B. : Dans les deux équations intermédiaires, on a changé ~q en −~q dans la som-
mation sur ~q par rapport aux équations du mouvement initiales.

V

N

∑

~q

< c+~k+~q,↑c
+

−~k−~q,↓ > = ∆∗
~k

V

N

∑

~q

< c+~k+~q,↓c
+

−~k−~q,↑ > = −∆∗
−~k

V

N

∑

~q

< c~k+~q,↓c
+

−~k−~q,↑ > = ∆−~k

V

N

∑

~q

< c~k+~q,↑c
+

−~k−~q,↓ > = −∆~k

⇒ iċ+~k,↑ = −ε~kc+~k,↑ + ∆∗
~k
c−~k,↓

iċ−~k,↑ = ε~kc
+

−~k,↓ + ∆~kc
+
~k,↑

⇒ iċ+−~k,↓ = −ε~kc+−~k,↓ −∆∗
~k
c~k,↑

iċ~k,↑ = ε~kc~k,↑ −∆~kc
+

−~k,↓

N.B. : Ces équations ne sont valables que si |ε~k − εF | < ωD ; si |ε~k − εF | > ωD, ∆
doit être remplacé par 0.

Ce problème est formellement identique à celui du calcul des ondes de spin dans
un système AF, et la solution est tout à fait analogue. On procède en 3 étapes :

a) Transformation de Bogolioubov pour diagonaliser l’Hamiltonien ;

b) Calcul du fondamental de ce Hamiltonien ;

c) Calcul des valeurs moyennes 〈c+k,σc+−k,−σ〉 ⇒ équations auto-cohérentes pour le
gap.

a) Transformation de Bogolioubov :

Considérons les équations relatives à c+~k,↑ et c−~k,↓, et cherchons des opérateurs A

tels que :
iȦ = −EA (⇒ A(t) = eiEtA(0))

On cherche A sous la forme
A = uc+~k,↑ − vc−~k,↓

⇒ i(uċ+~k,↑ − vċ−~k,↓) = −E(uc+~k,↑ − vc−~k,↓)

u(−ε~kc+~k,↑ + ∆∗
~k
c−~k,↓) − v(ε~kc−~k,↓ + ∆~kc

+
~k,↑)

= −E(uc+~k,↑ − vc−~k,↓)
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⇒
{ −uε~k − v∆~k = −Eu

∆∗
~k
u− vε~k = Ev

{
(E − ε~k)u−∆~kv = 0
∆∗
~k
u− (E + ε~k)v = 0

⇒ −(E2 + ε2~k) + |∆~k|2 = 0

⇒ E±
~k

= ±
√
ε2~k + |∆~k|2

Les coefficients associés satisfont
{

(E+
~k
− ε~k)u~k+ −∆~kv~k+ = 0 1èreéq.

∆∗
~k
u~k− − (E−

~k
+ ε~k)v~k− = 0 2èmeéq.

On peut donc choisir {
u~k− = −v∗~k+
v~k− = u∗~k+

Avec les notations habituelles, on appelle α+
~k,↑ l’opérateur associé à E+

~k
et α−~k,↓

l’opérateur associé à E−
~k

. Par ailleurs, on pose

α+
~k,↑ = u~k,↑c

+
~k,↑ − v~k,↑c−~k,↓

On a donc :
α−~k,↓ = u∗~k,↑c−~k,↓ + v∗~k,↑c

+
~k,↑

Si l’on considère maintenant les équations pour c+−~k,↓ et c~k,↑ on peut faire le même

raisonnement et écrire les solutions

α+

−~k,↓ = u−~k,↓c
+

−~k,↓ − v−~k,↓c~k,↑

α~k,↑ = u∗−~k,↑c~k,↑ + v∗−~k,↓c
+

−~k,↓

D’après les équations du mouvement, u−~k,↓ et v−~k,↓ satisfont les mêmes équations
que u~k,↑ et v~k,↑ en changeant ∆~k en −∆~k. On peut donc choisir :

{
u−~k,↓ = u~k,↑
v−~k,↓ = −v~k,↑

Les énergies sont par ailleurs les mêmes.

Dans ces conditions, on trouve que α+

−~k,↓ est le conjugué hermitique de α−~k,↓. En

effet

(α−~k,↓)
+ = u~k,↑c

+

−~k,↓ + v~k,↑c~k,↑

= u−~k,↓c
+

−~k,↓ − v−~k,↓c~k,↑ = α+

−~k,↓
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De même,

(α+
~k,↑)

+ = u∗~k,↑c~k,↑ − v∗~k,↑c
+

−~k,↓
= u∗−~k,↓c~k,↑ + v∗−~k,↓c

+

−~k,↓ = α~k,↑

On a donc trouvé quatre combinaisons linéaires conjuguées deux à deux qui sont
opérateurs stationnaires de l’Hamiltonien, avec des énergies opposées deux à deux.

Calculons maintenant l’anticommutateur :
{
α+
~k,↑, α~k,↑

}
=

{
u~k,↑c

+
~k,↑ − v~k,↑c−~k,↓, u

∗
~k,↑c~k,↑ − v∗~k,↑c

+

−~k,↓

}

= |u~k,↑|2 + |v~k,↑|2

Si l’on impose la condition de normalisation

|u~k,↑|2 + |v~k,↑|2 = 1

on a des opérateurs de fermions, et l’hamiltonien s’écrit :

H =
∑

~k

E+
~k

(α+
~k,↑α~k,↑ + α+

−~k,↓α−~k,↓) + Cte

Pour la suite, sauf ambigüıté, on adoptera les notations compactes :

u~k ≡ u~k,↑
v~k ≡ v~k,↑
α+
~k

≡ α+
~k,↑

α~k ≡ α~k,↑
α+

−~k ≡ α+

−~k,↓
α−~k ≡ α−~k,↓
E~k ≡ E+

~k
> 0

Sauf mention contraire, on supposera par ailleurs que u~k et v~k sont réels, ce qui
est possible si ∆~k est réel. Les coefficients u~k et v~k satisfont les équations :

{
(E~k − ε~k)u~k −∆~kv~k = 0
∆~ku~k − (E~k + ε~k)v~k = 0

et la condition de normalisation.

Mais, {
u2
~k

+ v2
~k

= 1

v~k =
∆~k

E~k
+ε~k

u~k



5.2. LA MÉTHODE DE L’ÉQUATION DU MOUVEMENT 111

⇒ u2
~k

(
1 +

∆2
~k

(E~k + ε~k)
2

)
= 1

⇒ u2
~k

=
1

1 +
∆2

~k

(E~k
+ε~k)2

=
(E~k + ε~k)

2

(E~k + ε~k)
2 + ∆2

~k

=
(E~k + ε~k)

2

2E2
~k

+ 2E~kε~k

=
1

2

(
1 +

ε~k
E~k

)

De même

v2
~k

= 1− u2
~k

=
1

2

(
1− ε~k

E~k

)

b) Fondamental

En fonction des opérateurs α+
~k

et α~k, l’Hamiltonien effectif obtenu après découplage

à l’aide des paramètres d’ordre < c+~k,↑c
+

−~k,↓ > et < c~k,↑c
+

−~k,↓ > s’écrit :

H =
∑

~k

E~k(α
+
~k
α~k + α+

−~kα−~k) + Cte

Comme E~k > 0, le fondamental correspond au vide des particules α+
~k
, i.e. il doit

être tel que

α~k|φ0 > = 0

α−~k|φ0 > = 0

pour tout ~k.

Si on appelle |0 > le vide des particules c+~k,σ, l’état

∏

~k

α~kα−~k|0 >

satisfait cette condition puisque les α~k sont des fermions.
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Mais
∏

~k

α~kα−~k|0 >

=
∏

~k

(u~kc~k − v~kc
+

−~k)(u~kc−~k + v~kc
+
~k
)|0 >

=
∏

~k

(u2
~k
c~kc−~k + u~kv~kc~kc

+
~k
− v~ku~kc

+

−~kc−~k − v2
~k
c+−~kc

+
~k
)|0 >

=
∏

~k

(u~kv~k + v2
~k
c+~k c

+

−~k)|0 >

=
∏

~k

v~k(u~k + v~kc
+
~k
c+−~k)|0 >

Par ailleurs, il faut normaliser cette fonction d’onde :

⇒ < 0|
∏

~k

α+

−~kα
+
~k
α~kα−~k|0 >

= < 0|
∏

~k

v2
~k
(u~k + v~kc−~kc~k)(u~k + v~kc

+
~k
c+−~k)|0 >

= < 0|
∏

~k

v2
~k
(u2
~k

+ v2
~k
c−~kc~kc

+
~k
c+−~k)|0 >

=
∏

~k

v2
~k
(u2
~k

+ v2
~k
) = v2

~k

car c−~kc~kc
+
~k
c+−~k)|0 >= |0 >. Finalement, la fonction d’onde normalisée du fonda-

mental s’écrit :

|φ0 >=
∏
~k(u~k + v~kc

+
~k
c+−~k)|0 >

c) Equations auto-cohérentes

On constate que ce fondamental est très différent d’une mer de Fermi. En parti-
culier, il mélange des états ayant des nombres de particules différents. C’est pour
cela que des valeurs moyennes telles que < c+~k c

+

−~k > peuvent être non nulles.

Calculons maintenant

∆~k =
V

N

∑

~q

< c−~k−~qc~k+~q >

Comme la somme est limitée à |ε+~k+~q − εF | < ωD d’après la forme simplifiée de

l’interaction choisie par BCS, ∆~k ne dépend pas de ~k.
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Par ailleurs,

< c−~kc~k > = < 0|
∏

l

(ul + vlc−lcl)c−~kc~k
∏

l′
(ul′ + vl′c

+
l′ c

+
−l′)|0 >

= < 0|ukc−~kc~k
∏

l 6=k
(ul + vlc−lcl)

∏

l′
(ul′ + vl′c

+
l′ c

+
−l′)|0 >

= < 0|ukc−~kc~k(uk + vkc
+
k c

+
−k)

∏

l 6=k
(ul + vlc−lcl)

∏

l′ 6=k
(ul′ + vl′c

+
l′ c

+
−l′)|0 >

= < 0|(u~kc−~kc~kv~kc+~k c
+

−~k)|0 >
= u~kv~k

⇒ ∆ =
V

N

∑

~k

u~kv~k

Mais

u~kv~k =
1

2

√
1−

ε2~k
E2
~k

=
1

2

∆√
ε2~k + ∆2

⇒ ∆ =
V

2N
∆

∑

~k

1√
ε2~k + ∆2

Il y a bien sûr la solution ∆ = 0 qui correspond à l’état normal. Mais cette équation
possède aussi une solution non nulle :

1 =
V

2N

∑

~k

1√
ε2~k + ∆2

1 =
V

2

∫
g(ε)

1√
ε2 + ∆2

dε

Cette intégrale est limitée à des énergies proches de εF (à une distance au maximum
de l’ordre de ωD) pour lesquelles g(ε) ' g(εF )

1 ' V

2
g(εF )

∫ +ωD

−ωD

1√
ε2 + ∆2

dε

1 ' V

2
g(εF )

[
ln(ε+

√
ε2 + ∆2)

]+ωD

−ωD

1 ' V

2
g(εF ) ln

[
ωD +

√
ω2
D + ∆2

−ωD +
√
ω2
D + ∆2

]
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Supposons ∆ petit par rapport à ωD (à vérifier a posteriori)

1 ' V

2
g(εF ) ln

[
ωD + ωD(1 + ∆2

2ω2
D

)

∆2

2ωD

]

1 ' V

2
g(εF ) ln

(
4ω2

D

∆2

)

1 ' V

2
g(εF )2 ln

(
2ωD
∆

)

1

V g(εF )
= ln

(
2ωD
∆

)

⇒ ∆ = 2ωDe
−1

V g(εF )

Remarque : Le paramètre ∆ n’admet pas de développement en puissance de V .
Du coup, les calculs simplement perturbatifs ne sont pas applicables.

La méthode originale de BCS consiste à supposer que le fondamental est de la
forme

∏
~k(u~k + v~kc

+
~k
c+−~k)|0 >, et à minimiser l’énergie par rapprt à u~k et v~k. Cette

méthode variationnelle conduit aux mêmes résultats.

5.3 Interprétation des résultats :

Nous avons démontré qu’il existait une autre solution du type ”Hartree-Fock” des
équations du mouvement. Pour comprendre les implications physiques de l’existence
de cette nouvelle solution, il faut :

a) Comparer son énergie aux autres solutions.

b) Donner une interprétation physique à la fonction d’onde.

c) Extraire de la solution les excitations élémentaires et le comportement à température
finie.

Energie de condensation :

Si l’on revient à l’hamiltonien de départ,

H =
∑

~k,σ

ε~kc
+
~k,σ
c~k,σ −

V

2N

∑

~k,~k′,~q,σ,σ′

c+~k+~q,σc
+
~k′−~q,σ′c~k′,σ′c~k,σ

le découplage < c+~k,↑c
+

−~k,↓ > ne retient que les termes k′ = −k, σ′ = −σ dans la

somme. Ceci nous conduit à l’hamiltonien réduit (aussi appelé hamiltonien BCS) :

Hréd =
∑

~k,σ

ε~kc
+
~k,σ
c~k,σ −

V

N

∑

~k,~k′

c+~k,↑c
+

−~k,↓c−~k′,↓c~k′,↑
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où l’on a remplacé la somme sur σ par un facteur 2.

Le découplage champ moyen s’écrit :

c+~k,↑c
+

−~k,↓c−~k′,↓c~k′,↑ '< c+~k,↑c
+

−~k,↓ > c−~k′,↓c~k′,↑+c
+
~k,↑c

+

−~k,↓ < c−~k′,↓c~k′,↑ > − < c+~k,↑c
+

−~k,↓ >< c−~k′,↓c~k′,↑ >

Or, si on choisit ∆ réel,

1

N

∑

~k

< c+~k,↑c
+

−~k,↓ >=
1

N

∑

~k

< c−~k′,↓c~k′,↑ >=
∆

V

⇒ HCM =
∑

~k,σ

ε~kc
+
~k,σ
c~k,σ −∆

∑

~k

(c+~k,↑c
+

−~k,↓ + c−~k,↓c~k,↑) +
N∆2

V

Pour trouver l’énergie du fondamental, inversons la transformation de Bogolioubov
pour exprimer HCM à l’aide des α+

~k,σ
:

{
α+
~k,↑ = u~kc

+
~k,↑ − v~kc−~k,↓

α−~k,↓ = u~kc−~k,↓ + v~kc
+
~k,↑

⇒





c+~k,↑ = u~kα
+
~k,↑ + v~kα−~k,↓

c~k,↑ = u~kα~k,↑ + v~kα
+

−~k,↓
c+−~k,↓ = u~kα

+

−~k,↓ − v~kα~k,↑
c−~k,↓ = u~kα−~k,↓ − v~kα

+
~k,↑

en prenant en compte le fait que v~k change de signe entre ~k, ↑ et −~k, ↓.
c+~k,↑c~k,↑ = (u~kα

+
~k,↑ + v~kα−~k,↓)(u~kα~k,↑ + v~kα

+

−~k,↓)

= u2
~k
α+
~k,↑α~k,↑ + v2

~k
(1− α+

−~k,↓α−~k,↓)

+ u~kv~k(α
+
~k,↑α

+

−~k,↓ + α−~k,↓α~k,↑)

c+~k,↓c~k,↓ = (u~kα
+
~k,↓ − v~kα−~k,↑)(u~kα~k,↓ − v~kα

+

−~k,↑)

= u2
~k
α+
~k,↓α~k,↓ + v2

~k
(1− α+

−~k,↑α−~k,↑)

− u~kv~k(α−~k,↑α~k,↓ + α+
~k,↓α

+

−~k,↑)

c+~k,↑c
+

−~k,↓ = (u~kα
+
~k,↑ + v~kα−~k,↓)(u~kα

+

−~k,↓ − v~kα~k,↑)

= u2
~k
α+
~k,↑α

+

−~k,↓ − v2
~k
α−~k,↓α~k,↑

− u~kv~kα
+
~k,↑α~k,↑ + u~kv~k(1− α+

−~k,↓α−~k,↓)

c−~k,↓c~k,↑ = (u~kα−~k,↓ − v~kα
+
~k,↑)(u~kα~k,↑ + v~kα

+

−~k,↓)

= u2
~k
α−~k,↓α~k,↑ − v2

~k
α+
~k,↑α

+

−~k,↓
+ u~kv~k(1− α+

−~k,↓α−~k,↓)− u~kv~kα
+
~k,↑α~k,↑
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Coefficient de α+
~k,↑α~k,↑ :

ε~ku
2
~k
− ε~kv

2
~k

+ ∆u~kv~k + ∆u~kv~k

= ε~k
ε~k
E~k

+ 2∆

√
1

4

(
1−

ε2~k
E2
~k

)

=
ε2~k
E~k

+ ∆

√
∆2

E2
~k

= E~k

Coefficient de α+
~k,↑α

+

−~k,↓ :

ε~ku~kv~k + ε~ku~kv~k −∆u2
~k

+ ∆v2
~k

= 2ε~ku~kv~k + ∆(v2
~k
− u2

~k
)

= ε~k
∆

E~k
+ ∆(− ε~k

E~k
) = 0

Terme constant :

∑

~k

(ε~kv
2
~k

+ ε~kv
2
~k
−∆u~kv~k −∆u~kv~k) +

N∆2

V

=
∑

~k

(ε~k −
ε2~k
E~k

− ∆2

E~k
) +

N∆2

V

Mais d’après l’équation du gap :

∑

~k

1

E~k
=

2N

V

⇒
∑

~k

(ε~k −
ε2~k
E~k

)− N∆2

V

Au total, l’hamiltonien s’écrit :

HCM =
∑

~k

E~k(α
+
~k,↑α~k,↑ + α+

−~k,↓α−~k,↓)

+
∑

~k

(ε~k −
ε2~k
E~k

)− N∆2

V

Dans le fondamental, comme E~k > 0, il n’y a pas de particules α+
~k
. Comparons

alors les énergies du cas non supra (∆ = 0) et du cas supra.
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∆ = 0

E~k =
√
ε2~k = ε~k si ε~k > 0 (~k vide)

= −ε~k si ε~k < 0 (~k occ.)

⇒ EFond =
∑

~kocc

2ε~k

∆ 6= 0

EFond(∆ 6= 0)− EFond(∆ = 0)

=
∑

~kocc

(−ε~k −
ε2~k
E~k

) +
∑

~kvide

(ε~k −
ε2~k
E~k

)− N∆2

V

= 2
∑

~kvide

(ε~k −
ε2~k
E~k

)− N∆2

V

∆E

N
' 2g(εF )

∫ ωD

0

dε(ε− ε2√
ε2 + ∆2

)− ∆2

V

Calculons

2g(εF )

∫ ωD

0

εdε(1− ε√
ε2 + ∆2

)

Pour cela, il est commode de faire le changement de variable ε = ∆ sinh u, dε =
coshu du

⇒ 2g(εF )

∫ uD

0

(
1− ∆ sinh u

∆ cosh u

)
∆2 sinhu coshu du

= 2g(εF )∆2

∫ uD

0

(1− tanhu) sinh u cosh u du

Or

(1− tanhu) sinh u coshu = (cosh u− sinhu) sinh u = e−u sinhu =
1− e−2u

2

d’où :

= ∆2g(εF )

∫ uD

0

(1− e−2u) du

= ∆2g(εF )(uD +
e−2uD − 1

2
)

Proposition : uD = 1
V g(εF )

.

En effet, sinh uD = ωD

∆
.
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Mais le gap est donné par :

1 = V g(εF )

∫ uD

0

dε√
ε2 + ∆2

= V g(εF )Argsh
(ωD

∆

)

⇒ ωD
∆

= sinh
1

V g(εF )
⇒ uD =

1

V g(εF )

Du coup, uD À 1. On peut donc négliger e−2uD dans le résultat précédent. Fina-
lement, l’énergie de condensation s’écrit :

∆2g(εF )

(
1

V g(εF )
− 1

2

)
− ∆2

V

et ainsi

Econd = −1

2
g(εF )∆2

Dès qu’il y a une solution ∆ 6= 0, son énergie est plus basse. Or, tant que V est
positif, c’est-à-dire tant que l’interaction est attractive, il y a une solution ∆ 6= 0.
Finalement,

Attraction ⇒ supraconductivité

b) Interprétation de la fonction d’onde :

Il y a donc une solution de type champ moyen dont l’énergie est plus basse que la
mer de Fermi dès que V > 0. Essayons de comprendre la physique de cette solution.

La fonction d’onde du fondamental s’écrit :

|φ0 >=
∏

~k

(u~k + v~kc
+
~k,↑c

+

−~k,↓)|0 >

La probabilité que la paire c+~k,↑c
+

−~k,↓ soit occupée est égale à |v~k|2, la probabilité

qu’elle ne soit pas occupée est égale à |u~k|2. Il est clair que cette fonction d’onde
contient des états ayant des nombres de particules différents. Cela n’est pas gênant
tant qu’à la limite des grands systèmes la distribution du nombre de particules est
”piquée” autour d’une valeur moyenne bien définie.

Calculons donc N̄ =< N > et δN = (< (n− N̄)2 >)
1
2

< N >=< φ0|
∑

~k,σ

c+~k,σc~k,σ|φ0 >
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Considérons un terme c+~k0,↑c~k0,↑. Tous les opérateurs u~k + v~kc
+
~k,↑c

+

−~k,↓ commutent

avec lui, sauf u~k0 + v~k0c
+
~k0,↑c

+

−~k0,↓.

< N >= 2︸︷︷︸
spin

∑

~k

< 0|(u~k + v~kc−~k,↓c~k,↑)c
+
~k,↑c~k,↑(u~k + v~kc

+
~k,↑c

+

−~k,↓)|0 >

c+~k,↑c~k,↑(u~k + v~kc
+
~k,↑c

+

−~k,↓)|0 >
= v~kc

+
~k,↑(1− c+~k,↑c~k,↑)c

+

−~k,↓|0 >
= v~kc

+
~k,↑c

+

−~k,↓|0 >

⇒< N >= 2
∑

~k

v2
~k

δN2 = < N2 − 2N̄N + N̄2 > = < N2 > −N̄2

< N2 > = < φ0|
∑

~k,~k′,σ,σ′

c+~k,σc~k,σc
+
~k′,σ′

c~k′,σ′ |φ0 >

Si (~k′, σ′) 6= (~k, σ) et 6= (−~k,−σ), les termes commutent → v2
~k
v2
~k′

Si (~k′, σ′) = (~k, σ) ⇒ c+~k,σ c~k,σc
+
~k,σ︸ ︷︷ ︸

1−c+
~k,σ

c~k,σ

c~k,σ → v2
~k

Si (~k′, σ′) = (−~k,−σ) ⇒ c+~k,↑c~k,↑c
+

−~k,↓c−~k,↓(u~k + v~kc
+
~k,↑c

+

−~k,↓) → v2
~k

⇒ < N2 > =


∑

~k,σ

v2
~k




2

−
∑

~k,σ

(
v4
~k
− v2

~k

)

︸ ︷︷ ︸
(~k′,σ′)=(~k,σ)

−
∑

~k,σ

(
v4
~k
− v2

~k

)

︸ ︷︷ ︸
(~k′,σ′)=(−~k,−σ)

=


∑

~k

2v2
~k




2

− 2
∑

~k

2v4
~k

+ 2
∑

~k

2v2
~k

= N̄ + 4
∑

~k

v2
~k
(1− v2

~k
)

⇒ δN2 = 4
∑

~k

u2
~k
v2
~k

Conclusion :

N̄ crôıt comme N , mais l’écart type δN crôıt comme
√
N . Ainsi, si on écrit

φ0 =
∑

N λNφN , où < φN |N̂ |φN >= N , les λN sont distribués comme
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Du coup, la valeur moyenne de toute observable calculée dans |φ0 > est la même
que celle calculée pour |φN̄ > à la limite N → +∞. Mais cette fonction d’onde est
beaucoup plus simple à manier.

Il est en fait facile de comprendre le rapport étroit qu’il y a entre cette fonction
d’onde et des fonctions d’onde à nombre de particules fixé. Considérons le cas où
on a 2N électrons concernés par l’instabilité (i.e. 2N électrons dont l’énergie ε~k est

comprise entre εF − ωD et εF ). Il y a donc 2N valeurs de ~k telles que εF − ωD <
ε~k < εF + ωD, et la mer de Fermi correspond à remplir les N valeurs telles que
εF − ωD < ε~k < εF avec un spin ↑ ou ↓.

Si l’on essaie de construire une fonction d’onde faite uniquement de paires pour
gagner l’énergie potentielle de Hréd, et ayant un nombre de particules bien défini,
un choix naturel serait :

|φN >=
1

N !


∑

~k

g~kc
+
~k,↑c

+

−~k,↓



N

|0 >

Si

g~k

{
1 pour ε~k < εF
0 sinon

on retrouve la mer de Fermi, et comme il y a N ! termes, il faut diviser par N !.

On pourrait, à partir de cette fonction d’onde, chercher les g~k qui minimisent
l’énergie. Mais cette fonction d’onde est très compliquée. Elle comprend de l’ordre
de (2N)N termes !

Par contre, si on ajoute différent |φN > pour construire

|φ > =
∑
N

|φN >

=
∑
N

1

N !


∑

~k

g~kc
+
~k,↑c

+

−~k,↓



N

|0 >
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cette fonction d’onde se réécrit :

|φ >= e
P

~k
g~kc

+
~k,↑c

+

−~k,↓|0 >

Mais pour des fermions, cet état cohérent prend une forme plus simple : dans le
développement de l’exponentielle, seuls les termes d’ordre 0 ou 1 subsistent à cause
du principe de Pauli

⇒ |φ > =
∏

~k

(1 + g~kc
+
~k,↑c

+

−~k,↓)|0 >

Si on pose g~k =
v~k
u~k

, on retrouve bien la fonction d’onde BCS. Cette fonction d’onde

est beaucoup plus simple à manipuler. Elle a valu le prix NOBEL à Bardeen, Cooper
et Schrieffer !

c) Excitations élémentaires :

D’après la forme de HCM , une excitation élémentaire consiste à rajouter une
particule α+

~k,σ
. Cela coûte une énergie

E~k =
√
ε2~k + ∆2

Cette énergie est supérieure ou égale à ∆.

Il y a donc un gap d’énergie ∆ dans la densité d’état du système.

On voit donc que le fondement même de la théorie du transport, avec des processus
de diffusion de quasiparticules au niveau de fermi n’est plus valable. Il faudra donc
déterminer les propriétés du gaz électronique dans ce nouvel état.

5.4 Températures finies :

Lorsqu’on est à température finie, on peut toujours faire un calcul de type champ
moyen, mais le gap fait désormais intervenir la valeur moyenne thermique de <
c+~k,↑c

+

−~k,↓ >.

Or,

c+~k,↑c
+

−~k,↓ = (u~kα
+
~k,↑ + v~kα−~k,↓)(u~kα

+

−~k,↓ − v~kα~k,↑)

= −u~kv~kα+
~k,↑α~k,↑ + u~kv~kα−~k,↓α

+

−~k,↓ + u2
~k
α+
~k,↑α

+

−~k,↓ − v2
~k
α−~k,↓α~k,↑

= u~kv~k(1− α+
~k,↑α~k,↑ − α+

−~k,↓α−~k,↓) + u2
~k
α+
~k,↑α

+

−~k,↓ − v2
~k
α−~k,↓α~k,↑

⇒< c+~k,↑c
+

−~k,↓ > = u~kv~k(1− 2f(E~k))

puisque < α+
~k,↑α~k,↑ >=< α+

−~k,↓α−~k,↓ >= 1

e
βE~k+1

et < α+
~k,↑α

+

−~k,↓ >=< α−~k,↓α~k,↑ >= 0
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Du coup, l’équation du gap s’écrit :

∆ =
V

N

∑

~k

∆

2E~k
(1− 2f(E~k))

1− 2f(E~k) =
eβE~k + 1− 2

eβE~k + 1
=
eβ

E~k
2 − e−β

E~k
2

eβ
E~k
2 + e−β

E~k
2

= tanh
βE~k
2

La solution non nulle satisfait donc :

1 =
V

N

∑

~k

1

2E~k
tanh

βE~k
2

Lorsque T augmente, β → 0 et cette équation est satisfaite pour des valeurs de plus
en plus petites de ∆. En particulier, il existe une température Tc où ∆(Tc) = 0
donnée par

1 =
V

N

∑

~k

1

2|ε~k|
tanh

βε~k
2

(β =
1

Tc
)

1 = V g(εF )

∫ ωD

0

tanh
βε

2

dε

ε

1

V g(εF )
=

∫ ωD
2Tc

0

tanhu

u
du (u =

βε

2
)

Supposons que Tc ¿ ωD (c’est raisonnable puisqu’on s’attend à ce que Tc ' ∆(0) ¿
ωD, les fluctuations thermiques détruisant le gap si T À ∆(0)).

∫ ωD
2Tc

0

tanhu

u
du =

∫ η

0

tanhu

u
du+

∫ ωD
2Tc

η

tanhu

u
du

'
∫ η

0

tanhu

u
du+

∫ ωD
2Tc

η

du

u
(η À 1 ⇒ tanhu ' 1)

= ln
ωD
Tc

+

∫ η

0

tanhu

u
du− ln η − ln 2

︸ ︷︷ ︸
dépend peu de η,→ln 2γ

π
=ln 1.13

où γ est la constante de Euler.

⇒ Tc ' 1.13 ωDe
−1

V g(εF )

Cette formule n’est pas directement utilisable pour prédire Tc dans la mesure où
ωD, V et g(εF ) sont des paramètres ajustables.

Par contre, si on compare à la formule pour ∆, on trouve

∆

kBTc
=

2

1.13
= 1.76
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∆ et Tc sont mesurables indépendamment, et cette relation est bien vérifiée dans
beaucoup de supraconducteurs. C’est l’une des confirmations de la théorie BCS.

Par ailleurs, cette théorie prédit que ∆(T ) a l’allure suivante :

∆(T ) ' 3.2 Tc

√
1− T

Tc

L’exposant 1
2

est typique du champ moyen.

5.5 Electrodynamique des supraconducteurs I :

L’équation de London

Avant de se lancer dans le calcul de la réponse d’un supraconducteur à un champ
externe, il est utile de commencer par quelques remarques sur les équations consti-
tutives qui, associées aux équations de Maxwell, sont susceptibles de décrire les
propriétés de base des supraconducteurs.

Ces propriétés sont au nombre de 2 :

1) Résistivité nulle (1911)

2) Effet Meissner (- Oschenfeld) (1933) : le champ magnétique est nul à l’intérieur
d’un supraconducteur. Il passe de la valeur extérieure à 0 sur une longueur λ
dite ”longueur de pénétration”.

Examinons les conséquences de ces propriétés sur les équations constitutives :

1) Résistivité nulle :
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Dans un métal, on suppose en général que le mouvement d’un électron est régi
par l’équation :

m
d~v

dt
+m

~v

τ
= e ~E

où τ est un temps de relaxation phénoménologique que l’on peut par exemple calculer
dans le cadre de l’interaction électron-phonon. La solution générale s’écrit comme la
somme d’une solution particulière, par exemple ~v = eτ

m
~E, et de la solution générale

de l’équation sans second membre :

~v = ~v0 e
− t

τ

⇒ ~v = ~v0 e
− t

τ +
eτ

m
~E

Au bout d’un temps tÀ τ , on a donc :

~v =
eτ

m
~E

Mais ~j = ne~v

⇒ ~j =
ne2τ

m
~E

soit ~j = σ ~E, avec σ = ne2τ
m

.

C’est la relation constitutive dans les métaux.

Dans les supraconducteurs, σ = ∞ (R = 0) ⇒ τ = +∞

⇒ m
d~v

dt
= e ~E

Mais ~j = nse~v, où ns est la densité suprafluide, c’est-à-dire la densité des électrons
qui participent à la supraconductivité, d’où

m

(
1

nse

)
d~j

dt
= e ~E

soit

~E =
m

nse2

d~j

dt

Cette relation ne fixe le courant qu’à une constante près. Elle ne suffit donc pas à
décrire la réponse des supraconducteurs.

2) Effet Meissner :

Si on combine cette équation à l’équation de Maxwell

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
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on trouve :

m

nse2
d

dt
~j = −1

c

∂ ~A

∂t

⇒ m

nse2
~j +

1

c
~A = ~c

où ~c est une constante d’intégration indépendante du temps. L’effet Meissner découle
de cette équation si ~rot ~c = ~0. En effet, d’après les équations de Maxwell,

~rot ~B =
4π

c
~j

⇒ ~rot ~rot ~B =
4π

c
~rot~j

Mais ~rot ~rot ~B = −∆ ~B + ~grad div ~B︸ ︷︷ ︸
=0

et, si ~rot ~c = ~0, ~rot~j = −nse2

mc
~rot ~A︸︷︷︸
~B

⇒ ∆ ~B =
nse

24π

mc2
~B

Posons
1

λ2
=
nse

24π

mc2

On a donc :

∆ ~B =
1

λ2
~B

Plaçons-nous dans une géométrie où ~B = ~B(z)

⇒ ~B = ~B(0)e−
z
λ

Le champ ~B décroit exponentiellement sur une longueur caractéristique égale à λ.

Comme ρ = 0 dans un métal, div~j = 0. Du coup, 1
c
div ~A = div ~c. Si l’on se place

dans un jauge où div ~A = 0 et où ~A→ ~0 dans le volume, on peut choisir ~c = ~0. Dans
ces conditions, ~j et ~A sont reliés par la relation :

~j = −nse
2

mc
~A = − c

λ24π
~A

C’est l’équation de London (F. et H. London, 1935 !). Cette équation est valable
dans la jauge de London :

– div ~A = 0.
– ~A→ ~0 dans le volume.
Remarque : l’effet Meissner ”implique” dans une certaine mesure l’absence de

résistivité. En effet, le champ est nul à l’intérieur parce qu’il est compensé par



126 CHAPITRE 5. SUPRACONDUCTIVITÉ

un champ créé à la surface de l’échantillon. Mais un champ magnétique ne four-
nit pas d’énergie (~F = e~v ∧ ~B ⊥ ~v). Pour que le courant se maintienne, il faut
impérativement qu’il puisse circuler sans dissipation. Nous allons donc, sans vrai-
ment perdre en généralité, nous concentrer sur la réponse à un champ magnétique
statique.

Réponse à un champ magnétique statique :

Considérons donc un champ statique dans la jauge div ~A = 0.

~p = m~v +
e

c
~A

⇒ Hcin =
∑
i

(
1

2
mv2

i

)
=

1

2m

∑
i

(
~pi − e

c
~Ai

)2

=
1

2m

∑
i

(
−i~~∇i − e

c
~A(~ri)

)2

= H0
cin︸︷︷︸

1
2m

P
i ~p

2
i

+
ie~
2mc

∑
i

(
~∇i · ~A(~ri) + ~A(~ri) · ~∇i

)

︸ ︷︷ ︸
H1

+0(A2)

Le terme 0(A2) est un terme sans importance pour le calcul de ~j au premier ordre.

Posons ~A(~r) =
∑

~q ~a(~q)e
i~q·~r, et déterminons la forme de H1 en seconde quantifica-

tion. Pour le terme ~∇i · ~A(~ri), on a :

∑
~q

∫
e−i~k

′·~r
√
V

~∇ · ~a(~q)ei~q·~r e
i~k·~r
√
V
d~r

=
∑

~q

1

V

∫
e−i

~k′·~ri(~k + ~q) · ~a(~q)ei(~k+~q)·~rd~r

Comme on suppose que le champ est transverse (div ~A = 0), on a ~q ·~a(~q) = 0, et on
obtient : ∑

~q

i~k · ~a(~q)δ~k′,~k+~q

La contribution à H1 est donc donnée par :

− e~
2mc

∑

~k,~q,σ

~k · ~a(~q)c+~k+~q,σc~k,σ

Pour le terme ~A(~ri) · ~∇i, on a :

∑
~q

∫
e−i

~k′·~r~a(~q)
∫
ei~q·~r · ~∇ei~k·~rd~r

=
∑

~q

∫
e−i

~k′·~ri~k · ~a(~q)ei(~k+~q)·~rd~r
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Il redonne la même chose, et on obtient finalement :

H1 =
−e~
mc

∑

~k,~q,σ

~k · ~a(~q) c+~k+~q,σc~k,σ

L’opérateur courant s’écrit :

~j(~r) =
e

2m

∑
σ

{
Ψ+(~r, σ)

(
−i~~∇− e

c
~A
)

Ψ(~r, σ) +
[(
i~~∇− e

c
~A
)

Ψ+(~r, σ)
]
Ψ(~r, σ)

}

où Ψ(~r, σ), Ψ+(~r, σ) sont les opérateurs champ (voir appendice sur la seconde quan-
tification et exercices). Ils peuvent être décomposés en série de Fourier :

Ψ+(~r, σ) =
∑

~k1

e−i
~k1·~rc+~k1,σ; Ψ(~r, σ) =

∑

~k2

ei
~k2·~rc~k2,σ

de même que leurs gradients :

∇Ψ+(~r, σ) =
∑

~k1

(−i~k1)e
−i~k1·~rc+~k1,σ; ∇Ψ(~r, σ) =

∑

~k2

i~k2e
i~k2·~rc~k2,σ

Il est commode de décomposer le courant en deux contributions :

~j(~r) = ~J1(~r) + ~J2(~r)

avec
~J1(~r) =

−ie~
2m

∑
σ

{
Ψ+(~r, σ)~∇Ψ(~r, σ)− (~∇Ψ+(~r, σ))Ψ(~r, σ)

}

et

~J2(~r) =
−e2

mc
~A

∑
σ

Ψ+(~r, σ)Ψ(~r, σ)

La transformée de Fourier de ~J1(~r) est donnée par :

~J1(~q) =

∫
d~r e−i~q·~rJ1(~r)

=
−ie~
2m

∑
σ




∫
d~re−i~q·~r

∑

~k1,~k2

[
e−i

~k1·~r+i~k2·~r(i~k2) c
+
~k1,σ

c~k2,σ − e−i
~k1·~r+i~k2·~r(−i~k1) c

+
~k1,σ

c~k2,σ

]



=
−ie~
2m

∑

~k,σ

[
i(~k + ~q) c+~k,σc~k+~q,σ + i~k c+~k,σc~k+~q,σ

]

=
e~
m

∑

~k,σ

(~k +
1

2
~q) c+~k,σc~k+~q,σ
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Par ailleurs,

~J2(~r) =
−e2
mc

~A
∑
σ

Ψ+(~r, σ)Ψ(~r, σ)

︸ ︷︷ ︸
densité

= −e
2n(~r)

mc
~A

~J2 est proportionnel à ~A, et cette relation est similaire à l’équation de London, mais
c’est la densité totale et non la densité supraconductrice qui intervient. Le terme ~J1

doit fortement réduire cette contribution et même l’annuler dans un métal normal !

Si l’on souhaite procéder à un calcul complet, on peut réexprimer H1 à l’aide de
~J1, puis faire un calcul de type réponse linéaire. Ce calcul est compliqué (mais pas
difficile), et nous nous contenterons pour le moment de calculer la valeur moyenne

de ~J1(~q) dans la limite ~q → 0 (grande longueur d’onde). Dans ce cas, un calcul plus
simple est possible.

Commençons par réexprimer les opérateurs H1 et ~J1(~q) en fonction des opérateurs
de Bogolioubov :

H1 =
−e~
mc

∑

~k,~q

~k · ~a(~q)
[
(u~k+~qα

+
~k+~q,↑ + v~k+~qα−~k−~q,↓)

× (u~kα~k,↑ + v~kα
+

−~k,↓) −︸︷︷︸
~k→−~k−~q

(u~kα
+

−~k,↓ − v~kα~k,↑)

× (u~k+~qα−~k−~q,↓ + v~k+~qα
+
~k+~k,↑)

]

=
−e~
mc

∑

~k,~q

~k · ~a(~q)
[
(u~ku~k+~q + v~kv~k+~q)

× (α+
~k+~q,↑α~k,↑ − α+

−~k,↓α−~k−~q,↓)

+ (v~ku~k+~q − u~kv~k+~q)

× (α+
~k+~q,↑α

+

−~k,↓ − α−~k−~q,↓α~k,↑)
]

A la limite ~q → ~0, le deuxième terme disparâıt, et le premier donne :

H1 =
−e~
mc

∑

~k

~k · ~a(~0)(α+
~k,↑α~k,↑ − α+

−~k,↓α−~k,↓)

⇒
{
E~k,↑ = E~k − e~

mc
~k · ~a(~0)

E~k,↓ = E~k + e~
mc
~k · ~a(~0)

De même, à la limite ~q → ~0, on a :

~J1(~q → ~0) =
e~
m

∑

~k

~k(α+
~k,↑α~k,↑ − α+

−~k,↓α−~k,↓)
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Mais < α+
~k,σ
α~k,σ >= f(E~k,σ)

⇒< ~J1 >=
e~
m

∑

~k

~k
[
f(E~k,↑)− f(E~k,↓)

]

Par ailleurs,

f(E~k,↑)− f(E~k,↓) ' 2e~
mc

~k · ~a(~0)

(
− ∂f

∂E~k

)

⇒< ~J1(~q → ~0) > =
2e2~2

m2c

∑

~k

(~k · ~a(~0))~k

(
− ∂f

∂E~k

)

Supposons ~J1 ‖ ~a(~0), et k ' kF

⇒< ~J1(~q → ~0) >' 2e2~2

m2c

k2
F

3

∑

~k

(
− ∂f

∂E~k

)
~a(~0)

où le 1
3

provient de la moyenne des cosinus. En effet, posons ~A =
∑

~k(
~k ·~a(~0))~kh(k),

où h est une fonction quelconque :

~A · ~a(~0) =
∑

~k

(~a(~0) · ~k)2h(k)

=

∫
dk

∫
2π sin θ(~a(~0)k cos θ)2dθk2h(k)

=

∫
2π sin θ cos2 θdθ

∫
dka2(0)k2k2h(k)

= 2π
2

3

∫
dka2(0)k4h(k)

=
1

3
2π

∫ π

0

sin θdθ

∫
dka2(0)k4h(k)

=
1

3

∫
d~ka2(0)k2h(k)

En insérant
~2k2

F

2m
= εF , g(εF ) = 3n

2εF
et

∑
~k = 1

2
g(εF )

∫
dε, il vient :

< ~J1(~q → ~0) > ' 2e2

3mc
εFg(εF )

∫ +∞

−∞
dε

(
− ∂f

∂E~k

)
~a(~0)

' e2

mc
n

∫ +∞

−∞
dε

(
− ∂f

∂E~k

)
~a(~0)

Le courant total s’écrit donc :

<~j > = < ~J1 + ~J2 >

= −e
2n

mc
~a(~0)

[
1−

∫ +∞

−∞
dε

(
− ∂f

∂E~k

)]
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avec E =
√
ε2 + ∆2.

Si ∆ = 0

∫ +∞

−∞
dε

(
∂f

∂E~k

)
=

∫ +∞

−∞
dE

(
∂f

∂E

)
= −1

⇒ < ~J >= ~0

Mais si ∆ 6= 0,

−
∫ +∞

−∞
dε

(
∂f

∂E~k

)
= 2

∫ +∞

∆

dE

(
− ∂f

∂E

E√
E2 −∆2

)
< 1

Si on définit la densité de fluide normal par

nn = n

∫ +∞

−∞
dε

(
∂f

∂E~k

)

et la densité superfluide par

ns = n− nn

on retrouve l’équation de London

~j = −e
2ns
mc

~a(~0)

N.B. :

f(E) =
1

eβE + 1

A T = 0, −∂f
∂E

= δ(E), et s’il y a un gap, nn = 0 et ns(T = 0) = n. Ceci est
vrai, mais dans ce cas il est important de distinguer les vecteurs d’onde qui parti-
cipent à la supraconductivité et ceux qui n’y participent pas. Le terme ~J1 annule de
toutes façons la contribution de ~J2 venant des électrons qui ne participent pas à la
supraconductivité. n est donc la densité d’électrons qui sont à ωD de εF .

5.6 Electrodynamique II : L’équation de Pippard

Si l’on mesure effectivement la longueur de pénétration λ, on trouve en général
qu’elle est beaucoup plus grande que la longueur de London, que l’on notera désormais
λL, et qui satisfait 1

λ2
L

= nse24π
mc2

. D’ où peut venir le problème ?

En fait nous n’avons pas démontré que

~j = − c

4πλ2
L

~A
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Nous avons démontré cette relation pour les composantes à ~q = ~0 de ~j et ~A. Mais
dans la région où le champ pénètre, ~A n’est pas uniforme. La relation est donc en
général plus compliquée. Avant de se lancer dans le calcul microscopique reliant ~j
et ~A en général, il est instructif de suivre Pippard, et de postuler une relation plus
générale entre ~j et ~A. Pippard a émis l’hypothèse en 1953 que le courant dépendait
du potentiel vecteur dans un domaine de longueur caractéristique ξ0, mais pas au-
delà. L’hypothèse la plus simple consiste à supposer que cette dépendance décrôıt

en e
− R

ξ0 , d’où l’équation phénoménologique dite ”équation de Pippard” :

~j(~r) = C

∫
( ~A(~r′) · ~R)~R

R4
e
− R

ξ0 d~r′

avec ~R = ~r − ~r′.
Si ~A est constant, on peut le sortir de l’intégrale

⇒ ~j · ~A = A2C

∫ +∞

0

dRe
− R

ξ0 2π
R4

R4

∫ π

0

sin θ cos2 θdθ

= A2C

[
e
− R

ξ0

− 1
ξ0

]+∞

0

2π

∫ +1

−1

du u2

= A2C

[
e
− R

ξ0

− 1
ξ0

]+∞

0

2π

[
u3

3

]+1

−1

= A2C
4π

3
ξ0

Pour retrouver l’équation de London, il faut que

C
4π

3
ξ0 = −nse

2

mc

⇒ C = − 3nse
2

4πξ0mc

Pour estimer l’effet de cette non localité sur la longueur de pénétration, on peut
faire le petit raisonnement suivant, valable dans la limite λ, λL ¿ ξ0. Si ~A était
essentiellement constant sur une longueur ξ0, on aurait

~j = − c

4πλ2
L

~A

Mais comme ~A décroit sur un longueur λ, on doit avoir

~j = − c

4πλ2
L

λ

ξ0
~A

soit
λ

λ2
Lξ0

=
1

λ2
⇒ λ = (λ2

Lξ0)
1
3



132 CHAPITRE 5. SUPRACONDUCTIVITÉ

Si ξ0 À λL, on en déduit que ξ0 À λÀ λL.

La deuxième inégalité justifie donc l’introduction d’une relation non locale entre
~j et ~A. Une relation plus précise entre λ, λL et ξ0 sera établie en exercice, mais la
dépendance est correcte.

L’un des nombreux succès de la théorie BCS a été de fournir une base micro-
scopique à cette phénoménologie. Comme dans le cadre de la réponse linéaire, la
relation entre le courant et le potentiel vecteur peut s’écrire

~j(~q) = − c

4π
K(~q)~a(~q)

où le facteur −c
4π

est purement conventionnel.

L’objectif est donc de calculer la réponse à un potentiel vecteur ~a(~q), ~q 6= ~0. Pour
simplifier, nous allons faire le calcul à T = 0. Pour ~q = ~0, et tant qu’il y a un gap,
la correction est nulle à T = 0 :

K(~q = ~0, T = 0) =
1

λ2
L(0)

Si ~q 6= ~0, il faut revenir aux expressions de H1 et ~J1. Mais la valeur moyenne de
~J1(~q) ne s’exprime pas simplement à l’aide de < α+

~k,σ
α~k,σ >. Il faut faire un calcul

de perturbation. Dans la mesure où il s’agit d’un calcul statique, le plus simple est
d’utiliser la théorie de Rayleigh :

|ΨG >→ |ΨG > −
∑
n

< Ψn|H1|ΨG >

En
|Ψn >

où En est l’énergie de |Ψn > mesurée par rapport à l’énergie du fondamental, et

< ~J1(~q) > = < ΨG|J1|ΨG > −
∑
n

< ΨG| ~J1(~q)|Ψn >< Ψn|H1|ΨG >

En

−
∑
n

< ΨG|H1|Ψn >< Ψn| ~J1(~q)|ΨG >

En

soit

< ΨG| ~J1(~q)|ΨG > −2Re
∑
n

< ΨG| ~J1(~q)|Ψn >< Ψn|H1|ΨG >

En
.

Mais

< ΨG| ~J1(~q)|ΨG >= 0

car ΨG est le vide des particules α.
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Dans le deuxième terme, seuls les termes de H1 créant une paire α+
~k+~q,↑α

+

−~k,↓ contri-

buent, les autres détruisent |ΨG >

⇒ < ~J1(~q) > =
2e2~2

m2c

∑

~k

(v~ku~k+~q − u~kv~k+~q)
2

E~k + E~k+~q

× (~k · ~a(~q))(~k +
1

2
~q)

Pour |~q| petit, essayons d’évaluer cette expression

u~k+~q = u~k + ~q · ~∇~ku~k

= u~k + ~q · ~∇~kε~k︸ ︷︷ ︸
~vF

(
du

dε
)

v~k+~q = v~k + ~q · ~∇~kv~k

= v~k + ~q · ~∇~kε~k(
dv

dε
)

u~kv~k+~q − v~ku~k+~q = ~q · ~∇~kε~k

(
u
dv

dε
− v

du

dε

)

Mais

u2 =
1

2

(
1 +

ε√
ε2 + ∆2

)

v2 =
1

2

(
1− ε√

ε2 + ∆2

)

⇒ 2u
du

dε
= −2v

dv

dε

u
dv

dε
− v

du

dε
= −u

2

v

du

dε
− v

du

dε

= −1

v

du

dε

2u
du

dε
=
d(u2)

dε
=

1

2
√
ε2 + ∆2

+
ε

2
(−1

2
)

2ε

(ε2 + ∆2)
3
2

' 1

2∆

tant que ε¿ ∆. Dans ces conditions,

(u~kv~k+~q − v~ku~k+~q)
2 ∼

(
~vF q
∆

)2
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et

< J1(~q) > ·~a(~q) ∝
∑

~k

(~k · ~a(~q))2

E~k + E~k+~q

où la somme doit être restreinte aux ~k tels que ε~k < ∆. Si on passe en coordonnées
polaires, il reste

k2
F~a

2(~q)

∫ ∆

0

dε

E~k + E~k+~q
' ∆

2∆

La somme restreinte sur ~k compense le petit dénominateur E~k +E~k+~q, et on trouve

K(~q, 0) = λ−2
L (0)[1− A~q2ξ2

0 ]

où A est une constante, et où on définit, en suivant BCS,

ξ0 =
~vF
π∆(0)

Si ~q est grand, on peut montrer que le terme correctif tend vers 0 comme 1
qξ0

La relation entre ~j et ~A est donc non locale, et elle s’écrit sous la forme

~j(~r) =
−3c

16π2ξ0λ2
L(T )

∫
(~R · ~A(~r′))~R

R4
J(R, T )d~r′

où on a réintroduit la dépendance en T . J(R, T ) a une dépendance en R semblable
à celle de Pippard, avec une dépendance en température supplémentaire. La formule

de Pippard revient à remplacer J(R, T ) par e
− R

ξ0(T ) , ce qui impose J(0, T ) = 1 (∀T ),
alors que le calcul BCS conduit à

{
J(R = 0, T = 0) = 1
J(R = 0, T = Tc) = 1.33
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Champ critique et pénétration du champ :

L’existence de deux longueurs caractéristiques est à l’origine d’une phénoménologie
très riche dans les supraconducteurs en présence d’un champ magnétique. Pour s’en
convaincre, notons tout d’abord que l’expulsion du champ n’est possible que tant que
le champ extérieur n’est pas trop fort. Considérons pour fixer les idées un cylindre
de métal à l’intérieur d’un solénöıde créant un champ ~H uniforme.

Si on refroidit le métal sous sa température critique, disons pour simplifier à
T = 0, il peut devenir supraconducteur. Faisons un bilan énergétique. S’il devient
supraconducteur, son énergie par rapport à l’état normal est Econd/unité de vol. Par
contre, il faut expulser le champ magnétique. Pour ce faire, il faut créer un courant
de surface qui s’oppose au champ extérieur. Cela coûte une énergie

∫
~j · ~Aextdτ ,

dont la densité est H2

8π
. Autrement dit, l’énergie par unité de volume dans l’état

supraconducteur est
H2

8π
− |Econd|

Il est avantageux de transiter vers l’état supra tant que H < Hc, avec

H2
c = 8π|Econd|

Remarque : Un calcul näıf - et faux ! - serait le suivant : dans l’état normal, le
champ vaut H

⇒ Enormal = En +
H2

8π
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Dans l’état supra, H = 0

⇒ Esupra = En − |Econd|
⇒ Esupra < Enormal ∀H!

Où est l’erreur ? Il faut inclure l’énergie fournie au générateur du fait de la variation
de flux.

Mais la pénétration du champ magnétique à l’intérieur de l’échantillon ne se
fait pas de façon uniforme et progressive. Cela dépend d’une part de la forme
de l’échantillon, mais de façon plus importante des caractéristiques du métal. En
particulier, la valeur relative de ξ0 et de λL est déterminante pour décider de ces
propriétés. Or, cela varie énormément d’un composé à l’autre. La description de
cette phénoménologie se fait de façon plus compacte dans le cadre de la théorie de
Landau Ginsburg. Mais l’idée de base peut être dores et déjà être discutée. Créer
une interface entre une région normale et une région supra permet de gagner de
l’énergie magnétique mais impose de perdre de l’énergie supra. Si ξ0 À λ, le coût
de l’interface elle-même est grand, et on en crée le moins possible. Par contre, si
ξ0 ¿ λ, une interface rapporte de l’énergie et, si le domaine normal est petit, le
champ magnétique peut pénétrer pour des valeurs beaucoup plus petites que Hc.
Pour augmenter la surface en conservant un volume très petit, le champ magnétique
pénètre sous la forme de petits cylindres appelés vortex.

Pour justifier ces affirmations, commençons par démontrer que la supraconducti-
vité doit être détruite sur une distance de l’ordre de ξ0. D’après la relation d’incer-
titude de Heisenberg,

∆p∆x ≥ ~
Mais pour construire un paquet d’onde pour un électron supra, on doit avoir

εF −∆ <
p2

2m
< εF + ∆ avec εF =

p2
F

2m

Posons
p2

2

2m
= εF + ∆

et
p2

1

2m
= εF −∆

1

2m
(p2

2 − p2
1) =

1

2m
(p2 − p1)︸ ︷︷ ︸

∆p

(p2 + p1)︸ ︷︷ ︸
2pF

= 2∆

⇒ ∆p = 2
∆m

pF
=

2∆

vF

⇒ ∆x ≥ ~vF
2∆

' ξ0

Il est donc impossible de localiser la particule sur une distance inférieure à ξ0, et
l’état supraconducteur doit être affecté sur des distances de l’ordre de ξ0.
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Estimation de l’énergie d’interface :

Faisons maintenant une estimation grossière de l’énergie d’une interface.

ξ0 À λ

E

S
=
H2

8π
ξ0 − |Econd|ξ0

2
> 0 pour H = Hc

ξ0 ¿ λ

E

S
=
H2

8π

λ

2
− |Econd|λ < 0 pour H = Hc

Le champ peut alors pénètrer sous forme de vortex pour des champs H inférieurs à
Hc.
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5.7 Le modèle de Landau-Ginsburg :

La description la plus efficace des propriétés macroscopiques des supraconducteurs
est apparue avant la théorie BCS. Elle est due à Landau et Ginsburg qui ont postulé
en 1951 la forme de l’énergie libre en fonction d’un paramètre d’ordre complexe qui
devait décrire :

– la densité supraconductrice via |Ψ|2 ;
– le couplage au champ électromagnétique via sa phase

~A′ = ~A+ ~∇χ⇒ Ψ′ = Ψeie
∗ χ

hc

par transformation de jauge.
La densité d’énergie libre s’écrit donc :

f = fn + α|Ψ|2 +
β

2
|Ψ|4 +

1

2m

∣∣∣∣∣

(
−i~~∇− e∗ ~A

c

)
Ψ

∣∣∣∣∣

2

+
B2

8π

Les deux premiers termes sont les termes habituels dans un développement de type
Landau, le troisième terme est la forme du gradient invariante par transformation
de jauge pour un paramètre d’ordre complexe.

Depuis l’introduction de cette fonctionnelle par Landau et Ginsburg, on a démontré
par des techniques du type fonction de Green (Gorkov, 1959) que cette forme
de l’énergie libre était une conséquence de BCS, avec notamment e∗ = 2e. Cette
démonstration sort du cadre de ce cours, mais l’identification de Ψ avec ∆ conduit
naturellement à cette forme. En effet, nous savons que ∆ = V

N

∑
~k〈c+~k,↑c

+

−~k,↓〉 pouvait

a priori prendre des valeurs complexes. Pour un système homogène en l’absence de
champ magnétique, la phase ne joue aucun rôle. Elle disparâıt dans toutes les pro-
priétés physiques et elle est constante. C’est pourquoi on a choisi la solution réelle.
Par contre, en présence d’un champ magnétique, la phase de la fonction d’onde est
reliée au choix de jauge. En effet, l’équation de Schrödinger d’une particule libre en
présence d’un champ magnétique s’écrit :

HΨ =
1

2m
(~p− e

c
~A)2Ψ = EΨ

Faisons le changement de jauge

~A′ = ~A+ ~∇χ(~r)

L’équation de Schrödinger

1

2m
(~p− e

c
~A′)2Φ = EΦ

est satisfaite pour Φ(~r) = e
ie
~c
χ(~r)Ψ(~r).
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Démonstration :

(−i~~∇− e

c
~A′)Φ(~r) = (−i~~∇− e

c
~A′)e

ie
~c
χ(~r)Ψ(~r)

= −e
c
~A′Φ(~r)− i~~∇(e

ie
~c
χ(~r)Ψ(~r))

= −e
c
~A′Φ(~r)− (i~

ie

~c
~∇χ(~r))Φ(~r) + e

ie
~c
χ(~r)(−i~~∇)Ψ(~r)

= −e
c
~AΦ(~r) + e

ie
~c
χ(~r)(−i~~∇)Ψ(~r)

= e
ie
~c
χ(~r)(~p− e

c
~A)Ψ(~r)

Pour obtenir l’hamiltonien, il faut de nouveau appliquer (−i~~∇ − e
c
~A′), mais en

faisant le produit scalaire. Supposons qu’on ait un vecteur, et non un scalaire :

(−i~~∇− e

c
~A′)e

ie
~c
χ(~r) ~F (~r) = −e

c
~A′e

ie
~c
χ(~r) ~F (~r)− i~~∇(e

ie
~c
χ(~r) ~F (~r))

Mais ~∇ · (p ~A) = p~∇ · ~A+ ~A · ~∇p

⇒ ~∇
(
e

ie
~c
χ(~r) ~F (~r)

)
= e

ie
~c
χ(~r)~∇ · ~F (~r) + ~F (~r) · ~∇e ie

~c
χ(~r)

= e
ie
~c
χ(~r)~∇ · ~F (~r) + e

ie
~c
χ(~r) ie

~c
~∇χ(~r) · ~F (~r)

⇒ (−i~~∇− e

c
~A′)e

ie
~c
χ(~r) ~F (~r) = e

ie
~c (~p− e

c
~A) · ~F (~r)

⇒ H ′Φ = e
ie
~c
χ(~r)HΨ = e

ie
~c
χ(~r)EΨ = EΦ CQFD

Cette propriété se traduit par le fait que l’énergie cinétique
∫

Ψ∗(~r)
1

2m
(~p− e

c
~A)2Ψ(~r)d~r

est invariante par transformation de jauge. Par ailleurs, comme ~p− e
c
~A est hermitique,

on peut aussi écrire

Ecin =
1

2m

∫
Ψ∗(~r)(~p− e

c
~A)2Ψ(~r)d~r

=
1

2m
〈Ψ|(~p− e

c
~A)2|Ψ〉

=
1

2m
〈Ψ|(~p− e

c
~A)+(~p− e

c
~A)|Ψ〉

=
1

2m
||(~p− e

c
~A)|Ψ〉||2

=
1

2m

∫ ∣∣∣∣∣(~p−
e ~A

c
)Ψ(~r)

∣∣∣∣∣

2

d~r
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On peut de même démontrer que pour le gap ∆, la forme de l’énergie qui est
invariante par transformation de jauge fait intervenir le gradient dans l’expression :

1

2m

∣∣∣∣∣(−i~
~∇− 2e ~A

c
)∆

∣∣∣∣∣

2

L’énergie libre de Landau-Ginsburg est donc une fonctionnelle des champs ~A(~r) et
Ψ(~r) donnée par :

F [ ~A,Ψ] =

∫
d~r


α|Ψ|2 +

β

2
|Ψ|4 +

1

2m

∣∣∣∣∣

(
−i~~∇− 2e ~A

c

)
Ψ

∣∣∣∣∣

2

+
B2

8π




Comme le potentiel vecteur et le paramètre d’ordre peuvent tous les deux varier
dans un supraconducteur, il est naturel de minimiser l’énergie libre par rapport
aux deux champs. La technique pour déterminer les équations est l’extension de
celle utilisée pour établir les équations de Lagrange à partir du principe de moindre
action.

Commençons par une variation δ ~A du potentiel vecteur :

F [ ~A+ δ ~A] =

∫ (
~rot( ~A+ δ ~A)

)2

8π
d~r +

∫
d~r

(
α|Ψ|2 +

β

2
|Ψ|4

)

+

∫
d~r

2m

(
−i~~∇Ψ− 2e

~A+ δ ~A

c
Ψ

) (
i~~∇Ψ∗ − 2e

~A+ δ ~A

c
Ψ∗

)

' F [ ~A] +

∫
δ ~A

2m

[
− 2e

c
Ψ

(
i~~∇Ψ∗ − 2e

~A

c
Ψ∗

)

− 2e

c
Ψ∗

(
−i~~∇Ψ− 2e

~A

c
Ψ

)]
d~r

+

∫
( ~rot ~A) · ~rotδ ~A

4π

Mais

div( ~A× ~B) = ~B · ~rot ~A− ~A · ~rot ~B

⇒ ~B · ~rotδ ~A = ~rot ~B · δ ~A+ div(δ ~A× ~B)

et ∫
div(δ ~A× ~B) =

∫ ∫

S

~n · (δ ~A× ~B)dσ

On peut se limiter à des variations telles que δ ~A = ~0 à la surface des supraconduc-
teurs. Du coup, ∫

1

2m

~B · ~rotδ ~A

4π
=

∫
1

2m

~rot ~B · δ ~A
4π
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Pour que F [ ~A+ δ ~A]−F [ ~A] soit nul pour tout δ ~A, il faut donc que ~rot ~B = 4π
c
~j avec

~j = −ei~
m

(
Ψ∗~∇Ψ−Ψ~∇Ψ∗

)
− 4e2 ~A

mc
Ψ∗Ψ

Effectuons maintenant une variation autour de Ψ. Pour une fonction d’une variable
complexe f(z, z̄), dire que les variations sont nulles signifie en principe que si z =
reiθ, {

∂f
∂r

= 0
∂f
∂θ

= 0
⇒

{
∂f
∂z
eiθ + ∂f

∂z̄
e−iθ = 0

∂f
∂z
ireiθ + ∂f

∂z̄
(−ir)e−iθ = 0

⇒
{

∂f
∂z

= 0
∂f
∂z̄

= 0

si r 6= 0.

Exprimons donc F en fonction de (Ψ,Ψ∗), et écrivons ∂F
∂Ψ∗ = 0

F =

∫
d~r

(
αΨΨ∗ +

β

2
Ψ2Ψ∗2 +

1

2m
(−i~~∇− 2e

c
~A)Ψ(i~~∇− 2e

c
~A)Ψ∗ +

B2

8π

)

F (Ψ,Ψ∗ + δΨ∗) − F (Ψ,Ψ∗)

=

∫
d~r

[
αΨ + β|Ψ|2Ψ +

1

2m
(−i~~∇Ψ− 2e

c
~AΨ)

× (i~~∇− 2e

c
~A)

]
δΨ∗ = 0

Faisons une intégration par partie sur le dernier terme

~∇Ψ · ~∇δΨ∗ = div(δΨ∗~∇Ψ)− δΨ∗ div~∇Ψ︸ ︷︷ ︸
∆Ψ

puisque ~∇(p ~A) = p~∇ · ~A+ ~A · ~∇p. Ainsi,
∫
~∇Ψ · ~∇δΨ∗ =

∫
div(δΨ∗~∇Ψ)−

∫
δΨ∗∆Ψ

=

∫

S

δΨ∗~n · ~∇Ψ−
∫
δΨ∗∆Ψ

Mais
∫
S
δΨ∗~n~∇Ψ = 0 si on se limite à des variation de δΨ∗ qui sont nulles à la

surface. Du coup,
∫
−i~~∇Ψ · i~~∇δΨ∗ =

∫ [
(−i~)2~∇2Ψ

]
δΨ∗

Par ailleurs,
∫

Ψ~∇δΨ∗ = −
∫
δΨ∗~∇Ψ +

∫
~∇(ΨδΨ∗)

= −
∫
δΨ∗~∇Ψ +

∫

S

~n(ΨδΨ∗)dσ
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Mais
∫
S
~n(ΨδΨ∗)dσ = 0 si δΨ∗ = 0 à la surface. Ainsi,

∫
d~r

(
−i~~∇Ψ− 2e ~A

c
Ψ

)(
i~~∇− 2e ~A

c

)
δΨ∗

=

∫
d~r


(−i~~∇)2Ψ +

(
−2e ~A

c

)2

Ψ− i~

(
−2e ~A

c

)
~∇Ψ− 2e ~A

c
(−i~)~∇Ψ


 δΨ∗

=

∫
d~rδΨ∗

(
−i~~∇− 2e ~A

c

)2

Ψ

Pour que F (Ψ,Ψ∗ + δΨ∗)−F (Ψ,Ψ∗) = 0 au premier ordre en δΨ∗, il faut donc que

αΨ + β|Ψ|2Ψ +
1

2m

(
−i~~∇− 2e

c
~A

)2

Ψ = 0

Finalement, la minimisation de la fonctionnelle par rapport au paramètre d’ordre
Ψ et au potentiel vecteur ~A conduit aux deux équations suivantes, connues sous le
nom d’équations de Landau-Ginsburg :

~j = − ei~
m

(
Ψ∗~∇Ψ−Ψ~∇Ψ∗

)
− 4e2 ~A

mc
Ψ∗Ψ

αΨ + β|Ψ|2Ψ + 1
2m

(
−i~~∇− 2e

c
~A
)2

Ψ = 0

Elles constituent la base de la description des propriétés macroscopiques des su-
praconducteurs.

Ces équations contiennent deux longueurs caractéristiques qui dépendent de α et
β. Pour s’en rendre compte, étudions des solutions particulières :

1) Supposons que le champ extérieur soit nul. Dans le volume du matériau, Ψ
satisfait l’équation

αΨ + β|Ψ|2Ψ− ~2

2m
∆Ψ = 0

En accord avec la théorie de Landau des transitions de phase, α = α0(T − Tc), et
donc α < 0 si T < Tc et α > 0 si T > Tc.

L’équation précédente possède en général deux solutions évidentes :
– Ψ = 0 (∀T )
– Ψ2 = −α

β
si α < 0, i.e. si T < Tc (on a supposé que Ψ était réel pour simplifier).

Dans la phase supraconductrice, il existe donc une solution Ψ0 =
√

−α
β
6= 0.

Considérons maintenant une interface z = 0 entre une région normale (z < 0)
et une région supraconductrice (z > 0), et supposons toujours Ψ réel. L’équation
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différentielle s’écrit :

− ~
2

2m
Ψ′′ + αΨ + βΨ3 = 0

où Ψ′′ = ∂2Ψ
∂z2

= d2Ψ
dz2

puisque Ψ ne dépend que de z. Si on multiplie par Ψ′ et qu’on
intègre, il vient

− ~2

2m
Ψ′′Ψ′ + αΨΨ′ + βΨ3Ψ′ = 0

⇒ − ~
2

4m
Ψ′2 +

α

2
Ψ2 +

β

4
Ψ4 = cte

Pour que cette équation ait une solution Ψ2 = −α
β

pour z →∞, il faut que :

−α2

2β
+
β

4

α2

β2
= cte

soit cte = −α2

4β

⇒ ~2

4m
Ψ′2 =

β

4
Ψ4 +

α

2
Ψ2 +

α2

4β

=
β

4

(
Ψ4 +

2α

β
Ψ2 +

α2

β2

)

=
β

4

(
Ψ2 +

α

β

)2

⇒ Ψ′ = −
√
βm

~

(
Ψ2 +

α

β

)

Ψ =

√−α
β

tanh
z√
2ξ

avec ξ2 = ~2
2m|α| soit ξ = ~√

2m(−α)
(le

√
2 est conventionnel). En effet,

Ψ′ =

√−α
β

1√
2ξ

(
1− tanh2 z√

2ξ

)

=

√−α
β

√
m(−α)

~

(
1 +

β

α
Ψ2

)

= −
√
βm

~

(
Ψ2 +

α

β

)
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Cette longueur est l’analogue de la longueur de cohérence de Pippard à basse
température, mais le comportement critique de ξ(T ) ∼ 1√

Tc−T dans le modèle de
Landau-Ginsburg est différent. Il est en accord avec la détemination microscopique
de ξ = ~vF

∆
avec ∆(T ) ∼ √

Tc − T .

2) Supposons qu’on applique un champ magnétique très petit, donc un potentiel
vecteur variant très lentement avec la distance. Ψ reste essentiellement constant, et
~j est à peu près donné par

~j = −4e2

mc
|Ψ0|2 ~A

Pour s’en convaincre, on écrit localement

~A(~r) = ~A0︸︷︷︸
uniforme

+δ ~A(~r)

et on fait un développement en δ ~A(~r). A l’ordre 0, Ψ est uniforme d’après la deuxième
équation de Landau-Ginsburg, et le résultat annoncé découle de la première.

Or cette équation est l’équation de London, avec

− c

4πλ2
=

−4e2

mc

−α
β

⇒ 1

λ2
=

16πe2

mc2
−α
β

Comme ξ, λ ∼ 1√
Tc−T quand T → Tc.
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Cette description est donc qualitativement en accord avec les considérations précédentes
sur l’électrodynamique des supraconducteurs.

Champ critique : Le champ critique est obtenu en comparant l’énergie libre dans

l’état normal (Ψ = 0) et dans un état supraconducteur uniforme ( ~A = ~0, Ψ = cte) :

H2
c

8π
= −

(
α|Ψ|2 +

β

2
|Ψ|4

)

= −
(
α
−α
β

+
β

2

α2

β2

)
=
α2

β

⇒ H2
c =

4πα2

β

Supraconducteurs de type I et II : Nous allons maintenant voir que le rapport κ =
λ
ξ

joue un rôle déterminant dans les propriétés d’un supraconducteur. Supposons
qu’on vienne d’une région de champ très fort, où la solution Ψ = 0 est stable, et
étudions à partir de quel champ il existe une solution des équations de Landau-
Ginsburg avec Ψ 6= 0. Plus exactement, étudions la stabilité de Ψ = 0 en cherchant
s’il existe des solutions Ψ très petites plus stables.

Si on se limite à l’ordre linéaire en Ψ, on trouve l’équation

1

2m

(
−i~~∇− 2e

c
~A

)2

Ψ = −αΨ

Cette équation est similaire à l’équation de Schrödinger pour une particule de charge
2e dans un champ magnétique H décrit par ~A. Les niveaux d’énergie sont connus
et sont donnés par (

n+
1

2

)
~ωc +

p2
z

2m

où ωc est la fréquence cyclotron

ωc =
2eH

mc

Lorsque H est très grand, ~ωc

2
> −α, et la seule solution est Ψ = 0. Mais si H

diminue, il y a une solution dès que ~ωc

2
= −α. On trouve donc une autre solution

que Ψ = 0 dès que H < Hc2 avec

1

2
~
2eHc2

mc
= −α

⇒ Hc2 = −αmc
~e

Ce champ n’est pas directement relié àHc, et deux cas de figure peuvent se présenter :

Hc2 > Hc : Pour Hc < H < Hc2, il n’est pas avantageux pour le système d’être
partout dans l’état normal, mais il est avantageux de former des solutions du type
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précédent. Ces solutions ne peuvent pas correspondre à une expulsion globale du
champ magnétique puisque H > Hc, mais des portions de l’échantillon restent su-
praconductrices. La structure de la solution globale pour Ψ ne peut être trouvée
sans aller au delà de la linéarisation. En effet, les niveaux de Landau sont dégénérés,
et ce sont les termes qui lèvent la dégénérescence qui vont déterminer la forme de
la solution de basse énergie. Un calcul incluant des termes d’ordre supérieur per-
met de montrer que ces régions forment un réseau perpendiculaire à la surface de
l’échantillon (H ⊥ surface) laissant des cylindres de métal normal. Ces cylindres
s’appellent des vortex, et en général ils forment un réseau triangulaire.

La condition Hc2 > Hc s’écrit encore

−αmc
~e

>

√
4π

β
(−α)

soit √
β >

√
4π~e
mc

Mais

κ =
λ

ξ
=

√
mc
√
β

4
√
πe
√−α

√
2m(−α)

~

=
mc
√
β

~e2
√

2
√
π

=
√
β

mc√
4π~e

1√
2

L’inégalité s’écrit donc

κ >
1√
2

En d’autres termes, Hc2

Hc
=
√

2κ.

Donc, si ξ >
√

2λ, le système reste partiellement supraconducteur entre Hc et
Hc2. De tels supraconducteurs sont appelés supraconducteurs de type II.

Hc2 < Hc : Le système transite directement vers un état supraconducteur. De tels
supraconducteurs sont dit de type I.

5.8 La quantification du flux :

Supposons que l’on soit à l’intérieur d’un supraconducteur dans une région où
l’amplitude du paramètre d’ordre est à sa valeur d’équilibre. Si l’on écrit

Ψ = |Ψ|eiϕ

les seules variations possibles sont associées à la phase, et le courant prend une forme
particulière :

~∇Ψ = |Ψ|i~∇ϕeiϕ = Ψi~∇ϕ
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⇒ ~j = −ei~
m

(
Ψ∗Ψi~∇ϕ−ΨΨ∗(−i~∇ϕ)

)

− 4e2

mc
|Ψ|2 ~A

=
2e~
m
|Ψ|2

(
~∇ϕ− 2e

~c
~A

)

Mais à l’intérieur du supraconducteur, ~j = ~0

⇒
∮
~j · d~l = 0

⇒
∮
~∇ϕ · d~l

︸ ︷︷ ︸
2nπ

=
2e

~c

∮
~A · d~l

︸ ︷︷ ︸R
~rot ~A·d~S

Le premier terme doit être égal à 2πn pour que le paramètre d’ordre soit bien défini.
Par ailleurs,

∫
~rot ~A · d~S = Φ, où Φ est le flux du champ magnétique à travers le

contour vu que ~rot ~A = ~B. On en déduit que :

Φ = n
π~c
e

= nφ0

avec φ0 = π~c
e

= hc
2e

.

Conséquences :
– Pénétration du champ dans les supraconducteurs de type II : en dessous de Hc2,

il y a des tubes de l’échantillon dans l’état normal. D’après cette argument, le
flux du champ doit être un multiple de φ0. Comme par ailleurs le système a in-
terêt à avoir un rapport surface/volume normal maximum, il est plus intéressant
pour faire passer 2φ0 de créer deux vortex ayant chacun φ0 qu’un seul ayant
2φ0. Le champ pénètre donc sous la forme de vortex correspondant à un flux
hc
2e

.
– Si la charge des porteurs effectifs était e, comme Landau et Ginsburg l’avaient

supposé, et non 2e, le flux serait quantifié en multiple de hc
e

et non hc
2e

. La me-
sure de la périodicité de différentes quantités en fonction du flux a démontré
clairement que le flux était égal à hc

2e
. En particulier si un anneau supracon-

ducteur est plongé dans un champ magnétique parallèle à l’axe de l’anneau, des
courants apparaissent à la surface de l’échantillon pour ramener le flux à un
multiple entier de φ0 :
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– Existence de courants permanents : si on fait passer un courant dans un anneau
supraconducteur, ce courant doit créer un champ dont le flux est de la forme nφ0.
Pour décrôıtre, ce courant doit passer une barrière de potentiel pour accéder
à l’état (n − 1)φ0,. . . etc. . . Or, cette barrière de potentiel est très haute car le
système doit passer par des états qui ne sont plus globalement supraconducteurs.
La probabilité est donc très faible, et le courant peut persister sans décrôıtre
de façon significative sur des durées de l’ordre de plusieurs années.

5.9 Effet Josephson :

Considérons deux supraconducteurs en contact à travers une région normale

et essayons de faire passer du courant à travers la jonction. Le plus naturel, puisque
l’on doit passer par un état normal, est de faire passer des électrons individuels.
Mais pour disposer d’au moins un électron non apparié, il faut casser une paire et
créer deux particules de Bogolioubov, ce qui coûte au moins 2∆ au total (∆ pour
chaque particule).
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Pour faire une excitation dans le système, il faut donc appliquer une tension V = 2∆
e

pour exciter un électron. On s’attend donc à mesurer une caractéristique courant-
tension du type :

Autrement dit, si on fait passer un courant même très petit dans l’échantillon, on
devrait s’attendre à provoquer une chute de potentiel au moins égale à 2∆.

En 1962, Josephson a provoqué une révolution dans le monde de la supraconducti-
vité en suggérant qu’un autre type de courant pouvait circuler à travers la jonction,
à savoir un courant de paires, et que ce courant pouvait circuler sans provoquer de
chute de potentiel.

Le calcul original de Josephson a été fait dans le cadre de la théorie BCS, en
étudiant les effets de second ordre d’un Hamiltonien de tunneling décrivant le passage
des électrons par effet tunnel à travers une jonction isolante. Mais cet effet peut se
comprendre de façon plus simple dans le cadre de la théorie de Landau-Ginsburg.

L’idée de base est très simple. Revenons à l’expression du courant supraconducteur
en fonction du paramètre d’ordre. Le calcul de la section précédente montre que, si
~A est égal à ~0, et en l’absence de potentiel, un courant peut circuler si la phase du
paramètre d’ordre varie spatialement :

~j =
2e~
m
|Ψ|2~∇φ
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A l’équilibre thermodynamique, et dans un supraconducteur simplement connecté,
cette variation de phase coûte beaucoup trop d’énergie et le courant est nul.

Mais si on considère une jonction, la phase peut changer de part et d’autre de la
jonction. Si le paramètre d’ordre ne s’annule pas complètement dans la jonction, ce
qui sera le cas si la jonction n’est pas trop grande et que les électrons peuvent passer
par effet tunnel, un courant supraconducteur peut a priori passer.

Pour trouver l’expression de ce courant, on ne peut bien sûr pas négliger la va-
riation d’amplitude de Ψ. Le calcul le plus simple consiste à revenir à l’équation de
Landau-Ginsburg pour Ψ :

− ~
2

2m
∆Ψ + αΨ + β|Ψ|2Ψ = 0

Dans la jonction, Ψ varie vite et le terme ∆Ψ domine

⇒ ∆Ψ = 0

Supposons que la phase soit φ1 dans le supraconducteur de gauche, φ2 dans celui
de droite, et qu’il s’agisse du même supraconducteur de sorte que l’amplitude soit la
même dans le volume Ψ(~r) = eiφ1|Ψ0| loin à gauche et Ψ(~r) = eiφ2|Ψ0| loin à droite.

Cherchons Ψ sous la forme

Ψ(~r) = |Ψ0|[f(~r)eiφ1 + (1− f(~r))eiφ2 ]

où f(~r) est une fonction réelle. Il vient

|Ψ0|(eiφ1 − eiφ2)∆f = 0

∆Φ = 0 ⇒ ∆f = 0 si φ1 6= φ2.

Dans ce cas, le courant est donné par

~j = −ei~
m

(
Ψ∗~∇Ψ−Ψ~∇Ψ∗

)

Ψ∗ = |Ψ0|
(
f(~r)e−iφ1 + (1− f(~r))e−iφ2

)

~∇Ψ = |Ψ0|~∇f(~r)(eiφ1 − eiφ2)

Ψ∗~∇Ψ = |Ψ0|~∇f(~r)[f(~r)e−iφ1 + (1− f(~r))e−iφ2 ](eiφ1 − eiφ2)

= |Ψ0|~∇f(~r)[f − fe−iφ1+iφ2 − (1− f) + (1− f)e−iφ2+iφ1 ]

Ψ~∇Ψ∗ = (Ψ∗~∇Ψ)∗

⇒ Ψ∗~∇Ψ−Ψ~∇Ψ∗ = |Ψ0|2~∇f(~r)[−f(e−iφ1+iφ2 − eiφ1−iφ2)

+ (1− f)(e−iφ2+iφ1 − eiφ2−iφ1)]

= |Ψ0|2~∇f(~r)(e−iφ2+iφ1 − eiφ2−iφ1)

= 2i sin(φ1 − φ2)|Ψ0|2~∇f(~r)
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⇒ ~j =
2e~
m
|Ψ0|2~∇f sin(φ1 − φ2)

Le courant maximum est obtenu lorsque φ1 − φ2 = π
2
, et il est de l’ordre

jc =
2e~
m
|Ψ0|2 1

L

où L est la largeur de la jonction (~∇f est de l’ordre de 1/L puisque f varie essen-
tiellement dans la jonction).

Si l’on fait passer un courant à travers une jonction (SNS’) et qu’on mesure la
tension, on s’attend donc à trouver

Les applications de l’effet Josephson sont considérables. En particulier, le courant
dépend aussi du champ magnétique, et si l’on construit deux jonctions suivant le
schéma

on peut montrer que le courant maximum est une fonction périodique du flux φ
qui traverse l’anneau, de périodicité φ0. Mais φ0 = 10−10G/cm2. On peut donc
détecter des changements de champ de l’ordre de 10−9 Gauss. C’est de très loin le
magnétomètre le plus sensible.



Annexe A

Seconde quantification

A.1 Introduction

Lorsqu’on s’intéresse à des systèmes de particules en interaction, on est obligé
de considérer des fonctions d’onde à plusieurs particules. Or le principe d’indiscer-
nabilité des particules impose de travailler avec des fonctions d’ondes qui soient
symétriques (bosons) ou antisymétriques (fermions) dans l’échange des coordonnées
de deux particules. En effet, considérons un système de deux particules. Comme elles
sont indiscernables, l’échange des coordonnées ne peut pas conduire à des propriétés
physiques différentes. Les deux fonctions d’onde ne peuvent donc différer que d’un
facteur de phase :

ψ(x1, x2) = eiαψ(x2, x1)

Mais si on fait deux fois cette opération, on retombe sur la même fonction

⇒ e2iα = 1
⇒ eiα = ±1 → +1 bosons

→ −1 fermions

Du coup, si on désigne par {ψi(x)} une base de fonctions d’onde à une particule, on
ne peut pas se contenter d’utiliser

Ψ(x1, . . . , xN) = ψi1(x1) . . . ψiN (xN)

comme base de l’espace de Hilbert à N particules. Il faut construire des fonc-
tions d’ondes à N particules qui soient totalement symétriques ou totalement anti-
symétriques dans l’échange des coordonnées.

Remarque :

On peut construire d’autres statistiques que celles des fermions et des bosons. Par
exemple, à 2D, l’échange des coordonnées peut se faire de deux façons topologique-
ment différentes (voir figure A.1). On ne revient à l’état initial que si on applique

152
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Fig. A.1 –

successivement (1) et (2)

⇒ ei(α1+α2) = 1 ⇒ α2 = −α1

Mais on peut avoir α1 6= 0, π ⇒ anyons. Cette statistique décrit de façon approxi-
mative les excitations d’un gaz d’électrons 2D en présence d’un champ magnétique
intense (effet Hall quantique fractionnaire).

A.2 Bosons

A.2.1 Espace de Fock

On considère une base de fonctions d’onde de l’espace de Hilbert à une particule
{ψi(x)}, et on cherche à construire des fonctions d’onde à plusieurs particules to-
talement symétriques dans l’échange des coordonnées de n’importe quelle paire de
particules. Commençons par le cas de deux particules. La fonction d’onde

Ψ(x1, x2) = ψi(x1)ψi(x2)

est symétrique et est donc acceptable. A partir de deux états i et j différents, il faut
construire la fonction d’onde

Ψ(x1, x2) =
1√
2

[ψi(x1)ψj(x2) + ψj(x1)ψi(x2)]

pour obtenir une fonction d’onde symétrique. De façon générale, une fonction d’onde
à N particules est définie par le nombre de fois Ni qu’une fonction d’onde donnée i
apparâıt. La fonction d’onde s’écrit alors

Ψ(x1, . . . , xN) =
1√

Norm

∑
P

ψiP (1)
(x1) . . . ψiP (N)

(xN) (A.1)

la somme sur P portant sur toutes les permutations des entiers i1 . . . iN qui conduisent
à un terme différent. Autrement dit, si deux permutations ne diffèrent que par des
permutations à l’intérieur de familles d’indices égaux entre eux, elles ne conduisent
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qu’à un seul terme dans la définition de fonction d’onde. Le nombre de ces permu-
tations (= nombre de termes dans A.1) est égal à :

N !

N1!N2! . . .

avec la convention Ni! = 1 si Ni = 0, et bien sûr
∑
i

Ni = N . Par ailleurs, comme les

ψi sont orthogonales entre elles, chaque terme donne 1 avec lui-même et 0 avec les
autres termes dans le calcul de 〈Ψ|Ψ〉. Ainsi,

1√
Norm

=

(
N1!N2! . . .

N !

) 1
2

Exemple :

3 particules en occupant 2 fois ψ1 et une fois ψ2.

ψ1(x1)ψ1(x2)ψ2(x3) + ψ1(x1)ψ1(x3)ψ2(x2) + ψ1(x2)ψ1(x3)ψ2(x1)

⇒ Norm = 3. Formule générale : 3!
2!1!

= 3

Comme la fonction d’onde est entièrement définie par la donnée des entiers Ni,
on peut la représenter par le ket :

|N1, N2, . . .〉 (espace de Fock)

A.2.2 Oscillateur harmonique

Les opérateurs permettant de circuler commodément dans un espace de Fock de
bosons sont une généralisation des opérateurs création et annihilation de la solu-
tion algébrique de l’oscillateur harmonique à une dimension. Rappelons brièvement
comment ils sont définis, et comment ils agissent dans l’espace des états propres.

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 [x, p] = i~

1. Changement de variables :

{
X =

√
mω
~ x

P = 1√
m~ωp

⇒ H =
~ω
2

(X2 + P 2) [X,P ] = i

2. {
a = 1√

2
(X + iP )

a+ = 1√
2
(X − iP )

⇒
{
X = 1√

2
(a+ + a)

P = i√
2
(a+ − a)
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3.

[a, a+] = 1

a+a =
1

2
(X2 + P 2 − 1) ⇒ H =

(
a+a+

1

2

)
~ω

4. Soit N = a+a, et soit |ϕν〉 une fonction telle que N |ϕν〉 = ν|ϕν〉. Etablissons
un certain nombre de propriétés :
– Si ν est valeur propre de N , alors ν > 0.

En effet, 〈ϕ|a+a|ϕ〉 = ‖a|ϕ〉‖2 > 0
– Si ν = 0, alors a|ϕν〉 = 0

En effet, ν = 0 ⇒ ‖a|ϕν〉‖2 = 0 ⇒ a|ϕν〉 = 0
– Si ν > 0, alors a|ϕν〉 est vecteur propre de N de valeur propre ν − 1.

En effet,

a+aa|ϕν〉 = (aa+ − 1)a|ϕν〉 = a a+a|ϕν〉︸ ︷︷ ︸
ν|ϕν〉

−a|ϕν〉

= (ν − 1)a|ϕν〉

Comme les valeurs propres sont positives ou
nulles, elles doivent être entières, sans quoi
par applications successives de l’opérateur a
on engendrerait des états de valeur propre
négative.

– a+|ϕν〉 est toujours non nul.
En effet, ‖a+|ϕν〉‖2 = 〈ϕν |aa+|ϕν〉 = (ν + 1)〈ϕν |ϕν〉.
Or ν > 0 ⇒ ν + 1 > 0.

– a+|ϕν〉 est un vecteur propre de N de valeur propre ν + 1.
En effet, a+aa+|ϕν〉 = a+(a+a+ 1)|ϕν〉 = (ν + 1)a+|ϕν〉

Finalement, ν peut prendre toutes les valeurs entières positives ou nulles.

5. Le fondamental est non dégénéré. C’est une propriété de l’équation différentielle,
dont la solution de plus basse énergie est une gaussienne. Ainsi, tous les états
sont non dégénérés. La notation usuelle consiste à remplacer |ϕn〉 par |n〉.

6. Soient |n〉 et |n + 1〉 deux états normés. On sait, d’après ce qui précède que
a+|n〉 ∝ |n+ 1〉. Afin de trouver le coefficent de proportionnalité, posons :

a+|n〉 = cn+1|n+ 1〉

Prenons la norme de chacun des membres :

|cn+1|2 〈n+ 1|n+ 1〉︸ ︷︷ ︸
1

= 〈n|aa+|n〉 = 〈n|1 + a+a|n〉 = n+ 1

⇒ cn+1 =
√
n+ 1



156 ANNEXE A. SECONDE QUANTIFICATION

De même, en posant a|n〉 = cn−1|n− 1〉, on trouve :

|cn−1|2 = 〈n|a+a|n〉 = n ⇒ cn−1 =
√
n

Ainsi, {
a+|n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉

a|n〉 =
√
n |n− 1〉

A.2.3 Lien entre bosons et oscillateurs harmoniques

Opérateurs de création et d’annihilation

Par analogie avec l’oscillateur harmonique, il est commode d’introduire des opérateurs
élémentaires ai et a+

i définis par :

ai|N1 . . . Ni . . .〉 =

{ √
Ni |N1 . . . Ni − 1 . . .〉 si Ni > 1

0 sinon

a+
i |N1 . . . Ni . . .〉 =

√
Ni + 1 |N1 . . . Ni + 1 . . .〉

Etudions les propriétés de ces opérateurs :

a+
i ai|N1 . . . Ni . . .〉 =

√
Ni a

+
i |N1 . . . Ni − 1 . . .〉

= Ni |N1 . . . Ni . . .〉

⇒ a+
i ai = Ni diagonal

aia
+
i |N1 . . . Ni . . .〉 =

√
Ni + 1 ai |N1 . . . Ni + 1 . . .〉

= (Ni + 1) |N1 . . . Ni . . .〉

⇒ aia
+
i = Ni + 1

On en déduit :

aia
+
i − a+

i ai = 1

aiaj = ajai
a+
i aj = aja

+
i

a+
i a

+
j = a+

j a
+
i



 si i 6= j

soit finalement

{
[ai, a

+
j ] = δij

[ai, aj] = [a+
i , a

+
j ] = 0
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Opérateur à un corps

Considérons un opérateur à un corps symétrisé :

F̂ (1) =
∑
a

f̂ (1)
a

où f̂
(1)
a n’agit que sur la variable xa. Les éléments de matrice de l’opérateur f̂ (1)

s’écrivent :

f
(1)
ij =

∫
ψ∗i (x)f̂

(1)ψj(x)dx

Calculons la valeur moyenne de F̂ (1) entre deux états. Comme f̂
(1)
i n’agit que sur

une variable à la fois, deux états ne seront connectés par F̂ (1) que s’ils diffèrent au
plus par la fonction agissant sur une variable. On a donc deux types d’éléments de
matrice non nuls :

{
〈N1 . . . Ni . . . |F̂ (1)|N1 . . . Ni . . .〉 =

∑
i f

(1)
ii Ni

〈. . . Ni . . . Nk − 1 . . . |F̂ (1)| . . . Ni − 1 . . . Nk . . .〉 = f
(1)
ik

√
NiNk

Démonstration

〈N1N2 . . . |F̂ (1)|N1N2 . . .〉 =
∑

i

f
(1)
ii Ni

|N1N2 . . .〉 contient N !
N1!N2!...

termes. Pour chaque terme, 〈f̂ (1)
a 〉 = f

(1)
iaia

, où ia est l’indice de la
fonction φi de la variable xa. Comme les variables xa décrivent toutes les fonctions φi de |N1 . . .〉,
il vient :

〈
∑

a

f̂ (1)
a 〉 =

∑

i

f
(1)
ii Ni

où le membre de gauche est la valeur moyenne pour un terme. Comme cette valeur moyenne ne
dépend pas du terme dans la somme, on obtient le résultat cherché.

〈. . . Ni . . . Nk − 1 . . . |F̂ (1)| . . . Ni − 1 . . . Nk . . .〉 = f
(1)
ik

√
NiNk

Le ket | . . . Ni − 1 . . . Nk . . .〉 contient N !
...Nk!(Ni−1)! termes. Pour chacun de ces termes, il y a Nk

termes dans la somme
∑

a f̂
(1)
a qui contribuent à un élément de matrice f

(1)
ik donné. Par ailleurs,

les coefficients de normalisation des bras et kets sont :

| . . . Ni − 1 . . . Nk . . .〉 →
√

Nk!(Ni − 1)!
N !

〈. . . Ni . . . Nk − 1 . . . | →
√

Ni!(Nk − 1)!
N !

Donc le coefficient de f
(1)
ik s’écrit :

N !
. . . Nk!(Ni − 1)! . . .︸ ︷︷ ︸

nombre de termes dans le ket

Nk︸︷︷︸
nombre d’opérateurs dans

F̂ (1)qui donnent f
(1)
ik

√
. . . Nk!(Ni − 1)! . . .

N !

√
. . . (Nk − 1)!Ni! . . .

N !︸ ︷︷ ︸
coefficients de normalisation
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ce qui donne finalement
√

NiNk.

L’opérateur F̂ (1) peut donc s’écrire :

F̂ (1) =
∑

ik

f
(1)
ik a

+
i ak

Démonstration
Eléments diagonaux

〈N1N2 . . . |a+
i ak|N1N2 . . .〉 = 0 si i 6= k

⇒ 〈N1N2 . . . |F̂ (1)|N1N2 . . .〉 =
∑

i

f
(1)
ii 〈N1 . . . |a+

i ai|N1 . . .〉

=
∑

i

f
(1)
ii Ni C.Q.F.D.

Eléments non diagonaux

〈. . . NiNk − 1 . . . |a+
j al| . . . Ni − 1Nk . . .〉 = 0 sauf si l = k et i = j

〈. . . NiNk − 1 . . . |a+
i ak| . . . Ni − 1Nk . . .〉 =

√
NiNk C.Q.F.D.

Opérateur à deux corps

De même, un opérateur agissant sur deux particules s’écrit sous forme symétrisée :

F̂ (2) =
∑

a<b

f̂
(2)
ab

et en seconde quantification :

F̂ (2) =
1

2

∑

iklm

(
f̂ (2)

)ik
lm
a+
i a

+
k alam

avec
(
f̂ (2)

)ik
lm

=

∫ ∫
ψ∗i (x1)ψ

∗
k(x2)f̂

(2)ψl(x2)ψm(x1)dx1dx2

Finalement, l’espace de Fock lui-même peut se décrire simplement à l’aide des
opérateurs de création et d’annihilation. En effet, par application successive de
l’identité :

|N1 . . . Ni + 1 . . .〉 =
a+
i√

Ni + 1
|N1 . . . Ni〉

on peut écrire :

|N1 . . . Ni . . .〉 =
∏
i

(
a+
i

)Ni

√
Ni!

|0〉
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où |0〉 est le vide, i.e. l’état sans particule.

On aboutit donc à une formulation très compacte du problème à N corps dans
laquelle les opérateurs ont la même expression quel que soit le nombre de particules,
et dans laquelle tout peut s’exprimer simplement en termes d’opérateurs satisfaisant
des règles de commutation très simples.

A.3 Fermions

Dans le cas des fermions, la fonction d’onde doit être antisymétrique. Une telle
fonction ne peut se construire qu’à partir de fonctions d’onde différentes sous la
forme d’un déterminant de Slater :

Ψ(x1, . . . , xN) =
1√
N !

ψp1(x1) ψp1(x2) . . . ψp1(xN)
ψp2(x1) ψp2(x2) . . . ψp2(xN)

...
...

...
ψpN

(x1) ψpN
(x2) . . . ψpN

(xN)

Dans l’espace de Fock, chaque état est défini par un nombre d’occupation valant
0 ou 1 :

|N1 . . . Ni . . .〉
Il y a une subtilité par rapport au cas des bosons. En effet, l’ordre des lignes donne
le signe final dans le calcul du déterminant. Il faut donc classer les fonctions d’onde
une fois pour toutes et s’y tenir. Le déterminant se calcule alors avec la convention :

p1 < p2 < . . . < pN

Si on calcule les éléments de matrice d’un opérateur à un corps, on peut en principe
s’inspirer du calcul pour les bosons avec Ni = 0 ou 1. Mais dans le calcul des termes
non diagonaux, il apparâıt un signe du fait du déterminant :

〈1i0k|F (1)|0i1k〉 = f
(1)
ik (−1)

P
(i+1,k−1)

avec
∑

(k, l) =
l∑

n=k

Nn

Du coup, si on veut représenter cet opérateur à l’aide d’opérateurs création et anni-
hilation, par analogie avec les bosons, il faut les définir par :

{
c+i |N1, . . . , Ni, . . .〉 = (−1)

P
(1,i−1) (1−Ni) |N1, . . . , Ni + 1, . . .〉

ci |N1, . . . , Ni, . . .〉 = (−1)
P

(1,i−1) Ni |N1, . . . , Ni − 1, . . .〉
On en déduit aisément les règles d’anticommution suivantes :

{ {c+i , ck} ≡ c+i ck + ckc
+
i = δik

{c+i , c+k } = {ci, ck} = 0

Démonstration
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i = k

c+
i ci|0i〉 = 0

cic
+
i |0i〉 = ci(−1)

P
(1,i−1)|1i〉 = |0i〉

c+
i ci|1i〉 = c+

i (−1)
P

(1,i−1)|0i〉 = |1i〉
cic

+
i |1i〉 = 0

⇒ c+
i ci + cic

+
i = 1

i < k

c+
i c+

k |N1 . . .〉 = (−1)N1+...+Nk−1c+
i (1−Nk)|N1 . . . Nk + 1 . . .〉

= (−1)N1+...+Nk−1(−1)N1+...+Ni−1(1−Ni)(1−Nk)| . . . Ni + 1 . . . Nk + 1 . . .〉
c+
k c+

i |N1 . . .〉 = (−1)N1+...+Ni−1c+
k (1−Ni)|N1 . . . Ni + 1 . . . Nk〉

= (−1)N1+...+Ni−1(−1)N1+...+Ni+1+Ni+1+...+Nk−1

(1−Ni)(1−Nk)| . . . Ni + 1 . . . Nk + 1 . . .〉

⇒ c+
i c+

k = −c+
k c+

i ⇒ c+
i c+

k + c+
k c+

i = 0

soit {c+
i , c+

k } = 0

Idem pour {ci, c
+
k } et {ci, ck}

Quelques remarques sur les règles d’anticommutation :

• c+i c
+
i = cici = 0. C’est le principe de Pauli : deux fermions ne peuvent occuper

le même état quantique.
• Par ailleurs, on a bien :

c+i ck|0i1k〉 = (−1)N1+...+Ni−1+Ni+1+...+Nk−1c+i |0i0k〉 (Ni = 0)

= (−1)N1+...+Ni−1+Ni+1+...+Nk−1(−1)N1+...+Ni−1|1i0k〉
= (−1)

P
(i+1,k−1)|1i0k〉

• Enfin, N =
∑

i c
+
i ci vérifie :

N |N1 . . .〉 =
∑
i

Ni|N1 . . .〉 = nombre de particules

Avec ces définitions, les expressions obtenues pour les bosons restent valables :

⇒ F̂ (1) =
∑

ik

f
(1)
ik c

+
i ck

avec

f
(1)
ij =

∫
ψ∗i (x)f̂

(1)ψj(x)dx



A.4. OPÉRATEUR CHAMP 161

et

F̂ (2) =
1

2

∑

iklm

(
f̂ (2)

)ik
lm
a+
i a

+
k alam

avec

avec
(
f̂ (2)

)ik
lm

=

∫ ∫
ψ∗i (x1)ψ

∗
k(x2)f̂

(2)ψl(x2)ψm(x1)dx1dx2

Pour le terme à deux corps, il faut faire attention cette fois à l’ordre des indices
vu que les opérateurs anticommutent.

A.4 Opérateur champ

Il est très commode d’utiliser des combinaisons linéaires des opérateurs création
et annihilation appelés opérateurs champ et définis par :





Ψ(x) =
∑
i

ϕi(x)ai

Ψ+(x) =
∑
i

ϕ∗i (x)a
+
i

Etant donné que l’opérateur a+
i crée une particule dans l’état de fonction d’onde

ϕi(x), l’opérateur Ψ+(x0) crée une particule dans l’état de fonction d’onde δ(x−x0).
Autrement dit, si x0 désigne la position dans l’espace, l’opérateur champ crée une
particule au point x0. La définition peut être étendue sans problème à d’autres degrés
de liberté, comme par exemple le spin.

Démonstration

〈x|a+
i |0〉 = ϕi(x)

⇒ 〈x|Ψ+(x0)|0〉 =
∑
i

ϕ∗i (x0)〈x|a+
i |0〉

∑
i

ϕ∗i (x0)ϕi(x) =
∑
i

ϕ∗i (x0)ϕi(x)

= δ(x− x0)

En effet, d’après la définition de la “fonction” δ(x−x0), on doit avoir, pour toute
fonction d’essai ϕ∗j(x),

∫
δ(x− x0)ϕ

∗
j(x)dx = ϕ∗j(x0)

Or, ∫ ∑
i

ϕ∗i (x0)ϕi(x)ϕ
∗
j(x)dx =

∑
i

ϕ∗i (x0)δij = ϕ∗j(x0)
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Les formules permettant d’exprimer les opérateurs à 1 et 2 particules prennent
une forme très simple :

F̂ (1) =

∫
Ψ+(x)f̂ (1)Ψ(x)dx

F̂ (2) =
1

2

∫ ∫
Ψ+(x)Ψ+(x′)f̂ (2)Ψ(x′)Ψ(x)dxdx′

où f̂ (1) et f̂ (2) agissent sur les fonctions de x et x′. En effet,

F̂ (1) =
∑
ij

a+
i aj

∫
ϕ∗i (x)f̂

(1)ϕj(x)dx

soit,

F̂ (1) =
∑
ij

f
(1)
ij a

+
i aj

Il en est de même pour F̂ (2).

Les règles de commutation des opérateurs champs se déduisent de celles des
opérateurs a+

i et ai. Elles sont bien sûr différentes pour les fermions et pour les
bosons :
• Bosons : [

Ψ(x),Ψ+(x′)
]

= δ(x− x′)

En effet :

[
Ψ(x),Ψ+(x′)

]
=

∑
ij

ϕi(x)ϕ
∗
j(x

′) [ai, a
+
j ]︸ ︷︷ ︸

δij

=
∑
i

ϕi(x)ϕ
∗
i (x

′)

= δ(x− x′)

[Ψ(x),Ψ(x′)] =
[
Ψ+(x),Ψ+(x′)

]
= 0

• Fermions :
{Ψ(x),Ψ+(x′)} = δ(x− x′)

{Ψ(x),Ψ(x′)} = {Ψ+(x),Ψ+(x′)} = 0

A.5 Application : électrons en interaction

Considérons le problème d’un gaz d’électrons se déplaçant dans un potentiel
U(r) et interagissant via l’interaction coulombienne V (r1, r2) = e2

|r1−r2| . Essayons
de déterminer la forme de l’hamiltonien en seconde quantification.
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A.5.1 Fonctions propres de référence

La variable x = (r, σ) comprend dans le cas des électrons une partie position (r),
et une variable de spin σ qui peut prendre les valeurs +1

2
et −1

2
. Dans notre façon

de construire des états totalement symétriques ou totalement antisymétriques, nous
nous sommes référés à une fonction d’onde pour la variable x.

Pour la partie spatiale, le choix le plus commode est celui des ondes planes :

ϕk(r) =
1√
Ω
eik.r

où l’on se place dans une bôıte de volume Ω. Les valeurs de k possibles sont discrètes,
et on a : ∫

Ω

ϕ∗k1
(r)ϕk2(r)dr = δk1,k2

Pour la partie spin, il faut utiliser des fonctions d’onde. Comme ce n’est pas la
façon habituelle de procéder, explicitons la forme de ces fonctions d’onde dans le cas
d’un spin 1

2
.

Description habituelle

2 états | ↑〉 et | ↓〉

Sz| ↑〉 = ~
2
| ↑〉 S+| ↑〉 = 0 S−| ↑〉 = | ↓〉

Sz| ↓〉 = −~
2
| ↓〉 S+| ↓〉 = | ↑〉 S−| ↓〉 = 0

Sx =
S+ + S−

2
Sy =

S+ − S−

2i

Description par des vecteurs et des matrices

| ↑〉 →
(

1
0

)
| ↓〉 →

(
0
1

)

Sz =
~
2

(
1 0
0 −1

)

︸ ︷︷ ︸
σz

Sx =
~
2

(
0 1
1 0

)

︸ ︷︷ ︸
σx

Sy =
~
2

(
0 −i
i 0

)

︸ ︷︷ ︸
σy

σx, σy, σz : matrices de Pauli.

Description par des fonctions d’onde

On peut aussi représenter les kets par des fonctions d’onde. Pour un spin 1
2
,

la variable σ peut prendre 2 valeurs, disons 1
2

et −1
2
. On peut alors définir deux
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fonctions d’onde par : {
η+ 1

2
(1

2
) = 1 η+ 1

2
(−1

2
) = 0

η− 1
2
(1

2
) = 0 η− 1

2
(−1

2
) = 1

ou, de façon plus condensée,
ησ1(σ) = δσσ1

Ces fonctions constituent une base orthonormée :

∑
σ

η∗σ1
(σ)ησ2(σ) = δσ1σ2 (à vérifier)

Dans cette base, les opérateurs Sx, Sy et Sz agissent selon :





Szησ = ~σησ
Sxησ = ~

2
η−σ

Syησ = i~ση−σ

Les fonctions propres sont donc repérées par deux indices :

ϕkσ(r, σ
′) =

1√
Ω
eik.rησ(σ

′)

Les opérateurs création et annihilation s’écrivent donc :

c+kσ et ckσ

Les opérateurs champs sont de même définis par :

Ψ(r, σ) =
∑

k,σ′
ϕkσ′(r, σ)ckσ′

=
∑

k,σ′

1√
Ω
eik.rδσσ′ckσ′

=
∑

k

1√
Ω
eik.rckσ

=
∑

k

ϕk(r)ckσ

De même,

Ψ+(r, σ) =
∑

k

ϕ∗k(r)c
+
kσ

A.5.2 Opérateurs

Il y a deux opérateurs à un corps :
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Energie cinétique

Hcin =
∑
i

−~
2∇2

i

2m
≡

∑
i

−~
2∆i

2m

∆iϕ =
∂2ϕ

∂x2
i

+
∂2ϕ

∂y2
i

+
∂2ϕ

∂z2
i

Energie potentielle

Hpot =
∑
i

U(ri)

U(ri)ϕ est juste le produit par la fonction U(r) calculée au point ri.

Par ailleurs, la répulsion coulombienne conduit à un terme à deux corps :

HCoulomb =
1

2

∑
ij

V (ri − rj)

Le facteur 1
2

a été introduit pour ne compter qu’une seule fois chaque paire.

A.5.3 Hamiltonien en seconde quantification

Hcin =
∑

k1k2σ1σ2

c+k1σ1
ck2σ2

∫
dr

∑
σ

ϕ∗k1σ1(r, σ)

(
−~

2∆

2m

)
ϕk2σ2(r, σ)

or
ϕ∗k1σ1

(r, σ) = 1√
Ω
e−ik1.rδσσ1

ϕk2σ2(r, σ) = 1√
Ω
eik2.rδσσ2

⇒ Hcin =
∑

k1k2σ

c+k1σ
ck2σ

∫
dr

Ω
e−ik1.r

~2k2
2

2m
eik2.r

=
∑

k1k2σ

c+k1σ
ck2σ

~2k2
2

2m
δk1k2

Hcin =
∑

kσ

~2k2

2m
c+kσckσ

Hpot =
∑

k1k2σ1σ2

c+k1σ1
ck2σ2

∫
dr

Ω

∑
σ

e−ik1.rU(r)eik2.rδσσ1δσσ2

=
∑

k1k2σ

c+k1σ
ck2σ

∫
dr

Ω
e−ik1.rU(r)eik2.r
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Définissons la transormée de Fourier du potentiel par :

Ũ(k) =

∫
dr

Ω
e−ik.rU(r)

On en déduit :
Hpot =

∑

k1k2σ

c+k1σ
ck2σŨ(k1 − k2)

ou encore :

Hpot =
∑

kqσ

Ũ(q)c+k+qσckσ

L’opérateur :

ρ−q =
∑

kσ

c+k+qσckσ

est la transformée de Fourier de l’opérateur densité. En effet,
{
ρq =

∫
drρ(r)e−iq.r

ρ(r) =
∑

σ Ψ+(r, σ)Ψ(r, σ)

⇒ ρq =

∫
dr

Ω
e−iq.r

∑

k1k2σ

e−ik1.reik2.rc+k1σ
ck2σ

=
∑

kσ

c+kσck+qσ

On peut donc écrire :

Hpot =
∑
q

Ũ(q)ρ−q

HCoul =
1

2

∑
k1k2k3k4
σ1σ2σ3σ4

c+k1σ1
c+k2σ2

ck3σ3ck4σ4 .

.

∫
drdr′

∑

σσ′
ϕ∗k1σ1

(r, σ)ϕ∗k2σ2
(r′, σ′)V (r− r′)ϕk3σ3(r

′, σ′)ϕk4σ4(r, σ)

L’intégrale s’écrit :
∫
drdr′

Ω2
V (r− r′)e−ik1.re−ik2.r′eik3.r′eik4.r

∑

σσ′
δσ1σδσ2σ′δσ3σ′δσ4σ

︸ ︷︷ ︸
δσ1σ4δσ2σ3

ou encore, en posant R = r− r′ :
∫
dRdr′

Ω2
V (R)e−ik1.(R+r′)e−ik2.r′eik3.r′eik4.(R+r′)

=

∫
dR

Ω
V (R)e−i(k1−k4).R

︸ ︷︷ ︸
Ṽ (k1−k4)

∫
dr′

Ω
e−i(k1+k2−k3−k4).r′

︸ ︷︷ ︸
δk1+k2,k3+k4
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HCoul =
1

2

∑

kk′qσσ′
Ṽ (q)c+k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσ

A l’aide des opérateurs densité, cela peut encore s’écrire :

HCoul =
1

2

∑
q

Ṽ (q) (ρqρ−q −N)

N.B. : Cette expression est valable avec la définition Ṽ (q) =
∫

dr
Ω
e−iq.rV (r).

Si on définit :

V (q) =

∫
dre−iq.rV (r)

ce qui pour le potentiel coulombien, conduit à V (q) = 4πe2

q2 , alors l’hamiltonien en
seconde quantification s’écrit :

H1 =
1

2Ω

∑

kk′qσσ′
V (q)c+k+qσc

+
k′−qσ′ck′σ′ckσ

C’est cette forme qu’on utilisera par la suite. La transformée de Fourier inverse
s’écrit alors :

V (r) =
1

Ω

∑
q

V (q)eiq.r

soit, pour le potentiel coulombien :

e2

r
=

1

Ω

∑
q

4πe2

q2
eiq.r

Voir le chapitre sur la réponse linéaire pour la compatibilité des notations.



Annexe B

Théorie de la réponse linéaire

B.1 Introduction

De façon très générale, les renseignements tirés des expériences consistent à me-
surer les réponses d’un système à une excitation extétrieure. Plus précisément, on
mesure une observable en présence d’une perturbation extérieure. Si la perturba-
tion est “petite”, ce qui est indispensable si l’on souhaite mesurer les propriétés du
système non perturbé, on peut se limiter au premier terme dans le développement
de la réponse en puissances de l’excitation. Le premier terme non nul est souvent le
terme linéaire. Le calcul de ce terme fait l’objet de la théorie générale de la réponse
linéaire.

On considère donc un système décrit par l’hamiltonien

H ′ = H + δH(t)

où δH(t) est la perturbation et H est l’hamiltonien sans perturbation (mais avec
interaction).

B.2 Les représentations de la mécanique quan-

tique

On a vu que la description d’un système à plusieurs particules se faisait beaucoup
plus simplement à l’aide d’opérateurs que de fonctions d’onde. Mais l’évolution d’un
système est en général décrite par l’évolution de sa fonction d’onde. Il faut donc
adapter le formalisme habituel pour transférer cette dépendance temporelle aux
opérateurs. Dans un premier temps, on supposera H indépendant de t. On peut
utiliser trois représentations équivalentes de la mécanique quantique.

168
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B.2.1 H indépendant du temps

Représentation de Schrödinger

Dans cette représentation, les observables sont des opérateurs donnés une fois pour
toutes. L’évolution du système est entièrement contenue dans l’évolution de l’état
du système, qui se fait suivant l’équation :

i~
∂

∂t
φS(t)〉 = H|φS(t)〉

Pour simplifier les expressions, on pose dans tout cet appendice ~ = 1. L’équation
du mouvement s’écrit donc :

i
∂

∂t
φS(t)〉 = H|φS(t)〉

et s’intègre en :

|φS(t)〉 = e−iHt|φS(0)〉

Représentation de Heisenberg

Dans cette représentation, |ΨH〉 = |φ(0)〉 est indépendant du temps. Par ailleurs,
on veut bien sûr que la dépendance temporelle de la valeur moyenne des observables
ne dépende pas de la représentation . Les observables OH(t) doivent donc dépendre
du temps :

〈Ψ1H |OH(t)|Ψ2H〉 = 〈φ1(t)|OS|φ2(t)〉 = 〈φ1(0)|eiHtOSe
−iHt|φ2(0)〉

Ces équations sont satisfaites si

OH(t) = eiHtOSe
−iHt

L’équation du mouvement pour OH(t) s’écrit :

i
∂

∂t
OH(t) = i

(
iHOH(t) + eiHtOS(−iH)e−iHt

)

⇒ i
∂

∂t
OH(t) = [OH(t), H]

Remarques

1. Il est souvent plus simple de calculer le commutateur que les exponentielles,
et d’intégrer l’équation différentielle correspondante.
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2. Remarquer l’analogie avec la formulation hamiltonienne de la mécanique clas-
sique :

df

dt
= {f,H}+

∂f

∂t
soit

df

dt
= {f,H}

si f ne dépend pas explicitement du temps. Le crochet de Poisson en mécanique
classique joue le même rôle que le commutateur en mécanique quantique.

Représentation interaction

Il est souvent utile de décomposer l’hamiltonien en deux parties :

H = H0 +H1

et de transformer une partie seulement de la dépendance temporelle de H dans
l’opérateur. C’est ce qu’on appelle la représentation interaction (ou intermédiaire){

OI(t) = eiH0tOSe
−iH0t

|φI(t)〉 = eiH0te−iHt|φS(0)〉 = eiH0t|φS(t)〉
Dans ce cas,

〈φ1I(t)|OI(t)|φ2I(t)〉 = 〈φS(t)|e−iH0teiH0tOSe
−iH0teiH0t|φS(t)〉

= 〈φS(t)|OS|φS(t)〉

Remarque La représentation interaction dépend de la décomposition de l’hamil-
tonien. Par exemple, en théorie de la réponse linéaire à une perturbation δH, il est
commode de découpler l’hamiltonien suivant :

H + δH

↓ ↓
“H ′′

0 “H ′′
1

Equations du mouvement :

i
∂

∂t
|φI(t)〉 = i

(
iH0e

iH0te−iHt − ieiH0tHe−iHt
) |φS(0)〉

= eiH0t(H −H0)e
−iH0teiH0te−iHt|φS(0)〉

soit

i
∂

∂t
|φI(t)〉 = H1I(t)|ΦI(t)〉

Par ailleurs,

i
∂

∂t
OI(t) = [OI(t), H0] par analogie avec le calcul Heisenberg
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Opérateur d’évolution Il est commode d’introduire l’opérateur d’évolution UI(t)
défini par :

|φI(t)〉 = UI(t)|Φ(0)〉
D’après la définition de |φI(t)〉, il est donné par :

UI(t) = eiH0te−iHt

Il satisfait donc l’équation d’évolution :

∂

∂t
UI(t) = −iH1I(t)UI(t)

avec la condition initiale :
UI(0) = 1l

Développement en série Si H1 est une perturbation, il est commode d’effec-
tuer un développement en série de l’opérateur d’évolution en intégrant formellement
l’équation précédente et en itérant :

UI(t)− UI(0) = −i
∫ t

0

dt1H1I(t1)UI(t1)

⇒ UI(t) = 1l− i

∫ t

0

dt1H1I(t1)UI(t1)

= 1l−
∫ t

0

dt1H1I(t1) + (−i)2

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2H1I(t1)H1I(t2)UI(t2)

UI(t) = 1l +
+∞∑
n=1

(−i)n
∫ t

0

dt1 . . .

∫ tn−1

0

dtnH1I(t1) . . . H1I(tn)

Dans cette expression, t > t1 > . . . > tn > 0.

Cette expression peut être mise sous une forme plus symétrique en introduisant
l’opérateur chronologique :

T
(
O(tP (1))O(tP (2)) . . . O(tP (n))

)
= O(t1) . . . O(tn) si t1 > t2 > . . . > tn

où P est une permutation quelconque de {1, ..., n}. Alors

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 . . .

∫ tn−1

0

dtnH1I(t1) . . . H1I(tn) =
1

n!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2 . . .

∫ t

0

dtnT (H1I(t1) . . . H1I(tn))

On en déduit l’expression :

UI(t) = 1l +
+∞∑
n=1

(−i)n
n!

∫ t

0

dt1 . . .

∫ t

0

dtnT (H1I(t1) . . . H1I(tn))
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que l’on écrit sous la forme (c’est une définition !) :

UI(t) = T exp

(
−i

∫ t

0

dt′H1I(t
′)
)

Attention : on ne peut pas calculer l’exponentielle exp
(
−i ∫ t

0
dt′H1I(t

′)
)
, puis

en déduire UI(t) ! Ce n’est vrai que si H1 commute avec H0, puisqu’alors H1I(t1)
commute avec H1I(t2) (en réalité H1I(t) = H1 dans ce cas).

Matrice S : Pour décrire l’évolution d’un système entre deux instants t et t′ tous
deux différents de 0, on introduit la matrice SI telle que :

φI(t) = SI(t, t
′)φI(t′) ⇒ SI(t, t

′) = UI(t)U
+
I (t′)

Elle a les propriétés suivantes :
• SI(t, t) = 1l
• S+

I (t, t′) = SI(t
′, t)

• SI(t, t
′)SI(t′, t′′) = SI(t, t

′′)
• ∂

∂t
SI(t, t

′) = −iH1I(t)S(t, t′)

• SI(t, t
′) = T

(
exp

(
−i ∫ t

t′ dt1H1I(t1)
))

B.2.2 H dépendant du temps

Schrödinger

i
∂

∂t
|φS(t)〉 = HS(t)|ΦS(t)〉

⇒ |φS(t)〉 = US(t)|φS(0)〉
US(t) satisfait l’équation :

i
∂

∂t
US(t) = HS(t)US(t)

⇒ US(t) = 1l− i

∫ t

0

HS(t1)US(t1)dt1

= 1l +
+∞∑
n=1

(−i)n
∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 . . .

∫ tn−1

0

dtnHS(t1) . . . HS(tn)

= 1l +
+∞∑
n=1

(−i)n
n!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2 . . .

∫ t

0

dtnT [HS(t1) . . . HS(tn)]

US(t) = T

[
exp

(
−i

∫ t

0

dt′HS(t
′)
)]
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Cas particulier :

Si HS est indépendant du temps, le T produit est inutile car les HS(ti) commutent

⇒ US(t) = exp (−iHSt)

Heisenberg

OH(t) = U+
S (t)OSUS(t) , HH(t) = U+

S (t)HS(t)US(t)

∂OH

∂t
=
∂U+

S (t)

∂t
OSUS(t) + U+

S (t)OS
∂US
∂t

or ∂US

∂t
= −iHS(t)US et

∂U+
S

∂t
= iU+

S (t)HS(t)

⇒ ∂OH

∂t
= iU+

S (t)HS(t)UU
+OSUS(t)− iU+

S (t)OSUU
+HS(t)US(t)

⇒ i
∂OH(t)

∂t
= [OH(t), HH(t)]

Représentation interaction

HS(t) = H0(t) +H1(t)

OI(t) = U+
0 (t)OSU0(t)

|φI(t)〉 = U+
0 US|φS(0)〉 = U+

0 |φS(t)〉

i
∂

∂t
|φI(t)〉 = i

dU+
0

dt
|φS(t)〉+ U+

0 HS(t)|φS(t)〉

i
∂U+

0

∂t
= −U+

0 (t)H0(t)

⇒ i
∂

∂t
|φI(t)〉 = U+

0 (t)(−H0(t) +HS(t))|φS(t)〉
= U+

0 (t)H1(t)|φS(t)〉
= U+

0 (t)H1(t)U0(t)|φI(t)〉

soit

i
∂

∂t
|φI(t)〉 = H1I(t)|φI(t)〉

i
∂OI

∂t
= [OI(t), H0I(t)]
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Opérateur d’évolution : on définit UI(t) par :

|φI(t)〉 = UI(t)|Φ(0)〉
Soit UI(t) = U+

0 (t)US(t). Comme i ∂
∂t
|φI(t)〉 = H1I(t)|φI(t)〉, on a :

∂

∂t
UI(t) = −iH1I(t)UI(t)

Le développement en perturbation s’en déduit immédiatement.

Conclusion : les propriétés établies dans le cas où l’hamiltonien ne dépend pas du
temps restent valables à condition de remplacer e−iHt par US(t), etc. . .

B.3 Réponse à une perturbation

Revenons à notre problème initial. L’hamiltonien qui nous intéresse est la somme
d’un hamiltonien supposé indépendant du temps H et d’une perturbation dépendant
du temps δH(t) :

H ′ = H + δH(t)

On veut calculer la dépendance temporelle de la valeur moyenne d’une observable
B :

< B > (t) ≡< φS(t)|B|φS(t) >
Pour cela, on va passer en représentation interaction :

< B > (t) =< ΦI(t)|BI(t)|ΦI(t) >

On suppose que la perturbation est branchée adiabatiquement depuis t = −∞ où
δH(t = −∞) = 0

⇒ ΦI(t) = SI(t,−∞)ΦI(−∞) et ΦI(−∞) = Φ0

avec

SI(t,−∞) = T

[
exp

(
−i

∫ t

−∞
dt1δHI(t1)

)]

⇒< B > (t) =< φ0|S(t,−∞)+BI(t)S(t,−∞)|φ0 >

Limitons-nous aux termes linéaires en δHI

< B > (t) ' < φ0|
(

1 + i

∫ t

−∞
dt1δHI(t1)

)
BI(t)

(
1− i

∫ t

−∞
dt1δHI(t1)

)
|φ0 >

' < φ0|BI(t)|φ0 > +i < φ0|
∫ t

−∞
dt1δHI(t1)BI(t)|φ0 >

− i < φ0|BI(t)

∫ t

−∞
dt1δHI(t1)|φ0 >
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d’où, au premier ordre,

< B > (t) = < φ0|BI(t)|φ0 > +i

∫ t

−∞
< φ0| [δHI(t1), BI(t)] |φ0 > dt1

Mais |φ0〉 est le fondamental de H

⇒ e−iHt|φ0〉 = e−iE0t|φ0〉

⇒ 〈φ0|BI(t
′)|φ0〉 = 〈φ0|eiHtBSe

−iHt|φ0〉
= 〈φ0|eiE0tBSe

−iE0t|φ0〉
= 〈φ0|BS|φ0〉

Notons B0 ≡ 〈φ0|BS|φ0〉 la valeur moyenne de l’observable B dnas l’état non per-
turbé. On a donc :

< B > (t) = B0 + i

∫ t

−∞
< φ0| [δHI(t1), BI(t)] |φ0 > dt1

Supposons que δH(t) soit de la forme

δH(t) = AF (t), A : opérateur, F : fonction

⇒ δHI(t) = AI(t)F (t)

On a alors :

< B > (t)−B0 =

∫ +∞

−∞
F (t′)χAB(t, t′)dt′

avec χAB(t, t′) = i < φ0| [AI(t′), BI(t)] |φ0 > θ(t− t′)

Mais si H est indépendant du temps, χAB ne dépend que de t− t′. En effet,

〈φ0| [AI(t′), BI(t)] |φ0〉 = 〈φ0|
[
eiHt

′
ASe

−iHt′ , eiHtBSe
−iHt

]
|φ0〉

= 〈φ0|eiHt′ASeiH(t−t′)BSe
−iHt|φ0〉

−〈φ0|eiHtBSe
−iH(t−t′)ASe−iHt

′|φ0〉
Or

〈φ0|eiHt′ASeiH(t−t′)BSe
−iHt|φ0〉 = 〈φ0|eiE0t′ASe

iH(t−t′)BS e
−iHteiHt

′
︸ ︷︷ ︸
e−iH(t−t′)

e−iHt
′

︸ ︷︷ ︸
e−iE0t′

|φ0〉

= 〈φ0|AI(0)BI(t− t′)|φ0〉
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Idem pour le deuxième terme.

Ainsi,

< B > (t)−B0 =

∫ +∞

−∞
F (t′)χAB(t− t′)dt′

On reconnâıt le produit de convolution de deux fonctions. Comme la transformée
de Fourier d’un produit de convolution est le produit des transformées de Fourier,
il vient :

⇒< B > (ω) = F (ω)χAB(ω) +B0δ(ω)

Décomposition spectrale :

Désignons par |φn > les états stationnaires de H d’énergie En, et posons :

ωn0 = En − E0

A0n = < φ0|A|φn >
On a :

χAB(t− t′) = iθ(t− t′)


< φ0|eiHt′Ae−iHt′

∑
n

|φn >< φn|
︸ ︷︷ ︸

identité

eiHtBe−iHt|φ0 >

− < φ0|eiHtBe−iHt
∑
n

|φn >< φn|
︸ ︷︷ ︸

identité

eiHt
′
Ae−iHt

′|φ0 >




χAB(t− t′) = iθ(t− t′)
∑
n

[
A0nBn0e

iωn0(t−t′) − An0B0ne
−iωn0(t−t′)

]

Transformée de Fourier :

Comme χAB(t−t′) ne tend pas nécessairement vers 0 de façon assez rapide lorsque
t→ +∞, la transformée de Fourier est définie par :

χAB(ω) = lim
δ→0+

∫ +∞

−∞
χAB(t)eiωte−δtdt

où on a introduit un facteur de convergence e−δt.



B.3. RÉPONSE À UNE PERTURBATION 177

Calculons cette transformée de Fourier en utilisant la décomposition spectrale :

∫ +∞

−∞
θ(t)eiωte−iωn0te−δtdt =

∫ +∞

0

ei(ω−ωn0+iδ)tdt =
−1

i(ω − ωn0 + iδ)

⇒ χAB(ω) =
∑
n

An0B0n

ω − ωn0 + iδ
− A0nBn0

ω + ωn0 + iδ

Les pôles de χAB(ω) sont à ω = ±ωn0 − iδ.

La fonction χAB(ω) est donc analytique dans le demi-plan supérieur. Il en découle
plusieurs propriétés intéressantes. Par exemple, considérons l’intégrale

O︸︷︷︸
fct analytique

=

∫

C

χAB(ω′)
ω′ − ω

dω′

ω

C

Le demi-cercle à l’infini donne une contribution nulle et le demi-cercle autour de
ω donne −iπχAB(ω) (- car le cercle est dans le mauvais sens, iπ et pas 2iπ car c’est
un demi-cercle ).

⇒ PP

∫ +∞

−∞

χAB(ω′)
ω′ − ω

dω′ = iπχAB(ω)

Prenons la partie réelle et la partie imaginaire de cette équation. Il vient :

Kramers - Kronig

{
ImχAB(ω) = − 1

π
PP

∫ +∞
−∞

ReχAB(ω′)
ω′−ω dω′

ReχAB(ω) = 1
π
PP

∫ +∞
−∞

ImχAB(ω′)
ω′−ω dω′

Par ailleurs, la décomposition spectrale nous indique que

χAB(ω) ∼ 1

ω
< φ0|[B,A]|φ0 > quand ω → +∞
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∫

C′
χAB(ω′)dω′ = 0

=

∫ +∞

−∞
χAB(ω′)dω′ +

∫

C′−R
χAB(z)dz

Avec z = reiθ, dz = ridθeiθ

C’

1

z
dz = idθ ⇒

∫

C′−R

dz

z
= iπ

⇒
∫ +∞

−∞
χAB(ω′)dω′ = −iπ < φ0|[B,A]|φ0 >

B.4 Fonction diélectrique

Définition : S’il se produit une petite fluctuation de charge dans le système, le
potentiel associé va polariser les électrons , créant ainsi une réponse du système. Si
la fluctuation est petite, on peut étudier la réponse linéaire :

ρind(~x, t) =

∫
dt′

∫
d~x′φρ,ρ(~x− ~x′, t− t′)δρ(~x′, t′)

Il est plus usuel d’introduire la ”fonction diélectrique” définie par

δρ(~x, t) =

∫
dt′

∫
d~x′ε(~x− ~x′, t− t′)ρtot(~x′, t′)

ou, en transformée de Fourier,

δρ(~k, ω) = ε(~k, ω)ρtot(~k, ω)

.
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En effet, dans l’électrodynamique des corps macroscopiques, on distingue le ”champ
de déplacement” ~D dû aux charges additionnelles et le champ électrique ~E dû à
toutes les charges :

{
div ~E = ρtot(~x, t) (ε0 = 1)

div ~D = δρ(~x, t)

soit, en transformée de Fourier,
{
i~k. ~E(~k, ω) = ρtot(~k, ω)

i~k. ~D(~k, ω) = δρ(~k, ω)

Si l’on dénote par DL(~k) et EL(~k) les composantes longitudinales, c’est-à-dire pa-

rallèles à ~k, de ~D(~k) et ~E(~k), on a donc :

DL(~k, ω) = ε(~k, ω)EL(~k, ω)

ou encore :

DL(~x, t) =

∫
dt′

∫
d~x′ε(~x− ~x′, t− t′)EL(~x′, t′)

ce qui est la définition habituelle de la fonction diélectrique.

En transformée de Fourier, on a donc




ρind(~k, ω) = φρ,ρ(~k, ω)δρ(~k, ω)

δρ(~k, ω) = ε(~k, ω)
[
ρind(~k, ω) + δρ(~k, ω)

]

DL(~k, ω) = ε(~k, ω)EL(~k, ω)

Pour faire le lien avec la théorie générale, on remarque que :

δH(t) =

∫
d~r

∫
d~r′ρ(r)

e2

|~r − ~r′|δρ(
~r′, t)

avec ρ~q =

∫
ρ(~r)e−i~q·~rd~r ⇒ ρ(~r) =

1

Ω

∑

~q

ρ~qe
i~q·~r

et
e2

|~r − ~r′| =
1

Ω

∑

~q

4πe2

q2
e−i~q·(~r−

~r′)

soit δH(t) =
1

Ω3

∫
d~r

∫
d~r′

∑
q1q2q3

ρ~q1e
i~q1·~r 4πe

2

q2
2

e−i~q2·(~r−
~r′)δρ~q3e

i~q3·~r′

d’où finalement :

δH(t) = 4πe2

Ω

∑
q′ ρ(−~q′) 1

q′2 δρ(
~q′, t)
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Cette perturbation est la somme sur ~q′ de perturbations ayant la formule habituelle
avec

A = ρ(−~q′) et F (t) =
4πe2

q′2Ω
δρ(~q′, t)

A l’approximation linéaire, la réponse est la somme des réponses à chacune des
composantes, qui s’écrivent :

< ρ(~q, t) >= i
4πe2

Ω

∫ t

−∞
< φ0|

[
ρI(−~q′, t′), ρI(~q, t)

]
|φ0 > δρ(~q′, t′)

dt′

q′2

Mais pour un système invariant par translation, la valeur moyenne est nulle sauf si
~q = ~q′. La réponse totale vaut donc :

< ρ(~q, t) >= i
4πe2

q2Ω

∫ t

−∞
< φ0| [ρI(−~q, t′), ρI(~q, t)] |φ0 > δρ(~q, t′)dt′

On en déduit que

φρ,ρ(~q, t− t′) =
4πe2

q2Ω
χρ−~q,ρ~q

(t− t′)

et, puisque

ε−1 =
ρind + δρ

δρ
= 1 +

ρind

δρ

on a finalement :

1

ε(~q, ω)
= 1 +

4πe2

q2Ω
χρ−~q ,ρ~q

(ω).


