MECANIQUE QUANTIQUE 11 Série 11 Correction

Exercice 1 Seconde quantification, généralités

1. L’opérateur Hamiltonien s’écrit :
[e.e]
H= ZEn al ap. (1)
n=0

2. On sait que I'état recherché est proportionnel a (aJ{)N1 e (aIL)N" ...]0), mais il faut
le normaliser.

o
(ah)N
) =11 |0).
o N, !
3. (a) Pour des bosons,
1
<$1,...,$N|1,Z)> = N'H N, Zwm TP(1) ) ¢nN(xP(N)) (2)
avec la somme portant sur toutes les permutations de I'ensemble {1,..., N},
et ni,...,ny les N niveaux d’énergie occupés.

(b) Pour des fermions,

(T1,. .z |Y) = \/72 ) b, (@p1)) - - Yy (2p(N)) (3)

avec P = £1 la signature de la permutation P. Le [[, N,! qui apparaissait
pour les bosons est ici inutile puisque N, = 0 ou 1.
Faisons maintenant un exemple concret avec trois particules pour nous convain-
cre des facteurs de normalisation qu’on a écrits. Pour N = 3 fermions on a que
nécessairement ny; # ne # ng et donc le nombre d’occupation est 1 pour chaque
niveau N; = Ny = N3 = 1. L’éq. (3) nous donne comme fonction d’onde totale du

systeme
(z1, 29, 23[0)) = Z ) 4, (2 p(1)) Yy (T p(2)) Uy (Tp(3)) =
' P
(101 1) i (02) 1 0) = s 00 s 23) g (2
_wm(x2)¢n2( )¢n3( )+¢n1($2)¢n2( 3)¢n3($1)
+¢n1($3)¢n2( )wm( ) wm(xi%)wm( 2)1/}713(x1)]' (4)

On vérifie que |{z1, 22, 23]1))|*> = 1 en tenant compte du fait que chaque fonction des

six dans la somme est orthogonale a toutes les autres, donc
1 1 1 1

|(:c1,x2,:c3|1/)>|2:ﬁﬁ[...][...]:ﬁﬁ?ﬂ:l. (5)



Pour les bosons on obtient presque (& moins du signe de la permutation) le méme
résultat que pour les fermions en cas ou tous les niveaux ont nombre d’occupation
N; = 1. Mais on va étudier un cas typiquement bosonique ol plusieurs particules
se trouvent dans le méme état pour se convaincre du facteur de normalisation dans
I'éq. (10).

Pour N = 3 bosons avec N; = 2, Ny = 1 d’apres éq. (10)

1
(z1, 29, 23[1) = NINLING! ZP:¢n1(xP(1))¢n1(xP(2))¢n2 (xP(:s)) =

\/% [wm (xl) Uny ($2) Yno ($3) + Pn, (ml) Un, (x3) U,y ($2)

‘H;Z)m (562) ¢n1 (xl) ¢n2 (m3) + T/Jm (xQ) ¢n1 (m3) ¢n2 (ml)
0, (28) Wy (21) Vg (72) + Vg (25) U, (22) g (21)]. (6)

Important: on a sommé sur toutes les permutations. Pour N particules on aura
toujours N! termes dans la somme, méme si certains correspondent a la méme con-
figuration.

Dans ’éq. (6) par example la premiére permutation est équivalente & la troisieme,
la deuxieme a la cinquieme, la quatrieme a la derniere.

On vérifie que |(x1, 22, 23|Y)[? =1

_LL[ IL..]= 1 1

Si on somme les permutations équivalentes dans 1’éq. (6)

(@1, 2, w3]9h)|? A+ =1 (7)

2

(551’552,5'33|7/)> = \/ﬁ
s (21) Y (23) Yo (@2) + Yo (22) oy (213) vy (1) =

[ (1) i (@2) s ()

e
5l-

Important: ici on a sommé seulement sur les permutations qui correspondent a con-
figurations différentes du systeme.
Pour conclure la fonction d’onde normalisée pour N bosons peut étre écrite comme

1
(x1,...,2N[Y) = WtO%Pwnl(xP(l))---¢nN(xP(N)) 9)
ou
N
(z1,...,an]Y) =1/ H"T > Un(@p)) -y (@pa)- (10)
© Pdiff



Exercice 2 Cas de l'oscillateur harmonique

1. Le Hamiltonien pour N particules s’écrit :
N N

H = Hizzp——i——mwzmz. (11)
i=1 i=1

2. Pour une particule on a F,, = hw(n + %) et en seconde quantification le Hamiltonien
sera

oo

- 1

H= E hw(n + i)a,ﬁan
n=0

3. (a) Pour des bosons, les N particules sont dans 1’état de plus basse énergie dans
I’état fondamental, qui s’écrit donc

vy = @)
vo

et son énergie est £ = hw%

(b) Pour des fermions, les N particules sont dans les N plus bas niveaux d’énergie
car contrairement au cas des bosons, elles ne peuvent pas étre plusieurs dans le
méme état (principe d’exclusion de Pauli). Attention, comme le premier niveau
occupé est le niveau n = 0, le dernier est N — 1. L’état fondamental s’écrit :

N-1
) =TT aklo)
n=0

et son énergie est F = thTQ (vient de ZT]:[;OI hw (n+%)).



