MECANIQUE QUANTIQUE 11 Série 7 Correction

Exercice 1 Symétries

On raisonne par ’absurde: on admet que 'opérateur H n’a aucun vecteur dégénéré et
on veut conclure d’ici que [A, B] = 0, contrairement a I’hypothese initiale.
Soient |¢;) avec ¢ = 1,...,n les vecteurs propres non dégénérés (autrement dit g; = 1) de
H qui engendrent son espace de Hilbert, tels que H |¢;) = €;|¢;).
De 'égalité [H, A] = HA — AH = 0 appliquée aux fonctions propres |¢;), il s’ensuit que
la fonction A|v;) est également une fonction propre de H correspondant & la méme valeur
propre €;, car

(HA— AH)|Y;) = HA|tb;) — Aeilhi) =0 Vi,

H(AlY:)) = ei(Alti)) Vi.

Vu que la valeur propre ¢; n’est pas dégénérée par hypothese, alors forcément Aly;) et [1))
sont le méme vecteur a une phase pres

Ali) = a; |[vs) Vi.

Le méme raisonnement avec l'opérateur B nous dit que B|i);) est une fonction propre de
H aussi avec valeur propre ¢; et, en absence de dégénération pour ¢;, on a que

Blapi) = bi |1;) Vi.

Or si toutes les valeurs propres ¢; étaient non dégénérées, alors pour tous les états |1;)
avec ¢ = 1,...,n on aurait la relation

(AB — BA)’¢2> = (ai bi — bz a2)|1/12> =0 Vi.

Cette égalité valable pour toutes les fonctions propres [¢;) # 0 (i = 1,...,n) formant le
systéme complet signifie que [A, B] = 0, ce qui contredit les conditions du probleme.
Donc parmi les valeurs propres ¢;, il existe obligatoirement des valeurs propres dégénérées.

Exercice 2 Parité

Une fonction arbitraire ¢ (x) peut toujours étre écrite comme

W(z) = ¥(x) ;wx) I ) ; (=) _ Y(=) +2¢(—33) IC) —21#(—11?)'

Maintenant on applique l'opérateur parité P tel que P (x) = 1)(—z) sur les deux parties
du membre a droite et on deduce que cette décomposition correspond a la somme d’une
fonction paire 14 (x) et d’une impaire ¥_(x) par rapport a une transformation de parité P

P <¢(fﬂ) +w(—w)> _ (=) + () P(x) + (=)
2 2 2

= Vi) =



P (w(ﬂf) —21#(—%)) _ 1/1(—93)2— P(x)

Jusqu'ici on a écrit la fonction ¢ (z) comme ¢ (x) = ¢4 (x) 41— (z). Il nous reste a trouver
la forme des projecteurs P; et P_ qui par définition projectent la partie paire et impaire
de la fonction totale ¥ (x), c’est-a-dire que leur action est

(@) +o(—a) _ 1+ P

Pry(z) =y (z) =

2 2
—¢(—a) 1-P
Pp(e) = (@) = PO HED 22y
On conclude que
1+P 1-P
P = % Po==—

et on vérifie les propriétés P, + P_ =1, P? = P,, P2 = P_.

Exercice 3 Linéarité et antilinéarité

Def. Opérateur linéaire L si L (¢|¢) + ¢ |x)) = ¢ L|y) + ¢ L|x)

Def. Opérateur adjoint LT d’un opérateur linéaire L

(Llx) = (L x) (1)

Def. Opérateur antilinéaire A si A (c|y) + ' |x)) = ¢* A|¢) + * Alx)

Def. Opérateur adjoint A" d’un opérateur antilinéaire A
(¥lAx) = (x|AT¥) (2)

e Th. Si un opérateur A est antilinéaire, alors Af est antilinéaire aussi.
Dém. Si on montre que (x|AT B1) = B*(x|AT ) V|ib), |x), alors AT est antilinéaire.
On a d’abord pour 1’éq.(2) et les propriétés du produit scalaire

(XIATBY) = (BY|Ax) = B*(W|AX)  Y|¥),|x).

Vu que A est antilinéaire par hypothese

B WlAx) = B*(x|ATg)  V[e), x),
on obtient la these.

e Th. Si un opérateur A est antilinéaire, alors (A)f = A.
Dém. En appliquant de nouveau 'opération de conjugation complexe sur ’éq.(2)

WlAX) = (x|ATY) = @I(ANTx) VI, [x)
et donc (AN = A.



On se demande si le produit AT A est hermitien. On sait que le produit de deux opérateurs
antilinéaires est un opérateur linéaire L = AT A et donc d’apres éq.(1)

((ATA) vlx) = @I(ATAY) Vi), [x)-
En appliquant d’abord 1’éq.(2) et puis son complexe conjugué sur ()| AT (Ax)) on a

(WIAT (Ax)) = (Ax|Ay) = (ATAY[x)  YIY), |x)
et le résultat (ATA)T = ATA. L’opérateur ATA est donc hermitien.

Exercice 4 Symétrie continue

Pour montrer les relations suivantes,

ezLZ-G Ze—szG

P = p. cost + p,sind

et
eiLzeLze—iLze = L,cosf + Ly sin 6

on pouvait procéder de plusieurs facons.

Tout d’abord, on peut remarquer que 'on applique 'opérateur rotation d’un angle 6
autour de l'axe x a p, (resp. L,). On peut se convaincre aisément que le résultat est
correct en dessinant le systeme de coordonées (x,y, ), en placant p, en direction de z, et
en regardant l’action de cette rotation.

Détaillons maintenant les deux possibilités de preuve:

e Notons f = e'l=fp_ L2 et calculons
d . i
d;]; — ZGZLZO[LI,])Z]G iL,0
Or, [Ly, p.] = —ipy. Si on calcule de plus
d? » »
dTJ; = ie'" 0 [Ly, pyle™ 0 = — f

La solution de cette équation différentielle est tres simple, f = Acoséf + Bsind,
et le calcul des conditions initiales nous donne immédiatement la solution: f =
Pz cos B + p, sin 6.

La preuve est identique pour L, car la valeur du commutateur est identique.

e On utilise ’égalité matricielle suivante:

1
e"Be 4 = B+ (A, B] + o114 (A Bl + -
Le développement des commutateurs nous donnera alternativement p, et p, (resp.
L, et L,), ainsi qu'un signe moins venant du produit des i. On retrouve donc bien
le développement en série des cosinus et sinus.

I

3!93py .

1
f =D+ pr - 592]7,2
= p. cost + p,sind

Cette preuve est aussi valable pour L., pour la méme raison que précédement: les
commutateurs sont égaux.



Exercice 5 Oscillateur harmonique perturbé

1. On considere 'hamiltonien de l'oscillateur anharmonique H = Hy + V = % +
%mwQ:nQ + Az, L’opérateur Hamiltonien non perturbé peut étre écrit comme Hy =

hw (afa+ 3).

L’état fondamental est le vide de particules noté |0) et le premier état excité est

Iétat & une particule |1).

Comme & = \/ﬁ(d—l—fﬂ),

h ! \h?
V:A< (a+a*)) ———(a+a)*

2mw C 4m2w?

La correction de ’énergie du fondamental au premier ordre en A est
AESY = (0|H;|0).

11 faut développer les termes de (a, + dT)4 et conserver seulement ceux qui donnent
un résultat non nul (a cet effet, on rappelle que l'action de a sur |0) donne zéro, et
qu'il faut le méme nombre de @ que de a' dans une expression pour le sandwich ne
soit pas nul). Il n’y en a en fait pas beaucoup :

1y AR?

= 733 (0lagazalal + azalazal|o).

AE]}

En utilisant les formules

{ aln) = /njn — 1) (3)
afln) = vn+1jn+1), ’

on obtient ) )
A 3\h
AEN = 22 (24 1)(0/0) = —S—.

0 4m2w2( +1)(0[0) 4m2w?
2. On souhaite maintenant déterminer la correction au premier ordre en A a la fonction
d’onde du fondamental. Le nouvel état, |¥g) = |0) + |\IJ(()1)) + -+ Puisqu’aucun des

états n’est dégénéré, la théorie des perturbations nous dit

(k[V]0)

w5 =3 g I (®)

A priori, il nous faut donc calculer une infinité de termes pour trouver la correction
totale a la fonction propre du fondamental. Heureusement, ce n’est pas le cas, il n’y
a que deux termes non nul. Pour s’en convaincre, détaillons le calcul de (a + dT)4 et
calculons tous les termes de (a + af)?2.

(a+a"?=a>+ (a")*+aa' +a'a (5)



Comme on peut le constater, I’application de cet opérateur soit fait monter de deux
unités ( (a)?), soit fait descendre de deux unités (a2), soit conserve le nombre de
quanta. En partant de |0), et en appliquant deux fois cet opérateur, on ne peut donc
avoir que des termes en |0}, |2),]4) et rien d’autre. Le calcul se simplifie donc en

(1)y _ (K[V]0)
vy”) = 2 5-m (6)
Calculons d’abord (2|V|0):
2
VI0) = g (2l +ah(a+al)?lo) @
2
= o (VaI@+at) + el +ato) 0
2
- 64\7:32?‘12 ©

Un méme raisonnement nous mene a

2v/6AR?
4 =2
vy = 2220
On en déduit I'expression finale:
2h h
w0y = A SV VO (10)

4m2w3 8m2w3
. On essaye de retrouver le résultat de la question 1 par la méthode variationnelle.
-1 . —o? . . . .
On consideére la fonction test ¥, (z) = e™** . Ce choix n’est bien sir pas anodin:
on reconnait la forme de la fonction propre de I'état fondamental de 'oscillateur
harmonique (& la normalisation pres). L’énergie du systéme dans cet état, E, =

%, et la méthode variationnelle nous dit que E, > Ej.

Commencons par la norme,

(Yaltha) = /Re_MQdm = \/i (11)

Si on dérive cette expression par rapport a « une fois, puis deux fois, on trouve les
deux intégrales suivantes qui nous seront utiles par la suite:

™

2 —2ax? 1
B 12
/Rm e dx 2\ @) (12)
4 —2ax? 3 ™
de = -, —— 1
/Rx e T 1\ 2oy (13)



Le numérateur dans I'expression de 1’énergie s’écrit:

2
1
(Vao|H|a) = / e’ (p + —mw?a?® + /\x4> e dy (14)
R 2m 2
On décompose l'intégrale ci-dessus dans ses trois termes de la somme, que 'on
nomme A, B et C. Commencons par A, en se rappelant que p = —iha%
h? 0? h? o)
A=—— [ eo® L gar’qp— = [ gmoa® 2 <—2a:ze_a$2) dx (15)
2m Jgr Ox? 2m Jgr Ox
2 2
_Ma e200% g 20° /xQe_%‘xde (16)
moJr m-Jr

En utilisant (12), on trouve finalement que

1 T
= —/— 17
2m 2 (17)
B et C sont plus simple a calculer et donnent directement
g [T (18)
4\ (2a)3
3 s
C =X\ 19
4\ (2a)? (19)
En mettant tout ensemble, on trouve donc
2o mw? 3
E, = A 20
“ om T Ba 16 (20)
Le minimum de cette fonction est atteint lorsque dd% = 0, ce qui donne:
2 2
3 Mmw 3m
_ A =0 21
w2 T A T (21)

puisque « doit étre différent de 0.
Cette équation est malheureusement difficile a résoudre. La résolution par les méthodes

usuelles n’apporte pas beaucoup de lumiere sur le probleme. On peut en revanche se
contenter de résoudre une approximation de (21), en supposant A suffisament petit. On

mw

trouve alors immédiatement que, comme on s’y attend, ap = 5*. Si on injecte cette
solution dans (20), on trouve exactement I’énergie trouvé dans la question 1:

1 .3 n?
Balao = hwg + A3 0050



Ce résultat n’est pas surprenant si on considere le calcul auquel il correspond: la valeur
moyenne de I’hamiltonien perturbé sur ’état fondamental.

Exercice 6 Effet Stark - Théorie des perturbations dégénérées

Le champ électrique étant constant, E = £ | on peut choisir d’aligner le verseur t sur
laxe z et écrire en coordonnées sphériques V = eE - -r = e€z = eErcosl (effet Stark).
On néglige le spin de I’électron et donc ’'Hamiltonien du systeme est donné par

e
H=Hy+V=———+¢efrcosh.
2m T
On veut étudier la correction aux niveaux d’énergie n = 1 (état fondamental) et n = 2
(premier niveau excité) due au champ électrique £. On connait les fonctions propres ¥pim,
de Hy et on peut les utiliser comme base orthonormée en les numérotant de la fagon

suivante

Y100 = Y1, 200 = 12, 210 = 13, 211 = Y4, ho1,-1 = Vs, (22)
avec Ynim = Rpi(r) Yim (0, ¢) et

2 1 / )
ng(r) = = e*r/ao, YE)O = —, YlO = \/4?005 07 Yl,:ﬁ:l = 44/ — SiHQeiw,
ag 4 ™ T
(23)
1 r 1
R — —r/(2a0) 1— , R — 77"/(2(10)'
() = 20y 20 = ot

Pour n = 1 on a que la correction au premier ordre en £ est donnée par AEg) = (1|V]Yn),
vu que le niveau n = 1 n’est pas dégénéré.

On observe que AEF) = 0 par parité, parce que la perturbation V = e&rcosf est un
opérateur impair sous parité et donc ne peut pas connecter des états avec la méme parité.
En particulier on aura (¢;|V]y;) = 0 Vi.

On se souviendra qu’une transformation de parité est définie en coordonnées cartésiennes
comme (z,y,z) — (—x,—y,—z) et s’écrit en coordonnées spheriques comme (r,6,p) —
(rym—0, 74+ @).

L’état n = 2 est 4 fois dégénéré, puisque le degré de dégénérescence est donné par g = n?,
et donc on utilise la théorie des perturbations dégénérée pour calculer les différentes valeurs
de AESB, ou le nouvel indice @ = 2, ..., 5 se réfere aux differents états dégénérés.

On sait que pour g = 4, les énergies AE%) sont les valeurs propres de la matrice 4 x 4
M;; = (i|V|y;) avec 4,5 = 2,...,5. On calcule maintenant I'effet de la perturbation sur
les fonctions propres de Hy dans 1'éq.(22).

La matrice est hermitienne, on peut se limiter au calcul des éléments de la matrice tri-
angulaire supérieure. Un raisonnement sur la parité nous a permis de dire déja que V
n’a pas d’éléments diagonaux sur la base {19, ..., 95}, autrement dit (1;|V]1;) = 0 pour
i=2,...,5. De plus, compte tenu de la parité des fonctions t,;,, liée a la parité des har-
moniques spheriques comme I, (7,0, ) = I1 Y, (0, ¢) = (1) Y1,,,(0, ), on remarque
que tous les 3 états avec [ = 1 sont impaires et donc

(V3|V|a) = (U3|V|5) = (u|V|1h5) = 0



o O -

Mij = (il Vi) = (24)

o o o -

Les trois éléments de la premiere ligne sont encore a calculer. Avec différentes con-
sidérations sur la symétrie du systeme par rapport a rotations d’un angle ¢ autour de
Paxe z on peut dire que (o|V|14) = (o|V|1hs) =0

0

Mij = (i|Vaps) = (25)

o O O O

De maniére intuitive on peut dire que la perturbation est proportionnelle a ’opérateur z,
elle ne dépend pas de ¢ et donc laisse la valeur de m invariante en agissant sur ¥,;,. On
aura des transitions parmi les états ¢; et des éléments de M;; non nuls seulement si la
regle de sélection Am = 0 est valide.

De maniere plus formale on peut voir cette regle de sélection comme une conséquence du
théoreme de Wigner-Eckart. Montrons que seulement (12|V |1)3) = (1200|V |¢211) # 0. La
perturbation V' = e £ r cos f est proportionnelle a Y10(#). La partie angulaire de I'intégral
qui entre dans un élément de matrice de la forme (1200|V [1h21m,) est

/}/'()0(97 90) Y10<97 90) Ylm(97 ()0>

Puisque Yjo(6,¢) est constante, cet intégral est proportionnel au produit scalaire de
Y10(0, @) avec Y1, (6, ), qui est non-nul seulement si m = 0.
On calcule

e’} T 21 1 r 1
\% = der/ dﬁsin9/ d e~/ (2a0) [1—} —— -e&rcosl
walvivs) = | 0 e | =

1 /3
—r/(2ao) [ 2 cosd 26
re COS
\/24 ag 4 (26)

avec

21 T 4 [e)
/ dtp/ dfsin 0 cos?f = — / drrt e/ a0 [1 - r} = —36a5,
0 0 3 0 2 ag

on obtient

(Y| V]tbs) = (¥3|V]ipa) = =3 e & ag

et finalement

0 —-3efap 0 0
—3efa 0 00
0 0 0 0

Cette matrice a deux valeurs propres nulles, donc la correction de 1’énergie pour 2 parmi
les 4 états de n = 2 est nulle
AES) = AR =,

) )



et cela implique que les états correspondant 14 et 15 sont évidemment des états propres
de H = Hyp + V. En ce cas donc le niveau n = 2 reste deux fois dégénéré.
En diagonalisant la matrice 2 x 2 en haut on trouve

AES) = —AES}) =3eEaq

et les états propres de H seront combinaisons linéaires des états 12 et 3. La corre-
spondance entre les corrections au premier ordre de I’énergie pour le niveau n = 2 et les
fonctions propres de I’hamiltonien non perturbé est donnée par

1
AESQ) =3efap A \ﬁ(WJz) — [3))
1
AEélg =-3efap “ \ﬁﬂ%) + [t3))
AEM =0 [1h4)
AE) =0 & |s5).

)

La dégénérescence du niveau n = 2 est seulement partiellement levée par le champ électric,
2 niveaux restent a la méme energie, pendant que les autres vont un en bas et 'autre en
haut par rapport a I’énergie initiale. L’effet de la perturbation est linéaire en £ et s’appelle
effet Stark linéaire.



