MECANIQUE QUANTIQUE II Série 4 Correction

Exercice 1 Opérateur de rotation d’un spin 1

la) La question ici est de savoir quelle est 'action de l'opérateur L, sur chacun des
états de la base que 'on note pour alléger : |1,1), |1,0) |1, —1).
On commence par écrire que L, = %(L‘L +L7), on

LE|Lm) = /Il + 1) —m(m+ 1) |l,m + 1)

et on 'applique sur les trois états :

1 1
Lo|1,1) = =v/2[1,0) = —|1,0
11,1) 5 1,0) \/5\ )
1 1
L.1,0) = —|[1,1) + —|1, -1
1,0) 2\ ) ﬁ! )
1
Lyl1,—1) = —|1,0
| ) \/§| )

Les 3 équations ci-dessus nous donnent, dans 'ordre, les 3 colonnes de la matrice
associée a L, écrite dans la base {|1,1), [1,0) [1,—1)} :

1 (010
L,=—|(1 0 1
2\0 10
1b) On effectue le produit matriciel :
1 (1 01
Li:§ 020
1 01
et
1 0 20
L3=——120 2|=L,.
2V2\p 2 9

OnaL*=12 L2 =L, LS = L2, donc L2 = L2 et L2 = L, avec p entier.



1c) On développe 'exponentielle R;—1 () = exp(—iaLy,)

Ricilod) = S CLgngn

= 1—iL,sina+ L(cosa —1).
Les coefficients trouvés sont
u = —1sina v=cosa—1

. 2a) Cette démonstration a été faite en cours (page 107) aux équations (7.31-7.34) .
2b) La composition de deux moments /1 et I3 est telle que

hob=Lh-Lle(L-Ll+)e...0 (0 +I1).

Pour I3 = ls = 1/2, il vient que 'on ne peut former qu'un moment cinétique [ = 0 ou 1.
L’état |l = 1,m = 1) (complétement polarisé vers le haut) ne peut étre formé qu’avec | 11).
Pour obtenir 'état |l = 1,m = 0) on applique

L l=1,m=1)=V2[l=1,m=0).
Mais sachant que L™ = L] + Ly,
Ll=1m=1)=LT[ 1)+ Ly | 11) = LT) + [ T]).

Il vient donc 1
\@(I TH+11n.)
Le troisiéme état pourrait s’obtenir en appliquant une fois encore 'opérateur L™, mais il est
plus simple de remarquer, comme on ’a fait précédemment dans le cas de |l = 1,m = 1),
que ici, la seule fagon d’obtenir I'état |l = 1,m = —1) (complétement polarisé vers le bas)
est avec l'état | |]).

2c) L'état | 11) s’écrit | T) ® | T). Appliquer I'opérateur R;_;o(at) ® Rj—y2(aid) sur
| T1) revient donc a calculer

Ri—1/2(ad)| T)

l=1,m=0)=

cos%]l] 1) —isin %0'33’ 1)

= cos| 1) —ising| 1),

pour un spin, et a effectuer le produit tensoriel

Ric1/2(ad)| 1) & Ricaja(ad)] 1) = (cos 3| 1) —isinZ| 1)) @ (cos | 1) —isin 3| 1))
= cos? 5| 1) —isin T eos = (| 11) +| 1)) —sin” T L1)

= co 5111 = g sina (| 1)+ 11) /2 —sin® 5| L)



La premiére colonne de la matrice représentant R;—1(a = a) s’écrit donc

2 o
cos® 5
i
——sinao
V2

2 o
smi

2d) On commence par calculer I'action de 'opérateur de rotation sur I'état | |):
N o e
Rica(ad)| 1) = cos S| 1) —isinSo] 1)
@ e
= cos—|])—isin—| ).
S 1) —isin S| 1)
Ensuite on effectue les deux produits tensoriels

Riz1y2(a2)| 1) @ Rizyjo(ad)| 1) et Rizypp(ad)] |) @ Rimija(ad)] T)

pour trouver 'action totale de I'opérateur R;_;o(a) ® Rj—y/2(ad) sur 'état de singulet

(T +111)/v2
On arrive au résultat suivant pour la deuxiéme colonne de la matrice représentant R;—; (o = o)
) .
— ﬁ SN &«
Cos (v
— % sin «v
Ce calcul est trés similaire aux précédents et on arrive a la troisiéme colonne de la

matrice )
: [}
$1n 5
i .
—-Lsina
V2
cos? g

2e) Dans la partie 1, on a trouvé que
Ri—1(a#) = 1 —iL,sina + L2(cosa — 1).

En utilisant les expressions trouvées aux questions la et 1b pour L, et L2, on obtient

1 00 ; 010 1 1 01
Rizi(az)=|( 0 1 0 —Tsina 1 01 —i—i(cosa—l) 02 0],
00 1 2 010 101
soit A
CQSZ% —ﬁ sin o —§1n2%
Ri—1(a) = —ﬁ sin «v cos o —ﬁ sin «v
—sin2% —% sin « cos2%

3a) Comme l'angle de rotation est quelconque, on doit considérer ’expression générale
suivante pour l'opérateur de rotation d’un spin 1/2 :

Ri—1/2() = cos %]l — isin% (xoy + yo, + 202).

Soit en développant les matrices de Pauli :

Riin(@) = cos® (L 0 _ism® 0 1Y, (0 i), (1 0
=1/2\@) = S g ) T 0 )TV o Lo 41

0 g .
_ < cos§ —izsin§g —isin§(z — iy) >
-2 . o 2
—isin §(x +iy) cos§ +izsin g

3



On obtient donc a = cos § —izsin § et b = —isin §(x — iy).
3b) On commence par calculer

Ri—ipp(@)| 1) = al 1) =0 1),

et
Riz1ij2(@) ) = a™| ) +0b|1).
Donc
Ric1/2(a)] ) @ Ryzijo(a)| 1) = a®[ 1)+ (b*)%| L) — ab*| T1) — ab*| |1)
Rizi/2(a)] 1) @ Ryzijo(a)l 1) = lall?[ T1) = [|bII*] L1) + ab] 1T) — a™b*| |1)
Rici/2(a)| 1) @ Rizijo(@)[ 1) = lall?| LT) = [|b][*| T1) + ab] TT) — a™b*| | 1)
Rici/o(a)] ) @ Rizijp(a)] 1) = (a®)?[ LL) + 0% 11) +a®b| T1) + a®b] 1)

La matrice représentant R;—1(«) prend alors, en fonction de a et b, la forme suivante

a? aby/2 b2
—ab*v2 la|? = []b]* a*bv2
(b*)Q —a*b*\/i (a*)Z

3c¢) On peut vérifier que l'on retrouve bien le résultat trouvé pour la question 2e dans
le cas (z,y,2) = (1,0,0), avec a = cos § et b= —isin §.
Dans le casot a =2monaa = —1et b =0 : on fait tourner le spin 1 de 27, ce qui revient
a lui appliquer l'opérateur identité

Rlzl(a = 27r) = 1.

Remarque: Pour spins S demi-entiers on a Rg(aw = 27) = —1. Par exemple, pour
S=1/2
RS:l/z(Oé =27rx) =cosm 1 —isinm o, = —1.



