PHENOMENES NON-LINEAIRES ET CHAOS |
Exercices 2008

Série 1. Fonctions Génératrices

Exercice 1. Billard (Stade de Bunimovich)

Soit une application T : (X, Yn) — (Xn41, Ynt1). On appelle fonction généra-
trice de T une fonction C! G(x,, x,+1) telle que

G G
axn - ]/n/

S = “Ynt1-
90Xy 41

On considere un billard dans R?, de bord 0Q = {(X(s),Y(s)),0 <s < L},
ot s est l'abscisse curviligne, ds? = dX? + dY?. On paramétrise le n-eme choc
avec le bord par son abscisse curviligne s,, et par u, = —cos#f,, ou 0, est
I’angle entre le bord et la vitesse apres le choc (Fig. 1.7 du cours).

Montrer que la longueur de la corde /(s;,s,+1) est une fonction généra-
trice de l'application T : (s,, uy) +— (Sp+1, Un+1)-

Exercice 2. Dynamique hamiltonienne

1. On considere la transformation infinitésimale suivante sur 1’'espace de
phase I :

Qk = gk + 0gx Pe=pc+dpr , 1<k<N

avec 4 = (41,...,9n), p = (p1,...,pNn) les anciennes coordonnées et mo-
ments généralisés et Q = (Q1,...,0n), P = (Py,..., Py) les nouvelles. Trou-
ver d’abord une fonction génératrice WY (g, P) associée a la transformation
triviale, puis écrire celle pour la transformation infinitésimale ci-dessus sous
la forme

Wa(q,P) = W3(q,P) +¢G(q,P).

Donner ensuite 1’expression de épy et g (1 < k < N) en fonction de G.

2. Appliquer ceci a une transformation canonique infinitésimale donnée
par W, ot G = H (H(p,q) étant 'hamiltonien du systéeme considéré) et
e = dt un intervalle de temps infinitésimal. En déduire que l'évolution du
systeme pendant df — et donc aussi I’évolution finie de t =ty a t = t;. — peut
étre décrite par une transformation canonique infinitésimale générée par H.



Série 2. EDPs et EDOs

Exercice 3. Convection de Rayleigh-Bénard et modele de Lorenz

On considere les équations de ’hydrodynamique appliquées a la convection
de Rayleigh-Bénard : Navier-Stokes

1 Do

Eﬁ = AU— Vp—i—@z,
diffusion,
D6
Df = A6 + Ro,
et continuité
V-v=0

avec % =0t +7v-V, 0o, et R>0.0n définit les fonctions

P(x,z) = \/E%X(t) cos mzsin gx,

3 3
0(x,z) = \/EHC—EIZY(t) COS 7Tz COS gx + HC—qZZ(t) sin 27z,

ou C=rm?+¢%q>0.

1. Vérifier que 'équation de continuité est satisfaite si 1’'on pose

v(x,z) = (=09, 0,).

Montrer que la vitesse est tangente aux lignes ¢ = constante. Interpréter la
grandeur ¢. (Indication : calculer le rotationnel de v.)

2. En oubliant les harmoniques supérieures, calculer X et p(x,z) a partir
de I’équation de Navier-Stokes.

3. Calculer Y et Z a partir de I’équation de diffusion de la chaleur.

Série 3. Systéemes conservatifs, dissipatifs

Exercice 4. Formes canoniques

Ecrire les équations suivantes sous la forme canonique.

av(x)
dx




¥ = axcos(wt) — Ax(x*+y?)
i = bysin(wt) — Ay(x® + y?).

Exercice 5. Equation de Liouville

Les systemes suivants sont-ils conservatifs ? dissipatifs ?

1. Le pendule amorti
0 = —af —sino.

2. Modele de Lorenz

3. Application standard

{ Ynil = Yn— %sin(ann)
Xpt1 = Xn+ Ynt1 (mod 1).

4. Application de Hénon

{xn+l = 1_P‘x%+yn
Ynr1 = Dbxy.

5. Application du chat d’Arnold

{ Xn41 = Xp+Yn (mod 1)
Ynt1l = Xp+2Yn (mod 1).

6. Flot hamiltonien

. - 9H
ql apl
i=1,...,n, He C*(R* R).
,, — _9H
pi o0

Exercice 6. Systemes conservatifs et dissipatifs

Soit M un domaine de I'espace de phase. Soit V(t) le volume de son image
par le flot U;(M), démontrez la formule 2.6 du cours

v .
) = /u oy i X ()



Série 4. Points fixes, linéarisation

Exercice 7. Systemes dynamiques linéaires

Soit le systeme dynamique linéaire

{:
(5)=(T0)(3)

avec conditions initiales x(0) = xo, y(0) = yo.
Résoudre explicitement ce systéme d’équations.

=<

c’est-a-dire

Exercice 8. Modéle de Lorenz (Premiére partie)

On consideére le modeéle de Lorenz

x = o(y—x)
y = —xz+rx—y
z = xy—bz
b>0,0c>0r>0

1. Calculer les points d’équilibre.

2. Linéariser 1'équation autour de ces points d’équilibre. Donner la dimen-
sion des variétés stable, instable et centrale.

Exercice 9. Pendule amorti

Soit I'équation ©® = —a® — sin®.
1. Calculer les points d’équilibre du systéeme.
2. Linéariser I'équation autour de ces points d’équilibre.

3. Résoudre le systeme et dessiner 1’'espace de phase correspondant.
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Série 5. Points fixes et linéarisation

Exercice 10. Application logistique

On considére I'application logistique :

f(x) = Ax(1 - x),

0<x<1,0<A<L4
1. Calculer les points fixes de 'application.

2. Linéariser l'application autour de ses points fixes et discuter leur stabil-
ité.

3. Calculer les points fixes de f2(x) = f(f(x)).
4. Reporter sur un diagramme les points fixes en fonction de A.

Exercice 11. Application standard

On considére l'application standard

T
(X1, Yn) > (Xn1, Ynt1),
ou

{ Yorl = Yn— %sin(ann)
Xnt1 = Xn+Ynt1 (mOd 1)/

avec k > 0.
1. Chercher les points fixes de 1’application.

2. écrire l'application linéarisée autour de ces points. Discuter la stabilité
linéaire.
Série 6. Fonction de Liapunov, variété centrale

Exercice 12. Modéle de Lorenz (Deuxieme partie)

On considére le modeéle de Lorenz

x = o(y—x)
y = —xz+rx—y
z = xy—bz

avec b, o, r > 0.



1. En utilisant V = §(rx* + oy* + 0z%) comme fonction de Liapunov, trou-
ver des conditions suffisantes sur les parametres pour que l'origine soit
un point d’équilibre asymptotiquement stable (non-linéairement et globale-
ment).

2. Danslecasr=1:

a Ecrire un changement de variables (linéaire) (x,y,z) — (u,v,w) qui
diagonalise 1’équation linéarisée autour de l'origine. Ecrire 1'équation
non-linéaire dans ces variables.

b Calculer I'équation de la variété centrale de 1’origine dans I'approxima-
tion adiabatique. Discuter le mouvement sur cette variété et la stabilité
de l'origine.

Série 7. Fonctions de Liapunov
Exercice 13. Pendule amorti (suite)
Soit I’équation du mouvement du pendule amorti
6= —ab —sinb,
0 e Sl, a > 0.
L'énergie est donnée par

. 1.
E(6,6) = 592 — cos 6.

1. Montrer que lorsque & = 0, I'énergie est une constante du mouvement.
L'origine est-elle stable ?

2. En utilisant 1’énergie comme fonction de Liapunov, que peut-on déduire
sur la stabilité de 1'origine lorsque « > 07

3. Montrer que l'origine est asymptotiquement stable lorsque a > 0 en util-
isant une fonction de Liapunov de la forme V(6,0) = 1 (6> + B0 sin 6 + y cos6).
(Indication : annuler le terme en 0 sin 6 de V.)

Exercice 14. Modele de Volterra

On considére le modeéle de Volterra :

{55 = ki x (1—-y)
y = — ky(l-x),

avec k1, ko >0, x,y > 0.



1. Chercher les points d’équilibre et donner leur nature.

2. Montrer qu'il existe deux fonctions u(x) et v(y) dont le produit est con-
stant sur toute trajectoire. Indication : calculer % et séparer les variables.

3. Représenter graphiquement les fonctions v(u), v(y), x(u) et x(y). En
déduire que toutes les orbites ne passant pas par les axes xy = 0 sont péri-
odiques.

4. Calculer les valeurs moyennes X et . Indication : intégrer ¢ sur une péri-
ode.

Série 8. Théorie de Floquet

Exercice 15. Equation de Hill

On consideére un oscillateur dont la fréquence varie périodiquement :

i = —w?(t)x
w?(t) = O si nT < t < (n+3)T
1 si m+HT <t < m+1)T

O>1,T>0,neZ

1. Ecrire 1’équation sous la forme d'un systeme d’EDO du premier ordre
pour les variables (x,y = %), ainsi que sous la forme d’un systéeme d’EDO
autonomes pour les variables (x,y,z = 2t).

2. Calculer (x7,yr) en fonction de (xp,y0). Quel est le jacobien de cette
application ? Indication : calculer d’abord (x7,2,y1/2)-

1. Calculer les multiplicateurs de Floquet et discuter la stabilité de ’origine.
Représenter graphiquement la stabilité en fonction de Q) lorsque T = 7.
Rappel : les valeurs propres d’une matrice 2 x 2 peuvent étre exprimées a
l'aide de son déterminant et de sa trace.

Série 9. Bifurcations

Exercice 16. Formes normales
1. Soit I’équation sur la variété centrale de dimension 1
X = f(x,€) = ag(e) +ar(e)x +ax(e)x®>+ - -

Sous quelles conditions sur les a;(¢) le point (x,€) = (0,0) est—il un point de
bifurcation ?



2. On considere les cas particuliers suivants :

a f(x,e) =€>+ex—x?

b f(x,€) =e+e*x —x?

c f(x,e) = —€® +ex+ex? — x°
(

d f(x,€) =ex+ex? —x*
Le but est de calculer les formes normales correspondantes.

a Effectuer, si possible, un changement de variable x = y + a(€e) qui élim-
ine le terme constant a¢ (« doit étre différentiable autour de l'origine!).

b Effectuer, si possible, un changement de variable y = z + B(€)z, k =
2,3,..., qui éliminent les termes linéaire, quadratique, etc.

3. Déterminer les points fixes et leur stabilité pour les formes normales
obtenues. Dessiner les diagrammes de bifurcation dans les variables nor-
males et dans les variables originales.

Exercice 17. Transitions de phases

1. Soit le systéme dynamique

dr(l) (n—2)
o~ T

(1),
one=d—2>0,n>2.
a Ecrire I'équation sous forme normale ;

b Déterminer les points fixes du systéme et leur stabilité en fonction de
€.

2. Soit le systéme dynamique

a1 (1) (n—2) T2(1)
BT A T w7y
dn(l) (n —3) h()T(1)
B TR O R S v W Y

one=d—2>0,e<<1, n>3.
a Déterminer les points fixes en fonction de €;
b Linéariser autour de ces points fixes;

¢ Etudier la stabilité de ces points fixes.



Série 10. Bifurcations de Hopf

Exercice 18. Oscillateur de Van der Pol

On consideére 'oscillateur de Van der Pol :

X = y—l—ex—%3
y = —x

1. Etudier la nature de l'origine en fonction de €.

2. Effectuer un changement de variables z = ax 4 by, z € C, tel que I'équa-
tion devienne

z=Az+g(z,2),

ol g est un polyndme d’ordre k > 2.

3. Effectuer un changement de variables z = w + h(w, @), avec h un polynéme
homogene de degré k, tel que I’équation devienne

W= Aw+ ¢ (w,w),

ot ¢’ a le moins possible de termes de degré k.

4. Etudier l'existence et la stabilité d’orbites périodiques en posant w =
re'?, A = |A| e’ etc....
Série 11. Bifurcations dans les applications

Exercice 19. Bifurcations

Soit I’équation sur la variété centrale
X = f(x,€) =e—x°.

Cette équation est déja dans sa forme normale.

1. Le point (x,e€) = (0,0) satisfait-il les conditions d’un point de bifurca-
tion?

2. Déterminer le(s) point(s) fixe(s) xo(€). Etudier leur stabilité.

3. Le point (x,e) = (0,0) est-il un point de bifurcation ? N’y a-t-il pas de
contradiction ? Expliquer.



Exercice 20. Application logistique

Soit I'application logistique

X1 = f(xA)
f(x,A) = Ax(1—x)
A e [0,4]

1. Trouver les points fixes x*(A) et les points de bifurcation (x*(A*), A*) (cf
exercice 4).
Calculer les formes normales des bifurcations :

a Poser x = x*(A) +y et calculer yj. 1 en prenant A = A* + €.

b Eliminer si possible le terme quadratique par un changement de vari-
able approprié.

2. Etudier les formes normales obtenues : points fixes, stabilité, orbites de
période 2 ...

Série 12. Route sous—harmonique

Exercice 21. Renormalisation

On considere la famille a un parametre d’applications

fa(x) =1 —ax?

-1<x<1,0<a<2
1. Calculer la dérivée schwartzienne de f,.

2. Onapproche l'application de second retour f2(x) par une fonction polynomi-
ale fa(z) (x), du deuxiéme degré en x. Déterminer ¢ et R(a) de maniére que

}Tfa(z)(‘fx) = fr@) (%)

3. On définit la transformation de renormalisation

(Tfa)(x) = fr(a) (%)

Calculer le point fixe instable de T. Linéariser T autour de ce point fixe. En
déduire des estimations des nombres ¢ et a.
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Série 13. Codimension, quasi-périodicité

Exercice 22. Codimension

Soient les systémes dynamiques suivants :

{X = filx,yp, p2) = (p1+ po)x
vy = fxym,p) = mx+y.

{ o= Ay ) = (i + po)x
vy = fluyu,p,ps) = (ps—up)y.
Pour chacun de ces systemes,

1. Déterminer la codimension.

2. Déterminer le point de bifurcation en fonction des parametres. Esquisser
la ligne de points de bifurcation dans I'espace des parametres.

3. En déduire combien de parametres il est nécessaire de modifier pour
observer de maniere générique la bifurcation.

Exercice 23. Quasi-périodicité

Considérer le systeme dynamique linéaire

x = Ax,
0 1 0 0
-1 0 0 0
N 4 _
oux € R*, et A= 0 0o 0 V2
0 0 —V/2 0

1. Ce systéme est-il conservatif ?

2. Déterminer le point fixe, linéariser autour de ce point et déterminer sa
stabilité.

3. Résoudre explicitement I’équation avec les conditions initiales xg = (0, «,0, «).

4. Considérer le plan généré par les vecteurs de base x; et x; comme une
section de Poincaré. Esquisser cette section.

5. L’orbite obtenue au point 3 est-elle une trajectoire périodique ? Utiliser
le résultat obtenu au point 4.
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