
PHENOMENES NON-LINEAIRES ET CHAOS

Corrigé de la série 10: Bifurcations

Exercice 18 Oscillateur de Van der Pol

Soit le système

{

ẋ = y + ǫx− x3

3

ẏ = −x (1)

1. L’origine est le seul point fixe. L’application linéarisée autour de l’origine s’écrit

{
ẋ = ǫx+ y

ẏ = −x =⇒
(
ẋ

ẏ

)

=

(
ǫ 1
−1 0

) (
x

y

)

Les valeurs propres sont données par λ2−ǫλ+1 = 0, soit λ± = ǫ
2
±
√
(
ǫ
2

)2 − 1.

• ǫ < −2 : noeud stable.

• −2 < ǫ < 0: foyer stable.

• 0 < ǫ < 2: foyer instable.

• 2 < ǫ: noeud instable.
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Dans la suite on s’intéresse au comportement lorsque ǫ est proche de 0. On a
une bifurcation de Hopf car deux valeurs propres complexes conjuguées croisent
l’axe imaginaire. Remarquons que λ+λ− = 1 et que λ+ = λ̄− si |ǫ| < 2.

2. Si z = ax+ by, on a ż = aẋ+ bẏ = (aǫ− b) x+ ay − ax
3

3
. On aimerait

ż = λz + g(z, z̄) = λax+ λby + g
(
ax+ by, āx+ b̄y

)

Il faut donc
{
aǫ− b = λa

a = λb
=⇒

{
λ2 − ǫλ + 1 = 0
b = a

λ

1



λ est bien sûr l’une des valeurs propres calculées plus haut. Nous choisirons
λ = λ+ = 1

λ−
, a = 1 et b = 1

λ
= 1

λ+
= λ−. Nous avons donc

{
z = x+ λ−y

z̄ = x+ λ+y

Pour inverser ces relations, on calcule
{

z+z̄
2

= x+ ǫ
2
y

z−z̄
2

= −i
√

1 −
(
ǫ
2

)2
y

d’où
{
y = 1

2
q

1−( ǫ
2)

2
(z − z̄)

x = αz + ᾱz̄

avec α = 1
2

(

1 − iǫ

2
q

1−( ǫ
2)

2

)

. Il s’ensuit que

g(z, z̄) = −1

3
x3 = −1

3
(αz + ᾱz̄)3

= −1

3
α3z3 − α2ᾱz2z̄ − αᾱ2zz̄2 − 1

3
ᾱ3z̄3 (2)

g est un polynôme homogène de degré 3 en z et z̄. (k = 3)

3. On a
{
ż = λz + g(z, z̄)
˙̄z = λ̄z̄ + ḡ(z, z̄)

Le changement de variable z = ω + h(ω, ω̄) avec h d’ordre 3 donne

ż = ω̇ + hωω̇ + hω̄ ˙̄ω = λω + λh+ g(z, z̄)

avec ˙̄ω = ˙̄z +O(ω2) = λ̄z̄ +O(z3) = λ̄ω̄ +O(ω2). Ainsi

ω̇ =
1

1 + hω
︸ ︷︷ ︸

1 − hω
︸ ︷︷ ︸

ordre 2

+ ordre 4



 λω
︸︷︷︸

ordre 1

+ λh
︸︷︷︸

ordre 3

+ g(z, z̄)
︸ ︷︷ ︸

ordre 3

− hω̄
︸︷︷︸

ordre 2

(

λ̄ω̄
︸︷︷︸

ordre 1

+ . . .
︸︷︷︸

ordre 2

)



Ce qui donne

ω̇ = λω
︸︷︷︸

ordre 1

+



λh + g(z, z̄) − λ̄ω̄hω̄ − λωhω
︸ ︷︷ ︸

ordre 3



+O(ω4)

Notre objectif est d’éiminer un maximum de terme d’ordre 3 de l’expression
entre crochets. Prenons h(ω, ω̄) = aω3 + bω̄3 + cω̄2ω + dω2ω̄, alors

hω = 3aω2 + cω̄2 + 2dωω̄
hω̄ = 3bω̄2 + 2cω̄ω + dω2
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De plus, nous avons l’Eq. 2, nous pouvons maintenant calculer le terme entre
crochets:

λh = λaω3 +λbω̄3 +λcω̄2ω +λdω2ω̄

−λωhω = −3λaω3 −λcω̄2ω −2λdω2ω̄

−λ̄ω̄hω̄ = −3λ̄bω̄3 −2λ̄cω̄2ω −λ̄dω2ω̄

+ g(ω, ω̄) = −1
3
α3ω3 −1

3
ᾱ3ω̄3 −ᾱ2αω̄2ω −ᾱα2ω2ω̄

[. . .] =

(

−2λa− 1

3
α3

)

ω3 +

(

(λ− 3λ̄)b− 1

3
ᾱ3

)

ω̄3 +
(
−2λ̄c− ᾱ2α

)
ω̄2ω

+
(
−λd− λ̄d− ᾱα2

)
ω2ω̄

Rappelons que λ± = ǫ
2
±
√

1 −
(
ǫ
2

)2
. Pour la valeur critique ǫ = 0, on a λ = i,

et λ̄ = −i. Le terme entre crochets devient

[. . .] =

(

−2ia− 1

3
α3

)

ω3 +

(

4ib− 1

3
ᾱ3

)

ω̄3 +
(
2ic− ᾱ2α

)
ω̄2ω

− ᾱα2ω2ω̄

On voit qu’on arrive à choisir a, b et c de mainère à éliminer les trois premiers
termes. Par contre, le dernier terme ne peut pas être éliminé quel que soit le
choix de h. Ce terme est résonant. L’équation pour ω est donc

ω̇ = λω − αω |αω|2 +O(ω4) (3)

4. Posons ω = reiϕ, λ = |λ|eiθ et α = |α|eiψ. On a |λ| = 1, cos θ = ℜ λ = ǫ
2
,

sin θ = ℑ λ =
√

1 −
(
ǫ
2

)2
, |α| = 1

2
q

1−( ǫ
2)

2
, cosψ = ℜα

|α|
=
√

1 −
(
ǫ
2

)2
et sinψ =

ℑα
|α|

= − ǫ
2
. L’équation pour ω devient

ṙeiϕ + irϕ̇eiϕ = |λ|rei(ϕ+ψ) − |α|3r3ei(ϕ+ψ)

soit

ṙ + irϕ̇ = |λ|reiθ − |α|3r3eiψ +O(r4)

La partie rélle est donnée par ṙ = |λ|r cos θ− |α|3r3 cosψ+O(r4) alors que la
partie imaginaire par rϕ̇ = |λ|r sin θ − |α|3r3 sinψ +O(r4). En remplaçant les
expressions de |λ|, |α|, θ et ψ, on obtient







ṙ = ǫ
2
r − 1

8
“

1−( ǫ
2)

2
”r3 +O(r4)

ϕ̇ =
√

1 −
(
ǫ
2

)2
+ ǫ

16
“

1−( ǫ
2)

2
”3/2 r

2 +O(r4)
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A l’ordre ǫ,







ṙ = ǫ
2
r − 1

8
r3 +O(ǫ2, r4)

ϕ̇ = 1 +O(ǫ, r4)

Les orbites périodiques sont données par les points d’équilibre de la première
équation, i.e. ṙ = 0, r 6= 0. Ces points sont r = ±r∗, r∗ = 2

√
ǫ+O(ǫ2), ǫ > 0.

• On a une bifurcation fourche dans les variables r. Les nouveaux points
d’équilibre ±r∗ correspondent à une orbite périodique. Celle-ci est stable
car

d

dr
ṙ

∣
∣
∣
∣
r=r∗

=

(
ǫ

2
− 3

8
r2

)∣
∣
∣
∣
r=r∗

= −ǫ < 0 si ǫ > 0

• On a une bifurcation de Hopf directe dans les variables (x, y). Au plus
bas ordre, le cycle limite stable est donné par (rt, ϕt) = (2

√
ǫ, t), ce

qui implique ωt = 2
√
ǫeit, zt = ωt + h(ωt, ω̄t) = 2

√
ǫeit + O(ǫ3/2) et

(xt, yt) = 2
√
ǫ (cos t, sin t) +O(ǫ3/2).
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