PHENOMENES NON-LINEAIRES ET CHAOS

Corrigé de la série 5: Points fixes et linéarisation

Exercice 10 Application logistique
On considere 'application logistique

fl@)=Xzx(l—2) 0<z<1,0<A<A4 (1)

1. Points fixes:

2. Linéarisation

Siz,=2x"+y,, ona
Tt Yuir = f (" 4 ya) = f(@) +(@)yn + O (v2)
v

ce qui implique que

Ynt1 = f/ ($*) Yn + ) (yz)
Yn = [f'(2*)]" yo
Yl = [f' ()" |yl

x* est donc linéairement stable si |f'(z*)| < 1, instable si |f'(z*)| > 1. Dans
notre cas, f'(x) = A1 — 2z).

e f/(x}) = X aussi 7 est stable si A < 1 et instable si A > 1.

f
o f'(x3) =2 — X aussi a3 est stable si 1 < A < 3 et instable si A > 3 ou
A < 1. Toutefois dans le dernier cas on remarque que xj3 ¢ [0; 1].
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3. Points fixes de f?:

(@) = M(@) (1 = f(@)) = Xa(l - 2)(1 = Az + Aa?)
On veut résoudre

0=z — f*(z) =z [N2® —2X°2> + (A + 1)z — A\* + 1]

=z | d—A+1] (N2> = AXA+1Dz+A+1)
—_—
Alz—a5 (X))
Nous avons utilisé le fait que 2 = 0 et 3 = 2% sont des points fixes de f2.
Si A > 3, on a deux nouvelles solutions:

A1+ /(A+1)(A=3)

xh =
* 2\
On vérifie que 23 (A = 3) = 2/3 = 25(3) et f(z1) = 2%. On a donc une orbite
de période 2: x7 SEAR xt SEIR 7 SEAR xt .. On peut calculer sa stabilité

en notant que
[FP@)] = F (@) @) = F@) @) = =2+ 20 +4 = [f2")]
L’orbite est donc stable tant que A < 1 4 v/6 ~ 3.45, puis instable.
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On remarque que le changement de stabilité d’un point fixe semble s’accompagner
de la rencontre avec un autre point fixe ou une orbite périodique (en fait, pour
A > 1+ /6, une orbite de période 4 apparait). Ce phénomene est appelé
bifurcation.

Exercice 11 Application standard
On considere 'application standard

Ynt1 = Yn — % sin 27w, (2>
Tyl = Tp + Yn — % sin 27, (mod 1)

1. Points fixes:

k=0
Yni1l = Yo = ksin27mx, = 0= ¢ ou
x*=0,1/2

Tpi1 =Tp =Yy =0(mod 1) = y* €Z

2. Linéarisation:
Posons z,, = x* + &, y, = y* + n, alors

Ent1 . &n y 5
( 1 ) - ( n ) O (§atto: &)

ou

A—D—f(x* " = 1 — kcos2mx* 1
DY) T —keos2mar 1

Comme det A = 1, le polynéome caractéristique est \> — Tr A\ + 1 = 0 dont
les valeurs propres sont

1 1 2
A ==-Tr A+ -TrA) —1
2 2

(a) |Tr A > 2= Ay € R, |[Ay] > 1, |A_| < 1: point hyperbolique.
(b) |Tr Al < 2= |As] =1, A\; = A_: point elliptique.

On a trois cas:

(¢) [Tr Al =2 = Ay =1 ou — 1: point parabolique.
Dans notre cas, Tr A = 2 — k cos 2wz*, donc

(a) k= 0: Tr A = 2, point parabolique ( les points sont instables, car on a
Yn = Yo, Tn = To + NYo)

(b) k>0, 2*=1/2: Tr A= 2+ k > 2, point hyperbolique (instable).

(¢) k>0,2*=0,TrA =2 — k ce qui implique que si 0 < k < 4 le point est
elliptique (linéairement stable), si k = 4 le point est parabolique est donc
instable; enfin si k > 4, le point est hyperbolique est donc aussi instable.



