Corrigé 4. Points fixes, linéarisation

Exercice 6. Systemes dynamiques linéaires

Soit le systeme dynamique linéaire

. . |01
x = Ax, A—L O]

et x = (x,y) La solution de condition initiale x( est
o tk Ak

x(t) =etlxg =Y —
= K

x0. 1)

La matrice A est telle que
AZk -1 A2k+1 — A

Par conséquent on peut récrire la série de 1’exponentielle de la maniére
suivante :

i th Ak i 12k i $2k+1

— =) —I+) ————A = cosh(t) +sinh(t)A.
= K =2k = (2k+1)!

Introduisant ce résultat dans (1) on obtient

x(t) = (cosh(t) + sinh(t)A) xy = ;Or?}}:gg s:)r;ﬁ((?) X0.
On trouve donc

x(t) = cosh(t)xp + sinh(t)yo

y(t) = sinh(t)xo + cosh(t)ypo.

Exercice 7. Modele de Lorenz (partie 1)

Soit le systeme

X =0y —x)
Yy=—xz+rx—y (2)
Z=xy—bz

oo > 0 fixé (dépend du fluide), > 0 un parametre (r ~ AT) et b > 0 fixé
par le modele (b = 8/3).



Points d’équilibres

Les points d’équilibres sont donnés par la condition * = 0,y = 0etzZ =0
dans (2), soit

O = (0,0,0),

Cy = (£x9, £x0,7 — 1).

ot xg = /b(r —1). Les points C+ n’existent que si ¥ > 1, avec C+ = O si
r=1.

Linéarisation

On linéarise le systeme (2) pour obtenir x = Mx + O (|x|>) ot M est la
matrice jacobienne.

- o 0
M(x,y,z)= |r—z -1 —x 3)
Y x —b

Linéarisation autour de O. La matrice jacobienne s’écrit

-0 o 0
M(0,0,0)=|r -1 0
0 0 —-b

Les valeurs propres sont solutions du polynéme caractéristique c(A) avec

c(A) = det [A — M(0,0,0)]
=(A+b)[A+(+DA+0(l1—71) =0

soit Ag = —b < Oet Ay = =% + 1,/(0 +1)2 —40(1 —r). Le signe des
valeurs propres A4 — et donc la nature du point fixe — évolue en fonction
der;ona

e Pour 0 <r <1, A+ < 0. Le point fixe est un puits, puisque dim E~ =
3etdimE" = dim E® = 0.

e Pourv = 1, A_ < 0Oet Ay = 0. Le point fixe est une bifurcation,
puisque dimE~ =2, dimE? = 1, et dim E™ = 0.

e Pourr >1,A_ < 0et Ay > 0. Le point fixe est un point hyperbolique,
puisque dimE~ =2, dimE® = 0, et dimE™ = 1.



Le théoréme de Lyapunov (théoréme 2.2 du cours) montre que 1’origine
est asymptotiquement stable si » < 1 (localement) et instable si r > 1.
L’analyse linéaire ne permet pas de conclure pour r = 1.

Linéarisation autour de C.. La matrice jacobienne s’écrit

-0 0
M(%xp, £x0,r—1)=| 1 -1 —xp
X0 X0 —b

et le polyndme caractéristique c(A),

c(A) = det [A — M(0,0,0)]
=AM+ (0+b+1)A*+b(r+0) A +20b(r — 1)
\——— — N e’ \———
a ap as

Si Ag, A1 et A, sont les valeurs propres de la matrice M(=£xg, £xo,7 — 1),
alors on a également

c(A) = (A —=2A0)(A = A1)(A = A2)
=A% — (Ao 4+ A1+ A2)A% + [(Ag + A2)Ag 4+ AA2]A — AgAgAn

Ainsi,

/\0+/\1+/\2:—a1:—(0+b+1) <0

()\1 —|—)\2))\0—|—/\1)\2 =ap; = b(i’—i—O’) >0 4)
=0sir=1
/\0/\1)\2——5[3——21?0’(1’—1){ <0sir>1

L’analyse du cas r = 1 est triviale puisque le polyndome caractéristique
devient factorisable; on trouve comme valeurs propres 0, —b, et — (o +
1). Toutefois, on peut sans calcul déduire le signe des valeurs propres a
partir de (4). En effet, une des valeurs propres se doit d’étre nulle et la
multiplication des deux autres doit étre positive alors que leur addition est
négative. Il s’ensuit que ces derniéres ne peuvent étre que négatives.

Pour r > 1, la condition AgA;A; < 0 implique qu’au moins une des va-
leurs propres est réelle négative, disons Ag, donc AqA, > 0.Sir = 1+¢€,
on doit avoir par continuité Ay et Ay réelles négatives. C’est-a-dire que les
points C+ sont des puits dans un voisinage de r = 1. Ces points ne de-
viennent instables que si et seulement si la partie réelle de A1 ou A, devient
positive. Comme A1, Ay # 0, ce n’est possible que si elles sont complexes
conjuguées :

{ /\1 = Reie
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FIGURE 1 -Modele de Lorenz. Quand 1 < r < r. (figure gauche), les trajec-
toires convergent vers les deux puits C+. Quand r < 1 (figure droite), les
trajectoires convergent vers le puits O (point noir dans la figure).

Le systeme (4) devient alors

Ao +2Rcosf = —ay
2RAgcosf + R? = ay
/\OR2 = —da3

OnaqueRe Ay =Re Ay =0sicosf =0, donc si

/\0 = —m
R>=a, = a4y = aj3
)\QRZ = —daj3

Cela donne la valeur critique
e o(c+b+3)
Y o-b-1

On vérifie quer. > 1sic > b+ 1, et que cos 0 devient positif lorsque r > ..
Sic <b+1,Re Ay = Re A, sont toujours négatifs.

En conclusion, la nature des points fixes C+ est la suivante (voir figure
1):

e v = 1, il s’agit d"une bifurcation fourche de I'origine car dimE~ = 2,
dimE® = 1etdim E* = 0.

o 1 <r<rgils’agitde puits car dimE~ = 3, dim E'=0etdimEt =
0.



e r = 1, il s’agit d"une bifurcation de Hopf car dimE~ = 1, dim E® = 2
etdimE" = 0.

e r > 1., il s’agit de points hyperboliques car dim E~ = 1, dim E® = 0 et
dimE*" = 2.
Exercice 9. Pendule amorti

Soit le systeme pour le pendule amorti suivant

6=—ab—sinf ; a>0 (5)

Systéeme du premier ordre

La transformation de (5) en un systéeme de premier ordre se fait en intro-
duisant w = 6, on obtient alors

{9:“ ©)

W= —aw —sinf

Points fixes

Les points fixes sont déterminés par les équations w = 0 et sinf = 0 ce qui
implique que 6 = 0 et 77 dans l'intervalle qui nous intéresse.

Linéarisation autour de (0,0)

019 L)[7] e draro=o -

Les valeurs propres sont A+ = —f+ /2 —1,0u = 5. llyadonc4cas:
o & =0, A+ = +i, il s’agit du centre (linéairement stable).
e 0<a<2 A=A, Re)rs=—B<0,il s’agit d'un foyer stable.

e x =2, A = A_ = —1, non diagonalisable, il s’agit d"un noeud im-
propre.

o a>2,A, #A_, AL € RY, il s’agit d'un noeud stable.



a=00

FIGURE 2 - Espace de phase du pendule amorti linéarisé autour de (6, w) =
(0,0) pour différentes valeurs de a. Sont représentées les trajectoires de
conditions initiales (8 = 0,w € A) (foncées) et (6 € A, w = 0) (claires) ou
A=[-m, —m/6]U][r/6,m].

Afin d’illustrer la méthode discutée au cours, calculons explicitement
les solutions de Eq. 7, avec condition initiale x(0) = (6y, wp). Les vec-
teurs propres de la matrice sont z+ = (1, A+). Nous aimerions décomposer
x(0) = @z +a_z_, que l'on peut écrire x(0) = Za ot Z = [, ' |.On
adonca = Z71x(0) avec Z71 = m [ _AA[ 1] dou

wo — }\_90)

1
N, = ——u—

= 8
VAT | ®)

o= —w

zm( +Y0 0

La solution de (7) est donc

x(t) = Re [uc+eA+tz+ + oc,eA—tz,} )
e n=0:Ay =4i,z4 = (1,£0),ax = %[90 F iwp]. La solution de 9 est

6(t) = 0y cost + wysin t, c’est bien la solution du systéeme § = —6, on
voit d’ailleurs bien sur le portrait de phase (figure 2), des cercles.

e 0 < <2: AL = —ﬁii\/l—ﬁz,zi = (1,—‘B:|:l'\/1—‘52),06i =



FIGURE 3 - Espace de phase du pendule amorti autour de (6,w) = (0,0)
pour différentes valeurs de a.

. (AJ()-‘rﬁ@o

1

o(t) =e P! |:90COS\/1 — Bt + C\U/Ol—k_ii?sin\/l —ﬁzt}

Il y a amortissement sous-critique, ce qui se traduit sur le portrait de
phase, par une spirale convergeant vers 1’origine (figure 2).

]. La solution de (9) est

e x=2:A; = -1,z = (1,—-1), c'est le cas non diagonalisable. Dé-
composons

[0 L= 8]l Y] =sew

ouS =-1=¢St=etet N2=0= eVt =1+ Nt La solution de



FIGURE 4 - Espace de phase du pendule amorti autour de (6,w) = (0,0)
pour différentes valeurs de a.

(9) est alors

o)) ~ [e7 00+ (6 + wo)t]
] =¢ AN <) = Lyt @

Le portrait de phase d’un tel systeme est illustré dans la figure 2.

e >2: A =B+ \/B-1,z0=(1,-BE /B 1), ar = [0+
0 . , .
“\J/O%] La solution de 'Eq. 9 est 0(t) = a e + a_et, il y a amor-

tissement sur-critique. Notons que si > 2, |[A_| > |A|. Le portrait
de phase est illustré dans la figure 2.



Linéarisation autour du point (77, 0) En posant 6 = 71 + 7, le systeme
linéarisé est

m:[g ja] m ;o fitanp—n=0 (10)

Le valeurs propres sont A = —f £/ B%+ 1, on voit que A+ € R%. Aussi,
il s’agit d'un col (instable) quelle que soit la valeur de g > 0. Les vecteurs
propres sont z4+ = (1,,A1) etonax(0) = ayzy +a_z_ollar = 5[0+
Bbo+wo

\/ﬁ} et donc

0(t) = are +a_et!

Portraits de phase

Les variétés stables et instables du point hyperbolique sont déformées par
la non-linéarité (voir figures 3 et 4), mais existent globalement. Lorsque a =
0, I'énergie E(6, 0) = %92 — cos 0 est conservée, les orbites sont données par
les lignes E = const. Les variétés stables et instables, qui correspondent a
E =0, se rejoignent.

Ce n’est plus possible dans le cas dissipatif « > 0, car sinon la région entre
ces variétés ne serait pas contractée. Les orbites ne se coupent pas, les va-
riétés instables doivent s’enrouler autour de I'origine ou autour d’un cycle
limite. En utilisant des fonctions de Liapunov, nous verrions qu'iln’y a pas
de cercle limite.



