PHENOMENES NON-LINEAIRES ET CHAOS

Corrigé de la série 1: Fonctions génératrices

Exercice 1 Billard (Stade de Bunimovich)
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On doit trouver une expression pour la longueur de la corde I(s,, s,+1) entre deux
points s, et s, situés sur le bord 9@ du billard.
Soit (X (s),Y (s)) les coordonnées cartésiennes qui décrivent 9Q) alors

[N

I(Sn, Snt+1) = {[X(Sn-irl) - X(Sn)]Q + [Y(8n11) — Y(Sn)]Q}

ceci donne
Ol(Sny Sna1) 1
ptet) e (X () ~ X ()] 0, (X (52)
+ [Y(sn41) = Y(sa)] Os, (=Y (sn))} (1)
Il s’agit de montrer que ceci est égal a u,, = — cos ©,,.
La direction de la droite r est ( gs" i/(((j”)) ) =1 et 1" équation de cette droite est:

a>0

<

{ X(a) = X(sn) + 05, X (5n)
Y(a) =Y (sn)+0s,Y(sn) ’

X(spy1) — X(sn) AX
s’agit de la perpendiculaire a la droite qui contient le segment [(s,,, $,+1). Donc I’
équation de la droite est:

: X(ﬁ) :X(Sn—i-l) —AY [
& {Y(ﬁ)ZY(sn+1)+AXﬁ ., B>0

Pour la droite p, la direction est ( Y(sn) = V(1) ) = ( —AY ) = 1 car il
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Considérons maintenant l'intersection entre r et p, on a le systéme suivant:

X(Sn) + 0STLX(S,~L) ap = X(Sn+1) - AY ﬁT
Y Sn) + 88nY($n) ar = Y(Sn-i-l) + AX ﬁT

(
— (AX)2 = asnX(Sn)AXO{T + AYAXﬁT
(AY)2 = asnY(Sn)AYO{T - AXAYﬁT

= (8, Spt1) = ar {0s, X (50)AX + 0,,Y (5,)AY} (2)
La distance entre le point (X(s,), Y (s,)) et T, notée r, est

= [Xr = X(sa)]" + Yo = Y(50))"
soit en utilisant 1’équation de la droite r avec a = ar,
Ti = O‘?F {[asnX(3n>]2 + [asny(8n>]2}

Il est clair que (s, Sp11) = cos ©,r,, ainsi

cos 0, = Hsn, Sns1) i
ar {[0s, X (sn)] + 05, (sn)]* } 2
@) [($n, Sn+1) 05, X (50)AX 4 0,,Y (5,)AY
{100, X ()] + [0, Y ()} P(sns $n41)
- ﬁ {[X (5ns1) = X(50)] Ou (X (50)) + [V (5m41) = Y (50)] Os (Y (50))}
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Ce qui montre % = —c0osO,, = u,

Pour la deuxiéme égalité on a

Ol(sn, Sp+1) 1
Dorms  1(smiomin) {IX (5011) = X (50)] Dersr (X (8041))
+ [Y(snt1) = Y(802)] Ospsr (Y (8041)) } 3)

ainsi les droites r et p sont:

. X(a) = X(55) = O, 1 X (Sp41) @ .
T { Y(a) =Y (sp) — 05,0, Y (Snt1) @ ; >0
. X(B)=X(sn) —AY B
& {Y(ﬁ)ZY(sn)JrAX@ , >0
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Les mémes considérations que précédemment donnent

1?(5p, 8p41) = (AXasn+1X(8n+1) + AY 0, Y (3n+1))

T'ny1 = O
1(Sy, Spt1 Ol(s,,, Sni1
COS@n_H: (na n+)(:) (m n+)
Tn+1 a8n+1

d’ou
Ol(Sny Sns1)

=080, 11 = —Upy1
asn—i—l

Exercice 2 Dynamique hamiltonienne

Rappel de mécanique analytique

1. Considérons un systeme hamiltonien avec espace de phase I' = (), ¢) ou

[_': (plap2a s >pN);(7: (QI>q27 <. aQN)]
Les équations canoniques bien connues sont

OH (p.q,t) . _ OH(p,q,t)

— 1<EkE<N 4
gy, o Opx, - )

pr=—

Un changement de variables dans ’espace de phase I" (9, ) — (13 , @) est appelé
transformation canonique si 3 2N équations inversibles (dans un ouvert de I')

Qr = Qk(ﬁﬂf
Py, = Py (P, 4.

£y 1<k<N
t) (5)

telles que la forme des équations canoniques dans les nouvelles variables est
préservée, i.e. si I'on a

OH (13, d, t)

éﬂ1<ﬁ4§¢>
0Qs ;

P, = — ), = 1<k<N
) Qk P, <k< (6)

ol H(]3 .0, t) est le nouvel hamiltonien du systéme.

2. Il est clair que (4) resp. (6) rend stationnaire ’action

t1
SZ/ dt (Zpkq'k—ﬂ(ﬁ,fﬁt)>
to k

t k

0

resp.



on a donc 6MWS = 0 resp. 6(VS = 0; clairement la condition au bord dq(to) =
dq(t1) = 0 resp. 0Q(tp) = 0Q(t1) = 0 est prise en compte. Ainsi

t1
S=8+ / %dt (VW () =0 =MW (L))
to

Donc
—— = s — H(p. G, 1) {Z PQir —H(P, Q. )} (7)
K

La dépendance de W par rapport aux variables p, ¢, 15, Q, t est par:

(a) on a (2N + 1) variables indépendantes a cause de (5).

(b) W doit dépendre des nouvelles et anciennes coordonnées.

Ceci donne finalement 4 possibilités:

. Depuis Wi(q, @, t) et en utilisant (7), on trouve

dWl an 6W1 . an
o T o T g

= pede — H(D, q,t) {ZPka— H(P,Q.t )}
k

d’ou
oW, ) ) (8W1 ) 8W1 o I
+ + P, + +H(p, ¢, t)—H(P,Q,t) =0
5 (G )i (5@ (5.2.0)~H(P.G.1
Les g et Q) étant indépendants, on doit avoir
oW1 (7, G, t) Wi (7, Q1)
— = = s =Y T = _P 1<kE<N 8
g P oQx, § - (®)
et

aVVI (q_: @7 t)
ot

} = (0 est nécessaire pour l'inversion de

H(P,Q,t) = H(p,q,t) +

9°W1
0q10Q

La condition "technique”: det {
(8).

Pour le cas de W(q, P, t) on remarque que

Wa(@, P.t) = Wi(q,Q.t) + > QuPx
k

d’oun

OWo(q, P,t) ~OWA(q, P,t)

- = < k<
o Pk P, Qk 1<kE<N 9)



1. La transformation infinitésimale
Qr=qr +0q: ; DPp=pi+0ps (10)

est donnée par

W (q, P) :Z G P + €G(q, P) e petit
%

car »_, gy P, donne la transformation triviale

Qr=aq ; Pi=ns

et dqg, dpy sont considérés infinitésimaux. Par (9) on a

7, P 7, P
an an
et
oW, (g, P) 0G(q, P)
= 2\ - == 7 1<E<N
Qr P, qr + € oP, <k <
avec (10)
__99(q,P)
L) 0 =T 1<k<N
5Dy — —¢ 99(@P) =R =
Pk = € Bqr,

et pour la premiere on peut écrire

G 3G dpy G 2
0Py _apkapk _apk+0(€>

G est donc considéreé ici comme fonction de (g, p) seulement.

2. Appliquons ceci au cas hamiltonien, on a

sq — at 22D _ v — g,
apk
spp — —dt 2L PD gy ap,
an

On a donc la situation suivante:

t —(q.p)
t+dt — (Q,P)
évolution pendant dt : (gdt, pdt) = (dq, dp).

On a donc que la transformation canonique change les coordonnées au temps ¢
dans celles au temps t+dt, I’évolution du systeme dans l'intervalle de temps dt
peut étre décrit par une transformation canonique infinitésimale générée par
I’hamiltonien.

L’évolution de t = ty a t = t; est donnée par une suite de transformations
canoniques infinitésimales qui est encore une transformation canonique.

Enfin, notez analogie entre [(s,, sp41) et la fonction génératrice Wy(q, Q).



