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Ce cours a pour objectif de donner une image générale de la théorie quantique de champs, ou
quantum field theory (QFT) en anglais. I’élément clef est la mise en commun de la théorie quantique
et de la relativité restreinte. En découle un champ d’application extrémement large qui s’articule
autour de trois domaines principaux :

— La physique des particules élémentaires et de leurs interactions, résumé par le Modele Stan-

dard ;

— Le formalisme de la physique de la matiere condensée, avec des applications telles que la
supraconductivité, la superfluidité, les transitions de phase;

— La physique de l'univers proche du Big Bang : fluctuations primordiales dont provient la
formation de la structure de l'univers, évaporation des trous noirs (rayonnement de Hawking),
etc. ;

On se concentrera ici sur le premier domaine. La premiere partie élabore pas a pas les notions
essentielles : champs classiques libres, quantification et champs quantiques libres, classifications des
différents types de champs, symétries discretes et continues. Dans la seconde partie, on introduira les
interactions fondamentales entre ces champs. En particulier, on établira la théorie des diagrammes
de Feynman, qui permettront de calculer des temps de vie ou des sections efficaces. On posera les
principes qui régissent la construction de Lagrangiens, ce qui permettra alors de jeter les bases du
Modele Standard de la physique des particules. On exposera ce dernier dans ses grandes lignes a la
toute fin de ce cours.

On obtiendra alors une image générale de I’ensemble des interactions fondamentales a I’exception
de la gravitation. Le probleme d’une théorie quantique de la gravitation est toujours ouvert et fait
l’objet de recherches intenses : on parle en général de physique au-deld du Modele Standard (physics
beyond the SM).

Remerciements Je tiens a remercier chaleureusement mon collegue Frangois Genoud pour sa re-
lecture attentive de ces notes et ses commentaires tant pédagogiques que conceptuels. Nous espérons
tous deux que ce polycopié sera de quelque aide a ses lecteurs.
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Premiere partie

Les Champs Libres






Chapitre 1

Champs classiques et principe de
moindre action

Apres une breve introduction ot nous définissons le systeme d’unités le plus simple qui est
utilisé par la physique des hautes énergies, nous donnons une image générale du Modele Standard
de la physique des particules en guise de motivation. L’ensemble des concepts introduits ici sera
développé en détail dans la suite du cours.

Avant d’attaquer le formalisme quantique, il est essentiel de comprendre le cas classique. La
théorie quantique des champs provient de la quantification canonique du formalisme lagrangien
classique relativiste. Les notions de mécanique analytique serviront donc de base a ce cours. En
particulier, nous établirons les équations du mouvement associées a un Lagrangien quelconque a
’aide d’un principe variationnel fondamental en physique : le principe de moindre action®.

1.1 Le systeme d’unités

En théorie quantique des champs, il est d’usage d’utiliser un systeme d’unités qui simplifie
considérablement les expressions. En effet, il apparait quatre unités différentes dans le SI :

— la longueur [L] en m,

— le temps [t] en s,

— la masse [M] en kg,

— la température [T] en K.
Par ailleurs, il existe quatre constantes fondamentales, & savoir

— la vitesse de la lumiere ¢ = 2.99 - 103 =,

— la constante de Planck A =1.05-1072" erg - s,

— la constante de la gravitation G = 6.67 - 10711 %.22,

— la constante de Boltzmann kg = 1.38 - 1016 %.
Il y a alors plusieurs choix possibles. Le plus ‘extréme’ d’entre eux, utilisé essentiellement en gravi-
tation quantique et en théorie des cordes, consiste a poser ¢ = h = G = kg = 1, auquel cas toutes
les grandeurs deviennent sans dimension. Pour la suite de ce cours, on fera le choix de poser

c=h=kg=1 (1.1)

et de tout exprimer dans une méme unité d’énergie, le GeV' = 10°¢V. Rappelons qu'un eV (életron-
volt) est I’énergie acquise par un électron accéléré par un potentiel de 1 V. En utilisant les contraintes

Laussi appelé principe de Maupertuis ou principe de Hamilton.
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imposées par le choix des constantes sans dimension, on peut facilement retrouver les facteurs de
conversion :

longueur : GeV~! = 1.97-107' em,
temps: GeV ™! = 6.58-107% s,
masse : GeV'tl = 1.78-107% ¢,

température : GeV't! = 1.16-10" K,

action :  GeV?,

et de méme pour toute autre unité.

1.2 Les interactions fondamentales

La théorie actuellement acceptée par la majeure partie de la communauté repose sur quatre
interactions fondamentales :
— l'interaction gravitationnelle, la plus faible de toutes, mais a laquelle sont soumises toutes les
particules;
— l'interaction faible, qui est responsable par exemple de la désintégration 5 ou de la désintégration
du muon :

n—p+tetre,
pt = et e+ 0,

— l'interaction électromagnétique, responsable de la stabilité des atomes. Un processus typique
serait par exemple la désintégration du pion :

=yt

— l'interaction forte, qui joue un role essentiel dans la stabilité des noyaux atomiques.
On notera au passage que ce cours concerne exclusivement les trois dernieres, la théorie quantique en
présence de gravitation représentant précisément 'un des défis principaux de la physique moderne.
En conséquence, la métrique utilisée sera toujours celle de Minkowski, qu’on dénotera par

N = diag(l,-1,—-1,-1).

Chacune de ces interactions est transmise par une ou plusieurs particules qu’on appelle les
médiateurs :

— pour l'interaction gravitationnelle, le graviton, de masse nulle et d’hélicité +2;

— pour linteraction faible, les trois bosons intermédiaires W* et Z, massifs (m ~ 100 GeV) et

de spin 1;

— pour l'interaction électromagnétique, le photon v de masse nulle et d’hélicité £1;

— pour l'interaction forte, huit gluons eux aussi sans masse et d’hélicité +1.

Finalement, toutes les autres particules se divisent en deux classes, en fonction de leur sensibilité
aux différentes interactions :

— les leptons, qui subissent 'interaction faible et électromagnétique. Ce sont

I’électron e | m, >~ 0.5 MeV | son neutrino v,
le muon p | my, ~ 105 MeV | son neutrino v, | m, #0, m, S1eV
le tau 7 m, >~ 1.8 GeV son neutrino v,

Tous les leptons sont des fermions de spin %
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— les hadrons, qui participent aussi a l'interaction forte. Ils sont tous constitués de quarks et
d’antiquarks en de multiples combinaisons possibles. On distingue
— les baryons constitués de trois quarks,
— les mésons, états liés d'un quark et d’un antiquark.
On connait six types de quarks, réunis en deux groupes qui se différencient par leur charge

électrique :
Q=+2 Q=—3
Up u my >~ 1.5 —4.5 MeV | Down d mqg>~5—8 MeV
Charm ¢ | me ~1—1.4 GeV Strange s | mg ~ 80 — 155 MeV
Top t my ~ 175 GeV Bottom b | mp ~4 — 4.5 GeV

A nouveau, tous les quarks sont des fermions de spin %

— Le Modele Standard postule en sus une particule supplémentaire, le boson de Higgs qui n’a
pas encore été observé dans les accélérateurs. Il devrait normalement se manifester dans le
futur LHC actuellement en construction au CERN.

La premiere partie de ce cours développera les bases nécessaires a la compréhension des différents
types de particules (i.e. de champs), briques qui seront utilisées dans la seconde pour revenir en
détails sur la structure et la classification esquissées ici. On notera que toute la matiere stable
qui nous entoure est constituée uniquement de protons (uud), de neutrons (udd) et d’électrons. Pa-
rallelement, le nombre de hadrons instables est immense. L’objectif de ce cours est une compréhension
des propriétés essentielles des particules élémentaires, de leurs interactions (i.e. des processus de
collision) et de leur désintégration (i.e. de leur temps de vie). On obtiendra alors une image globale
de cet univers grace au Modele Standard.

Pour atteindre cet objectif, il suffira d’appliquer le formalisme de la théorie quantique a des
systemes de champs classiques relativistes. Commengons donc par une breéve révision de mécanique
analytique.

1.3 Les formalismes lagrangien et hamiltonien

Alors que la mécanique quantique traditionnelle se base principalement sur le formalisme ha-
miltonien, c’est le Lagrangien qui joue un rdle central en théorie quantique des champs. Avant
de développer la théorie classique des champs, nous rappelons sans démonstration les principaux
résultats de mécanique analytique.

1.3.1 Meécanique analytique

Pour décrire un systeme physique a N degrés de liberté, on choisit un ensemble de N coordonnées
généralisées {Qz}f\; Il existe alors une fonction de ces N variables, de leurs dérivées temporelles et
éventuellement du temps, qui caractérise entierement le systeme : le Lagrangien

L=L{a} {¢},1) -
On définit alors I'action par
to
Sla)i= [ dtLla st . (12)
t1

Toute I'information concernant le systéeme est entierement contenue dans cette fonction fondamen-
tale.
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On peut finalement énoncer le principe variationnel qui régit la dynamique. Etant données les
conditions de bords g¢; (t;) = qgm) et g; (t2) = qgom), le principe de moindre action postule que le
systéme évolue de telle sorte que I'action le long de la trajectoire physique soit extrémale (en général
minimale), i.e.

05 =0 sur une trajectoire physique . (1.3)
On en déduit aisément les N équations du mouvement, ou équations d’Euler-Lagrange :

doL oL

— = ,=1...N . 1.4
@oq  oq (14)

Une formulation équivalente du probleme a été proposée par Hamilton. A partir du Lagrangien,
on définit les N impulsions généralisées {p;}, conjuguées aux coordonnées {g¢;}, par

o
- 0g;

i i=1...N. (1.5)

L’Hamiltonien est alors défini comme la transformée de Legendre du Lagrangien :

H=H{aq} {pi},t) =pigi — L, (1.6)

ol les ¢; sont implicitement considérés comme des fonctions des g; et des p;, au travers de ’éq. (1.5).
Notons que dans cette formule et dans toute la suite de ce cours, on utilisera la convention de
sommation d’Einstein. Du principe de moindre action et des définitions ci-dessus, on obtient un
ensemble de 2N équations du premier ordre, équivalentes a (1.4), les équations de Hamilton :

OH

) OH

Finalement, on peut écrire ces équations sous une forme qui met en lumiere la structure algébrique
de la physique :

¢ = {H,q}, (1.9)
pi = {M,pi}, (1.10)

ou {A,B} = Zfil [gﬁ gf - g—?g—f} est le crochet de Poisson des deux fonctions A et B.

1.3.2 Des points matériels aux champs classiques

Jusqu’ici, nous avons considéré un systeme a N degrés de liberté. La notion de champ apparait
lorsqu’a chaque point de ’espace &, on associe un ou plusieurs nombres réels ou complexes. On passe
deq,i=1...N,aqz & €D, ou D CR" On passe donc & un nombre infini non dénombrable de
degrés de liberté. Il est d’usage d’utiliser une nouvelle notation

=)
81
Il

-

—

aﬂ
I

N2
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Par exemple, en électrodynamique classique, on trouve les champs suivants :

AP (t, %) : le 4-potentiel
E (t,Z): le champ électrique
B(t,Z): le champ d’induction

Finalement, I’évolution du champ est compléetement caractérisée par la densité lagrangienne
Z (¢ (t,Z),0,¢ (t,Z)) qui produit le Lagrangien par une simple intégration :

L[¢,0,0] ::/Dd?’x.f(d)(t,f),aﬂaﬁ(tj)). (1.11)

L’action correspondant a ce champ se note alors :
S16.0,0] = [ d'a.2 (0(0.5). 0,0 (0. 5)) (112)

ol d*x = dt d>x est la mesure d’intégration sur le 4-volume d’espace-temps.

Notons que le passage d’un indice discret a un indice continu a fait des grandeurs comme ’action
et le Lagrangien (ce serait aussi le cas de 'Hamiltonien) non plus de simples fonctions des ¢;, mais
des fonctionnelles réelles des champs ¢ et 0,¢.

A partir d’ici, on notera simplement x, voire z#, u =0, ..., 3, pour le couple (¢, ), i.e. pour les
coordonnées contravariantes.

Dérivée fonctionnelle Comme les objets mathématiques que nous devons traiter sont main-
tenant des fonctionnelles, il s’agit d’étendre la notion de dérivée a ces nouveaux objets. Nous en
donnons ici une définition restreinte, mais qui sera suffisante pour la suite de I'exposé. Soit une
fonctionnelle F' [¢]. On définit sa dérivée fonctionnelle M:;fgg)] par la généralisation du quotient de

Newton suivante :

P[] _ o Flot) + e —y) = Flow)] L
0p(y) =0 €
et on remarque qu’en général, la dérivée fonctionnelle est une distribution. En particulier, on a
69 (x)
=d(x—vy). 1.14
o =) (114)

Equations du mouvement Par une application du principe de moindre action, .5 = 0, déduisons
les équations du mouvement pour le champ. Soit S [¢, 0,¢], 'action. Considérons une solution des
équations du mouvement ¢g(z), et une perturbation d¢(x) de cette solution :

¢(x) = do(x) + 6o (x)

qui satisfasse encore les conditions de bords, i.e. d¢(xz) = 0 pour t = t; et t = t5. On exige de plus
que la variation soit ‘locale’, i.e.

0p(x) — 0 (|Z] = +00).
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Calculons la variation de I'action liée a cette perturbation :
0L
= [ s (2164 00.0,0 + 8,00 - 2 [6.0,0)) = [ d's { 50+ - a[auqﬁ]}

0[0,9]
fo (- 5o} o () 25
o {2 o= e ()

ou on a utilisé le fait que la dérivation et la variation commutent, et ou la quatrieme égalité provient
d’une intégration par partie et d’'une application du théoreéme de la divergence ; le premier terme de
surface disparait puisqu’on a supposé que la variation satisfait toujours aux conditions de bord, et
le second est nul puisque la variation est locale et que I’on peut prendre comme surface ¥ une sphere
dont on fait tendre le rayon vers l'infini. La variation d¢ étant quelconque, on obtient 1’équation
d’Euler-Lagrange pour le champ ¢ :

502 o [02 )
A LI |

C’est ’équation fondamentale du mouvement pour le champ ¢.

(1.15)

Formalisme hamiltonien On définit le champ 7 (z), 'impulsion conjuguée au champ ¢(z) par
la formule
0%

m(z) = e (1.16)

oll ¢ = dy¢. La densité hamiltonienne H (¢(x), dip(x), m(x)) est alors définie par
H =np— L, (1.17)

et ’'Hamiltonien du systéme est une fonctionnelle des champs ¢, 0;¢ et 7 :

(6, 0ib, 7] / B A ($(z), 0:(x), m()) - (1.18)

On définit alors les crochets de Poisson pour des fonctionnelles A[¢, 7] et B¢, 7] par

6A5B JAJB

et on insiste sur le fait qu’il s’agit a nouveau de dérivées fonctionnelles. On a alors les relations
canoniques suivantes :

{n(t,7),6(t,7)} = 0¥ (@~ 7). (1.19)

Les équations du mouvement sont alors
¢ = {H.¢}, (1.20)
& = {H,7}. (1.21)

Bien qu’avec les éq. (1.15) et (1.20), nous ayons explicitement les équations du mouvement
sous une forme extrémement général, il s’avere en pratique qu’il est souvent plus aisé de revenir
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au principe de Hamilton original pour dériver les équations du mouvement, donc de faire varier
I’action directement et d’imposer qu’au premier ordre, la variation s’annnule.

Rappelons que nous avons introduit ici la notion de champ et dérivé les équations du mouvement,
tant & partir du Lagrangien que de I’Hamiltonien. Mais il s’agit toujours d’une théorie classique,
aucune quantification du champ n’étant intervenue & ce stade. Appliquons ces résultats & deux
exemples importants : ’électrodynamique classique et le champ scalaire classique. Nous en profitons
pour illustrer la remarque ci-dessus.

1.3.3 Exemples

Les équations de Maxwell Rappelons quelques éléments d’électrodynamique dans le vide. La
théorie repose entierement sur le tenseur de Maxwell F'*¥ (antisymétrique et deux fois contrava-
riant), défini & partir du 4-potentiel A* :

P = grAY — 9” AF (1.22)

Les deux premieres équations de Maxwell sont alors automatiquement satisfaites :

. OB _
Eupe0"FP7 =0 — divB=0 & E—i—rotE:O. (1.23)

Les deux dernieres peuvent étre réécrites de la maniere suivante :

. OF .
OuF" =0 &= divE=0 & - -rotB=0. (1.24)

On montre maintenant que ce systeme d’équations peut étre redérivé d’un Lagrangien et du
principe de Hamilton. Soit le Lagrangien de ’électrodynamique

1
&L = =1 Fu P (1.25)

Dérivons les équations du mouvement :
68 = [ d* L F 0F" +§F,,F*] s = [ d* 1F oAV — Q9 AH
= z _Z[MV T ol J¢= z ) o - ]
= / d'x {—0"F,,0A"} = / d*z {0, F"}5A, ,
ou la derniere ligne est obtenue par une intégration par parties et I’antisymétrie de F*. En imposant
que cette quantité s’annule, on retrouve bien les équations (1.24).

On a donc réussi a réduire le systeme relativement compliqué des équations de Maxwell pour les
champs E et B a un simple et élégant principe variationnel. On voit une fois de plus ici la puissance
du calcul variationnel en physique.

Dimensions : [S] : GeV?, [Z] : GeV*, [A,] : GeV''.

Le champ scalaire classique Un autre Lagrangien typique est celui du champ scalaire. Soit
1 1 A
&L= -0,00"p — —m?¢? — =t . 1.26
Alors

58 = /d4x {0,006 — m*$d¢ — A\p*0¢ } = /d4x {-0,0"¢ —m?p — Xp*} 69,
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d’ou les équations du mouvement :
00" +m*p+ Ap® = 0. (1.27)

Dimensions : [.Z] : GeV?, [¢] : GeVl, [m?] : GeV?2, [\ : GeVO.
On peut ici illustrer ’équivalence des formalismes lagrangien et hamiltonien. On a successive-
ment :

oY

9L 1.28
"= 0 (1.28)
2 1 2 1 1 2 42 A 4
= H=7"- 57 + 58@3@—1— 5m o° + Z(;S (1.29)
— M= /d%: {;7# + %(w)? + %m2¢2 + 2¢4} , (1.30)

ou V¢ = 0;¢. Les équations de Hamilton sont alors

b=tror= [ s {Z o)} = [@ansta—y) =
7={H,r}= /d?’x H;(w)%} + {;m%?m} + {}zf*m}] = V2 —m2p — \p>.

On retrouve donc bien ’éq. (1.27).

Les deux exemples ci-dessus sont tout a fait représentatifs du genre de calculs qui apparaissent
tres souvent lorsqu’on dérive les équations du mouvement pour des champs quelconques (intégration
par parties, montée et descente d’indices, ...). Il est donc important de bien comprendre les étapes
effectuées ici, et le lecteur est vivement encouragé a refaire les calculs par lui-méme.



Chapitre 2

Symeétries continues et lois de
conservation

Ce chapitre est consacré a I'un des concepts les plus importants en physique, et a fortiori en
théorie des champs, les symétries et les lois de conservation. C’est méme la le principe premier qui
guide les physiciens lorsqu’ils tentent de proposer un nouveau Lagrangien, une nouvelle théorie.
Parmi I’ensemble des symétries possibles, le groupe le plus important dans le cas des champs
libres est le groupe de Poincaré (et de Lorentz), et en particulier ses sous-groupes, les translations
temporelles et spatiales, les rotations. C’est en fonction des propriétés de transformation des champs
sous l'action des opérateurs associés que 'on pourra alors établir une classification des champs :
scalaire, vectoriel, tensoriel. Mais commengons par définir quelques concepts.

2.1 Rappels élémentaires sur les groupes

En théorie quantique des champs, toutes les transformations considérées forment des groupes, le
plus souvent méme des groupes de Lie. On rappelle donc ici quelques éléments essentiels de théorie
des groupes.

Définition Soit G, un ensemble. Soit o, une application de G x G dans lui-méme, i.e.

o: GxG — G (2.1)
(91,92) +— G109

On appelle groupe le couple (G, o), avec les axiomes suivants :

1. (associativité) (g1 oga)ogz=g10(g2093), ¢ €G

2. (élément neutre) 3e € G tel que goe=ecog=g, VgeG

3. (inverses) Vg€ G, 3g ' € Gtelque gog ! =g log=e
le groupe sera qualifié d’abélien si, de plus, g1 0og2 =g2091, 91,92 € G.

En termes physiques, on réinterpréete ces différents points de la maniere suivante. Un élément d’un
groupe représente une transformation appliquée au systeme. Le produit de deux transformations
sera encore une transformation, I’élément neutre représente I’absence de transformation, et pour

toute transformation, il en existe une autre qui ramene le systeme a son point de départ. Si le
groupe est abélien, 'ordre dans lequel on effectue deux transformations n’importe pas.

11
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Définition Soit (G,0), un groupe. (G,0) est un groupe de Lie s’il constitue aussi une variété
différentiable.
Autrement dit, chaque élément du groupe g € G peut étre paramétrisé par un nombre fini' n de
nombres réels o ... ay,, tels que la carte g = g (o ... ay,) soit infiniment différentiable?.

De plus, on exigera que les opérations de groupe

o: GxG — G, (g1,92) — g10g2, (2.3)
1

)

TG — G g

soient différentiables.
En physique, on choisira en général une paramétrisation telle que o = 0 corresponde a 1’élément
neutre du groupe.

2.2 Groupes de Poincaré et de Lorentz

L’invariance de Poincaré (ou de Lorentz) est I'un des principes les plus solidement ancrés dans
les théories physiques. Elle reflete le principe de la relativité restreinte, associé & 'invariance de la
vitesse de la lumieére dans tous les référentiels en translation uniforme 'un par rapport a 'autre.
Les symétries, et en particulier celle de Lorentz, sont le principe premier lors de la construction de
Lagrangiens en théorie des champs.

Définition On montre en géométrie différentielle élémentaire que lors d’une transformation de

coordonnée z# — 2#, la métrique g,,, se transforme selon la loi suivante :

oz* 9P
G () — g,,(2") = B W%B@f (2.5)

Le groupe de Poincaré est 'ensemble des transformations qui laissent la métrique de Minkowski
invariante. L’intégration de 1'éq. (2.5) montre qu’elles peuvent toujours s’écrire de la maniére sui-
vante :

ot — M = A" +at ou map = A AN g (2.6)

C’est la généralisation du groupe de Galilée compatible avec la constance de la vitesse de la lumiere
postulée par Einstein. On dénotera les éléments de ce groupe par le couple (A,a). On laisse au
lecteur le soin de vérifier qu’il s’agit bien ici d’'un groupe pour les opérations suivantes :

(AQ, 112) @] (Al, al) = (AQAl,(IQ —+ Agal) s (27)
(Aa a)_l = (A_lv _A_la) .

En utilisant I’éq. (2.6), on montre que la matrice A n’a que 6 composantes indépendantes. En effet,
la caractérisation des A se réécrit matriciellement

AelL < AT'pA=n, (2.9)

A cela, il faut ajouter les 4 composantes de a*. Le groupe de Poincaré est donc un groupe a 10
parametres.

Le groupe de Lorentz L est le sous-groupe du groupe de Poincaré pour la valeur particuliere
a* = 0, i.e. sans les translations dans I’espace-temps. C’est donc un groupe a seulement 6 parametres.

1En fait, on peut aussi considérer des variétés de dimension infinies, mais nous n’en utiliserons pas dans le cadre
de ce cours.

2 Attention, on utilise ici un léger abus de notation, usuel pourtant. Le lecteur intéressé pourra se référer, par
exemple au livre de M. Nakahara ‘Geometry, Topology and Physics’ pour plus de détails.
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Propriétés A partir de la condition énoncée dans (2.6), on voit immédiatement que A satisfait
aux deux contraintes suivantes :

(detA)? = 1 (2.10)
3

(A%)7 = 1+ AlAY, (2.11)
=1

En conséquence, le groupe de Lorentz contient 4 composantes connexes, notées EL, ET_, Li et £F ,
selon que det A = £1 et A% > 1 ou A% < —1. On a donc le tableau suivant :

Ll | A% >1et det A =+1
£l | A% >1et det A =—1
L5 A% <TetdetA=+1
£ | A% <1etdetA=—1

Seule la premiere de ces composantes forme un groupe (elle est la seule qui contienne 'identité),
et on 'appelle le groupe de Lorentz propre orthochrone. On peut a nouveau distinguer ici deux
sous-groupes importants :

— Les rotations pures, de la forme

A= avec OTO=1. (2.12)

O Ol =
a

— Les boosts purs le long d’'un axe fixé. Par exemple, le long de & :

v —yv 0 0
| =y oy 00 _ 1
A= 0 0 1 0 avec 7y = i (2.13)
0 0 0 1

Ce sont les transformations qui représentent un changement de référentiel entre deux systémes
de coordonnées en translation uniforme 'un par rapport a ’autre. On notera ici que ’ensemble
des boosts purs le long d’axes arbitraires (i.e. il n’y a pas d’axe fixé a priori) ne forme pas un
groupe, puisqu’en général, le produit de deux boosts est la combinaison d’un boost et d’une
rotation.

Finalement, on note déja ici que les autres composantes connexes du groupe de Lorentz ne
sont pas reliées de maniere continue a l’'identité. £! contient ‘P, l'inversion spatiale, Ei I’inversion
temporelle 7, alors que la combinaison des deux P7 € LY. Ce sont des symétries discretes qui
n’entrent pas dans le cadre établi jusqu’ici et sur lequelles nous reviendrons plus tard dans ce cours.
On remarquera finalement que I’ensemble du groupe de Lorentz peut s’écrire :

L=LLo{l,P,T,PT} . (2.14)

Scalaires, vecteurs et tenseurs On donne ici une définition tres pragmatique de ces notions.
Une définition plus abstraite pourrait étre donnée dans le cadre de la géométrie différentielle, mais
nous préférons ne pas entrer dans ces détails ici.

On consideére une transformation de Lorentz A (ou plus généralement de Poincaré (A,a)). On
peut alors définir les notions de scalaire, de vecteur contravariant et de tenseur deux fois contra-
variant en fonction de la maniere dont ces grandeurs se transforment lors d’un changement de
référentiel, en (3 + 1) dimensions :
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Scalaire 1 fonction S(x) S (z') = S(x)
Vecteur contravariant 4 fonctions A¥(z) | A" (2') = A AY(z)

Tenseur deux fois contravariant | 16 fonctions g"”(z) | ¢'** (z') = A" aA”ﬂg"‘ﬁ

et ainsi de suite pour les tenseurs d’ordres supérieurs. Nous rencontrerons par la suite des champs
scalaire, comme le boson de Higgs, et des champs vectoriels, comme le potentiel-vecteur de ’électrodynamique.
Bien qu’on puisse considérer des champs tensoriels d’ordre supérieur, comme le graviton, nous n’en
parlerons pas ici. Enfin, il existe aussi des champs dit spinoriels, mais ils sont liés a une tout autre
représentation du groupe de Lorentz que nous introduirons en temps voulu.

Ces bases étant acquises, retournons a la physique.

2.3 Les symétries

2.3.1 Définition

On étudie un systeme de N champs ¢;(z), i = 1... N, caractérisé par le Lagrangien L [¢;, 0,,¢;].
Soit une transformation du systéme, i.e. un élément d’un certain groupe de Lie, définie par M
parametres réels ) € 7, ott Z C R. Dénotons par « ensemble des parameétres. Sous Paction de
cette transformation, tant les coordonnées que les champs sont modifiés :

l‘” - x/ﬂ = f(xll)a) I
{ bi(z) — &) = F (d(z),a) . (2.15)

La transformation est une symétrie du systeme si I’action est invariante, i.e.
/ d*z L (¢i(x),0,0i(2)) = / diz' & (qﬁé(m’),@Lqﬁé(m’)) , (2.16)
Q f(Q,a)

a

Oz’

ol on a noté J;, = et ou f (9, «) est 'image par la transformation du domaine €.

Exemples
— (Champ scalaire réel) Soit . = %8#¢8“¢ — %m2¢2. On laisse le soin au lecteur de vérifier que
ce systéme est invariant sous la transformation suivante (translation dans ’espace-temps) :
{x“ — T/t =gt +ak
p(x) — ¢'(@) =o(x).
— (Champs scalaire complexe) Soit . = 8,,¢*0" ¢ — m?¢*$. Le systeme est alors invariant par
rapport aux changements de phase :
{ zH — gt =gh

$(x) — ¢()=e(z).

2.3.2 Transformations infinitésimales

Choisissons une paramétrisation de la transformation telle que o = 0 soit I'identité, i.e. f (z*,0) =
z# et F; (¢(x),0) = ¢(x). Puisque la transformation est continue, considérons une transformation
infinitésimale ) < 1. 11 existe alors Md fonctions f(“j)(x), ou d est la dimension de ’espace-temps,

et MN autres fonctions Cj;(;)(z) telles que la transformation s’écrive au premier ordre

zH o plh— g Z;Yil f(“j)(x)a(j) 7
$i(x) — dia)) = di(z) + XL, Cigyy(x)al) .

On notera que l'indice j n’est pas a priori un indice de Lorentz, d’ou la notation entre parentheses.

(2.17)
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Exemples Reprenons les exemples ci-dessus :
— Translations : f(’;)(x) = —5&) et Cj;)(x) = 0.
— Changement de phase : Pour une transformation infinitésimale,
¢'(2') = e“¢(x) = (1 +ia)¢(z) .
C’est donc une transformation & un parametre, nous pouvons laisser tomber l'indice (5). Alors
fH(x) =0et Ci(x) =id(x).
2.3.3 Le théoreme de Noether : lois de conservation

A Taide de ces outils, nous pouvons maintenant démontrer le théoreme de Noether, dont le
contenu est simple et extrémement puissant :

A chaque symétrie du systéme correspond une grandeur conservée au cours de I’évolution.

Plus précisément, en reprenant les notations de la section précédente, on a

a“@?j) == 0 5 (218)
pour le courant (de Noether)
0L 0L
B 257 O b VM
00 = g O + 5, 9wl ~ 16y - (2.19)

avec la notation traditionnelle ¢ ,, = 0,,¢.

Preuve Par I’équation (2.17), la transformation des champs et des coordonnées est déja connue.
A T’aide de cette derniére, commencgons par calculer la matrice Jacobienne de la transformation au
premier ordre dans les parametres « :

6%‘/# m ()

o = 0v —Oufat

Ox” r'm\ " v

daln < dzv ) = 3+ 0ufja + 0 (a?) .

En utilisant ceci, on obtient alors les dérivées des champs :

Oudi(x) — O,¢i(a") = B, (") < gj) +0(a?)

- (ay@(m) + ayci(j)(x)a@) (5; + auf(”j)(x)a(j)) +0(a?)
= 0udi(x) + 6MCi(j)(x)o¢(j) + 8y¢i(x)ﬁuf(”j)(x)a(j) +0 (on) .

D’autre part, de la formule bien connue
det A = exp [Tr(In A)] ,
on obtient le jacobien de la transformation :

Dz’

d*z’ = det
v e (2

X

) d*z = <1 - 3uf(“j)oz(j)> d'z+ 0 (a?) .
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On peut alors considérer la variation de 'action sous l'effet de la transformation (au premier
ordre, on omet dans ce qui suit le O (aQ) qui devrait normalement figurer partout) :

S’ — g :/d4x {(1 - auf(#j)a(j)) {Z (¢4, Do) + Ci(j)oé(j)Jr

0% ;
o (00 + 0uity0u00) 00| - [ e 2101000

a¢i,u
0L 0.Z y .
:/d4x {_aﬂf(uj)g (¢4, 8p¢i) + afﬁci(j) + m (ap,Ci(j) + 8uf(j)al/¢i) } ol

0
0¢;

81/¢2f(uj):| _alt |:

02
ofol

= [ {ou [-1,2 @r0,00] + 1,02 (6.0,00 +

22, 0 oz

0%i p. ) 0¢; 0bi
0L

Ibindi ) (4)
6@’,, auﬁbz] f(l;)} al’,

Cig)
0¥
ad)i,,u

+0, [ Cijy + Oy [ &,@} f{j)} ol

Cigy +
4102 (600, -0, |

ol on a utilisé dans la troisieme égalité les équations du mouvement. On constate alors que les
termes qui ne sont pas des 4-divergences s’annulent mutuellement :

0% 0% 0%
%3u¢i] = %@t@ + ma,ﬁp@ -0y [

= 0, en utilisant & nouveau les équations du mouvement .

0¥
ad)i,u

07
:| 8/J¢z - 781/8;4(151'

0uZ ($1,0p6:) — O, [ 06

Par définition, si la transformation est une symétrie du systeme, alors
-9 _ 9= 4 b)) —
05 =29 S—/dxaﬂ@(j)a =0,

et on obtient bien le résultat énoncé dans (2.18) et (2.19). 4

On peut finalement exprimer ce résultat sous une forme ou la conservation d’une charge est plus
explicite. Si les champs décroissent vers zéro & l'infini, on peut intégrer (2.18) sur une boule B(r)
dont on fait tendre le rayon vers l'infini, et obtenir

. . d
_ _ 3 ) o | _ - 3 .0
9,00, =0 = o_/B &o {al@;jﬁao@(j)}_/ d5 @U)**dt/ Py .
(r) oB B(r)
—_———
—0 (r—o0)

D’ott la conservation des M charges Q ;) :
d N 3.0
%Q(j) = 0, ou Q(j) = d x@(j) . (2.20)

Un cas particulier de ce théoreme de Noether, bien connu du lecteur familier avec 1’électrodynamique
classique, est la conservation du 4-courant j* = (p, 7). On comprend des lors la terminologie utilisée
dans le cadre général, puisqu’alors @ = f d3x p. On verra plus tard que cette grandeur conservée

est l’expression de la symétrie de jauge U(1) de I'électrodynamique (classique et quantique).
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Exemples Donnons quelques exemples simples en mécanique analytique. Soit un systéeme de N
particules interagissant au travers d’un potentiel central :

N
mg -, 1 — =
=Y - S Vg - ah (2.21)
i=1

i#j

Dans ce cas simple, on a N ‘champs’ qui ne dépendent que d’un seul parametre : ¢;(¢). Comme il
ne s’agit pas ici de champs au sens de ‘fonctions d’espace’, il ne sera pas nécessaire d’intégrer sur
tout 'espace pour obtenir la charge proprement dite.

1. Les translations dans le temps : t — ¢+ At. Alors la seule fonction non triviale est 0 =1,
d’ou 'unique courant

N N N
0o _ =) m; -, o 1 > m; 1
@(1)—277%% - 27% —§ZV(|% 27 +§ZV(|%
i=1 i=1 i#£] i=1 i#£]
(2.22)
On reconnait immédiatement ’énergie du systeme.

2. Les translations dans ’espace : ¢; — ¢; + &, qu’on doit considérer ici comme une transfor-
mation des champs. On a donc Cj(jy = §;(;) et f(“j) =0, d’otu1 les trois courants associés :

N
6=> mig. (2.23)
=1

C’est bien sur la quantité de mouvement.

3. Les rotations autour de 'axe 2 :

q — qz+q9

@ — 4 —-qb,
@ — q.

D’ou : ) ,

3

Le courant de Noether est donc :

oL c N N
—Z{ e o = m il ) = GAd). . (2
i i=1 i=1

On obtient la conservation du moment cinétique selon l'axe Z.

La conservation de I’énergie, de la quantité de mouvement et du moment cinétique ne sont donc
que 'expression, respectivement, de ’homogénéité du temps, de I’espace et 'isotropie de 1’espace.
Ce résultat, valable évidemment en toute généralité puisqu’il est I’expression du premier principe
de la thermodynamique, réapparaitra a de nombreuses reprises dans la suite de ce cours.

Ce cadre général étant maintenant posé, nous pouvons commencer ’étude des champs libres
proprement dite. Les chapitres suivants s’organisent naturellement en fonction des différents types
de champ que l'on peut définir sur la base de leurs propriétés lors d’'une transformation de Lorentz.
Ce sera d’abord le champ scalaire, puis le champ vectoriel et finalement le champ spinoriel, pour
lequel nous devrons développer une nouvelle représentation du groupe de Lorentz.






Chapitre 3

Le champ scalaire

Apres ces considérations d’ordre mathématique, nous pouvons maintenant nous tourner vers la
théorie du champ scalaire, le plus simple du point de vue des transformations de Lorentz. Nous
allons tout d’abord traiter le formalisme classique, puis attaquer le probleme de la quantification
canonique de la théorie. Ce chapitre joue un role central, puisque ’ensemble des démarches, des
principes qui régissent la construction du Lagrangien au processus de quantification, seront ensuite
reprises avec les modifications qui s’imposent pour d’autres champs : vectoriel, spinoriel.

3.1 Lagrangien; équations du mouvement

Commencons par définir le champ scalaire par son comportement lors d’une transformation de
Poincaré. ¢(z) est un champ scalaire §’il est invariant sous (A, a) : ¢'(z') = ¢(x). Pour construire
la densité lagrangienne, on requiere pour le Lagrangien les conditions suivantes :

1. qu’il soit relativiste, i.e. invariant par rapport aux transformations de Lorentz;

2. qu’il soit aussi simple que possible; en particulier qu’il soit au maximum quadratique dans
les champs, de telle sorte que les équations du mouvement qui en découlent soient linéaires ;

3. que l’évolution temporelle soient complétement déterminée par les conditions initiales ¢(0, Z)
et q-S(O,:E'). Le théoreme de Cauchy impose alors que les équations du mouvement soient des
équations différentielles du second ordre. Finalement, par les équations d’Euler-Lagrange, ceci
impose que le Lagrangien ne contienne pas de dérivées par rapport au temps d’ordre supérieur
a un.

Le Lagrangien le plus général compatible avec ces contraintes est alors
Z = Ci¢(x) + C2¢° () + C39,0(2)0" $() . (3.1)

On peut alors par des redéfinitions du champ poser C; = 0 puis C5 = %7 ce qui laisse un seul
parametre libre dans la densité lagrangienne. Le Lagrangien du champ scalaire le plus simple s’écrit
canoniquement

1 1
7= 3 o) p(x) — §m2¢2(a:) : (3.2)
Finalement, on trouve ’action du champ scalaire :
1
o= [[ats {Jeworow - pndo)} (3.3)
On trouve aisément les dimensions des objets apparaissant ici : [¢] : GeV, [m?]: GeV?2.

19
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Considérons alors les équations du mouvement pour le Lagrangien (3.2).

58 = / d*z {00,000, ¢(x) — m*¢d¢}
= /d4x {=0,0"0 — m*¢} 60
On obtient alors I’équation de Klein-Gordon :
(O+m?) ¢(z) =0, (3.4)
ou = 9,0" = n"0,0,. Insistons encore ici sur le fait que ces développement sont toujours dans
un cadre classique.

Avant de poursuivre avec les invariants dynamiques, nous construisons I’Hamiltonien de la
théorie. On déduit successivement le moment conjugué a ¢(z)

7(0) = g = 0% = dla). (35)
puis la densité hamiltonienne
%:77@7)*3:%71'2+ (V¢)2+%m22, (3.6)
ou V = (dy,0,,05) .
Remarque sur la constante C5 = —%m2 On comprend a ce stade la raison du choix de notation

de cette constante. Premierement, la dimension de m est bien celle d’une masse. De plus, pour avoir
un état fondamental bien défini, ’Hamiltonien doit étre borné inférieurement. On voit ici que cela est
équivalent & la condition m? > 0, ce qui est trivial si m € R. Attention, ceci ne sera plus forcément
le cas lorsqu’on aura introduit des interactions. Il s’agira méme de 1’élément clé du mécanisme de
Higgs (cf le chapitre 10).

3.2 Invariants dynamiques

On cherche maintenant les grandeurs conservées du champ scalaire. Il suffit pour cela d’identifier
les symétries de ’action et d’en déduire les courants de Noether associés. Par construction, ’action
est invariante par rapport au groupe de Poincaré : celui-ci ayant dix parametres indépendants, il
existe aussi dix grandeurs conservées.

1. Les quatre translations :
{ ¢ — M=zt +at,

o(z) — (@) =d(2);
d’ou les fonctions f(’f/) = (55,) et C(,) = 0. Une application directe de I'eq (2.19) donne alors

(3.7)

les courants de Noether T :

TH = 0Mgd, — o1.L . (3.8)

C’est le tenseur énergie-impulsion, associé a I’homogénéité de ’espace-temps. On trouve alors
les quatre charges conservées par une simple intégration :
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(v =0) L’énergie du champ scalaire :
3 3 Lo 1 2, 1 59
On retrouve bien la fonction hamiltonienne, mais exprimée en fonction des variables ¢

et 0,¢.

(v =14) On trouve ici la quantité de mouvement du champ scalaire :
Pl= /d%TOi = /d% 0°90'¢

i.e., en abaissant I'indice i,

P= f/dS:c {é%} . (3.10)
2. Les trois rotations. Choisissons une rotation d’angle 6 autour de ’axe 2 :
0 — 20 =40,
2t — 2t =zlcosf —2?sinh ~ ! — 220,
22— 2? =2'sinf+2%cost ~ 20+ 22, (3.11)
B B =3

plz) — ¢'(a') =o(z).
Par un calcul direct, vérifions que cette transformation est bien une symétrie du champ. Soit
ox'H

la matrice jacobienne J", = ( Sov ) On voit immédiatement que son déterminant est égal &

1, et donc d*z’ = d*x. De plus 0!, = (J‘l)V” dy et O = J"0”. On a donc

0,0/ (10" (') = (T71) ) 0ud(@) T, 07 d(x) = 6,0,00°¢ = 8, 90" ,

ce qui finit de montrer qu’il s’agit bien d’une symétrie.
Les seules fonctions non nulles sont dans ce cas fi = 22 et f2 = —a!. Ainsi, le courant de
Noether mg associé s’exprime comme

mlh = 0'¢ (O1¢2* — Dagpa’) — fLL.2 . (3.12)

La charge conservée est la troisieme composante du moment cinétique :
M; = /demg = /d% {0°¢ (0192® — Dr9px") }
3.10
(8.10) /d% {-p"-2®+p* 2"},

ou pest la densité de quantité de mouvement, voir ’éq. (3.10). On retrouve alors I'expression
bien connue

Ms = /d% [ZAP]5 - (3.13)

3. Les boosts. Il s’agit ici des trois courants engendrés par les trois derniers parametres du groupe
de Poincaré. Bien qu’on puisse formellement les écrire, on ne connait pas leur signification
physique. Nous n’allons donc pas nous pencher plus avant sur cette question.

La théorie classique du champ scalaire est maintenant totalement connue : nous avons déterminé
successivement ’action, les équations du mouvement, puis les invariants dynamiques essentiels. Nous
allons pouvoir passer & la quantification du champ.
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3.3 Théorie quantique du champ scalaire

On présente ici le processus de quantification canonique du champ, qui repose de maniere essen-
tielle sur la quantification canonique de la mécanique ordinaire. L’étape centrale dans ce cas étant
la promotion des couples de variables conjuguées p et ¢ en opérateurs symétriques agissant sur un
espace de Hilbert bien défini.

3.3.1 Quantification des champs

En théorie des champs, les variables dont dépend I’'Hamiltonien sont les champs 7 et ¢. Plagons-
nous & un certain temps fizé ¢ et introduisons les opérateurs de champ ¢(Z) et 7(y) auxquels on
impose les relations de commutation au temps ¢ :

|6@). 7] =is @ -5 . (3.14)

et
[6@).6)] =0, [@).7@)=0. (3.15)

Si cette étape est aisée a écrire, elle est conceptuellement non triviale. En particulier se pose
maintenant le probleme d’exhiber un espace de Hilbert sur lequel agissent ces opérateurs. 1l s’avere
que pour obtenir un espace bien défini, il est impératif de quantifier le systéeme dans un volume fini V
avant de passer a la limite V — 400 (qu’'on dénommera par la suite limite thermodynamique). Nous
choisirons ici une boite cubique B de co6té 0 < L < +00. On pourra alors parler de la transformée
de Fourier des champs définis dans la boite, et quantifier un ensemble discret de modes du champ.

Soit 'espace L? ([0, L]3) = L? (B). Choisissons comme base orthonormée dans cet espace 1’en-
semble des fonctions propres de 'opérateur auto-adjoint impulsion, avec des conditions de bord
périodiques. Il s’agit bien évidemment de la base de Fourier, i.e.

1

21n;
Vi = 3¢

L

oo k= (KL ELEY) et K= ,ni €N, (3.16)

N’importe quel champ ¢ € L? (B) peut alors étre décomposé sur cette base :

- 1 ikz N 1 — ik g
o(%) = 7373 Ze k g, ou p= 7372 /d3ye kyqﬁ(y) . (3.17)
{#}

Si le champ ¢ est réel, ses coefficients de Fourier satisfont a une condition de symétrie bien connue :
o(F) =¢*(F) = pp=¢ ;. (3.18)

On fait de méme pour 'impulsion généralisée :

. 1 Pz
(7 = 255 Y etmr,  wp=wt. (3.19)
{F}
Finalement, nous aurons aussi besoin de 1’expression correspondant & une distribution 9§ :

1 1 7=
3) (72 E kT
{k}
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Exprimons maintenant I’'Hamiltonien en fonction des nouvelles variables ¢ et @y On a

/d3x7r2 Zwk2w~/ A3y T EHP) Zwk
o F wm E R

=L35%(k,~p)
= / 3z ¢* (% Z ore % ;
{r}
i . 1 . ) ; 7
/ dPa (8;0(2))* = I3 szig@EZZpigpﬁ/ BB D) — Z k? PrPT s
B (£} {7 5 (£}
ou on a utilisé la propriété de symétrie pour les champs réels. En regroupant tout ceci, on obtient
I"'Hamiltonien

1 2
H= 3 Z {wEw~ (|k| +m ) <p,;goﬂ . (3.21)
{r}
On peut maintenant revenir a la quantification de la théorie a partir de cette formulation dans
I'espace de Fourier. A nouveau, l'idée de base est de faire des champs ¢} et @y des opérateurs de

champ ¢ et ;. Les relations de commutation qu'il s’agit d’imposer alors découlent directement
des équations (3.14) et (3.15). En utilisant la transformée de Fourier inverse, on trouve :

A A 1 // 3,13 —ikE —ipT [\ A Lo 3, ,—iZ(k+p)
or o) = 5 || dedy { e 4@, 7|V L L [ P TED
(27, 3 Jp Js { [ ” L3 Jg

D’ou les relations de commutation fondamentales :
(65 @8] = 10 _5, (3.22)

et

[br:05] =0, [&g, 5] = 0. (3.23)
On constate donc que le champ conjugué a ¢ est bien @w_z, et non w;. L’Hamiltonien quantique,
opérateur central pour la théorie s’écrit donc :

H:%Z [wg &t (|k|2+m )@ %] . (3.24)
{#}

3.3.2 Construction explicite de 1’espace de Hilbert

On introduit maintenant de nouveaux opérateurs a; et &%, qui a priori ne permettent qu'une
réécriture particulierement simple de I’Hamiltonien, mais qui s’avereront tres utiles pour la construc-
tion de ’espace de Hilbert.

Commengons par remarquer I’analogie formelle de 'Hamiltonien (3.24) avec celui d’un ensemble
infini d’oscillateurs harmoniques quantiques. En effet,

» p* 272
Ho.h. oM + M

L’Hamiltonien du champ scalaire correspond donc a un ensemble d’oscillateurs harmoniques quan-
tiques indépendants de ‘masse’ M = 1 et de fréquence w; = e 1= 1/ |E\2 + m?2. Par analogie avec
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ce cas simple, définissons les opérateurs suivants :

N 1 R A
ap = e (&“EQOE + zw,;) ) (3.25)
E
1
4 R .
ap = o (Eggo#; - zwig) (3.26)
En inversant ces relations, on obtient :
1
. N "
op = o (a,; + a,;;) , (3.27)
R _ Ex (4 At
iy = 5 (aE - a_E) . (3.28)

On vérifie facilement que ces définitions impliquent automatiquement les conditions de réalité pour
les champs ¢ et @w;. De plus, on trouve les relations de commutations des nouveaux opérateurs
par un calcul direct :
1

e s o A s

lag.a}] = 5 (=i (o, @3] +i [, 0-5])
et on laisse le soin au lecteur de vérifier que tous les autres commutateurs sont nuls. On obtient
donc des relations de commutation analogues a celles de 'oscillateur harmonique quantique :

g af) = 07 (3.29)

et

laz,a5] =0, [&}%} =0. (3.30)

On peut des lors exprimer I’'Hamiltonien comme fonction de ces nouveaux opérateurs :

~ 1 €
Ho= 53 [ (agal - aga g —al al+al ca g)

ol pour obtenir la deuxiéme égalité on a renommé l'indice ¥ — —k dans le second terme. Une
fois encore, on constate que cette expression correspond formellement & une infinité d’oscillateurs

harmonique découplés, d’énergies e; = |E|2 + m2.
Finalement, pour construire I’espace de Hilbert H de la théorie, on postule I'existence d’un état
|0) € H avec la propriété fondamentale

azl0) =0 VEk. (3.31)

Soit alors I'état |[N) = |ny,na .. .) sur lequel on définit I’action des opérateurs a; et &TE de la maniére
suivante :

dkj|N> = \/’I’I,j—‘y—1|7’ll,7’12...,7’1j—|—1,...>7 (332)

G [N) = Vg n,ng .o nj—1,..) sin; >1, (3.33)
7 0 sin; =0.
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On pourrait vérifier que ces définitions font bien de aj et EL% des opérateurs adjoints I'un de 'autre.
Notons aussi que les états |N) sont obtenus par définition a partir de |0) € H par applications

successives d’opérateurs de type d;% :

V) o ] (a,ij) 10) . (3.34)

Soient maintenant N, M € N°°. Alors on a les relations d’orthogonalité suivantes :
(NIM)#0 < N=M. (3.35)

Définissons finalement 'espace H, qu’on dénommera espace de Fock et qu’on notera %, comme
lespace engendré par les vecteurs |0) et |N) :

F =ev({[0)} U{IN)}) - (3.36)

Finalement, on constate que les états | V) sont tous des états propres de 'opérateur Hamiltonien :

HIN) = ansk + = Zsk (3.37)
{k}

En particulier, ’état |0) est état d’énergie minimale du systéme.

Interprétation On peut a ce point donner une interprétation physique de tous les éléments
introduits jusqu’ici. L’état |0) correspond a I’état du vide de la théorie. Les opérateurs al et ay sont
alors respectivement des opérateurs de création et d’annihilation d’une particule dans I'état indexé
par E, d’énergie e;. Enfin, I'état V) est I'état a N = Zj n; particules dont n; sont dans I’état k;.
De plus, comme les opérateurs de création commutent tous entre eux (voir I’éq. (3.30)), l'état |N)
est symétrique par rapport a ’échange de deux particules : on est donc en présence d’un systéeme
de bosons. De plus, tout état de I'espace de Fock pourra s’écrire comme une combinaison linéaire
des états a N particules :

F 3 W) = 0) + > (kr)al, |0) + \@ > ki ky)al af 10y + ... (3.38)
{1} R AR}

ou les fonctions ¢(El, ey E,L) sont completement symétriques, puisque les opérateurs al. commutent.
Leur signification est claire : 1)y est 'amplitude de probabilité de mesurer le systeme dans 1’état
du vide, 1/1(1;1) I’amplitude de probabilité de mesurer le systeme dans un état qui correspond a une
particule de quantité de mouvement El, etc. En effet,

Fw) = 3 w(kn)0lagal [0) = S vk {< laf, azl0) +65 7 (0/0) } — (k).
%/—/ N~
{%) (i) > ]

L’équivalent de la fonction d’onde de la mécanique quantique est donc un vecteur & nombre infini
dénombrable de composantes, dont chacune est une suite de nombres complexes : (1/}0, (k )7 ( ,D), -

Peut-étre le lecteur attentif a-t-il noté un probléme important qui surgit dans 1'éq. (3.37) : en
raison du deuxieéme terme, cette expression est infinie. On constate de plus que cette composante
divergente correspond exactement & 1'énergie de ’état |0), i.e. 'énergie du vide. On peut alors
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formellement renormaliser cette expression en soustrayant a I’'Hamiltonien une quantité opposée, ce
qui revient simplement a shifter ’ensemble du spectre d’énergie. On posera donc pour la suite

=Y epaLag. (3.39)

Finalement, un calcul analogue a celui qui a mené a cet Hamiltonien produit une expression
semblable pour 'opérateur quantité de mouvement :

P = /d3x7r 0;(x) =Y ikjdpph =Y kjalag . (3.40)
{r} {r}

On constate ainsi que H et Pj commutent et que les états |N) forment un ensemble d’états propres
communs & I’Hamiltonien et a la quantité de mouvement, d’ou leur intérét fondamental.

3.3.3 Limite thermodynamique

En utilisant les équations (3.27), (3.28) et la décomposition de Fourier des champs, donnons une
expression explicite des opérateurs ¢(Z) et 7(Z) :

2R — L 1 A kT | At —ikE
2 = T3 ; N (ake +ake ) : (3.41)
#(@) = L3/2 S iy ( a5 1 G —iﬁf) . (3.42)

{r}

On va maintenant passer a la limite L. — oo. Cette limite fait naturellement passer d’un ensemble
discret de points dans ’espace réciproque k & un continuum d’états. En particulier, les sommes
deviendront des intégrales et les § de Kronecker seront remplacés par des § de Dirac.

— (d’une somme & une intégrale)

3
L—oo L 3
E g Ak— E Ak E Ak<27r) —a <27T) /dkz
— (de Kronecker a Dirac)
1=Y 6 =% Ehpsi—p) = (L2 ’
- ki po(k —p o) Mo

d'ou p = (2—”) et donc oy - ~ (2%)35(E—m (L — 00).

— (opérateurs de création et d’annihilation) A partir des résultats ci-dessus, on constate que
le commutateur [d,&d;;] devient explicitement dépendant de L. Autrement dit, il n’est pas
propement défini dans cette limite. Pour palier ce défaut, on définit les nouveaux opérateurs

a(k) par
- 1 -
a(k) = /2L%cza; <— ap=-———0a(k). 3.43
a( ) Ekak ak \/ma< ) ( )

Ces nouveaux opérateurs satisfont a des relations de commutation bien définies dans la limite
qui nous intéresse, puisque

[a(E), af(m} = (2m)32e;6(k — ). (3.44)
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La raison pour laquelle on a aussi ‘ajouté’ le facteur \/ﬁ deviendra claire par la suite,
lorsqu’on montrera que c’est ce choix particulier qui rend la théorie Lorentz-invariante dans
la limite L — oo.
Ainsi dans cette limite, on obtient finalement les expressions suivantes, c’est la fin de la quanti-
fication du champ scalaire :

D) = / (d%k {a(E)ei’?eraT(/%)e—“?f} ; (3.45)

#(F) = / T Tk k(—ia,;){a(%)eiﬁf—af(ﬁ)e*ikw}; (3.46)

27)3 2e;
~ d?’k U
o Bk
o= / e Pl R, (3.48)

. . . . . 3
Invariance de Lorentz On montre que la mesure d’intégration obtenue, a savoir (273%&, est
k

une bonne mesure, dans le sens qu’elle est invariante par rapport aux transformations de Lorentz.
En effet, on sait que 64(kuk“ —m?) est une grandeur pseudo-scalaire’. On peut alors écrire? :

1
|2e

0O (ke —m?) = 8(kok® — k% — m?) = 6(koko — £2) = [6(K® —ez) +0(K° +ep)] -

k

Alors on a I’égalité
d*k u 9 9 d3k 9
/—(QW)B(S (kukt —m?) f (K*) = /(%)325% f(k )\koz% ;

pour toute fonction scalaire invariante f (k,k*). La grandeur d*k étant aussi pseudo-scalaire, le
membre de gauche est scalaire, i.e. invariant par rapport au groupe de Lorentz. On en déduit que
le membre de droite l’est aussi, et donc en particulier que la mesure qui découle du choix (3.43) est
bien invariante, I'intégrant devant étre pris sur la surface d’énergie k¥ = Eg-

3.3.4 Représentation de Heisenberg

Jusqu’ici, nous avons quantifié la théorie a un instant ¢ fixé. On pourrait continuer ainsi et faire
porter ’évolution sur les états de I’espace de Fock. En théorie des champs, on préfere généralement
travailler en représentation de Heisenberg, ou ’évolution temporelle est portée par les opérateurs
agissant sur ’espace de Hilbert.

Pour un opérateur A(t) défini sur %, on rappelle que I’équation d’évolution est donnée par

LA = [H AH(t)} : (3.49)

ou l'indice H indique qu’il s’agit de I'opérateur en représentation de Heisenberg, par opposition a
celui dans la représentation de Schrodinger qui n’évolue pas. La solution de cette équation peut
formellement étre écrite de la maniere suivante :

Ap(t) =UJA(0)T,, ot U, =e ", (3.50)

1On rappelle qu’une grandeur X est dite pseudo-scalaire si lors d’une transformation de Lorentz A, elle se trans-
forme comme X — X’ =detAX.
1

20n se souvient de la propriété suivante : § (f(z)) = > mé(w —xj), ot f(x;)=0.
Tj
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Ainsi, pour 'opérateur de champ q@(t, Z), on obtient

n N JiHE T —iHE
o (t, @) =e""ps(X)e . (3.51)
Mais on a . . . .
14 e80T — o7 et V9% glem80 = YT (3.52)
En effet,
d vyaat » —~aal vaal (anta  aaat)  —~aal vyaat ~ —~aal
— (7% e =e (aaa—aaa)e = —e" ae
dy
aat ~ —~aal Cn
= 7 qe 7 =ea,
R . . e e . aat ~ —~aat N
et de méme pour le conjugué. On a utilisé la condition intiale suivante (evaa ae~ 799 ) ’ =a. En
=0

appliquant ce résultat & ’éq. (3.51), on obtient le champ é(t, Z) en représentation de Heisenberg :

I — &’k iHt A T kT —iHt iHE AT TN —ikE  —iHt
d)H(t,x)—/W{e a(k)e*™ e +e"al (k)em " e }

d*k , S ) o
/(27")3 2E(k> {efze(ks)ta(k)ezkz+615(k)t&’[(k)6fzkz}

= [ o {awe e et}

KO=e(k)

De méme, on trouve le champ conjugué #(¢,Z). On a finalement complétement résolu le probleme
du champ quantique régit par le Lagrangien (3.2), y compris I’évolution temporelle :

N 3 . m . "
or(t, ) =/(27r)ci§€(k){d(k)e—“w +af (k)ethne } ; (3.53)

3
Tu(t,T) = / (27T)d3§€(k)(—is(k)) {a(k)e*ikuw“ —af(k)eiw”} , (3.54)

avec k% =e(k).

Remarques
— On constate que le champ de Heisenberg vérifie I’équation du mouvement classique : I’équation
de Klein-Gordon est valable aussi bien en théorie classique et en représentation de Heisenberg
de la théorie quantique. En effet,

) 3
@+ m) bn(t.) = (0,0"+ ) [ G {

~ [ e (a0 [k (k) & m?) ke ek <o,

ak)e™ " 4 af (k)" |

=—e(k)2+k24+m2=0

~ Des expression pour les champs ¢ u(t, %) et 7y (t, %), on voit immédiatement que ce sont bien
des scalaires.

— Onazg(t,s) = Odm (t,Z); on retrouve aussi a ce niveau l’équation classique, mais entre les
opérateurs quantiques en représentation de Heisenberg.
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3.3.5 Le spin du champ scalaire

On montre en théorie quantique générale que le moment cinétique total M, associé a l'isotropie
de V’espace, peut étre décomposé en deux termes de nature différente :

M=S+1L, (3.55)

ot L est le moment cinétique orbital, qui dépend de la quantité de mouvement et de la position de
la particule par rapport a un point arbitrairement fixé, et ou S est le spin, ou moment cinétique
intrinseque, qui ne dépend d’aucun de ces parametres, mais seulement de la nature de la particule
en question. Montrons que le spin du champ scalaire est nul, et donc que le moment cinétique total
se réduit au moment orbital.

Nous procédons par une approche algébrique. Calculons

[1:.6@)] =~ [ Py [f@0,8@0.00)] =~ [ Py [70).60)] 6w
= i€ijr0;O(F) Ty .

A Taide de cette relation, calculons 'action de M; sur un état quelconque a une particule. Une
expression générale est donnée par

) = [ o x@d@l). (3.50

ot x(Z) € L? (R) est I’équivalent de la fonction d’onde en mécanique quantique, avec la normalisa-
tion appropriée. Comme M;|0) = 0, on trouve :

M) = M [ & x(@d(@))
= [ @@ {[M:.6@)] + d@} 10) = [ & x(@iesndsdl@ran)
- / aa {iei (O3x(@)ar + x(T)os) () } 10)
_ / P Km iaaf) X(f)] H@)|0) . (3.57)

On voit donc clairement par ’action de 'opérateur moment cinétique sur la fonction d’onde que
seul existe un moment cinétique orbital. Le champ scalaire n’a pas de moment cinétique intrinseque :
c’est un champ de spin 0. Ce résultat aurait d’ailleurs pu étre attendu déja de I’expression initiale.
En effet, 'opérateur M ne contient qu'un seul terme qui dépend explicitement de la position Z, et
donc du choix arbitraire de ’origine : il n’a donc pas de partie intrinseque.

3.3.6 Résumé de la démarche

A ce stade, on en a essentiellement terminé avec la théorie (classique et quantique) du champ
scalaire. Rappelons les étapes principales de la démarche de ce chapitre, puisque la logique sera
tout & fait similaire dans ’étude des autres champs.

1. Construire un Lagrangien classique a partir d’un nombre restreint de principes fondamentaux
(en particulier les symétries).

2. Identifier toutes les symétries de I'action.

3. En déduire les invariants dynamiques, i.e. les grandeurs conservées lors de I’évolution.
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4. Calculer les impulsions conjuguées de la théorie.
5. Construire I’'Hamiltonien classique.

6. Remplacer les champs classiques par des opérateurs de champs quantiques agissant sur un
certain espace de Hilbert.

7. Trouver leur représentation en fonction d’opérateurs de création et d’annihilation.
8. Construire I'espace de Fock.
9. Exprimer les invariants dynamiques en fonction des a(k) et af (k).

10. En déduire les nombres quantiques caractéristiques du champ.

3.4 Le champ scalaire complexe

Nous avons considéré jusqu’a présent des champs réels. Il s’avere qu’il est aussi possible de
travailler avec des fonctions complexes. Cette extension au plan complexe est méme essentielle,
puisqu’une nouvelle symétrie apparait, I'invariance de jauge U (1), dont découle la conservation de
la charge.

3.4.1 Lagrangien et quantification

Pour construire le Lagrangien, il suffit d’imposer les mémes contraintes qui ont conduit & (3.2),
et d’exiger de plus que la densité lagrangienne obtenue soit réelle. En effet, cette derniere induit
directement I’Hamiltonien et donc I’énergie qui est une grandeur réelle. On obtient ainsi

L= 0,6 (2)" 0" () — m*6* (2) 6 (a) . (3.58)

Pour comprendre ce que représente physiquement ce Lagrangien, effectuons le changement de

variables (unitaire) suivant :
e
(2)-(23)(2)
* 57 ®2

ol les nouveaux champs ¢ (x) et ¢o (z) sont désormais pris purement réels. On s’est ainsi ramené
au cas précédent, puisque le Lagrangien s’écrit maintenant

Z

o {1 (1 — i%)} o [1 (1 — ig2) % (1 +ig2)

1
V2 V2 V2
1 1 1 1
= 50u019" 61 — 56T + 50,020 62 — 563 (3.60)

(61 + i0a)| — m?

Le champ complexe est donc équivalent & un ensemble de deux champs réels, indépendants et de
méme masse, sans spin. Pour quantifier la théorie, on pourra alors suivre pas a pas la démarche
de la section précédente. En bref, on imposera les relations de commutation suivantes entre les
opérateurs de champ :

[qBi(f), frj(gj)} = i6,0(7 — 7)) . (3.61)

On pourra alors décomposer les champs sur leurs modes de Fourier qui satisferont

[ Dis) = 101567 _5- (3.62)
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Finalement, on introduira deux familles d’opérateurs de création et d’annihilation, associées chacune
a I'un des deux champs :

él('r) ~ CAll(k;)v dI
Ga(w) ~ az(k), aj(k)

et les commutateurs deviennent alors naturellement :
g a5] = 0507 - (3.63)

Nous notons ici que nous avons évidemment omis les commutateurs triviaux. La nature des parti-
cules ainsi créées devient tres claire lorsqu’on étudie leurs nombres quantiques associés aux différentes
symétries du systéme décrit par le Lagrangien (3.58).

3.4.2 Symétries : la charge électrique

Comme dans le cas du champ scalaire réel, le groupe de Poincaré est clairement un groupe de
symétrie du systeme. Mais ’extension de I’ensemble des valeurs des champs au plan complexe et
Pexigence de réalité du Lagrangien a fait apparaitre une nouvelle symétrie : les changements de
phase

" o ph
{ v e (3.64)

$(x) — @) =e"(z), a€eR.
On verra plus tard que ce cas est le premier exemple de la théorie plus générale des symétries de
jauge, essentielles pour la construction du Modele Standard. Il s’agit ici de la symétrie abélienne
U(1).
En utilisant la transformation (3.59), on constate que les changements de phase correspondent
a des rotations dans ’espace ¢1, ¢2. En effet, on obtient

p1(z) — ¢i(2") = d1(z)cosa — ga(z)sin e,
{ da(z) — Ph(x') = p1(x) sina + do(x) cosar . (3.65)

Pour obtenir le courant de Noether associé, écrivons les transformations (3.64) sous forme infi-
nitésimale, en considérant ¢ et son conjugué comme deux champs indépendants :

{ ¢(z) — (@) = d(z) —iag(z), (3.66)
¢*(x) — ¢7(2") = ¢*(2) +iag*(z),
d’ou Cy = —ig et Cy = i¢*. En appliquant le théoreme de Noether, on trouve alors
0 = 5o it g o = =il 6 — 9" (0]
qu’on notera souvent
01 = i¢* D, (3.67)

avec la définition évidente de 6: En termes des champs réels ¢; :
O = 920" 1 — 10" 3 . (3.68)

On en déduit la charge conservée :

Q= /d?’x Oy = /d?’x {20001 — 310002} (3.69)
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A ce stade-ci de la discussion, il n’est pas évident que cette grandeur correspond effectivement &
la charge électrique standard. Ceci n’apparaitra que lorsqu’on traitera 1’électrodynamique quantique
en interaction et que la symétrie U(1) fournira le courant électrique bien connu des équations de

Maxwell.

3.4.3 Les antiparticules

Avec ce premier exemple du champ complexe apparait naturellement un élément essentiel en

théorie quantique des champs : les antiparticules, qu’on va caractériser dans cette section.

Par analogie directe avec le champ scalaire réel, on peut immédiatement écrire les expressions de
I’Hamiltonien et de la quantité de mouvement en termes d’opérateurs de création et d’annihilation :

N 3 . . B B
"= /(QW)%»S&-(/{)61’5{di(k)&l(k)+&£(kz)d2(k)} ;

. 3
P~ [ G 7 P ) + b}

Quant a la charge, on trouve

2m)3 2¢(p)
’ ’ ; 0 -
= [ o | @rssay e e {-amia e @
+ag(k)a] (p)e~ ko—r0)=’ 5(F — p)
—al(k) Al(p)ei(k(’*p“)zoé(l; —p)
+ab(k)al (p)eiFotr)e’ 5B+ )L — (1 2)

+ —

= [ o+ {0

3
B /(%gfg(k)i{&l(kmﬂk) - a;(k)al(k)} _

Remarques Utilisons une notation matricielle pour les opérateurs ci-dessus :

(5 2)(5)

. &k L
H:/(Zw)32€(k) (a1 a

. 3k
F= / @ 2e)

0= [ g i an (0 ) (1),

N —+

Q>
—=—t
[« 3
N —-
N
Y

Q>

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

On constate donc que si 'Hamiltonien et la quantité de mouvement sont diagonaux par rapport
aux indices 1,2, la charge ne U'est pas. En particulier, cela signifie que les états |[N) & nombre donné
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de particules ne sont pas des états propres de la charge. Les particules, telle qu’elles ont été définies
jusqu’ici, n’ont donc pas de charge électrique bien définie. On va donc chercher une transformation
adaptée des opérateurs @, qui rendent les trois opérateurs ci-dessus diagonaux.

Définition Soient un couple d’opérateurs (a,a’) tel que [d,éﬁ] = 1. On appelle transformation
de Bogoliubov, une transformation

b = Aa'+Ba+C,
bt B*at + A*a + C*,

(3.75)

telle que les nouveaux opérateurs soient encore des opérateurs de création et d’annihilation, i.e. avec
[b, bq = 1. On montre facilement que c’est le cas si et seulement si

A =B = -1.

Appliquons alors une transformation de Bogoliubov a notre systeme de deux champs &L d;.
Choisissons

0 = J(a+ias), at = J5(a] —ia), (5.76)
b = (i —iag), b = Z5(al+ia]

Les relations inverses s’écrivent
i = J5la+b), al = J5(af+of
. e ot i (et it (3.77)
Gy = ﬁa—b,a2 = Ea—b

d’ol les expressions suivantes :
H = / (ﬂeg{a*(k)a(kwb(k)w(m} : (3.78)
. Bk
p= / Ok {aT(k)a(k) + b(k)Tb(k)} : (3.79)
3
O = / __dk {a*(k)a(k) - b(k)fé(k)} . (3.80)

L’objectif initial est atteint : par rapport aux nouveaux opérateurs a et l;, tant I’Hamiltonien et
la quantité de mouvement que la charge sont diagonaux. L’espace de Fock est maintenant engendré
par deux nouvelles familles d’opérateurs de créations : af(k) et I;T(k) Analysons les propriétés de
ces particules a partir des opérateurs diagonaux ci-dessus. D’un coté,

Hal(k)|0) = ezal (K)[0) et Qal(k)|0) = al(k)|0), (3.81)

et de 'autre,
HOI(K)[0) = ezbT(K)[0) et QbT(k)|0) = —bf(k)|0). (3.82)
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Les particules ‘a’ et ‘b’ possedent donc la méme énergie et la méme quantité de mouvement, mais
une charge (électrique) opposée. On parle alors d’antiparticules. L'opérateur af(k) crée donc une

particule de quantité de mouvement k, d’énergie e = 4/ |l;:|2 +m? et de charge @ = +1 (c’est
la valeur propre de Q), alors que bt (k) est un créateur d’une antiparticule de méme quantité de

mouvement k et d’énergie eg =1/ k|2 + m? mais de charge Q = —1.

La suite des opérations de ce chapitre peut paraitre suprenante au lecteur non encore habitué a
la théorie quantique des champs. En particulier, la notion de particule semble ne pas étre clairement
définie. Il faut bien comprendre ici qu’une particule ne se définit qu’a partir des nombres quantiques
qui lui sont associés. Pour cela, on doit donc trouver une base dans I’espace de Hilbert pour laquelle
les invariants dynamiques du champ soient tous diagonaux. C’est finalement la I’essence de la théorie
quantique.

Avant de conclure ce chapitre, nous donnons encore explicitement la représentation de I'opérateur
de champ q@(m) dans la nouvelle base. Nous ne donnons pas le calcul ici; on trouve apres quelques
manipulations triviales

~ 3 . ~ .
3(x) /(27r)d355(k> {d(k)e”’” +b(k)Te””"} . (3.83)

Passons maintenant a une représentation plus compliquée du groupe de Lorentz : le champ
vectoriel.



Chapitre 4

Le champ vectoriel

Apres le champ scalaire, nous allons étudier le champ vectoriel A*, qu’on définit & partir de ses
propriétés par rapport aux transformations de Lorentz :

AP (z') = A AY(z) . (4.1)

Propriété Tout champ vectoriel peut étre décomposé de la maniere suivante :
AP (x) = ADR(z) + ACTE () | (4.2)
ott AWK (z) est tel qu'il existe un autre champ ¢(x) pour lequel
AV () = 9" ¢(a) (4.3)

et AWK (g) est a divergence nulle :
DAt (z) = 0. (4.4)

On appellera AVX(x) la partie longitudinale de A*(x), et AR (z) sa partie transverse. Cette
dénomination provient de I’analyse de Fourier. En effet, dans ’espace réciproque, les équations
ci-dessus deviennent

1
AR = kg,
k A — 0.
Le champ longitudinal est donc orienté selon k, alors que le champ transverse lui est orthogonal.
Nous commencons par étudier le champ vectoriel massif, dont on verra qu’il possede dans I’espace

tridimensionnel R3 les deux composantes longitudinale et transverse. Le champ non massif s’en
distingue précisément profondément par le fait qu’il est purement transverse.

4.1 Le champ vectoriel massif

4.1.1 Construction de la densité lagrangienne

Afin de décrire le systeéme, nous devons bien évidemment commencer par construire I’action
pour le champ vectoriel. Pour cela, reprenons les contraintes imposées lors de 1’établissement de
la densité lagrangienne du champ scalaire, a savoir invariance de Lorentz, linéarité des équations

35
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du mouvement et dépendance dans les champs et leurs dérivées premieres par rapport au temps
uniquement. La fonctionnelle la plus générale compatible avec ces contraintes peut s’écrire

Z =C1A,A" + C20,A,0"AY 4+ C30,A,0" A" + C40, A" 0, A" + C50, A" . (4.5)
On peut considérablement simplifier cette expression. Considérons 'action, i.e. 'intégrale sur tout
I’espace-temps de cette densité. Premierement, le dernier terme peut étre éliminé par une application

directe du théoreme de Gauss. De plus, les deux termes précédents sont en fait équivalents apres
une double intégration par partie. En effet,

0,A"9,AY ~ —0,0,A"AY ~ 0,A"0,A" = 0,A,0"A" .

Finalement, on redéfinit les constantes C; restantes pour obtenir ’expression suivante :
.,2”—1 0,A,0" AY L 0,A,0" A* L 2 A, AF 4
- 504 u4iv + iﬁ peiy + §m i . ( 6)

Equations du mouvement Il est alors aisé de déduire les équations du mouvement :
05=0 <= -—«d,0"A, —B0,0"A,+ m2A, =0. (4.7)

Il est utile pour la suite de donner une expression explicite des quatre équations ci-dessus pour les
indices spatiaux et temporel :

(v=0) —ad?Ay—P0?A;+aV2Ag— POV -A+m>A;=0

e (a+B) Ay = aV2A— BV - A+ m2A, (4.8)
(v=1) —ad?A;+aV>?A4; —BdAy— BNV - A+m24; =0
— ad= aV2A + BV Ay + BV (6 . /Y) +m?A. (4.9)

Fonction hamiltonienne Avant de poursuivre, calculons la densité d’énergie. Une fois encore, il
suffit de calculer le courant de Noether associé aux translations dans le temps. On a f}' = 46}, d’ou

0L
TOM = 8Af,'uA,pfOp_féig

g

2
= (a0"A” + BO”AM) D, A, 85 — 5 (;‘ AP A" + 5 0,A,0" A7 + % ApAP> .

On trouve alors la densité d’énergie Tpo au point (¢, Z) :

2
Tho = adg A" 0o A, + BO” Aoy A, — %apAyapA” - gapAyaVAP - %APAP
= a (9pAo)? — a (3o Ai)? + B (8pA0)? — B (B Asd; Ag) — % (9o A0)? + % (9o A:)? + % (9; Ao)?
Q m2 m2
— 5 (8214])2 — g (80140)2 + g (80Al81140) + g (8214060140 — g (GZAJGJA,) — 714(2) + 714?

1 1 1 1
= 5(a+5) (Bdo)”* — Sa (Bd)* + 5 (9 A0)° — S (8i;)°

1 1 1
= 5B (0i4,0;4;) - §m2A§ + 5m?A? . (4.10)
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A Taide de (4.10) et des équations (4.8) et (4.9), nous allons maintenant déduire le domaine des
valeurs admissibles pour les parameétres « et 3. Pour Iinstant, nous allons considérer le cas m? > 0.
La premiere exigence est naturellement la positivité de la densité d’énergie : en effet, la théorie
sera bien définie pour autant qu’elle possede un état d’énergie minimale, stable. Or on constate
que si ceci ne posait aucun probleme pour le champ scalaire a la condition d’avoir m réel, ce n’est
plus le cas ici, puisqu’il apparait plusieurs signes négatifs dans (4.10). En particulier, montrons que
si les champs Ay(t, T), Ao(t,f), ff(t,:f), et g(t,f) étaient choisis indépendamment, alors ’énergie
pourrait toujours étre négative, quel que soit le choix des parametres libres du Lagrangien. Prenons
successivement (par exemple)

e A, indépendants de (t,Z) = Tpo = —%mzA% + %mQA? = m?=0;
eAg=A; =Ay =0 et As=As(t) = Tooz—%a(@Agf = a<0;
e A=Ay =A3=0 et Ay=Ay(2?) = To():%oz(ang)Q = a>0;
cA = A=A =0 o Ay= () = Too= - f@AsisAy) = F<O;
cAI= A=A =0 ot Ap=Aot) = Too=glatB) @A) = 0.

Ainsi, si I'on suppose qu’il est possible de choisir les champs de manieére indépendante, et que
parallelement, on impose la positivité de la densité d’énergie, alors I’espace des parametres possibles
se réduit & a = 0, 3 = 0 et m? = 0. Le Lagrangien est alors uniformément nul, le systéme n’existe
pas.

En conclusion, il est donc indispensable d’avoir une ou plusieurs contraintes entre les champs qui
restreignent les choix possibles, et ne permettent donc pas la suite proposée ci-dessus. Tournons-nous
alors vers les équations du mouvement (4.8) et (4.9).

Ces équations sont des équations différentielles du second ordre par rapport au temps. Elles
constituent donc a priori un probleme régulier de Cauchy, dont on sait par le théoreme de Cauchy-
Lipchitz que la solution est entidrement caractérisée par les conditions initiales Ag(0, %), Ag(0, %),

/f((), Z) et /T(O, Z), auxquelles il est possible de conférer une valeur arbitraire. Mais nous venons de
voir que ceci est incompatible avec une fonctionnelle énergie définie positive. On en conclut donc
que les équations du mouvement ne peuvent pas former un probleme régulier de Cauchy et qu’au
moins 'une d’entre elles doit se réduire a une simple contrainte. Pour cela, il y a trois possibilités :

1. a+8=0, «a=0; ceciest totalement inintéressant, puisqu’alors a« = 3 = 0, et les équations
du mouvement se réduisent m?A,, = 0, et le champ n’a donc pas de dynamique.

2. a+ [ #0, «a=0;onobtient alors § # 0 et £ = %ﬂ 0, A, 0" A* + %mQ A, AR, On montre
que la théorie que 1’on obtient est simplement celle d'un champ scalaire. Pour cela, posons

A,=B,+0.,¢, avec 0B, =0

Le Lagrangien devient
1 1
L = 3B (0uBy + 0.0,0) (9"B" +0"0"9) + 5m® (B, + 9.9) (B +9"9)
1
= 55 [0,B,0"B" 4+ 0,B,0" 0" ¢ + 0,,0,¢0" B + 0,,0,,$0" 0" §]

1
- 5m“' [B,.B" 4+ B,0"¢ + 0,6B" + 0,60"¢) .
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On peut alors effectuer des intégrations par parties dans I'action pour déplacer I'action des
opérateurs dérivées. Il suffit d’utiliser la condition de divergence nulle du champ B, pour
constater que les seuls termes essentiels dans la densité lagrangienne sont

L = %ﬂ 0,0, 1" + %"ﬂ B,B" + %mQ Oup 06 . (4.11)

En faisant varier I’action par rapport aux champs ¢ et B,,, on obtient aisément les équations
du mouvement suivantes :

m’B, =0, (4.12)

2
m
(D — ) O¢ =0. (4.13)
B
Le champ B, est donc uniformément nul, et '’équation (4.13) se réduit & une équation de
Klein-Gordon pour le champ £ = [J¢. On a donc montré que pour ce choix des parametres,
le Lagrangien original ne décrit rien de plus qu'un champ scalaire réel. Il ne reste donc qu’un
seul cas :
3. a+ =0, «a#0;onverra que ce cas fournit effectivement une nouvelle et bonne théorie.
Faisons le choix pratique o = —1, et donc § = +1. Définissons le nouveau tenseur F),, a partir

des dérivées du champ A,
F,u,l/ — ap,Au - aVA,u, 5 (414)

dont on remarque au passage qu’il est antisymétrique : F,,, = —F,,.

La densité lagrangienne s’écrit alors

1 1
L == Fu P+ imQAuA“ . (4.15)
Finalement on laisse au lecteur le soin de vérifier que les équations du mouvement obtenues
sont

OuF™ +m?A” =0, v=0,...,3. (4.16)

On les appelle équations de Proca.

4.1.2 Nombre de champs indépendants

Développons maintenant la théorie associée au Lagrangien (4.15). Commengons par réécrire les
équations du mouvement en composantes :

0= (m?—V?) Ay~ V-A; (4.17)
A=V2A VA, -V (ﬁ-/f) ~m2A. (4.18)

De plus prenons la divergence de ’équation de Proca. Comme FH¥ est antisymétrique, on a
0,0, F* =0, et donc
(4.16) = 09,A"=0. (4.19)

Le champ vectoriel massif est donc un champ purement transverse dans ’espace-temps. Notons
cependant qu’il ne ’est pas par rapport & l’espace tridimensionnel R? : 9; 4% # 0. En général, on
réserve la terminologie transverse pour ce dernier cas. On verra dans la suite de cette section que
le champ massif possede aussi bien une composante longitudinale que transverse.
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On observe donc que les huit champs A*(z) et A*(z) ne sont plus indépendants, puisqu’il existe

maintenant deux équations de contrainte, & savoir Ay = V-Aet Péq. (4.17). En effet, cette derniere
n’a plus le statut d’équation du mouvement pour la composante ‘0’ du champ, puisqu’elle ne contient
plus de dérivée temporelle de AY. Elle permettra simplement d’extraire algébriquement A°(t,T),
connaissant A’(t, T) et A'(t, ).

Pour spécifier une solution des équations du mouvement, il suffira donc de fixer indépendamment
les siz champs A(t, Z) et A%(t, Z). Cest 14 la différence avec I'analyse du début de ce chapitre, ol un
choix arbitraire des parametres du Lagrangien conduisait a 'indépendance de huit champs. C’est

précisément cette nouveauté qui fait que ’énergie est désormais une grandeur définie positive.

4.1.3 Invariants dynamiques : énergie et quantité de mouvement

Pour donner une expression de ces deux invariants, on considere les translation d’espace-temps
et on applique le théoreme de Noether. Commencgons par calculer

0.8 0% OFs 1
OA” |~ 0Fap0(0,A7) 2

S

PO (503,67 — 6510r )

1 1 1 1
= —-F"Ppg, + ~Fq,, = —~F" + ~F = —F" . 4.20
Le tenseur énergie-impulsion du champ vectoriel massif est donc
0¥
™ = A 6 — kL
v aAg’H N2 v )
ou encore
Th = —F" 0,A7 —6L.L . (4.21)
On en tire alors la nouvelle expression pour la densité d’énergie :
1 1
Too = —Fou 0o A" + ZFWFHV - §m2AﬂA“
1 5 1 5 1 2 1 5 5 1 5 5
:anAl—*Fi —*Fi *Fl“ - = A — Az
090 4(0) 4( )+4( ) oM Ay + 5maA
_ 1 2 1 2 1 9,0 1 5,0
= FpidoA; 5 (Foi)” + 1 (Fij) 5 Af + 5™ A?
ol on a utilisé le fait que F),, = 0 par antisymétrie (pas de sommation sur yu ici). Par ailleurs, de
’équation de Proca on tire A? = —#(%F”O = —#&-Fio et donc Ag = ﬁ (0;Fy0). De la définition
du tenseur F},,, on a aussi 0pA; = Fp; + 0;4p. D’ou
Too = Foi (Fos + 9 Ag) — = (Foi)? + = (Fiy)? = —— (9,Fi0)? + -m2A>
00 02 (013 1410 2 02 4 17 2m2 14770 2 i
1 9 1 9 1 o 1 45 5
2(0)+08 0+4(1) ng(a o)+2m ;

Finalement, 1’énergie totale sera l'intégrale de cette expression sur tout I'espace. On peut alors
intégrer par partie le second terme pour obtenir :

1 1 )
Foi0iAg ~ —0;Fy; (mQaijo) =3 (0iFoi)”

et I’énergie totale est donc simplement

E= /dgzz: {1 (Foi)® + L (0iFi0)? + i (

1
5 53 Fiy)® + 2m2A§} >0. (4.22)
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Le but est donc atteint : ’énergie est une fonctionnelle définie positive. La théorie aura donc un état
fondamental stable et bien défini. Le Lagrangien que nous avons proposé peut donc étre considéré
comme un bon Lagrangien.

Avant de passer a la suite, utilisons 1’éq. (4.21) pour donner D'expression de la quantité de
mouvement du champ vectoriel :

a:/d3xT°i:/d3x (-F0,47) — ﬁ:/d% {Fovar}. (4.23)

Pour pouvoir lancer la procédure de quantification, nous aurons finalement besoin des impulsions
conjuguées et de 'Hamiltonien. Le champ B, conjugué a A* est donné par

0L
B = = _ — _pou
0(00A,) ' (4.24)

En particulier, B® = 0, ce qui n’est pas surprenant : il est le conjugué d’un champ qui n’est
pas un véritable degré de liberté de la théorie. La densité hamiltonienne est alors immédiate :
H = (0pA,) B" — L, et on obtient ainsi ’'Hamiltonien de la théorie :

1 1 1 1
= [Pz B>+ — (8;B;)° + ~m?A2 + - F? 4.2
H / ${2”+2m2(8 )+2m Z+4” , (4.25)

ou B; = Fj9. On constate donc encore une fois que ’'Hamiltonien est égal a 1’énergie, et qu’il est
défini positif pour autant que m? > 0. La quantité de mouvement dans ces nouvelles variables s’écrit
alors

P= /d% {BﬁAi} . (4.26)

Résumons brievement ce qui a été fait jusqu’ici. Partant de la densité lagrangienne la plus
générale compatible avec les contraintes de symétrie et de simplicité qu’on s’est imposées, on a
constaté que I’énergie associée a ce Lagrangien n’était pas définie positive en général. En étudiant
la structure des équations du mouvement qui en découlaient, on a pu définir sous quelles conditions
la théorie obtenue est une théorie satisfaisante, ot ce probleme disparait. Nous avons alors pu
conclure que le champ vectoriel massif est & divergence nulle (dans R*), et donc que le nombre
de champs indépendants de la théorie n’est que de trois (du point de vue lagrangien). Enfin, nous
avons construit dans le formalisme hamiltonien les deux invariants les plus importants : I’énergie et
la quantité de mouvement.

4.1.4 Quantification

La quantification de la théorie suit pour ’essentiel ce qui a été fait dans le cas du champ scalaire.
On n’entrera donc plus dans certains détails techniques traités au chapitre précédent. On commence
par promouvoir tous les degrés de liberté dynamiques comme opérateurs satisfaisant les relations
de commutation canoniques :

4@ .8, )] =id0E~7), ij=123. (4:27)

Il est important de noter ici que la composante ‘0’ des champs n’est pas considérée, puisqu’on a
précisément démontré dans la partie précédente que Ay ne constitue pas un vrai degré de liberté du
champ. On n’a donc a nouveau que six opérateurs fondamentaux dans la théorie du champ vectoriel
massif (i.e. trois paires de champs conjugués).
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Comme dans le cas scalaire, on va quantifier la théorie a un instant ¢ fixé et dans une boite de
grandeur L, de sorte a pouvoir travailler avec les modes de Fourier. On écrit pour commencer

3
i) = 2 303 Ry (4.28)
(k) =1
. 1 5.
Bi(0) = 15 2. > e e (), (4.29)
{p} n=1

(4.30)

avec les conditions de réalité @l(;)*egn) (k) = ¢<”]§e§”>(—1¥) et wé.n)*ey)(l_c’) = zﬁ(”ﬁ)eg-n)(—lz). On a

donc décomposé chaque mode de Fourier sur une base, a prior: quelconque {é’ W, e® g (3)} de R3,

qui peut étre différente pour chaque valeur de k. Un choix intéressant et révélateur d’un point de
vue de la signification physique de la théorie sera alors de prendre :

=

EOE) = = eWk) LeD(E) Le® k),

S}

c’est-a-dire trois vecteurs unité, spatialement orthogonaux entre eux et dont le troisieme pointe
dans la direction de k. Au vu de cette configuration, on appellera transverses les deux vecteurs &)
et €2 alors que €®) sera dit longitudinal. Tous les éléments qui vont apparaitre par la suite, que
ce soient les opérateurs de champ eux-méme ou les invariants dynamiques, pourront toujours étre
décomposés selon ce schéma qui fait écho a la décomposition proposée en tout début de ce chapitre.
Construisons par exemple I’Hamiltonien. On a

m2/d3x A? = Z m2¢’%n)¢%n)* ;

n,{k}
n,{k}
L[ 52 k[ 3) - (3)°
& e (0 - Eoatpatr
{k}
1 1 ) ()
3 2 4 712 A(n) A(n)*
k n=

Nous donnons le calcul explicite pour le troisieme terme uniquement, le reste étant plus simple et
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donc laissé en exercice :
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olt la derniere égalité provient de la définition des vecteurs € et des conditions de réalité établies
plus haut. On peut maintenant écrire I’'Hamiltonien :

2 —_
-1 ) . " 1 E2+m? (3. (3
A= 3 [el + (K2 +m?) o8 | 4 2 3 | B 500" 4 n2p®per
{k} =1 {k}
(4.31)

La premier terme correspond clairement a la partie transverse des champs, alors que la seconde
est longitudinale. A ce point-ci, effectuons une transformation canonique sur la partie longitudinale :

o . L1z (4.32)
m

) _m®

SR

(4.33)

On vérifie immédiatement que les nouveaux champs satisfont toujours les relations de commutation

canoniques, a savoir {(pg ) (3)] = 0 e De plus, ’'Hamiltonien devient alors exactement celui de

trois champs scalaires indépendants tels que rencontrés dans le chapitre précédent. Cette remarque
est essentielle, puisqu’elle permet alors de connaitre immédiatement la théorie quantique associée,
I’ensemble du travail ayant déja été fait. On introduira donc les trois familles d’opérateurs de
création et d’annihilation associés a chacun des champs et qui satisferont naturellement

[%ws»dim *} = O gonm (4.34)

)P

- - AT N
[a(n)g, a(m)ﬁ} =0, [a(n)E, a(m)ﬁ} =0. (4.35)

On pourra alors construire ’espace de Fock associés a ces trois types de particules, et écrire
I’Hamiltonien dans ces nouvelle variables. Apres renormalisation, on trouvera

w

~ T
H= Z 8 2 el - (4.36)
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et on constate donc que la démarche suivie ici produit naturellement un Hamiltonien diagonal par
rapport aux trois champs.

On pourra de méme passer a la limite d’une boite de dimension infinie. Finalement, pour chacun
des trois champs, la représentation de Heisenberg de la théorie sera en tout point identique a celle
du champ scalaire. On peut donc exprimer & ce stade les champs fondamentaux de la théorie en
terme d’opérateurs de création et d’annihilation. En prenant en compte la transformation (4.32),
on peut immédiatement écrire les égalités suivantes a partir des éq. (3.53) et (3.54).

ES 3 2 I I
A7) = / (27r)ng Ss(k) {;g(n)(k) [ (R)e™e" -+ (ke |

EGPTONS [ags) (R)e %" — afy (k)b } : (4.37)

. 3 2 - —
B(t,%) = / % {Z (—ie(k)) ™ (k) [a(n)(k)e—m _ &Zn)(k)emw }
— mé® (k) [d(g)(k)e_ik“x“ + d](L?))(k)eik“’”“} } . (4.38)

Afin d’obtenir une expression plus symétrique, on effectue finalement une transformation de Bogo-
liubov (qui ne modifiera pas les expressions de I'Hamiltonien ou de la quantité de mouvement)

ce qui permet d’écrire :

——&®(k) [@(3) (k)e~Hn" 4 &Ig)(k)eik”“} } ; (4.39)

27)3 2¢ —
M o3 5 —ikjat A ikt
+ e [a(g)(k‘)e il (k)e } } (4.40)

Notons encore que pour tout k, la base de vecteurs {é (i)(k)} forme une base orthonormée de R3.
De plus, on a explicitement la décomposition des vecteurs de champ en partie longitudinale (n = 3)
et partie transverse (n =1,2).

Les expressions ci-dessus sont individuellement relativistes, mais elles ne décrivent que les compo-
santes spatiales des champs. Pour avoir une théorie explicitement relativiste, calculons ’expression
du champ Ap(x) & partir de I'éq. (4.39) et de I’équation de contrainte (4.17), reste de I'équation du
mouvement pour ¥ = 0. On a

417) =  Ay=(m>-v?)" [ﬁatfﬂ .
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Dans I'espace de Fourier, 0; A7 devient ik; -/Alj; et donc 9; A = 9; AW, De plus, Pinverse de 'opérateur
différentiel (m — VQ) est trivial. En effet, soit f(z) = [ &k fk ik, ; alors

3

(m? — v?) f(f):/dgk I Z (k) (k) /d3k; e (m* + 1K ) "

- 1
= (m2 -V?) e — , en représentation de Fourier .
m? + kP
A :/ 5 L)o@k [ (o) (i) oy + (ko) (—iks) aly (R)es" |
0 (27m)3 2e(k) m?2 + k]2 m 0) \thi) A(3) 0 3)

dSk 1 E(k)2 >(3)i ~ —ik,xt AT ik, o

:/ 3 N e (k)ki ) |aye " +a(3)(k)e "
(2m)3 2e(k) m?2 + k|2 m ( ) {
=|k|

@k |E| PR L e ik, aH

= | oo m L™+ aly 0] (@41

ol on a utilisé |k|2 +m?2 = (k)2. Introduisons alors trois quadrivecteurs de polarisation

eD(k) = (0,1,0,0),
(2>(E) = (0,0,1,0), (4.42)
(k) = (0,040,

a l'aide desquels on peut décrire le champ vectoriel sous une forme tres compacte :

A 3 3 . .
Ayt &) = / M;e;m(k) [ (R)e™ ™ + af,, (ke | (4.43)

avec k- x = k,x”. Notons que le nombre de degrés de liberté du champ est compléetement explicite
ici : il suffit de seulement trois tels quadrivecteurs pour décrire complétement les quatre composantes
du champ vectoriel massif. On verra plus loin que la situation est totalement différente dans le cas
non massif (le photon).

Py n . . . « sy
Propriétés des vecteurs e,g ) Les vecteurs de polarisation satisfont deux propriétés fondamen-

tales, a savoir

1 elpertm = —gnm (4.44)
3
n n k kl’
3 el = - <mw L ) , (4.45)
n=1

La preuve de ces identités est triviale, il suffit de vérifier qu’elles sont vraies dans la base utilisée
a ’éq. (4.42). En particulier, dans cette base, k = (¢(k), 0,0, |E|) La théorie étant covariante par
rapport aux transformations de Lorentz, ces égalités resteront vraies lors d’un changement de coor-
données. La premiere équation montre que la base est orthonormée par rapport au produit scalaire
dans 'espace de Minkowski, alors que la seconde est une relation de fermeture légérement modifiée.
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4.1.5 Le spin du champ vectoriel massif

Alors que le champ scalaire décrivait des particules de spin 0, nous montrons dans cette section
que les particules décrites par un champ vectoriel sont des bosons de spin 1 : elles possedent donc
un moment cinétique intrinseque. Pour cela, la démarche est simple, il suffit d’identifier I’'opérateur
associé aux rotations par le théoreme de Noether et d’en extraire la partie indépendante d’un point
de référence spatial. On pourra ainsi séparer les parties orbitale et intrinseque.

Par simplicité, choisissons une rotation autour de I’axe 3 et écrivons-la directement sous forme
infinitésimale :

0 _ .0

20 — 20 =20,

t — =2+ 2%0 = fi=-22, 446
2 2 lg 4 g2 2 _ 1 (4.46)
¢ — =—al+2 = fi=a,

2 — 2B =23,

Par définition, les lois de transformation des composantes du champ vectoriel sont les méme que
pour les coordonnées, i.e.

A9 5 A0 — AO
Al — AT =A'4+ A% = Cl=A?,
A2 A= A4+ A2 — (C2=-A',
A3 — A = A3.

(4.47)

En utilisant 1’éq. (4.20), on peut alors écrire simplement le courant associé, qui sera naturellement
la troisiéme composante du moment cinétique :

Y Y L
GT”#C?’ + Tl,#A,pfsf -5

M
ms =

0
= —FHA? + FlLAY + FR O AV 2? — FH 0, A2 — fi Y

On sera en particulier intéressé a la composante =0 :

mg = 7F01A2 + F02A1 + FOU6'1A”:172 — FouagAVl’l = 7BlA2 + B2A1 - ByalAVI’Q + By5'2A”z1
= (7BlA2 + B2A1) - (BzalAZ 2_ BZaQAll'l) s puisque BO =0.

Définissons alors a partir de I’éq. (4.26) la densité de quantité de mouvement 7= B;V A'. La densité
de moment cinétique total est donc

m=ANB+ZNp. (4.48)

On pourrait ici appliquer cet opérateur a un état quelconque a une particule comme on ’a fait
dans le cas scalaire. Il apparalt cependant clairement que cet opérateur est constiuté de deux
composantes dont la seconde correspond exactement au cas scalaire et dépend explicitement d’un
point de référence et de 'impulsion : il s’agit clairement du moment cinétique orbital. La premiere
est nettement plus intéressante, puisqu’elle décrit le spin du champ vectoriel : c’est le moment
cinétique intrinseque qui ne dépend que du champ lui-méme. On définit naturellement ’opérateur
quantique de spin par

5= /d?’x (,ZTA §) . (4.49)
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Etudions quelque peu l'algebre des S;. En particulier, calculons ses constantes de structures :
ERE / P dy e jea [4° B, A°B]
_ / P dy e { A% [B', A°] B+ 4° [A°, 5] B')
i/d?’ac{(—embejbdflaéd) + (eiabejcaflcéb)}
i / P { (A3 + A Booy) + (4B, - AB%,) ) = / x (A8, - A,B)

= i/dga: 6ijk€klmAle = 7:€iijk y

ol on a utilisé a deux reprises I'identité €4;;€,01 = 93051 — d310;%. On trouve bien les relations de
commutation des moments cinétiques :

(3185 = ieijn S (4.50)

Un calcul similaire conduirait &

(81, 4;(@)] = ey Ar(a) (4.51)
De méme, en écrivant S, en termes d’opérateurs de création et d’annihilation, on trouve

[s a{p)] = ieipmd,, - (4.52)

Définissons maintenant le nouvel opérateur spin total S = $°_ 2. De la dernitre égalité, on
obtient directement le spin total du champ vectoriel :

Z SiSial ) 10) = Z Sii€ipmf,|0) + Z Sial ) Sil0)
K2 ? K2 -0
=- Z Eipm€imi@y)|0) = Z Eimp€iml @p)[0) = 24! ]0) . (4.53)

:25pl

Ainsi, les états a une particule sont des états propres de 52 pour la valeur propre 2. Les particules
associées au champ vectoriel massif sont donc bien de spin' 1.

Les opérateurs de spin en main, il est aussi plus aisé de donner une signification aux indices de
polarisation (n). En effet

Ssily)|0) =0, (4.54)
& (o o ot (At gt
Ss3 (a(l) + za(2)> |0y =+ (a(l) + za(2)) |0, (4.55)
& (a1 _ ot (ot
Ss (a(l) - za(z)) |0y = — (a(l) — za(2)) |0) . (4.56)

Il est donc clair que modulo quelque transformation de Bogoliubov, les indices (n) correspondent
aux trois différents états de spin possibles pour la particule vectorielle. En particulier, I'opérateur
&13) crée une particule dans un état de spin orthogonal a k. On verra dans la partie suivante que le
cas du champ sans masse est différent de ce point de vue-la.

10n rappelle qu’étant donnée la valeur propre s de 52, on définit en mécanique quantique le spin j de la particule
par s =j(j +1)
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4.2 Le champ vectoriel sans masse

Nous attaquons maintenant le dernier cas de champ vectoriel libre : m? = 0. On observant les
résultats obtenus dans la section précédente, on constate immédiatement que la théorie du champ
vectoriel devient singuliere pour cette valeur particuliere du parametre. Certes, on peut simplement

poser m? = 0 dans le Lagrangien
1 v
£ = —ZFWF“ , (4.57)

mais ceci est impossible tant dans I’Hamiltonien que dans les diverses expressions obtenues pour
les champs. On est donc obligé de reconsidérer completement la théorie.

En bref, on atteindra les conclusions suivantes : dans toutes les expressions ci-dessus, il suffira de
remplacer (k) par |k|, et d’annuler tous les termes avec un indice de polarisation (3). Si la premiére
partie de la procédure semble logique, la seconde ’est moins, puisqu’on supprime encore un degré
de liberté du champ. C’est qu’il apparait dans le cas non massif une nouvelle symétrie : la symétrie
de jauge. Mais analysons la situation en détails.

4.2.1 Théorie classique

L’action associée & (4.57) produit les équations du mouvement
o F" =0, (4.58)
que 'on peut réécrire en composantes :

(V:O) 8¢Fi020

— §,0°A° - 9,0°A' = 0; (4.59)
(v=yj) 0. F" =0
— 9y Al + §;0' AT — 90" A° — 9,07 A = 0. (4.60)

Décomposons alors le champ vectoriel A7 en parties transverse et longitudinale? : A7 = 97¢+ A7),
Les équations du mouvement deviennent alors :

(4.59) = —V245+V3¢=0, car 9AII =0,

D000 AT 4 72 A(tr)d = 0,

4. . ; ) )
(160 = { 0006 — V20ip— 9 A° + 926 = 0.

On obtient donc le systeme

Ao =000, (4.61)
Dpd° AT 42 AWI — (4.62)
900°8 ¢ — By A° = 0. (4.63)

Mais (4.61) et (4.63) ne sont pas indépendantes. En effet, (4.63) = 0°07 (0 — Ag) = 0, qui est
forcément satisfaite sachant (4.61). L’ensemble de quatre équations pour les quatre champs Ag, ¢,
AWML ot A2 pest done pas prédicitif pour deux d’entre eux. D’un point de vue mathématique,
on résoud le probléeme en choisissant arbitrairement une fonction ¢, dont on déduit Ag = Jp¢b
et AZ(-l) = 0;¢. 1l suffira alors de résoudre les équations dynamiques pour les deux composantes

20n sait déja de 'analyse précédente que A9 n’est pas indépendant, raison pour laquelle il suffit de décomposer
la partie spatiale de A¥.
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transverses du champ. D’un point de vue physique, ce choix arbitraire apparait tout a fait naturel,
puisque le champ ¢ disparait totalement du Lagrangien, et que c’est dans cette derniére fonction
qu’est contenue toute 'information physique. En effet

Foi = o A; — i Ay = 8 (01 + A") — 0,000 = DoA™ ; (4.64)
Fij=0;A; — 0;A; = 0; (@‘fb + AY”) -0 (&fb + AE")) = 9,4 — 9,41 (4.65)

En particulier, les champs physiquement mesurables que sont le champ électrique E et le champ
d’induction B ne dépendent pas de la composante longitudinale ¢. On fera donc le choix parti-
culierement simple :

6=0 = Ag=0,4"=0, ectdonc A, =A4". (4.66)

On vient de montrer de maniere tout a fait pédestre mais explicite que le champ vectoriel sans
masse est un champ purement transverse. En particulier, cela implique qu’il ne lui reste que deux
degrés de liberté, et non plus trois comme dans le cas du champ massif.

4.2.2 Une nouvelle symétrie : la symétrie de jauge

Montrons que ce qu’on vient d’observer n’est pas une pure coincidence, mais la conséquence plus
fondamentale d’une nouvelle symétrie du Lagrangien. Considérons les transformations suivantes :
zH 't = gt
{ IR (4.67)
Ap(z) — AL@) = Au(z) + Oua(z) -

On montre facilement que le tenseur Fy,, est invariant sous cette transformation. Comme 0;, = 9y,
on a en effet

Ep(2") = 0,A,(x) + 0,0,a(x) — 9, A, (x) — 9,0,0(x) = Fuu(x) , (4.68)

et donc le Lagrangien et I’action sont invariants par rapport a ces transformations. Cette invariance
est connue sous le nom de symétrie de jauge. Dans les termes utilisés dans la section précédente,
on constate bien que la partie longitudinale peut étre modifiée a volonté par un choix judicieux de
la fonction «(z). En particulier, on peut ajuster a(z) de sorte & annuler partout : c’est ce qu’on
appelle la jauge de Coulomb.

En résumé, nous avons obtenu les conclusions suivantes. Le choix m? = 0 dans le Lagrangien
fait apparaitre cette nouvelle symétrie de jauge qui rend la partie longitudinale du champ vectoriel
absolument absente des champs physiques. On peut donc arbitrairement la choisir nulle et la théorie
ne contient donc plus que deuz degrés de liberté transverses, i.e. perpendiculaires a k.

On verra lorsqu’on traitera ’électrodynamique quantique que le photon est précisément un
champ de ce type. Le fait que le photon soit non massif est donc la cause des seulement deux états
de polarisation (bien connus en optique classique), alors méme que le champ est de ‘spin’ 1. C’est
pourquoi on parlera en général d’hélicité, plutot que de spin pour les particules sans masse.

On a ainsi résolu completement le probleme du champ vectoriel sans masse. On peut donc
reprendre I'expression (4.25) de 'Hamiltonien, et simplement abandonner les termes longitudinaux.
On peut alors librement poser m? = 0 pour obtenir I'expression de la densité hamiltonienne du
champ vectoriel sans masse

I NS N N AP
%f§(Bi ) + 1 (Fy)? (4.69)
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qui a déja été résolu. On peut donc utiliser tous les résultats trouvés pour m? # 0, en tracer les
parties dépendantes de 'indice (3), i.e. tous les termes longitudinaux, puis poser m = 0 : on obtient
la théorie classique puis quantique pour le cas non massif. En particulier :

A Bk
Aulw) = / (273 2¢(k)

Finalement,

2
D e (k) fae ™ +afye] Lo (M E =0 (70)

n=1

2
3 d®k ~
T A _ e A.i_ N
H= / 2m)3 26 (k)ngl () @(n) et P = / Gm)52: () k‘Z Q) - (4.71)

En se référant aux équations (4.54)-(4.56), on constate finalement que I’hélicité ne peut plus qu’étre
soit parallele, soit antiparallele a la quantité de mouvement, la valeur propre 0 de 'opérateur de
spin ayant été supprimée dans ce cas-ci. Voila qui conclut notre discussion du champ vectoriel.






Chapitre 5

Le champ spinoriel

Nous avons jusqu’ici décrit et classifié les champs en fonction de leurs propriétés par rapport
au groupe de Lorentz. Nous avons essentiellement travaillé avec la représentation directe du groupe
de Lorentz sur I'espace de Minkowski, et pu ainsi mettre en évidence le champ scalaire, le champ
vectoriel, et il serait possible de continuer ainsi avec des champs tensoriels d’ordres supérieurs. On
verrait en particulier qu’un champ tensoriel d’ordre n sera toujours un champ bosonique de spin
entier n. Afin de pouvoir décrire des champs de spin demi-entier, et ceci est essentiel puisque la
plupart des particules élémentaires sont des fermions de spin %7 il faut faire appel a une autre
représentation du groupe de Lorentz. On verra dans ce chapitre que la représentation SL(2,C)
de Ll nous permettra de décrire un nouveau type de champ, le spineur, qui est précisément un
champ de spin demi-entier. Nous entamons donc ce chapitre par quelques éléments supplémentaires

importants concernant le groupe de Lorentz.

5.1 Groupe de Lorentz et SL(2,C)

5.1.1 Représentation matricielle de ’espace de Minkowski

Nous commengons par montrer que ’espace de Minkowski, i.e. ’ensemble des vecteurs z* €
R* muni du produit scalaire (z,y) = 7,,2"y", est isomorphe & un certain espace de matrices
hermitiennes 2 x 2. En effet, introduisons un ensemble complet de matrices hermitiennes 2 x 2, les
matrices de Pauli :

p(39) e (20) () o) e

On montre aisément qu’elles forment une base de MH(2, C), I'espace des matrices complexes her-
mitiennes 2 x 2, vu comme R-espace vectoriel. On pourrait aussi considérer I’ensemble équivalent!

ot = (5% -5', 5% -5%) . (5.2)
L’espace MH (2, C) est isomorphe & R*. En effet,
M:R* — MH(2,C)
3

04 3 1 _ ;2
TN CM(x)x,&Jﬂx,L(x +a23 2l —iz >

iz 2V -z

1Les conventions de signe et de placement des indices en haut ou en bas varient selon les auteurs.

ol
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est un isomorphisme. Apres quelques manipulations, on trouve que I’application inverse est donnée
par

M~':MH(2,C) — R?
1
C o = MO = ST (5"C) .

En relation avec le groupe de Lorentz, on observe directement de I’expression de la matrice
C que l'invariant de Lorentz fondamental, a savoir le carré d’un quadrivecteur est représenté sur
MH(2, C) par un simple déterminant :

z-z=z,2* =detC. (5.3)

5.2 Représentation de £! sur MH(2,C)

La question qui se pose maintenant est de déterminer ’action du groupe de Lorentz sur les
matrices C € MH(2, C). Autrement dit, on cherche la loi de transformation des matrices de MH(2, C)
qui corresponde & celle des coordonnées lors d’une transformation de Lorentz. Ce dernier étant
entierement caractérisé par le fait qu’il préserve la métrique de Minkowski, il suffit d’exiger que

1. MH(2,C) soit stable par rapport a ’action du groupe,
2. le déterminant soit invariant par rapport & cette transformation, en raison de 1’éq. (5.3).

On montre maintenant qu’il est possible de représenter une transformation de Lorentz par
C — C'=ATCA, ou AeSL(2,C), (5.4)

SL(2,C) étant le groupe des matrices 2 x 2 & coefficients complexes et de déterminant 1. En effet,
1. (C")' = ATCTA = ATCA = (', et donc C' € MH(2,C),

2. det €' = det (ATCA) = det At det Adet C' = | det A|? det C = det C, puisque
AeSL(2,C) = detA=1.

Finalement, il est maintenant possible de construire explicitement I'application ¢ qui a toute
matrice de SL(2, C) associe un élément du groupe de Lorentz. En effet

L 1 pd 1 ot
P = ST (6"C") = ST (o ATCA)

1 ~ v 1 ~ I v
= §Tr (J“ATUVJJ A) = ETr (0’ ATU,,A) ¥ .
On peut donc écrire
p:SL(2,C) — L
A — p(A) =AM, = %Tr (6 Afo,A) . (5.5)

Avec les éq. (5.4) et (5.5), on a donc obtenu explicitement une nouvelle représentation du groupe
de Lorentz par des matrices de SL(2, C) agissant sur des éléments de MH(2, C).

Remarque Le groupe SL(2,C) contient six parametres : 2 X 4 parametres réels moins deux
conditions réelles pour le déterminant. C’est aussi le nombre de parameétres du groupe de Lorentz. On
peut cependant noter que cette représentation ne recouvre que la composante propre orthochrone.
En effet,
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1. A(A)% = 1Tr (ATA) >0, c’est une transformation orthochrone;

2. de plus, on peut vérifier que Papplication ¢ : SL(2,C) — L est continue. Or pour A =1, on
trouve [A(I)]*, = 6", pour lequel det A = +1. Le déterminant définissant aussi une application
continue, ’application

detop: A — det A(A)

Iest aussi, et la valeur du déterminant ne peut pas passer brusquement de +1 & —1. Ainsi,
lorsque A parcours SL(2, C), les transformations A(A) produites doivent donc rester dans la
composante propre du groupe de Lorentz2.

Finalement, on peut montrer que réciproquement,
AA)=A(B) = B==4,

autrement dit qu’a chaque transformation A € EL correspondent exactement deux matrices de
SL(2,C), a savoir A et —A. On vient donc de montrer que ¢ est un homomorphisme 2 — 1 de
SL(2,C) sur El . Dans le cadre de la théorie des groupes, puisque SL(2, C) est simplement connexe,
on l'appelle le groupe de recouvrement universel de El . Le petit tableau suivant résume ce qui a
été obtenu jusqu’ici :

SL(JQ, c) = LJ:L

MH(2,C) M R

ou | signifie ‘agit sur’.

Propriétés
1. Si A est unitaire, i.e. AAT =1, on peut I'écrire en toute généralité A = cos gao — isin g&' ‘N
pour un certain vecteur unité n. A(A) est alors une rotation d’angle 6 autour de l’axe défini
par n, i.e.

A(A)Oo =1; A(A)Oi = A(A)io =0;
A(A)"; = cos 065 + (1 —cosf)n'n! + sin 0 e;;,nk .
2. Si A est hermitienne, i.e. A = A, on peut I'écrire en toute généralité A = cosh %ao—sinh %Eﬁz
pour un certain vecteur unité m. A(A) est alors un boost de vitesse v = tanh ¢ le long de
I’axe défini par m, i.e.
A(A)Y) = cosh¢; A(A)Y, = A(A)!, = —sinhpm?;
A(A)"; = 6ij + (cosh ¢ — 1) m*m/ .
Nous n’allons pas démontrer ces propriétés. Le calcul est direct mais passablement lourd.
Enfin, mentionnons que toute matrice de SL(2,C) peut se décomposer en un produit d’une

matrice unitaire et d’une matrice hermitienne. Ainsi, tout élément du groupe de Lorentz est le
produit d’une rotation pure et d’un boost pur. Mais revenons maintenant a la théorie des champs.

5.3 Le spineur de Dirac

5.3.1 Le spineur a deux composantes

Nous venons de construire une représentation du groupe de Lorentz par des matrices 2 x 2 de
déterminant 1. Nous avons de méme défini la représentation d’un quadrivecteur par une matrice

20n rappelle que £ n’est pas connexe et se décompose en quatre composantes connexes.
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de MH(2,C). Nous définissons maintenant deux nouveaux objets 1 et x qui sont des vecteurs a
deux composantes complexes et qu'on appelle spineurs. Comme dans les cas précédents, c’est leur
transformation par rapport au groupe de Lorentz qui permet de les caractériser :

Y(x) — Y(a) = AY(x),
{x(w> — X(2') = A*x(z). (5.6)

C’est ce qu’on appelle la représentation spinorielle du groupe de Lorentz.

Afin de construire un Lagrangien acceptable, il s’agit d’exhiber toutes les combinaisons bi-
linéaires de ces deux champs qui sont des scalaires par rapport au groupe de Lorentz. Pour cela, il
est utile de connaitre les relations suivantes, valables pour tout A € SL(2,C) :

Alo, A=A o, ; (5.7)

ATEA=¢, on 5:(_01 (1)) (5.8)

Preuve
— On sait de I'éq. (5.5) que Tr (6°ATo, A) = 2[A(A)]”, . De plus,
Tr(6°Alo,) = Tr (0,6°) AL =T (§ZH2) AE =2AP

ou il faut se rappeler qu’on prend la trace par rapport & SL(2,C). Ces deux équations étant
valables pour p = 0,1,2,3, on en déduit (5.7), puisque Tr(M;Ms) est un produit scalaire et
que l'ensemble de matrices de Pauli forme une base de MH(2, C).

— (5.8) se montre par un calcul direct. Soit A = ( “ Z ) € SL(2,C); alors,
c

a b 0 1 a c\ _( -b a a ¢\ 0 det A\ <
c d -1 0 b d) \ —-d ¢ b d) \ —detd 0 -
puisque A € SL(2,C).
Enfin, pour que ces combinaisons soient des vrais scalaires, elles doivent étre de la forme

o o)

En utilisant les éq. (5.7) et (5.8), et en tenant compte de cette derniére remarque, on peut succes-
sivement exhiber

1. des scalaires

VTATEAY =Ty,

pTey  —

x'Exr — xTATEA* = xTEX™, (5.9)
X'&y — XxTATEAY = xTEY, '
piexy  — Yt AT EA Y = yie y = plEx.

Mais seuls les deux derniers sont intéressants, puisque 7 &y = xTEx* = 0, pour autant que
les composantes de ces vecteurs commutent entre elles.
2. des vecteurs
Ployp  — YiATe, A = N Plo,y,
xToux* — XTAlo,Ax* = A xToux*,
XTUuw — XTATJ;LAw = A”uXT(fﬂ/) s
1/JTaﬂx* — 'LZJTATU#AX* = A”#dﬂa,,x* .

(5.10)
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Armés de ces connaissances, on peut alors écrire le Lagrangien le plus général compatible avec
les contraintes désormais habituelles. Si I'on ne considere que le champ 1, on obtient

&= %Mauaw + he., (5.11)

ou il est essentiel d’ajouter le conjugué hermitique pour assurer la réalité de la densité lagrangienne.
On trouve facilement la dimension de % : [¢)] = GeV?3/2. On constate donc qu'il est impossible dans
cette théorie simple d’ajouter un terme de masse, puisque 7€y = 0, du moins dans le cadre
classique ou les champs commutent. Il est donc essentiel de considérer les deux champs ensemble :

& = Cplat o, + CoxTot 0, x* + ExT ot 0 — mxTEY + hee. (5.12)

ou [m] = GeV; il s’agit bien d’un terme de masse. Le troisiéme terme peut étre éliminé par une
transformation des champs :
X* — Y +oxT.

De plus, observons le comportement du premier terme dans ’action :
/ d*z (C19 o0, + C10, ¢ o)
22 / dhz (Cyioh B — CiTatd, ) = / d'z (3[Cr]wioa,u) |

La partie réelle des constantes C; peut donc étre éliminée par une simple intégration par parties.
On écrira donc la densité lagrangienne générale comme

g = %wg#auw + %xTaﬂaux* —mx'&Y + hec. . (5.14)

On appelle cette expression le Lagrangien de Dirac en représentation chirale. Nous reviendrons plus
tard sur cette dénomination et sa signification.

5.3.2 Le spineur de Dirac a quatre composantes

On introduit dans cette section le champ spinoriel proprement dit, dont on doit I’idée a P. A. M. Di-
rac. On définit & partir des deux spineurs ¥ et x un nouveau champ a quatre composantes U :

\111(96) z/’1(917)

N S I BT I e

Y@ =1 ) (sw)) vl | (5.15)
‘1’4(3«") —Xl(l")

De plus introduisons les matrices de Dirac v*, qui sont 4 x 4, définies par

7u:( 0 o > , (5.16)

ot 0

Propriétés Ces matrices satisfont un certain nombre de propriétés intéressantes, dont on donne
ici les principales :

Loty oyt =20,
2. 7% =10,
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3. VZT = 7’)/1. )
4. ()’ =1,
5. () = -1,

On peut alors réécrire le Lagrangien (5.14) de la manieére suivante :
£ = %@7“8@11 +he.—mUU, ou U=y, (5.17)

Remarques
— Le lecteur pourra vérifier en exercice que

1. UV est un scalaire,
2. Uy"U est un quadrivecteur.

— Le Lagrangien tel que nous ’avons écrit est explicitement hermitien. Intégrons par parties le
second terme

, 1 . . ,
i— 1 T, — P b=
[quﬂauxp} = —58@1%”70“1/ = =50, 0" pve AR
On écrira donc souvent le Lagrangien du champ spinoriel libre sous la forme suivante :

&L =iy 9, ¥ — mP WV . (5.18)

Cette expression n’est plus explicitement hermitienne, mais équivalente a une forme hermi-
tienne, et souvent plus simple a manipuler.

5.3.3 L’équation de Dirac

Chaque composante du champ ¥ étant complexe, elle représente deux degrés de liberté réels.
Pour obtenir les équations du mouvement, on peut donc varier indépendamment ¥ et ¥! dans
I’action,

05 = /d4$ {;‘I’TVOV”% (0®) - %3HWTW“T7°* (0®) + % (67) %40, — %@a (5wF) 414" w
—m (001) 10T — mTT40 (5T) } )
d’ou les équations du mouvement :
—%3;»‘1”707“ - %%‘PW“WOT —m¥iy’ =0,

la seconde étant simplement le conjugué complexe de celle-ci. Multiplions cette équation par (70) o
7. Comme

PN = 409490 = A0709% = 4,
on obtient finalement I’ équation de Dirac :

[iv"0, —m]|¥(x) =0. (5.19)

En composantes :
[iy“aﬁ - mh]ab \I/b =0. (520)
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Remarque 1l est important de noter ici que les indices a et b utilisés ne sont pas des indices
de Lorentz. On prendra d’ailleurs a,b € {1,2,3,4}. Ils ne représentent pas les composantes d’un
vecteur de ’espace-temps. On les appelle parfois indices de Dirac, et ce sont des indices dans ’espace
des spineurs. C’est pourquoi on utilisera en général des lettres latines pour bien les différencier
des indices de Lorentz. En particulier, les matrices de Dirac portent les deux types d’indices : la
composante a, b de la matrice v* se note (y*),,. L'indice i, qui indique & quelle matrice on a affaire
dans la famille est lorentzien (il faut changer de signe lorsqu’on monte ou descend des indices de
type spatial), alors qu’a l'intérieur de cette matrice, chaque composante est indexée par une paire
d’indices de Dirac. Ce probleme apparait souvent en théorie des champs : certains objets vivent dans
des espaces différents et portent donc des indices de diverses natures aussi. Il est donc important
de bien comprendre cette différence a ce stade, la situation devenant de plus en plus complexe par
la suite.

5.3.4 La démarche historique

Historiquement, I’équation de Dirac ne découle pas du tout de la théorie des représentations du
groupe de Lorentz comme on I’a brievement montré ici. On donne dans cette section un apergu de
la démarche géniale de Dirac. On ne s’arrétera pas sur les détails mathématiques et de rigueur.

Le probleme fondamental qui se posait a la fin des années 1920 était 'incompatibilité de la
mécanique quantique et de la relativité restreinte. En effet, ’équation de Schrédinger pour une
particule libre

0us(a) = —5 ()

n’est que du premier ordre par rapport au temps, mais du second ordre par rapport aux variables
d’espace. C’est pourtant cette propriété qui assure la conservation du courant de probabilité :

%/d?’ww = /d% {(—;naﬁqﬁ*) P+ P* (2;831/))} =0.

La premiere solution proposée fut de généraliser I’équation de Schrodinger en utilisant aussi des
dérivées temporelles du second ordre. On obtient alors I’équation de Klein-Gordon

(O+m?)p(z)=0.

Malheureusement, I'intégrale de ¥*1 n’est plus conservée par I’évolution temporelle. On trouve bien

un invariant f d3z1* Oy 1, mais on constate que ce dernier peut étre négatif. Il ne peut donc plus
étre interprété comme une probablilité. La généralisation relativiste de 1’équation de Schrodinger
n’était donc pas si simple.

Dirac tente alors de réécrire 'opérateur de Klein-Gordon comme un produit de deux opérateurs
différentiels du premier ordre dans toutes les variables d’espace-temps. Il pose

— (iT,@" —m) (iT, 0" +m) = T,T,0"0" —iT ,0*m+iml, 0" +m? = T, T,0"d" +m? = (O + m?)

ce qui impose finalement
r.,r,0"0" =nuo0"o".

Comme 0"9¥ est symétrique, ceci est équivalent &

r.,r,+I.T, =2n,,, (5.21)
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ce qui est manifestement impossible a réaliser avec des scalaires. En conclusion, I';, ne peut pas étre
un simple quadrivecteur, il faut chercher une représentation matricielle plus générale de (5.21). Un
ensemble de quatre objets qui satisfont ces relations d’anticommutation, a savoir

{Fpn FV} = 27];“/ ) (522)

engendre ce qu’on appelle une algébre de Clifford. On vérifie par un calcul direct a partir de
I’éq. (5.16) que les matrices de Dirac v* satisfont bien les relations d’anticommutation d’une telle
algebre. De plus, on voit ici qu'il sera possible de choisir d’autres représentations pour cette algebre
qui donneront différentes représentations du Lagrangien : représentation de Weyl, représentation
chirale,...
Dirac a donc finalement trouvé une généralisation relativiste de I’équation de Schrédinger, qu’on
peut écrire
100 = (—m%iai + m’yo) v, (5.23)

cette solution étant tout a fait satisfaisante. En effet,
d [ 3 gt 3 t t
o [ V= [ & {(00") ¥ + T, w}
= /d%: {i (0;97) (v T4 W + im WY1 — 0T (—i)y 04 0,0 + (—i)m T T}
= /d?’x {= (0:91) /29T + im¥T7 00 — U140 0,0 — imT T T} =0,

apres une intégration par parties, et 1'utilisation de ’anticommutation des matrices 7* et v°. Comme
UTW est naturellement défini positif, on a retrouvé un candidat cohérent pour la densité de proba-
bilité. Le probleme est résolu.

Le prix de cette extension étant le fait que les objets qui apparaissent dans I’équation ne sont plus
de simples nombres complexes, mais bien des matrices. Pour obtenir une équation du mouvement
qui soit linéaire, il a fallu introduire des composantes supplémentaires & la ‘fonction d’onde’. On
verra tantot que ces degrés de liberté supplémentaires ne sont rien d’autre que les antiparticules.
C’est donc pour satisfaire a des exigences d’ordre purement mathématique que sont apparus pour la
premiere fois ces objets étranges qui n’ont été observés expérimentalement qu’apres que la théorie
les eut prédits.

Avant de poursuivre, montrons encore que la plus petite représentation matricielle de I’algebre
de Clifford sur un espace-temps a 4 dimensions doit se faire par des matrices carrées 4 x 4. Soient
en effet les quatre matrices 7, linéairement indépendantes et qui satisfont (5.22). Cherchons un
ensemble de matrices linéairement indépendantes avec ces quatre premiers éléments, et qu’on peut
construire & ’aide de sommes et de produits de ces derniers. On trouve

I une matrice,
o quatre matrices,
Ouv = YuYv — YoYu  SiX matrices,
Y5 = ©Y0V17273 une matrice,
V5 Vp encore quatre matrices.
On a tout ici. En particulier, v,7v, + 7,7, o L. De plus, (70)2 =1Tet ('yi)z = —I, on voit de

méme qu’il n’est plus possible d’ajouter d’autres combinaisons. On a engendré un ensemble de seize
matrices linéairement indépendantes®. On est donc face & un espace de dimension 16, donc bien des

30n montre qu’elles sont bien linéairement indépendantes en notant qu’elles forment un ensemble orthogonal par
rapport au produit scalaire défini par la trace du produit des matrices.
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matrices au minimum 4 x 4. Ainsi, chaque matrice dans cet espace pourra étre décomposée de la
maniere suivante :
al + by, + "o + d' sy, +es .

5.4 Invariants dynamiques

Comme d’habitude, la premiere étape pour I’étude systématique de la théorie est la détermination
des invariants dynamiques, en utilisant le théoreme de Noether.

5.4.1 Le tenseur énergie-impulsion

Sous 'effet des translations d’espace-temps, le spineur reste invariant, i.e.

ot — M =gt — gt
’ .24
{ U(xr) — P ()=9(zx). (5.24)
Alors
0% 0%
T = = 00 4+ —Ul §v 512
v aqu P l/+ 8\IJL PV v

- %\ywowayxp - %ay\ywwo\p — on (;\pw%pap\y - %ap\pwwoqf - m\pwoxp) . (5.25)
Pour trouver ’énergie et la quantité de mouvement, il suffit de traiter la ligne p = 0.

Impulsion On trouve facilement Toj = %\I!Tajlll — %@\I/T\Il; c’est la densité de quantité de mou-
vement. Ainsi )
P= —% /d% (\DTWJ - Wﬂxp) : (5.26)

Energie De méme,
T = SUHaeW — S90Sty 000 — S w070, w

+ %80\IJT70T70\I/ + %@\I’T’y”’yo\l/ + m\I’T'yO\I'
7

= —%\I!T'yo'yjaj\ll + %@-\I}T'yﬂ'yo\ll +mUTy 0T = 3 (0,90 — Ty 9;0) + mP¥,  (5.27)

et donc '
E= /dgac {; (0,977 — U7 9;0) + m\IJ\If} . (5.28)

Il s’avere qu’on peut donner une expression plus simple de I’énergie, en utilisant les équations du
mouvement. En effet,

B / P {; (0,90 ~ Ty 0, 0) + mTw — L (0T - waoqf)}
= /d% {; [(i0, 99"V + mUW) + (—i¥y"9, ¥ + mP¥)]| — % (oUW — %060\1/)}

= /d% {; { (10, UA" + mW) U + W (—iy"9, ¥ + mq/)} — % (oUW — Ty 0 0) } ;
N———
=0 =0
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d’ou ’expression suivante :

E= /d3 { (T, — 80\I/T\I!)} (5.29)

Finalement, le lecteur pourra vérifier que cette expression est égale a 'Hamiltonien obtenu par une
transformation de Legendre du Lagrangien. Les champs conjugués sont simplement

07 gt w292 iy (5.30)
v 2 out 2

A des facteurs numériques pres, le conjugué au sens opératoriel correspond dans ce cas-ci au conjugué
au sens de la mécanique analytique.

5.4.2 Le moment cinétique

Le dernier sous-groupe intéressant des transformations de Lorentz est celui des rotations. Sous
Ieffet des rotations, tant les coordonnées que les champs vont étre modifiés. Pour ce qui est des
coordonnées, on peut reprendre les cas précédents et trouver directement les fonctions fi = 22 et
f2 = —x'. Pour les transformations du champ, la situation est plus intéressante. On considere la
transformation d’un spineur de Dirac. A 'aide de 1’éq. (5.6) et de la définition du spineur & quatre
composantes, on peut écrire

() =) he)(8)

Par ailleurs, dans le cas d’une rotation d’angle # autour de €3, on connait

ceoso i o (0 (=ig) 0
A—COS2O'() 25111203—( 0 exp(ig) .

Sous forme infinitésimale :

_ ;0 Y
A— 1 15 0-9 7 _EAE = 1 i 0.0 4

On peut donc écrire explicitement 1’éq. (5.31) sous forme infinitésimale

1-i¢ 0 0 0
0 1+i§ 0 0 0
v v = 2 U= (I-i-%3) 0 32
7 0 0 1-i% 0 ( ) 3) ’ (5:32)
0 0 0 1+if

ou X3 = ( o 0 ) Ceci définit les fonctions C3)y qu’on va utiliser pour calculer le courant de

0 g3
Noether : 9 0
0(3)\1, = —1523\1/, et 0(3)\1,1 = i§\11T23 .
D’ou
0¥ 0¥ 0¥ 892”
wo_ w
m3 = a\I”H 5\I/T C\I/T + a0 U " l/f3 o TM f3 ng

. .
= 7V 4 1\1”237”70‘1/ + 5‘1”7 V10, W fy — %GV\IJW“WO‘PJ%’ — 2.  (533)
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La densité de moment cinétique par rapport aux rotations autour de l'axe 3 est donc
1 .
m§ = 7 (U100 + 0ISe ] + 2 [ (910a” — 2p0a') — (0,010” - 20Ta") 0]

. ‘ .
= SUIS W | 2 (W00 - 0,01 0) o2 - 2 (10,0 - 0,017) xl]

1
= iqﬁzgqf — PN, . (5.34)
Pour obtenir une expression plus générale, on introduit les matrices ¥; = ( %j 0 >, et on se
gj
convainc facilement que
- 5
M:/d% {\IITz\If—i—f/\ﬁ} . (5.35)

On identifie immédiatement la partie orbitale E, qui provient de la transformation des coor-
données, alors que les transformations du champ produisent le moment cinétique intrinseque S’ :

M=L+§, (5.36)
ot E:/d3x FAP) (5.37)
(S
et §= [wr(wv] (5.38)

5.4.3 La charge

Enfin, le Lagrangien du champ spinoriel présente aussi la symétrie suivante :

. — =gt
v 5.39
{ U(r) — V() =e¥(x). (5-39)
Le courant de Noether associé est facilement calculé
JH = %%# (iT) — % (—iwh) 417010 = Ty . (5.40)

On définit finalement la charge (électrique) :

0= /d%jo — —/d%\lﬁ\l/. (5.41)

Ceci en main, passons maintenant a la quantification de la théorie.

5.5 Quantification

5.5.1 L’équation de Dirac en représentation de Fourier

Comme dans les cas précédents, on va passer dans ’espace Fourier pour quantifier la théorie.
Le spineur de Dirac possede donc quatre composantes, et I’équation de Dirac correspond a quatre
équations différentielles pour quatre degrés de liberté. Dans le cas du champ scalaire, on a décomposé
chaque mode sur une base de R?; ici, on pourra choisir un ensemble complet de quatre spineurs
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wy (K), ug(k), v1(—k) et va(—k), tous éléments de C*, et faire de méme. Les champs n’étant pas réels,
il n’existe aucune contrainte supplémentaire sur les composantes de Fourier. Une décomposition
générale peut s’écrire

U 7\ — d3k U —ikx

(%) = / @r)32e(k) o -

En décomposant les W;. sur les quatre spineurs de base,
\I/E = ax (E)uﬂ%) + a2<E)UQ(E> + bi(—E)Ul(—E) + b;(—lg)’l)g(—]g) 5

on pourra alors écrire un ansatz général pour le champ spinoriel :

U (t, ) —/d% 22:{ (k)ug (K)e™™ 4 ] (k)vg (k)e ™ } (5.42)
,T) = @3 2:(k) 2 as(k)us(k)e (k)ve(k)e . .

Il est important de remarquer qu’on n’a strictement rien fait jusqu’ici, si ce n’est un changement de
notation. En particulier, les coefficients a, et b(T, ne sont pour 'instant que des nombres complexes
qui n’ont pas de signification particuliere, on ne leur a pas encore conféré un statut d’opérateur.

C’est en injectant cet ansatz dans I’équation de Dirac (5.19) qu’on pourra réellement trouver les
conditions sous lesquelles le champ (5.42) est effectivement une solution. En effet

(ir}ﬂuau - m) U=0
N e .
/ W Z {(’VY (_Zk#) - m) AgUgs€ + (Z’y (Zkﬂ) — m) bavae } =0.
o=1

Comme les nombres a, et bl sont quelconques, et que les spineurs de base sont linéairement
indépendants, on doit avoir

(Yk, —m)ug(k) = 0, 23
keR t =1,2. 4
{ (Yohy +m)vg(k) = 0, Vk e et o ) (5.43)

La conclusion est donc la suivante : si les spineurs u, (k) et v, (k) sont des solutions des équations

ci-dessus, alors le champ (5.42) est une solution de I’équation de Dirac.

Notation On écrira souvent f pour v#k,. C’est le slash de Feynman. L’équation de Dirac devient

(k—m)us(k) = 0,
(F+m)v,(k) = 0. (5:44)

(za - m) ¥ =0, ou encore, en représentation de Fourier, {

5.5.2 Solution dans ’espace k

Fixons k = (5 o E) . Par une transformation de Lorentz appropriée, on se place dans un référentiel

par rapport auquel k= 0, i.e. par rapport auquel k = (m, 0). La solution tout & fait générale pourrait
étre obtenue par une transformation de Lorentz appropriée. On renvoie le lecteur intéressé au livre
de Peskin et Schroder, par exemple. Les équations (5.43) deviennent alors

(7°m — m) ug (k) 0 <= (" -L)u (k) = 0,

(,yOm—‘,—m)va(k;) = 0 < (70+H4)Ua(k) - 0, (5.45)
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-1 Iy U1 I I U1
= t = . .4
<H2 —H2>(@2> 0 <H2 Hz)(%) 0 (5.46)

Ces matrices étant dégénérées par bloc, chacune de ces équations ne possede que deux solutions
linéairement indépendantes, par exemple :

1
(5.47)

uy = Uz = v = ) V2 =

-1
0 -1

O = O =
e N )

On a cette fois-ci une solution explicite de I’équation de Dirac. En particulier, on note que le choix
des indices o0 = 1,2 se trouve justifié encore ici par la dimension des espaces propres des matrices
de (5.43). On a donc bien au total exactement quatre degrés de liberté par champ V.

Finalement, on va encore choisir une normalisation des spineurs u, et v, telle que les relations
suivantes soient satisfaites :

Ug g = 2M 50’0-/ s (548)

VoUyr = —2m 50,0/ . (5.49)
On pourrait de méme montrer

ulua/ = 26‘]; 60,0—/ s (550)

Viver = 4267 05,00 - (5.51)

Ces spineurs sont donc orthogonaux entre eux, et de dimension [u,] = GeV'/2. Ce choix est judi-
cieux, puisqu’alors les coefficients a, et bl sont de dimension GeV ™!, comme dans les cas scalaire
et vectoriel.

Propriété On a les ‘relations de fermeture’ suivantes :
2
> oty = (F+m) (5.52)
o=1
2
S votr = (f—m) (553)
o=1

En effet, une des propriétés essentielles des matrices v est que (f —m) (F +m) = k,k* —m? = 0.
Alors

F-mu, =0 = > (F-muiy =0 = (k—m)> udiy =0,

et donc

Zuangé"‘m) .

Le raisonnement s’applique de méme pour v, .
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5.5.3 Relations d’anticommutations

Tout est désormais prét pour quantifier la théorie : nous avons une expression pour les solutions
de I’équation de Dirac, écrite sous une forme intéressante. Il ne reste plus qu’a transformer les
nombres complexes a, (k) et b,(p) en opérateurs satisfaisants & certaines relations de commutation.
Nous commencons par montrer qu’une simple transposition de la démarche suivie jusqu’ici pour les
autres champs n’est pas possible. En effet, calculons I’énergie (5.29) :

B= [ / 277326 / (277)62355(]9);

2{ [(aj;(k)ul(k) *E by (k)v (k)eiim) ((_Z‘Eﬁ)ap(p)up(p)efim + (iSﬁ)bL(p)vp(p)eim)]

— [((ieg)al (k)ui,(k)e“” + (—igg)bo (k)ul (k)e™™) (ap(p)up(p)e ™" + bl (p)vo(p)e™)] }

/d3 / 27r325(k) /(27r)65l33§€(17)§

3 )
= | G 2 2z LRk a0k o) + ()b (B0 ()
- el Wl Bt <z‘e,;>bo(k)bz<k>v3<k>vp<k>}

= / %325 Z {al (k) a (kyul (K)uy(K) — bo (K)B) (K)ol (K)o, (k) )

(5.50),(5.51) / (% 325 Z{a — b (k)b (k) } -

Il apparait alors de maniere évidente un probléeme. Si 'on impose des relations de commutation de
type bosonique, alors I'intégrant deviendrait aprés renormalisation de I’énergie du vide af, (k)a, (k) —
bl (k)bs (k). Mais ceci signifierait qu’a chaque particule de type b créée, 1’énergie totale diminuerait.
Autrement dit, il n’existerait pas d’état d’énergie minimale, et la théorie ne serait simplement
pas définie. C’est le signe du deuxiéme terme qui provoque cette catastrophe. Pour répondre a ce
probléeme, on postule alors les relations suivantes entre les opérateurs quantiques a et b:

{ap(k),al(p)} = (2m)*2e1 0,00k = 5) et {B,(R),BL(D)} = (2m)*2e 0,00k =), (5.54)

toutes les autres combinaisons étant trivialement nulles. On a donc utilisé I’anticommutateur®
{A,B} = AB + BA, et non plus le traditionnel commutateur qui apparait dans les théories bo-
soniques. C’est la une différence fondamentale du champ spinoriel, et on verra dans la suite de ce
chapitre qu’elle implique toute une série d’éléments nouveaux.

Apres renormalisation de I’énergie du vide, on obtient finalement un Hamiltonien quantique bien

défini :
H =/ 3 325 DR Z{ Bj,(k:)ég(k)} . (5.55)

40n le note parfois aussi [A, B]+.
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Analysons le spectre de la théorie. Pour simplifier les notations, on ne considere qu’un seul
couple d’opérateurs a et a', tels que {&, dT} = I. On définit I’état du vide |0) comme 1’état propre
de 'opérateur a pour la valeur propre O :

a0y =0. (5.56)
On pose alors le probleme aux valeurs propres
Nly) = alaly) = nle), (5.57)

avec |¢) normalisé. Clairement, on doit avoir n > 0, puisque 0 < (y|aa|y) = n(|i) = n. Suppo-
sons que [1) n’est pas Iétat du vide, i.e. que n > 0. Montrons maintenant que a[t) est aussi un
vecteur propre de N, pour la valeur propre (1 — n).

ata (aly)) = alyp) — aa'aly) = aly) — naly) = (1 —n) (aly))

ol on a utilisé la relation d’anticommutation. Il en va de méme pour a'. Finalement, comme
{dT, &‘L} =0, on doit avoir que a2 = 0. De méme, 4> = 0. Mais alors :

a'a(aly)) =a' (aa)[v) =0,

En comparant avec la ligne précédente, on doit avoir que (1 —n) = 0. Ainsi, n = 1. En conclusion,
le spectre de l'opérateur N ne contient que deux éléments :

Sp{a'a} = {0,1} . (5.58)

On peut maintenant construire ’espace de Fock de la théorie. Pour chaque type de particules a
ou b, et pour chaque valeur de k, on retrouve la situation ci-dessus. Ainsi, I’espace de Hilbert est
engendré par les vecteurs suivants :

Wy =af ---aj bf b1 |0), ot ki Ak, etpi#Epj, st i#j. (5.59)

Cette derniere condition provient simplement du fait que si deux impulsions étaient égales, alors
I’état serait simplement nul, puisque d%g = 0. Ainsi, un état a n particules s’écrit

3 n
) = [ Gtk <H&L> 0, ot k- k) = (1 ety Kri)

(5.60)
m € S, est une permutation de {1,...,n}, et (—1)™ en est la signature.

La fonction d’onde d’un état a n particules est donc totalement antisymétrique par rapport aux
permutations des particules : le champ spinoriel décrit un ensemble de fermions. Remarquons que
cette propriété n’est pas imposée a posteriori comme un axiome supplémentaire, mais qu’elle est
directement héritée de I'anticommutation des opérateurs de création et d’annihilation. De méme,
les propriétés spectrales de 'opérateur de nombre de particules refletent le principe d’exclusion de
Pauli : il ne peut pas exister plus d'une particule fermionique dans un méme état quantique. On ne
sera donc pas surpris de constater tantot qu’il décrit des particules de spin demi entier.

Au niveau le plus fondamental, toutes ces propriétés ne sont que des conséquences de la substi-
tution du commutateur par I’anticommutateur pour les opérateurs de création et d’annihilation. De
méme que le passage du crochet de Poisson au commutateur permet la transition algébrique de la
physique classique a la physique quantique, les bosons et les fermions se distinguent 'un de 'autre
a ce niveau-la également. La structure algébrique sous-jacente détermine completement la théorie
physique.



66 CHAPITRE 5. LE CHAMP SPINORIEL

5.5.4 Quantification canonique

Nous avons ici quantifié la théorie dans le formalisme lagrangien. Il aurait été tout a fait possible
d’obtenir les mémes résultats en partant de 'Hamiltonien. On aurait alors imposé des relations
d’anticommutation a temps fixé directement sur les champs, et non plus sur les opérateurs de
création et d’annihilation. On vérifierait aisément que les relations correctes sont :

{Balt,2), ¥}(t.5)} = dupd(@— 7). (5.61)

On voit que les composantes des spineurs anticommutent entre elles. Il s’agira donc d’étre tres
prudent par la suite lors de calculs ot on devra travailler en composantes.

5.5.5 Autres invariants dynamiques

On vient de calculer explicitement ’expression de ’'Hamiltonien en fonction des opérateurs de
création et d’annihilation. Un calcul similaire & partir de 1’éq. (5.26) donnerait

[3:/ o 325 Z{ o (B) + B (R)bo (k) } (5.62)

o=1

De méme, la charge (5.41) devient trivialement :

[ [ s | w2

o,p

{%(k)ujf(k) ke 4 by (k) (k‘)e_“”} {dp(p)up(p)e—im + [A)L(p)vp(p)e—i—ipm}

3 ~ ~
- / (%)‘ii(k) v L {ad () (k)ul (k) (k) + by (R)D] (k)

2e5
o “Ck

Q —~
—~
2y
~—
<
A
—~
Dy
~
—

° ~ ~
_/(zw)ifg(k) > {&l(k)da(k) + bg(k)bi,(k)} ,

Il ne reste plus qu’a anticommuter les E(k) pour obtenir :

2

Q= /(27r)(f”§s(k) 2 {i’j’(k)i’ﬂ( &i(k)da(k)} : (5.63)

L’observation des résultats obtenus montre comme dans le cas du champ scalaire complexe que
les particules de type b sont les antiparticules des a, qui ont donc la méme énergie et la méme
quantité de mouvement, mais une charge opposée. De plus, les particules sont cette fois-ci chargée
négativement.
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5.5.6 Le spin

Pour mettre en évidence le spin du champ de Dirac, on procede comme dans le cas du champ
vectoriel, par une approche algébrique. Calculons d’abord

2
— (e X5 (500 —y) - 0LE,) - Lo G S G
= g Faay 98 ) 8= 9 BT asayFy
1
3

P loveaia o0 1avsio o 1.,2
:/dsx{ Ul 5 0,50(x —y) + §ngquzwqfw -~ qug@gzwmy} = 31 %as
Maintenant,
S0 a4 G138 4+ P R :,1AT_, 1A,f_, 2,
[s,qfﬁ}:s[s,qfﬁ]ﬂs,qfﬂ}szs 5¥1Eas ) + (¥ 505 ) S
AN [ R [ R [ lav=s 2
=80 =%, -0l S5 (ANCES =25
S ag af aS2 af T aSQ a[3+2 @ OéﬁS
SN 1~ i D
= [8,81] 5Zas + ¥l SapS
1oy o = Aro o
= ¥ Sya03ag + ¥ 508
——
=365
=39t L iS5
—4 B a“afRP
ou on a utilisé le fait que ¢ - & = 3.
Finalement, on trouve,
291 j0) = 28 10) + 915, 50y +51 520y = = (L 1) @i o). (5.64)
B 4 p amaP LT P L 2\ 2 b
=0 =0

Le champ spinoriel décrit donc des particules de spin %

En conclusion, on constate que la particule associée au champ spinoriel est un fermion de spin
% et de charge —1 : on pourra décrire ainsi ’électron, et son antiparticule chargée positivement, le
positron. C’était précisément la ’objectif original de Dirac.

5.6 L’interprétation de Dirac

Lorsqu’il formula sa théorie, I'image que Dirac avait en téte, bien qu’équivalente & celle qu’on
vient de donner, était différente et encore tres influencée par la mécanique quantique de Schrodinger.
Dans ce cadre conceptuel, on cherche a résoudre le probleme aux valeurs propres pour I’Hamiltonien,
ici Hp = ir'7°9; — m~° (cf Péq. (5.23)), afin d’en extraire les niveaux d’énergie. On obtient alors

HpY = EpV — Ep==+\k2+m?. (5.65)

On retrouve le probleme des énergies négatives. La solution proposée par Dirac est de dire que I’état
du vide, i.e. I’état fondamental de la théorie, est celui ou tous les niveaux d’énergie négative sont
occupés et les niveaux supérieurs sont libres (voir la figure 5.1). Il est important de se rappeler
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ici qu’il s’agit de fermions qui doivent satisfaire au principe d’exclusion. Les antiparticules sont
alors simplement des vides dans ces orbitales d’énergie négative. Ils correspondent donc a des
particules d’énergie positive. Le phénomeéne de production d’une paire électron-positron correspond
a l'excitation d’un ‘trou’, qui saute dans un état d’énergie positive. On a bien apparition simultanée
d’une particule et de son antiparticule.

Fi1c. 5.1 — L’état du vide dans l'interprétation de Dirac : une mer de particules d’énergie négative

Nous allons terminer ce chapitre en traitant successivement le champ fermionique non massif et
le champ de Majorana. Nous n’allons plus entrer dans les détails pour ces cas particuliers, nous nous
contenterons de donner une idée des points essentiels et des éléments fondamentalement différents.

5.7 Le champ fermionique sans masse

Contrairement au cas du champ vectoriel, il n’apparait ici aucun probléme essentiel dans la limite
m — 0. En revenant & I’expression (5.14) du Lagrangien, on constate cependant que si m = 0, les
champs a 2 composantes ¥ et x ne sont plus couplés. On est donc ramené a 1'une des possibilités
(équivalentes) suivantes :

£ = %wTU“()ﬂw + h.c;
: 5.66
{ L =IxXTotldux* + hec.. (5.66)

Ce découplage est en fait I'expression du fait que si m = 0, le nombre de degrés de liberté est
ramené a seulement 2. On le voit bien en écrivant I’équation de Dirac en représentation de Fourier.
On trouve la méme équation pour chacun des spineurs u et v.

On peut réécrire ceci d’'une maniere élégante et qui permet un traitement simultané de tous les
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cas. Introduisons les projecteurs Py, et Pr définis par

Py = % I++°), (5.67)
Pr = % I-9°). (5.68)

On vérifie aisément qu’il s’agit bien de projecteurs. De plus, on a que P+ Pr = I et que PpPr = 0.
On définit alors les spineurs (& quatre composantes) suivants :

Uy =PLU, (5.69)

Up = PRrv, (5.70)

et les propriétés des projecteurs se retrouvent naturellement ici : ¥y, + Wp = . On appelle ces
spineurs gaucher (Left-handed) et droitier (Right-handed). De plus, comme {70,75} =0,0n a

_ 1 1 _
Wy =W (I497) 9" = "2 (T-97) = WP, (5.71)
. 1 1 _
\IIR:\IITi(]I—75)70:\I/Tfy0§(]l+fy5) =P . (5.72)
Ainsi, o o
\IIL\IJLZO et \IIR\I/RZO.
Finalement,

TLWM\I/R:@PR’YMPR\I/:@’}/MPLPR\I/:0.

Le Lagrangien de Dirac s’écrit alors
Z = iTLV#BHWL + i\ITRW"OM\I/R — m@WR — m\l’iR\I/L R (5.73)

ce qui n’est qu'une reformulation des expressions (5.66), mais & ’aide de spineurs & quatre compo-
santes.

On constate a nouveau que les spineurs gaucher et droitier se découplent lorsque la masse
est nulle. L’action reste toujours invariante sous les changements de phase globaux des spineurs,
ces fermions sont donc chargés, et les deux degrés de liberté décrivent donc la particule et son
antiparticule. Dans ce cas, il n’existe donc plus qu’un seul état de polarisation pour chacun des
spineurs R ou L. On pourrait alors montrer que le spin du fermion gaucher est toujours antiparallele
a son impulsion, alors qu’il est parallele dans le cas droitier, c’est 1a ’origine de cette dénomination.
Il est tout a fait intéressant de noter & ce point ’analogie avec le cas du champ vectoriel. En effet,
dans les deux cas, le passage d’un champ massif & un champ non massif fait perdre a la particule
un état de polarisation. Ici & nouveau, on parlera plutot d’hélicité que de spin lorsque m = 0.

5.8 Les fermions de Majorana
Lors de la construction du Lagrangien de Dirac, nous avions éliminé les termes pourtant scalaires

de la forme 7 &Y et xTEx*, puisqu'ils étaient & priori nuls. Mais entre-temps, nous avons observé
qu’il s’agit de champs fermioniques qui satisfont a des relations d’anticommutation. En particulier,

1thy — Pt # 0.

On peut donc concevoir encore un nouveau type de fermion massif a seulement deux composantes :

L = %waﬂaﬂw +mpTE . (5.74)
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On observe rapidement que cette théorie n’est plus invariante sous le groupe U(1), le champ n’est
donc plus chargé. Il subsiste cependant encore deux degrés de liberté, ce sont les deux états de
spin. On appelle ce nouveau type de fermion neutre les fermions de Majorana. Ils ont la propriété
particuliere d’étre leur propre antiparticule. Ce type de particule a regu récemment un intérét
renouvelé, alors que les expériences sur les oscillations des neutrinos tendent & prouver que ces
derniers ont une masse certes faible mais non nulle. Comme ils portent un spin %, ils pourraient

précisément étre de type Majorana.

5.9 Conclusion

C’est avec ces quelques précisions que s’achéve notre étude des trois types de champs libres sur
lesquels repose I'ensemble du Modele Standard : Le champ scalaire, le champ vectoriel et le champ
spinoriel. Pour construire un modele intéressant, il faudra maintenant introduire des interactions
entre ces champs, i.e. ajouter aux Lagrangiens libres des termes ‘mixtes’ qui permettent de décrire
comment différentes particules peuvent interagir. Mais avant cela, nous concluons cette partie par
une breve étude des symétries discretes.



Chapitre 6

Symeétries discretes

Jusqu’a présent, toutes les symétries que nous avons considérées formaient des groupes de Lie et
pouvaient donc étre décrites par une fonction douce d’un ou plusieurs parametres. En particulier,
il était toujours possible de travailler avec ces transformations sous forme infinitésimale, ce qui est
essentiel pour le théoreme de Noether et pour la construction des courants associés. Cette situation
n’est pourtant pas générique et il est tout a fait possible de considérer aussi des symétries, dites
discretes, dont on ne peut pas relier les différents éléments de maniere continue. Nous en avons déja
rencontré deux types dans le groupe de Lorentz :

1. L’inversion temporelle
T: (t,2) — (—t, %) ., (6.1)
qui échange les roles des cones de lumiere futur et passé.
2. La parité
P: (t,%) — (t,-72) (6.2)
qui produit une image miroir du monde, en renversant donc sa chiralité.

Finalement, il en existe une troisieme importante, qui est une symétrie interne, i.e. qui ne modifie
pas 'espace-temps mais les champs seulement, la conjugaison de charge :

C': {particules} —— {antiparticules} . (6.3)

S’il a toujours été essentiel jusqu’ici d’imposer 'invariance des théories par rapport a EL la
situation est plus délicate pour ces symétries discretes. Jusqu'a présent, les expériences n’ont pas
réussi a mettre en évidence de violation de T', P ou C' pour deux des trois interactions fondamentales,
a savoir les interactions forte et électromagnétique. Par contre, U'interaction faible viole C' et P
séparément, de méme que C'P et T'. Cependant, le théoreme C'PT affirme que sous des hypotheses
raisonnables, la combinaison des trois, i.e. C'PT, doit étre une symétrie de la nature, et aucune
expérience n’est venu le contredire jusqu’ici.

6.1 La parité

D’un point de vue classique, la parité doit renverser la quantité de mouvement d’une particule,
sans pour autant inverser le sens du moment cinétique. Quantiquement, on doit représenter cette
transformation par un opérateur unitaire Up, dont il suffit de connaitre ’action sur les opérateurs
de création et d’annihilation :

Upal (K)UL = nhal (=k) et Upay(k)UL = npag(—k) (6.4)

71
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ol 7p est une phase non déterminée pour l'instant. Comme Up est unitaire, on doit cependant avoir
2 < . . . .
que |np|” = 1. Dans le cas ou 'on traite des champs complexes, on doit aussi avoir :

Upbl (K)UL = iipbl (=) et Upby (K)U}, = iipby (—k) (6.5)

avec |7p|* = 1.
Il s’agit maintenant de déduire les lois de transformation des champs eux-méme sous ’action de
la parité.

6.1.1 Champ scalaire

Clairement, on doit avoir que U p(/g(t, z) UITD = A(&(t, —T), et A est un nombre & déterminer. Pour
cela,

A3k R N —ie-tikd * A T\ iet—ikd

Upo(t, D)UY} = /W{%a(—k)e i +77¢a1(—k)€ phoik }
PR Pk N —iept—ikE |k at i) ieptHiRE

> / W{%a(m L gal (B)eter R |

A3k SN 1 S o
— ~ k‘ —iert—ikd b A T k iept+ikT )
o | g {0 e

On doit donc imposer une contrainte supplémentaire a la phase,
—=1. (6.6)

Cette phase doit donc étre réelle, il ne reste que deux possibilités : 7, = £1. Ceci définit donc deux
types de champ :

1. Le champ véritablement scalaire, pour lequel Up(ﬁ(t, i")UITD = é(t7 —Z).
2. Le champ pseudo-scalaire, tel que Up(;g(t, f)U;fg = —qg(t, —Z).
Le cas du champ complexe est quelque peu différent. On impose de méme U pg{)(t,:f)U;fg =

Ag(t,—7). Or

~ . dsk ~ N —ienttikd ~x 7 N\ iext—ikd
Up¢(t7x)U}; :/W{npa(_k)e epttik —l—npr(—k)e ept—ik }

_ 77P/ Pk d(]_g')efisztfil_c'i‘+ @ET(E)eiEEtJriE:E
CISEPR(y = '

i =np (6.7)

On ne peut donc pas déterminer les phases dans ce cas-ci. Seul importe le comportement relatif de
la transformation de la particule par rapport a 'antiparticule.

On trouve donc que

6.1.2 Champ vectoriel

Comme dans le cas précédent, on doit obtenir UpA’(t, f)UITD = MAAi(t,—Z), ot M4 est une
matrice 3 x 3. Avant d’effectuer le calcul, rappelons que les vecteurs de polarisation ont ét¢ choisis
de telle sorte que le troisieme soit parallele a k. Sous I échange k k on aura que

emk) — —eM(=k).
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Ainsi,
o d3k 3 ‘ - B ‘ N o N
UpAi(t, 2)U}S, = / W’T(k)n_l (fezm)(fk)) {md(n)(fk)e%;mkm +772&2n) (7k)ewztﬂkr}
= - PR : i) (0 |2 (Tyo—iept—ikT | A =t (T icqtrikd
B "A/(27r)3 25(}@);6 (k) [%)(k)e PO Al (R)e ] ,

On a donc que M4 =T et a nouveau seulement deux cas possibles :
1. Le wvecteur, pour lequel n4 = 1 et donc UPAi(t,f)U}T; = —Ai(t, —7).
2. Le pseudo-vecteur, avec ny = —1 et UpAl(t, Z)UL, = Ai(t, —Z).

On trouve bien le comportement classique d’un vecteur par image miroir.

On peut finalement déterminer la loi de transformation de la composante ‘0’ du champ. Comme
O0p A% = 9; A’ et que 9; — —0;, dans le cas d’un vecteur, on a que A° n’est pas modifié :

(Vecteur) (AO,E) — (AO7 —ff) ,
ce qui est tout & fait analogue & la transformation des coordonnées (¢, Z).

6.1.3 Champ spinoriel

Nous abordons maintenant le cas le plus intéressant, le spineur. La loi de transformation la plus

générale s’écrit & nouveau
UpW(t, )UL = nu AU (t, -7) (6.8)

ou A est une matrice 4 X 4 a déterminer. Nous n’allons pas suivre la méme démarche que dans les
cas précédents ici puisqu’on ne connailt pas a priori les lois de transformation des spineurs u, et
v,. L’astuce sera donc d’exiger a I'inverse que le Lagrangien libre et donc ’équation de Dirac soit
invariants sous l'action de Up. Autrement dit, le champ transformé doit aussi étre une solution de
cette équation. Ainsi,

N0 UpY(t, B)UL 4 in0,Up U (t, D)U}, — mUpW(t, DU}, =
= 0oy AV (t, —T) + v ;e AV (t, —T) — mny AV(t, —F) = 0
— iPAdU(t, T) — in? AD; (L, &) — mAU(L, &) =0,

ou on a simplement changé ¥ en —% dans la derniére ligne. Pour que 'on obtienne & nouveau
I’équation de Dirac, il faut donc identifier une matrice qui commute avec 7% et qui anticommute
avec les 7%. On trouve facilement A = ~°. On a ainsi

UpU(t, &)UL = 1oy W (t, ) . (6.9)

Pour terminer cette section, nous donnons un exemple expérimental ou la parité est violée. On
considere la désintégration du pion en muon et neutrino :

Tt — u+ + vy
Dans I’état final, le muon peut avoir son spin orienté parallelement (droitier) ou antiparallelement
(gaucher) & son impulsion. Si la parité était une symétrie exacte, alors le nombre de muons gauchers
devrait étre le méme que le nombre de muons droitiers. Or il s’avere que ce n’est expérimentalement
pas le cas. La parité n’est pas une symétrie de I'interaction faible, responsable de cette réaction. On
verra ceci en détails au chapitre 11 : disons pour I'instant que I'interaction faible est explicitement
gauchere.
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6.2 La conjugaison de charge

Si la parité en tant qu’opérateur quantique présente un analogue classique évident, I’opérateur
de conjugaison de charge Uc, lui, est purement quantique et n’admet aucun analogue classique. Il
échange les roles des particules et des antiparticules. On commence donc par définir

Ucal (F)UL, = nibl (k) et Upin(k)UL = neby (K) - (6.10)

De méme,
Uchl (kUL = gal (k) et Uchy (k)UY, = fica, (k) . (6.11)

On a alors que
al (K)ao (k) = BL(E)bo(B) et Bl (K)by = af (K)o (F) -

o

Ceci implique directement l'invariance de I’énergie et de la quantité de mouvement. Par contre, on
constate que la conjugaison de charge change le signe de la charge (d’olt son nom), puisque

Q ~ af(k)as (k) — bl (k)bo (k) —— bL(k)bs (k) — al (K)o (k) ~ —Q .

La question qui se pose maintenant est celle de la transformation des champs réels. Clairement,
on doit avoir

UC&J(E)UE‘ = Ucda(]g) )

et naturellement o = £+1. On parlera alors de champ véritablement neutre dans le cas +1.

Pour la suite, la démarche est la méme que dans le cas de la parité. On laisse donc au lecteur
soucieux de connaitre les détails le soin d’effectuer les calculs lui-méme. On trouve :

— pour le champ scalaire

Ucéi;(%)Ug =ncd' (), (6.12)

pour autant que 77, = 7¢. On constate donc que la transformation est locale, i.e. que le champ
au point (¢, Z) apres transformation ne dépend que de la valeur du champ avant & ce méme
point (¢, ) ;
— pour le champ vectoriel, la situation est la méme. En particulier, on notera au passage que le
photon, qui est un champ réel, est du type ng = —1.
Concentrons-nous maintenant sur le champ de Dirac. Comme pour le champ scalaire, la conju-
gaison de charge doit transformer W(x) en U*(x). La convention est d’écrire la transformation locale
sous la forme suivante :

UcU(2)U}, = nCT " (x) (6.13)
= nCy° T (x), (6.14)

et la matrice 4 X 4 C sera a nouveau déterminée en imposant la symétrie de I’équation de Dirac.
On a

0, U (t, B) UL, — mUcW(t, £)U = 0

iy 0,mCA° TV (z) — mnCA° T 0* (2) = 0

iy Oy 19, % (x) — mCY°TU*(2) = 0

— iv"*C*WOT(?H\II(;U) — mC*’yOT\IJ(x) =0

— iy ()7t F*C*40, ¥ (z) — m¥(z) =0,

1111
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oll on a pris le conjugué & la quatrieme ligne, puis multiplié par +° (C’*)f1 a la ligne suivante. La
matrice C' doit donc satisfaire

—72(CH) T = 4 (6.15)
On multiplie & gauche et & droite par 7%, remarque que v99#~° = 4+ d’ou

(€)= =y,

ou encore
CIyrC = —1T . (6.16)

Propriétés
1. Tout d’abord, on montre facilement que la matrice C doit appartenir a ’algebre de Clifford.
En effet,
YA+t =2 =TT T T = o
et donc v# 7T € Clifford. L’équation (6.16) montre alors que C' € Clifford. On doit donc pouvoir
Y
exprimer C' comme une fonction des matrices de Dirac.

2. Prenons la transposée de I'éq. (6.16) : CTy#TC—1T = —4#, Autrement dit,
,y,uT _ —C_lT’Y'uCT ,

ce qui montre que CT = —C. On montrerait de méme que CT = —C.

3. Finalement,
CCT=CTC =1 etdonc C?=-I.

Dans la représentation de Weyl, il est aisé de vérifier par un calcul direct qu'un choix possible pour

la matrice C' est donné par
C =iv?y0. (6.17)

Apres que fut découverte la violation de la parité, on crut un temps que la combinaison charge-
parité devait étre une véritable symétrie. Il est apparu dans la désintégration du méson K° que tel
n’est pas le cas. Autrement dit, il est possible de distinguer la matiére de 'antimatiere. Ceci dit,
dans de nombreux cas, il peut étre extrémement utile d’utiliser les symétries discretes, que ce soit
pour construire des Lagrangiens, ou pour constater immédiatement que tel ou tel processus n’est
simplement pas possible.

Tous les éléments sont maintenant en notre possession pour attaquer la seconde partie de ce
cours : les Lagrangiens d’interaction et le Modele Standard.






Deuxieme partie

Champs en interaction

7
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Note A partir d’ici, nous ne quitterons plus la théorie quantique. Les champs seront donc toujours
des opérateurs de champ quantique, et nous nous permettrons donc de laisser tomber systématiquement
le chapeau qui permettait jusqu'’ici de bien distinguer I'univers quantique de la théorie classique.
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Chapitre 7

Interactions et regles de Feynman

Dans cette deuxiéme partie, nous nous tournons vers la construction du Modele Standard, utilisé
depuis maintenant plus de 30 ans en physique des particules. Bien qu’il soit aujourd’hui évident
qu’il nécessite un certain nombre de corrections ou d’ajouts, comme par exemple ’existence de
neutrinos droitiers, il reste le modele le plus fiable pour décrire la majeure partie des expériences
en physique des hautes énergies.

Dans ce chapitre, nous commencons par décrire phénoménologiquement les différentes expériences
qui permettent d’explorer le domaine de la physique des particules élémentaires. Ceci nous permet-
tra d’introduire deux grandeurs fondamentales, la section efficace d’une collision et le temps de vie
d’une particule. La description mathématique de ces observables se fait au moyen d’une matrice
appelée matrice S, qui correspond a 'opérateur d’évolution en représentation de Dirac. Finalement,
nous introduirons la diagrammatique de Feynman, qui n’est autre qu’une représentation graphique
du développement de S en théorie des perturbations. Elle en simplifie considérablement 1’évaluation.

7.1 Collisions

La grande partie des expériences en physique des hautes énergies se déroulent dans des accélérateurs

de particules : on accélere des faisceaux de particules pour finalement leur faire subir des collisions
a tres haute énergie qui font apparaitre leur structure intime. On n’entrera pas ici dans les détails
techniques des différents types d’accélérateurs. Mentionnons simplement qu’il existe d’'une part des
expériences a cible fize, ou des particules a haute vitesse viennent heurter une cible au repos dans
le laboratoire (ou se situe le détecteur), et d’autre part les collisionneurs ot deux faisceaux sont
accélérés dans des directions opposées pour finalement venir s’écraser I'un contre I'autre. C’est a
cette deuxieme famille qu’appartiennent les derniers accélérateurs du CERN, le LEP et surtout le
LHC (Large Hadron Collider), collisionneur proton-antiproton dont la mise en fonction est prévue
pour 2007.

7.1.1 La section efficace

Pour décrire un tel type d’expérience, on introduit la section efficace o, grandeur mesurable qui
contient toute I'information concernant la collision.

Considérons une expérience a cible fixe. De maniere équivalente, plagons-nous dans le référentiel
de repos d’un des deux faisceaux, il suffira de s’assurer que la formule que nous obtiendrons soit
bien Lorentz-invariante. Prenons une certaine longueur [p dans le faisceau de particules incidentes
a vitesse v, et dont la section est S et la densité pg. De méme, soit Ip, la largeur de la cible,
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de densité pr, et de méme section. On détecte alors n particules issues de la collision avec des
impulsions (p; +dp;), i = 1,...,n. Autrement dit, on considére un élément de volume infinitésimal
dans l'espace de phase des particules produites par la collision. On définit alors la section efficace
différentielle do par :

do
dN = [ ——— lrpglgSdipy - d°p, . 7.1
<d3p1---d3pn)pT TPB'B h p (7.1)

Comme pglpS = Np, le nombre de particules dans le faisceau considéré, on peut écrire :

dN 1 do .
— )= ;. 2
(NBNT> S <H§i1d3pi)i1:[1dpz (72)

La section efficace différentielle est donc le nombre relatif de particules détectées par unité de volume
dans ’espace de phase des particules sortantes. Clairement, c’est aussi la probabilité de détecter les
particules 1,...,n avec une certaine distribution de leurs impulsions.

Si pour une méme collision, il y a M événements différents possibles, avec chacun n; particules
dans I’état final, on définit la section efficace totale par

o= Z/Hn’ T Hdgpl. (7.3)

Pour chacune de voies possibles, on integre donc sur ’espace de phase, i.e. on ne s’intéresse pas a
la distribution des impulsions, et finalement on somme sur tous les processus possibles. La section
efficace totale a la dimension d’une aire. Une unité typique est le barn :

1barn = 10~ %4 em? .
Expérimentalement, on s’intéresse souvent a la luminosité L du détecteur, définie par

Lo = nombre d’événements par unité de temps .

Par exemple le LHC aura une luminosité d’environ 1034 ecm=2s71.

7.2 Temps de vie

Une grandeur caractéristique des particules est leur temps de vie. Cette fois-ci, on considere
un ensemble de N4 particules identiques dans un échantillon. Chaque particule se désintegre en n
autres particules d’impulsions (p; + dp;), ¢ = 1,...,n. Le nombre d’événements observés par unité

de temps sera alors
dN

dr 3 3

On peut alors intégrer sur les impulsions pour obtenir la largeur partielle T p de la désintégration. Fi-
nalement, la largeur totale I' est la somme des largeurs partielles de toutes les voies de désintégration
possibles :

M
rzgrpj— / 0, d3 Hdsz. (7:5)

L’importance relative des différents processus de désintégration d’'une méme particule se traduit par
leur branching ratio L2, qui donne la probabilité d’une certaine désintégration parmi I’ensemble des
processus possibles.
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Exemple On considere la désintégration du muon, dont le temps de vie est 7 = 2.19-10~%s. Trois
scenarii sont possibles, dont I'un est largement dominant, comme le montre ce tableau ot on donne
les différents branching ratios :

B — e Ty ~1,
B = e Vel 1.4-1072,
P — e Tevye et 3.4-1070.

On définit pour terminer la durée de vie T comme l'inverse de la largeur totale

(7.6)

T==,
T
et on vérifie bien que c’est une grandeur de dimension temps. Clairement, c’est le temps qu’il faut

pour que la probabilité de désintégration atteigne e~!.

7.3 La matrice S

7.3.1 Définition

Soit une théorie définie par un Hamiltonien H, en représentation de Schrodinger, qu'on peut
écrire

H="Ho+H,, (7.7)

oul Ho décrit I’évolution libre des champs et H représente les différentes interactions possibles. On
considere qu’aux temps t = +o0o, les particules n’interagissent pas, autrement dit que dans cette
limite, les champs évoluent uniquement selon ’'Hamiltonien libre. L’évolution des états est régie par
I’équation de Schrodinger

100,

8t :Hw()m

dont la solution est donnée par
Ya(t) = eﬂHtwa(O)a

ou le temps t = 0 correspond au temps de la collision. L’indice « représente ici I’ensemble des
nombres quantiques qui caractérisent un état. Ses éléments peuvent étre continus ou discrets; le
plus souvent, on aura un mélange des deux. En particulier, il s’agira de 'impulsion, voire du spin,
de la charge ou d’autres nombres quantiques significatifs en fonction des cas étudiés.

On définit alors les états in et out, |1 ) et |pF), comme les états asymptotiques lorsque ¢ — +o00

a) T T ). (78)
De maniere équivalente :
[Ya) = Jim el (0) - (7.9)

On cherche alors a calculer 'amplitude de probabilité de la transition entre un certain état in
et un certain état out :

(W5 lbg) -

On définit alors la matrice S par 1’égalité suivante :

[Va) = Slvg) - (7.10)
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On trouve aisément I'expression explicite de 'opérateur S :

|1/}3(—> — lim eiHote—theth'e—iHot’ |¢a_> (711)
WA,
Ainsi, , ' o
S = , 1i1£1 Mot =i H(E=t) p=itot" (7.12)
—+oo
t'——oo

Remarque Rappelons brievement les trois représentations traditionnelles de la théorie quantique.
Dans la représentation de Schrodinger, les observables sont constantes et 1’évolution temporelle est
portée par les états; dans la représentation de Heisenberg, ce sont les états qui restent invariants
alors que les observables varient avec I’évolution temporelle ; finalement, la représentation de Dirac,
ou représentation d’interaction, est mixte : les observables portent I’évolution libre du systeme, alors
que les états évoluent seulement selon la partie d’interaction de ’'Hamiltonien. L’équation qui relie
ces différentes représentations est alors

(Vs]|0s|vs) = (Wu|Ouhba) = (¥p|Op|Yp) .

Si en représentation de Schrodinger, H = Hoy + H;, alors

<z/}S‘ei(Hsz)(t—t’)Ose—i(wﬂm’)(t—t/)|¢s> )

et donc, en représentation d’interaction, on a

[¥p(t) =Up(t,t)[p(t)), (7.13)
Op(t) = Mot O p (e Ho(t=t) | (7.14)

Ol\l . . . ’ . 7
Up(t, ') = eMote Mgt g=iTlot™ (7.15)

En comparant avec 1'éq. (7.12), on a donc montré que la matrice S n’est autre que la limite de
Iopérateur d’évolution en représentation d’interaction :

BENT /
S = t_l}grnoo Up(t,t'). (7.16)
t'——o0
Propriété
[Ho,S] =0, (7.17)
[Py, S]=0. (7.18)

La preuve est triviale. D’une part,

ei'HOTSe—iHoT =S ,
puisque dans le membre de gauche, il suffira de renommer les variables £ = t + 7 et £ = t’ + 7 pour
retrouver I'expression de la matrice S.
D’autre part,
einISe—iPoa: _ S

puisque [Py, Ho] = 0. Par les résultats élémentaires de mécanique quantique, on sait que ceci
implique directement la conservation de 1’énergie et de I'impulsion lors du processus.
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Pour extraire de la matrice S sa partie intéressante, i.e. celle qui décrit uniquement l'interaction,
on définit la matrice T par

S =T+iT. (7.19)

La partie I correspond en effet & H = Hp, i.e. au cas ou l'interaction n’a pas lieu, ce qui ne nous
intéresse pas ici. Finalement, on sait que le processus doit conserver le quadrivecteur quantité de
mouvement. Considérons alors des états propres de 'opérateur quantité de mouvement libre Py,
i.e. les états asymptotiques d’impulsion bien définie : I'état out |q; ... qm) et 'état in |p1 ...p,). On
définit 1’élément de matrice M (in — out) € C par

(g1 .. qml|iT|p1 . .. pn) = i(2m)*6W Zqi - ij M (in — out) . (7.20)
i J

On appelle souvent M ’amplitude de diffusion, c’est la grandeur essentielle en physique des parti-
cules, qui permet le lien entre théorie et phénoménologie.

7.3.2 Matrice S et temps de vie

Dans cette partie, nous allons dériver la formule qui relie la largeur d’une particule a 'amplitude
de diffusion, i.e. a la matrice S. Nous nous permettrons des calculs ‘a la physicien’, i.e. ou la rigueur
mathématique ne constitue pas le souci essentiel. On pourrait au prix d’efforts considérablement
plus intenses y apporter la rigueur nécessaire.

Dans le cas d’une désintegration, 1'état asymptotique initial est simplement |p). Calculons la
probabilité de transition. On écrit!

Prob (Ip) = |q1---qn)) ~ [{q1 - - - gm|iT|p)|* = (2m)36® <Z g —p> sPDO)MP. (721

7

Mais

40 ta '
5 () :/(;17)46”” S () :/(;lﬂ)zx - %’

si 'on était dans un volume V et un intervalle de temps 7 fini. De plus, on cherche un état initial
normé :

(Ola(p)a'(p)|0) = (2m)*2¢56'(0) = (27T)32517(2‘7:)3 =25V .
1

Donc |p) = maT(p)m). Finalement, on introduit ’élément de volume dans ’espace de phase

des particules sortantes

d® = f[ L (7.22)
a i=1 (27T)325%‘ ’ .

C’est I’élément de volume invariant par rapport au groupe de Lorentz. On peut alors écrire la
probabilité comme

1
Prob (|p) — |q1 ... qn)) = 254/(2”)45(4) (Z qi —p> IMPVTd® . (7.23)
p i

LRappelons que [§(z)]? = 6(x)5(0).
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Finalement, la largeur différentielle est donnée par dI’ = w :

)6 (qu >|M|2d<1>7 (7.24)

ou encore, dans le référentiel de repos de la particule de masse M,

T = = (27)15® . ME (TP 7.95
= 53 (S ) M2 (T ) - (729

4 =

al' =
2

C’est la formule que nous cherchions a obtenir. Une fois que la théorie sous-jacente au processus
a fourni amplitude de diffusion, on connait la durée de vie d’une particule, qui peut alors étre

mesurée et le résultat confronté aux prédictions théoriques.
Dimensions : [dI'] = GeV?, [§() (k)] = GeV ™4, [d®] = GeV?", d’ott [M] = GeV3™™, ou encore

(M] = GeV4 N | ot N = nombre de particules impliquées dans le processus .

Ce dernier résultat étant valable quel que soit le type de processus considéré, bien évidemment.

7.3.3 Matrice S et section efficace

On cherche maintenant a établir le méme type de résultat pour une collision de deux particules.
La démarche est semblable & ce que nous avons fait dans la section précédente, mais avec deux
normalisations puisque I’état initial contient deux particules. On peut directement écrire ’équivalent
de I’éq. (7.23) :

1 1
2ep,V 26,V

Prob (|p1p2) — |g1 - - qn)) = @m)*'@ (> ¢ =D pj | IMPVTdD. (7.26)
i J

Plagons-nous alors dans le référentiel de repos de la particule 2. En reprenant les notations du début
de ce chapitre, on a ici Ng = Np = 1, d’ou pglpS = pplrS = 1. Alors pp = % Par ailleurs, si v
est la vitesse de la particule incidente, Ig = vT. Ainsi, pglg = %UT, d’ou

T _ pPBIB
% v
On substitue ceci dans la probabilité :
l
Prob (Ipipa) — a1 -~ gn) = 720 (2m) 5@ (Y gi =Ygy | IMPae . (7.21)
VEp, M2 - 7

Pour traiter un cas tout a fait général, on définit la section efficace comme la probabilité de la
transition par unité de flux de particules incidentes. Ainsi,

1
do = (2m)46@ ; 2dd . 2
o 4%le2 ) Zq Zp] |IM| (7.28)

Finalement, on cherche une expression générale, qui soit valable dans tout référentiel. Il faut donc
trouver la fonction I = I(p1,p2, M1, M), Lorentz invariante, qui se réduise a 4ve, My dans le
référentiel de repos de la cible. La fonction I ne peut dépendre que des scalaires

lab
=M}, p5=M; pipo = epMs.
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On commence par noter que v = @ . Le dénominateur de (7.28) est donc 4[py | My = 4, /—M7 + €2 M.

On voit alors clairement que I’ expressmn invariante est simplement

AL =4/ (1 - p2)? — M2ME, (7.29)

d’otu finalement la section efficace Lorentz invariante :

3

1 d3q
do = 27)45® P — Rk : . 7.30
"m0\ 2 2w U e .

i j i=1

7.4 La matrice S en théorie de perturbation

Nous sommes maintenant confrontés a un probleme habituel en théorie quantique. Nous avons
facilement pu exhiber une expression formelle pour la matrice S a l’aide d’exponentielles de I’'Ha-
miltonien. En pratique cependant, il est bien clair qu'une telle exponentielle n’est pas calculable, et
on doit alors avoir recours a des méthodes perturbatives.

Définition Soit S(n), le groupe des permutations de {1...n}. On appelle produit chronologique
des opérateurs O(t1), ..., O(t,) Pexpression

T[O(t1)---O(ty)] = Z ()™ 9(15,,(1) — tﬂ.(g)) s G(tﬁ(n,l) — tﬂ(n))O(tﬂ(l)) s O(t,,r(n)) , (7.31)
TeS(n)
ou les 6 sont des fonctions saut de Heaviside,

1 >0
9(:1:):{ 0 <0

et ou v = 1 pour des opérateurs bosoniques, v = —1 pour des opérateurs de types fermioniques.
On comprend facilement la dénomination de ce produit particulier. En effet, le seul terme non nul
de la somme est celui ou les arguments des opérateurs sont ordonnés en ordre croissant depuis la
droite, i.e. tels que tr(1) > tr2) > ... > tr(n)-

7.4.1 La série de Dyson
Afin d’établir une formule effectivement utilisable en pratique, commencons par identifier I’équation
différentielle d’évolution de 'opérateur Up(t,t') = exp(iHot) exp(—iHt) exp(iHt') exp(—iHot'). On
a
d
%U p(t,t") = iHoUp(t,t") — exp(iHot) (iH) exp(—iHt) exp(iHt') exp(—iHot')
= —iexp(iHot) (H — Ho) exp(—iHot)Up(t,t")
= —iH\P (UL, 1),
ot on dénote par HgD)(t) PHamiltonien d’interaction en représentation de Dirac. On a ainsi ob-

tenu une équation différentielle du premier ordre pour I'opérateur d’évolution en représentation
d’interaction :

iLUp(t,t") = HP (UL (¢, )
Firiih 12
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Formellement, on trouve directement I’équation intégrale équivalente :
n o . ¢ (D) /
Up(t,t')=1—1i [ drH;/(r)Up(r,t'). (7.33)
t/

En pratique, 'Hamiltonien d’interaction sera de la forme H; = AV, ol A est une constante de
couplage associée a I'interaction que ’on consideére. Si cette derniere est suffisamment petite, |A| < 1,
on pourra résoudre 1’éq. (7.33) perturbativement, ce qui produira une série en puissance de la
constante de couplage, dont on pourra raisonnablement espérer qu’elle admette un domaine de
convergence non dégénéré. Autrement dit, on considérera 'interaction comme une perturbation de
I’Hamiltonien libre.

La solution non perturbée est naturellement Uy(7,t') = I. On injecte cette solution dans
I’équation pour trouver la solution au deuxieme ordre, qu’on injectera a nouveau pour obtenir
le troisieme, et ainsi de suite pour les ordres supérieurs :

t t
Ul(t,t’):]l—z'/ dT’HI(T)UO(T,t’)zll—i/ dr My (r) |
t/ t!

T1

t t
Ug(t,t/) :]I—Z/ dT1 H[(Tl)Ul(Tl, )—]I—Z/ dTl H[(Tl) |:H—Z/
t’ t

¢
:]I—i/ dr Hy(my) / d71/ dro Hr(m1)Hi(2)
v # &
Us(t, t)—]I—z/ dr Hr(my) {H—z/ dro Hy(m) + (— 2)2/ dTg/ dT3H]<7'2)HI(7'3):|

—]I—Z/ dTlH] T1 / dTl/ dT2HI Tl HI(TQ)
t! t’
—Z / dTl/ dTg/ dT3H] 7’1 H[(Tz)H](Tg)

T—_—

Finalement, on trouve donc la série de Dyson pour 'opérateur d’évolution,

n t T1 Tj—1
n(t,t’):]l—i—Z(—i)j/ dn/ d72-~-/ dr; Hi(m) - Hr(rj) . (7.34)
J=1 t’ t! t’

On peut réécerire les intégrales qui apparaissent ici en introduisant des fonctions 6 qui permettent
d’avoir les méme bornes d’intégration partout :

t t
/ dT1'~'/ dee(Tl—TQ)"'e(Tj_l—Tj)H](Tl)”'H](Tj).
t t’

Mais les indices d’intégration sont muets, on a donc j! manieres différentes d’écrire cette méme
intégrale, en effectuant toutes les permutations possibles de indices 1 a j. Elle est donc égale a

*/ dry - /dTa 0(Tr(1) = Tr2) - O(Tr(j—1) = Tn(5) ) Hi (Tr (1)) -+ Hi (T () -
T€S(4)

On a ainsi fait apparaitre un produit chronologique, et on peut donc simplement écrire

n(t,t’):]l—kz(_j?j dn---/ drj T [Hr(m) - Hi(75)] - (7.35)
J=1 : t/ t
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Si cette série admet un rayon de convergence non nul, on peut passer a la limite n — ooc.
Finalement, on se souvient que la matrice S est la limite de cet opérateur a +o0o et —oo, d’ou le
résultat important suivant :

oo (7Z')j o] 0o

S=1+) — / / dry - -dr; T[Hi(m) - Hi())] - (7.36)
]:1 ] * — 00 — 00

On reconnait la forme d’un développement en série d’une exponentielle, mais avec le produit chro-

nologique en sus. On notera souvent symboliquement

S=T {exp (—i /_O; dtHI(t))] . (7.37)

Nous avons ainsi dérivé une formule explicite pour S, dont il sera toujours possible de ne garder
que les premiers termes si nécessaire. Il s’avere en fait que la majeure partie des calculs de ce cours
se limiteront au premier ordre. Non seulement la complexité calculatoire croit-elle de maniere tres
rapide avec les ordres perturbatifs, mais des problemes conceptuels importants surgissent aussi, que
ce soit simplement le probleme de la convergence de la série ou alors le fait que certain termes
apportent une contribution infinie.

7.4.2 Exemple : la désintégration du boson de Higgs

Avant de passer a la suite des développements théoriques, nous allons mettre en pratique la for-
mule (7.37) et calculer la largeur (partielle) du boson de Higgs. Nous allons étudier la désintégration
du boson H en une paire électron-positron

H—ete .

La densité lagrangienne qui régit ce processus est donnée par

1 1 —_ — _
L = 50,00"0 — gmy¢® +i10910, ¥ — m UV 4 fUT¢ (7.38)
champ spinoriel libre interaction

champ scalaire libre

C’est le dernier terme, nouveau terme mixte, qui permet le couplage du boson scalaire ¢, le Higgs,
avec le spineur W, la paire électron-positron. On a donc

M =~ =—fU¥, (7.39)

et on remarque qu’il est directement écrit en représentation d’interaction, puisque nous utiliserons
les expressions des champs ¥ et ¢ en représentation de Heisenberg par rapport a 1’évolution libre.
On définit les états asymptotiques suivants :
— Létat in : af (K)[0);
— L’état out : al(P)b),(7)|0).
Pour calculer le temps de vie, nous aurons besoin de 'amplitude M, et donc de 1’élément de matrice
S suivant

(0]aq (§)bo (@)Sal (F)[0) . (7.40)

Le parametre important pour le calcul perturbatif est la constante de couplage f, que nous suppo-
serons suffisamment petite pour que la suite ait un sens. Au premier ordre, 1’éq. (7.37) devient

S=T {exp (—Z/O; dtHI(t))] ~H+i/d4xf@f¢. (7.41)
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Le premier terme produira simplement une fonction ¢ que nous ne considérerons pas puisqu’elle
représente le cas ou aucune interaction n’a lieu. Il faudra donc calculer

(0laq (7)bo (@) { / d4sz¢} al())0) = if / d'z (Olag (b (DTVGal (B)0),  (7.42)

qu’on notera simplement /. Ainsi,

, &Pk By &k
I=if / d'z / (27 2¢ (k) / (27 2¢ (k) / (2@325(1{3)2

(Olas(p)bo (q) {az(lﬁ)ﬂp(kl)eiklz + bp(kl)@p(kl)e*iklx]

X [ap,(kg)up,(@)e—“m + !, (kz)vp,(kg)eim}

X [a(kg)e_ik” + aT(kg)eiW] at (k)|0)

o &3l ks ks
_Zf/d “’/ (27 2¢ (k) / (273 2¢ (k) / (273 2¢ (k) >

psp’

el the=ks)i, (kg vy (k2) (0lag (p)af,(k1)bor (q)b], (k2)a(ks)al (%)]0)
—if / d*a PR, (p)ug: (q)

= if U (p)vor(q) 2m)* 0D (p+ ¢ — k),

ou on a utilisé le fait que les opérateurs de type différents commutent pour ne garder qu'un seul des
termes du produit, puis les relations de commutation pour exprimer la valeur moyenne sur 1’état
du vide, qui produisent des fonctions § pour les impulsions et les indices de spin. Finalement,

M(in — out) = [y (p)ve(q) - (7.43)
On peut maintenant insérer ce résultat dans I’éq. (7.25),
1 d3p d3q
dl' = ——(27)*® — k) 2, (p)vor (0) 00 ()0 : 7.44
2mH( ™) 0" (p + q — k) [y (p)vo (9)00r (9) s (P) @r)52z, (2r)i2e, (7.44)

On ne mesure en général pas le spin des particules sortantes. On peut donc sommer sur o et o’. On
se convainc facilement (en écrivant explicitement les spineurs en composantes si nécessaire) que

D U6 (9)vor ()0 (@)us(p) = Y T [0:(0)Tor (4)uo (P)Tho (p)]

=Tr

> e (@00 (0) Y o (p)lis (p)]

=Tr [(g — me) (p + me)] =Tr [puql/y“’y” — Mepp + Medf — mg] =dp-q—4m?,
ol on a utilisé le fait que Tr [y#] = 0, Tr [y*+¥] = 4n¥ et Tr [I] = 4. D’ol

d3 a3 2
b= / (27r)3pZap / (2w)3q25q 27{1H (@m)* 0@ (p+q—k) (4p-q—4m?) . (7.45)

Comme le Higgs est au repos, la fonction § donne 7+ ¢ = 0 et myg = 24/|p]2 + m2, on peut
donc effectuer directement trois des six intégrales nécessaires par exemple sur d3q, et il reste

S(mu — 22(7)) = ma 71— 2 1 (2:;)
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De plus,
(p+q)?=k>=m?% maisaussi (p+q)>=2m>+2p-q,

doup-q= % (m%[ —2mz), et

2
4p-q—4mg:2(m%1—2m§)—4m§:2m§q <1—4;:L26> .
H

En réinsérant tous ces résultats dans 1’éq. (7.45), on trouve

3 2 2 2
F/( ' L J (27r)42mi,<14m6>mH5 |ﬁ|f% 1<2me>

27)3mpy (27)3my 2mpy miff 4)p] mp

2 2 2
= /dQ 7 1— g4 MH [ _ (g 7
4(2m)2 m? 2 mp

oll on a passé en coordonnées sphériques d®p = |p]2d) et intégré sur |p] pour obtenir la deuxieme
égalité. Il ne reste plus qu’a effectuer l'intégrale sur I'angle solide, ce qui donne simplement un
facteur 47 supplémentaire :

Ff2(14m3)2mH. (7.46)

2
8 my

1l est clair d’un point de vue physique (conservation de I’énergie) qu’'on doit avoir my > 2m.. On
retrouve ici cette condition sous forme mathématique. Si la masse du boson de Higgs est beaucoup
plus grande que celle de I’électron, on aura donc

8
fzmH '

(7.47)

TR

Le temps de vie est inversément proportionnel & la masse de la particule et au carré de la constante
de couplage.

7.5 Les regles de Feynman

Nous venons de résoudre un probléeme simple, une désintégration au premier ordre. Malgré le
fait que nous ayons choisi la 'un des calculs les plus aisés, il s’est déja avéré passablement long.
La complexité calculatoire ne ferait que croitre avec d’autres théories et aux ordres supérieurs.
Certains éléments réapparaissent cependant de maniere tout a fait générique lors de tels calculs :
réarrangements des opérateurs de création et d’annihilation, intégrations et fonctions ¢, entre autres.
Les regles de Feynman sont précisément une maniere d’automatiser certaines procédures, et ainsi
de réduire le temps et 'effort nécessaires au calcul.

7.5.1 Produit normal et théoremes de Wick

Introduisons tout d’abord quelques outils qui vont nous étre utiles par la suite. Tous les champs
que nous avons construits jusqu’a présent ont pu étre décomposés selon la forme

$(z) =¢" () + ¢ (2), (7.48)



92 CHAPITRE 7. INTERACTIONS ET REGLES DE FEYNMAN

dsk ikx T

o= | Gk

— dgk —ikx
o= | G

une décomposition qui serait aussi valable pour les autres types de champs, moyennant les ajouts
nécessaires. On a donc une partie a fréquence positive qui ne contient que des opérateurs de création,
et une partie a fréquence négative qui rassemble les annihilateurs. Une telle décomposition n’est en
fait qu'un cas particulier du théoreme plus général suivant, que nous n’allons pas démontrer mais
qui est tout a fait intuitif.

Théoréme Tout opérateur O s’exprime comme la somme de produits d’opérateurs de création et
d’annihilation :

0= Z Z /dpl cwdpn day -+ dgns (Cnar (qispj) b, - -al agy, -+ aq,) (7.49)
N=1M=1
ott Cnr (gi,p5) € C.
Définition On appelle produit normal des opérateurs Oq,...,0,, et on le note : O1---0,, : le

produit ou tous les opérateurs de création sont arrangés a gauche des opérateurs d’annihilation.
Prenons 'exemple simple de deux champs ¢ et ¢o :

DP1 1= 0T 0F + 0T b5 + 03 b1 + b7 by (7.50)

Par le théoreme précédent, un tel produit peut étre défini pour n’importe quel ensemble d’opérateurs
de types quelconques.
On a immédiatement les propriétés importantes suivantes :

i. 1010p:=:071) O : Ve Shn); (7.51)
it. (0]:01---0,:10)=0. (7.52)

En effet, les opérateurs de création commutent entre eux, de méme que les annihilateurs, seul
compte donc l'ordre relatif des créateurs par rapport aux annihilateurs, et c’est préciséement ce
qui est fixé par le produit normal, d’ou la premiere égalité. La seconde propriété est triviale mais
essentielle pour la suite.

Définition
1. On définit la contraction de deux opérateurs O et Oz, notée 0105, comme la valeur moyenne
L
de ces opérateurs dans 1’état du vide :
0105 = (0|0102]0) . (7.53)
(.

2. De méme, la contraction chronologique O104 est définie comme la valeur moyenne du produit
chronologique :

—
0105 = (0|T[0,04] |0V . (7.54)
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Finalement, on définit les contractions & l'intérieur d’un produit normal par

20102100441 --- 0210041 -+ - Oy, 1= (¥)70;0; : O1+ - 0;210i41 -+ - 0j_1041 - - Oy =,

I \_l
(7.55)
ou v = +1 pour des opérateurs bosoniques, v = —1 s’ils sont de type fermionique, et 7 est la
permutation qui amene (1,...,4,...,74,...,n) sur (¢,4,1,...,n).
Considérons maintenant des champs ¢T et ¢~. Alors on a aussi que
P(x1)p(x2) = [~ (w1), 0T (w2)] - (7.56)
(I
En effet,
P(x1)¢(x2) = (0197 (21)¢™ (22)[0) [ = (0] [¢p™ (1), 9T (22)] |0) = [¢7 (z1), 6™ (22)] (0[0)
(I

= [d)_ (33'1), ¢+ ({)32)]
Nous sommes maintenant préts a prouver les théoremes de Wick.
Théoréme (Wick I)
T[d(x1) - d(xn)] =: {¢(x1) - - - d(xn) + (toutes contractions chronologiques possibles)} : . (7.57)

La preuve de ce théoreme se fait par induction. Pour n = 2, supposons sans perte de généralité
que z§ > 9. On a naturellement

T [p(x1)p(x2)] = ¢ (x1)dT (22) +
= ¢" (21)9" (x2) +
+ ¢ (2)p™ (1) +

¢t (x1)9™ (22) + 7 (21)d™ (22) + ¢ (21)d™ (22)
T (21)9™ (22) + ¢~ (21)0™ (22)
[¢ (71),0 ( )]

1
=: ¢(1)p(w2) : +(21)p(2) .

T

Supposons maintenant que le théoréme est vrai pour n — 1; en écrivant ¢; = ¢(x;) et en supposant
sans perte de généralité que 2§ > ... > 2%, on peut successivement écrire :

Tlpr--om|=¢1-bm

=¢1 : {da-- (toutes contractions chronologiques possibles sans ¢1)} :

= (o7 + 07 ) {gbg + (toutes contractions chronologiques possibles sans ¢1)} :

Il s’agit alors de faire passer ¢1i dans le produit normal. On peut directement le faire pour ¢,
puisque il est alors tout a gauche, ce qui correspond a 1’ordre normal. Quant a la partie a fréquences
négatives, il suffit de la faire commuter au travers des n—1 termes a fréquences positives. Considérons
pour commencer le terme sans contraction :

G112 b =i ha b by + [P Ga b
=10y bm i[O, 05 | Gy b2 [br, 05 dar bt

=
=1 02O+ P1P2P3 Dy L P1P2d3 -+
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On recombine alors le premier terme de la derniere ligne avec le terme équivalent qui contient
f pour reformer : ¢ --- ¢, :. Le reste de la ligne contient toutes les produits normaux ou ¢,
est contracté avec un autre champ. En partant des autres termes qui contiennent déja une ou
plusieurs contractions, et en effectuant comme dans ce cas-ci les commutations nécessaires, on
produira les produits normaux qui contiennent deux ou plus de contractions dont une avec ¢;.
On obtient finalement toutes les contractions possibles, y compris avec ¢;. On a ainsi démontré le
théoréme. ¢
Le théoreme de Wick établit le lien entre produit chronologique, qui apparait dans la matrice .5,
et produit normal, plus utile dans les calculs. Il permet de décrire un produit chronologique comme
une somme de produit normaux, plus ou moins contractés.

Théoréme (Wick II)
1 P =: {P1 -+, + (toutes contractions ‘normales’ possibles)} : . (7.58)

La démonstration est laissée en exercice.

On voit déja I'utilité de ces théoreme dans le cadre qui nous intéresse. L’évaluation de la matrice
S se ramene toujours a des produits chronologiques d’opérateurs de champs, d’annihilateurs et de
créateurs, dont on prend la valeur moyenne sur I’état du vide. En appliquant les théoremes de
Wick, on pourra transformer ces produits en une somme de produits normaux avec plus ou moins de
contractions. Mais tout produit normal est nul sur |0). Les seuls termes non nuls de la somme seront
donc ceux qui sont completement contractés, i.e. ou il ne reste plus aucun opérateur isolé. Grace
au théoreme de Wick, on pourra donc facilement évaluer des produits chronologiques compliqués.

7.5.2 Regles de Feynman : concept

Le théoreme de Wick établi, nous pouvons maintenant facilement déduire les fameuses regles de
Feynman pour n’importe quel Lagrangien. L’idée générale de Feynman est simplement ’observation
qu’un grand nombre d’opérations qui apparaissent lors de I’évaluation de 1’élément de matrice M
peuvent étre automatisées. On introduit alors une diagrammatique dont chaque élément représente
une opération mathématique, par exemple un certain type de contraction, et qu’on peut calculer
une fois pour toutes. Il suffit alors de construire tous les diagrammes possibles pour un processus
particulier, leur associer a chacun un résultat immédiatement calculable et déduire ainsi aisément
I'amplitude M.

Il existe dans les diagrammes de Feynman trois types d’éléments, dont nous verrons dans la
section suivante a quoi ils correspondent :

1. les lignes externes;
2. les lignes internes ou propagateurs;
3. les vertex.

Nous donnons a la figure 7.1 un exemple complet de diagramme de Feynman simple, ici en électrodynamique
quantique, dont 'amplitude de diffusion s’écrit directement

M =T, (k1) (—ien”) vs, (k2) <—ZZI§V> o, (p2) (—ier") o, (p1) - (7.59)

On voit immédiatement la simplicité et la puissance de cette méthode.
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Fi1G. 7.1 — Le diagramme de Feynman au plus bas ordre pour le processus et + e~ — pt 4+ pu~.

7.5.3 Reégles de Feynman pour la théorie \¢*

Nous établissons ici les regles de Feynman pour une théorie simple :
1 1 A
_ w242 4
K = 28%58 10) 5™ 10) —4!¢ . (7.60)

Le lecteur pourra alors a titre d’exercice choisir d’autres densités lagrangiennes et calculer les
éléments de la diagrammatique de Feynman correspondante.

Dans la théorie A¢*, 'élément de matrice le plus général qui puisse apparaitre & I'ordre [ est de
la forme

1 A
~ [y (=) 0lalky) - alkn)T (61 - dalal (1) - aT ()]0} . (7.61)
I 4!

Par une application directe du théoreme de Wick, on sait donc que les seuls termes non nuls sont

ceux qui sont completement contractés. On peut avoir trois types de contractions différentes :
— les lignes entrantes

1 3 ‘
o(x)al (k) = (06 ()l (k)[0) = / B B!

(27)3 2¢(p)
- / (277)%‘»3;@“” (<0laT(k)a(p)l0> + (27r)32s(p)5(;§_ﬁ))
— ik
— les lignes sortantes |
a(k%l(x) = (0la(k)¢™ (z)|0) = / m;i;))gg@eipm<0|a(k)a7(p)|0>
- / <27r)(f§<m ((0la" p)a(k)0) + (2m)*22(p)oF - 1)

_ e+zkx .

)
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— les propagateurs

—
P(x)o(y) = (0T [p(x)¢(y)] 0) -

Ainsi, dans le calcul de I'élément de matrice (7.61), on pourra calculer chaque terme complétement
contracté en multipliant simplement les éléments correspondants. Il restera alors les éléments
extérieurs au (0] - |0), qui fournissent finalement les vertex. A chaque vertex, au point z;, on devra
donc associer [ d*z; (—i3).

On vient d’établir les regles de Feynman en représentation x, puisque les différents éléments
dépendent des points d’espace-temps x;. Mais il est possible de mener le processus plus loin en
effectuant directement les intégrales sur x;. On obtient alors les regles de Feynman en représentation
k. En particulier, toutes les exponentielles se combineront ensemble pour produire des fonctions
des impulsions a chaque vertex. Il ne restera donc rien associé aux lignes externes, mais il s’agira
d’assurer la conservation de I’énergie-impulsion a chaque vertex. Nous calculerons I’expression exacte
du propagateur dans la section 7.5.4, acceptons-la pour I'instant. Dans la figure 7.2, nous donnons
la représentation graphique des différents éléments de la diagrammatique de Feynman. Ceci en
main, nous pouvons maintenant poser clairement la procédure a suivre pour le calcul de I'élément
de matrice M.

) ———ez ¢ —————e
efik:r 1
r e—m8— ¢ ————— ¢
eikx 1
r e— Y o e
i e o
z (—iX) [diz —iA

F1G. 7.2 — Les regles de Feynman de la théorie A¢*, en représentation = & gauche, et k & droite.

Démarche En bref, la démarche est donc la suivante :

1. Connaissant les différents vertex de la théorie, dessiner tous les diagrammes, complétement
connectés et topologiquement différents, pour le processus dont on cherche a calculer ’ampli-
tude. Le nombre de vertex détermine ’ordre perturbatif considéré;

2. pour chaque diagramme, associer & chacun de ses éléments (vertex, ligne entrante ou sortante,
propagateur) 'expression dérivée au préalable.
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3. En représentation k, imposer la conservation de 'impulsion a chaque vertex a l'aide d’'un
facteur (271)%6 (Powt — Pin)-

4. En représentation k, intégrer sur toutes les impulsions internes, i.e. non déterminées : [ (‘21471)“4.
5. Eliminer la fonction (27)%6(*) globale qui reste.
6. La somme de tous les termes ainsi écrits est ’amplitude de diffusion M.

Les points 3 et 4 ne font qu’utiliser la conservation de 1’énergie-impulsion pour déterminer directe-
ment la valeur des impulsions internes.

Nous pouvons immédiatement calculer un premier exemple simple, la diffusion 2 — 2 dans
la théorie A¢*. Le seul diagramme qui entre en compte ici est illustré & la figure 7.3. On trouve
immédiatement 1’élément de matrice :

M= —i). (7.62)

¢ ¢

FIG. 7.3 — Diagramme au plus bas ordre de la diffusion 2 — 2 dans la théorie A¢?.

On aurait pu la trouver aussi en passant par la représentation x. Vérifions que le résultat est
identique. Ceci mettra en évidence explicitement comment les exponentielles se combinent pour
assurer la conservation de ’énergie. On obtient

/d4x eip?utweipgutw(_Z.)\)e—iki"gge—ikzinw _ (—Z)\)(S (piut _’_pgut _ kin o k;n) (271_)4
= M=—il.

Finalement, la figure 7.4 montre les deux diagrammes décrivant le méme processus, mais a
I’ordre supérieur.

7.5.4 Propagateurs

Nous passons maintenant au calcul explicite des propagateurs des différents types de champs.
Nous ne considererons que des champs massifs, le cas non massif étant beaucoup plus délicat, dans
le cas vectoriel du moins.

Champ scalaire Soit € > 0. Montrons que

d*p i
2m)% p?2 — m? + ie

Dr(z — ) = (0T [6(x)é(y)] [0) = / : ey (7.63)
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¢ ¢ ¢ ¢
x * + % %
¢ ¢ ¢ ¢
F1G. 7.4 — Diffusion 2 — 2 au deuxiéme ordre dans la théorie \g?*.

En effet, on a d’abord

D(x —y) = (0|¢(x)$(y)|0)
dsk d3p —ikx 1kx —ipy ipy
/(2@@4@/(%)3%@) (0] (ake ’ *alek)(%e +afe™) |0)
— d3k d3p eipy—ikm a a’[
= [ erem | e (Olaxa |0)

= /d?’pe—ip(l'—y).
(27)? 22(p)

Nous effectuons maintenant I'intégrale sur p° dans 'éq. (7.63) et montrons qu’on obtient bien

(OIT [p(x)d(y)] |0) = O(2® — y°)D(x — y) + 6(y° — 2°)D(y — x) .

Pour ce faire, nous considérons p° comme un parametre complexe et effectuons I’intégration
dans le plan complexe. Nous avons introduit le facteur strictement positif € afin de décaler
légerement les poles de I'intégrant hors de ’axe réel et de pouvoir alors utiliser le théoreme
des résidus. Choisissons comme contour d’intégration v I’axe réel fermé par demi-cercle. On
doit maintenant distinguer deux cas :

Cas 1 : 2% > ¢%; Pour que I'intégrale sur le demi-cercle soit nulle, on doit choisir? le demi-
plan Im(p®) < 0. Si I'intégrale le long de I'axe réel est bien prise de —oo & +o0, le sens
d’intégration le long de 7y est négatif, il faut donc introduire un signe —. Le domaine en-
touré par le contour d’intégration ne contient qu’un seul résidu, en p° = /52 + m?2 — i,

20n utilise ici un résultat de base d’analyse complexe.
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d’ou

F p(x

_ [ 1 Res (e 0 B e
(2m)3 (2m) P2 —m?2 + e ’
/ i <p0 _ m) e—ip(z—y)

lim
(271—)3 pO—+/P2+m2—ic (po + \/;52 +m? — 26) <p0 — \/}32 +m? — ZE)
3
_ / (d P 1 o~ iV/PPrmEic(a® ) +ip(E )

21)% 2/P2 + m2 — ie
1

o [ dp —ie(p) (2 )+ (E—7)
. L xr 5 xr :D _ .
= | e me” =)

Cas 2 : 2° < y°; On choisit cette fois-ci le demi-plan supérieur, i.e. Im(p®) > 0. On a alors

r d*p i ;
p(x
D (z —y) = / (2m)4 p2 — m? e’ piay)

d? 1 ; :

p2 —m?2 + e

lim

(2m)? o/ rmo—ic (PO +VP? +m? - ie) (po — VPP +m? - ie)
3
_ / d’p 1 NP i (20 —y°) +ip(E— )
(2m)3 —2/P2 + m? —ie

3
=0 / &p 1 )@y +inE—7)
(2m)3 2e(p)

p—— P d®p ; 00— i (F—if
2P ie(p) (=" —y" ) —ip(F—Y) _ Dy —
| wr e

ou la derniere égalité dépend crucialement du fait que (p) est une fonction paire de .

On a donc montré que le propagateur du champ scalaire est bien donné par I’expression donnée
a la figure 7.2.

Champ vectoriel La démarche est exactement semblable. Nous n’entrons donc plus dans tous les
détails. L’expression a obtenir est ici

d'p i (—mw +25) ey 7.64
(2m)* p? —m? +ie ‘ . o0

DE(~ 9) = (O (4,(2)4, )]0} = |
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En effet, en utilisant les relations de fermeture pour les vecteurs de polarisation, on a d’abord

Duy(ﬂf - y) = <0‘Au(l‘)AV(y)|0>

_ / &k / &p
— ) (@m)32e(k) ) (27)32¢(p)
Z<O‘€gﬂ) (ak' (n)efik:v + a;rc (n)eikz) eim) <ap (m)eﬂ‘py + a;f) (m) eipy) |0>

_ TP iy N () (m)
R RN zm:e“ o
d*p ip(a— Puby
:‘/ P (1 = 725°) - (7.69)

Puis on distingue & nouveau deux cas pour effectuer 'intégrale.

Cas 1 : 27 > 4%; Im(p°) <0,

4 o PuPv
D (x—y) = / d'p (i + m? )e—ip(-r—y)
! (2m)* p? —m? +ie
5 / &*p ; i <p0 — /m? +]32) (=1 + BB2) e=ip(a—v)
= T2m im
(27T)4 pO—/m2+p2 (p() + \/m) (p(] B \/m)

d*p Pulr\  —ip(o
:/m(_”"”L#)e Py = Dy (x—y)

Cas 2 : 20 < ¢%; Im(p®) > 0; soit p = (—&(p), p),
&Bp i (po + /m? +ﬁ2) (=1 + 2B eipe—y)
Diy(x —y) = 27Tz'/ — lim

C om0+ V1P (0 - VP )

&3 AN o
_ / = P <_,7W+pup )e—z(—e(p))<z°—y°)+zp<m—y)

)? 2¢(p) m?
= = d3p DuP ) 0 0y smr=
>-P wlv +i 20 —y°)—ip(T—
= /m(_mﬁﬁ) o (H ) )i )
d’p PuPv —ipy—)
= Ta 240~ \ T Nuv 5 - W=D v - P
/(%)325@)( ) o (y = )

A nouveau, ceci est possible parce que I'intégrant est une fonction paire de p.

Comme nous I'avons déja mentionné plus haut, il n’est pas aisé de prouver I’expression suivante
pour le propagateur du champ vectoriel sans masse. La symétrie de jauge qui apparait dans
ce cas rend les calculs plus complexes. On trouve dans la jauge dite jauge relativiste

. PubPv
3 dp (_“hw + a5 ) A
DF (m=0) (.. _ :/ —ip(z—y) .
(@ = y) o) i e : (7.66)

ou « est un parametre libre, puisqu’aucun résultat ne dépendra de sa valeur. Canoniquement,
on travaillera avec a = 0 (jauge de Feynman) ou avec = 1 (jauge de Landau). L’expression
du propagateur dans la jauge de Coulomb est nettement plus compliquée, le lecteur intéressé
pourra se référer par exemple au livre de Weinberg pour plus de détails.
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Champ spinoriel Finalement, nous arrivons au champ spinoriel. En raison de I’anticommuta-
tion des composantes des champs de Dirac, dont découle la définition du produit chronolo-
gique (7.31), on définit le propagateur avec un signe négatif supplémentaire :

Dl (x —y) = (0T [Wa(2)Ty(y)] |0) = 0(z° — 4°)Dav(z — y) — 0(y° — 2°) Dap(y — x) , (7.67)

Dgy(x —y) = (0Wa(2)Ts(y)[0) et Dgy(y —a) = (0[Ty(y)¥a(x)[0) . (7.68)

Malgré cette petite différence par rapport aux cas précédents, la suite des calculs est semblable.

On trouve alors : T )
d*p P+ m)a )
DE (x —y) = —ipl@=y) :
(@ =) / (2m)t p?2 —m?2 + ie© (7.69)

En effet, calculons d’abord

Dap(x = y) = (0|Wa () s(y)[0)
B &k &p
B / (2m)? 2¢ (k) / (2m)3 2¢(p) ;;

(0] (ak oUk G,ae_ikz + bL oVk U,aeikw) (a;r) plUp Pybeipy + by pUp p,be_ipy> 0)
dgp i
— - - e~ p(z—y) u U b
3 E po,alpo,
/ (27)3 2(p) =

B B e .
_/ (27)3 2¢(p) (p+tm),, (7.70)

et

Dap(y — ) = (0] W, (y) ¥ ()|0)
B &k d&®p
o / (2m)3 2¢(k) / (2m)3 2¢(p) UZp

(0] (a; pUp pybeipy + bp pUp pybeiipy) (ak o Uk o,aeiikw + bLon maam) |0)
dgp i
= [ —— 8  —ip(y—=) Z Vpoalpob
3 po,alpo,
/ (27)3 2(p) =

= di&ipe—ip(y—z) “m
_/(277)3 2% (p) (p=m),, - (7.71)

Puis viennent les deux cas
Cas 1:2°>¢%; Im(p°) <0,

d*p z(p + M) ap )
DF (2 — ) = —ip(z—y)
(% =) / (2m)% p2 —m? + ic

(7~ V) ¢ e
= —27r2'/ 1 lim
(2m)% po_ /it p? (p0_|_ \/m) (po_ S T ]52>

_ Ep ey -
B / (2m)%2:(p) € @) (p+ m)ap = Dap(x — y) -
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Cas 2 : 20 < %35 Im(p°) > 0,
W) (e
DE (xz —y) = 27m'/ 1 lim
O N (pO +y/m? +;62) (p“ — \/m? +152)

d®p 1 0 i i ie(p) (z° —yO)+ip* (z' —y?)
=~ | s gy CE00" P e

p— — d3p 1 Q.0 7 20 —y0)—ip* (2 —y°
:p/W?@(_E(MWOMW m),, @) )

- _ % (p, m) e—py—2) — _ D sy — ) .
(2m)3 22(p) ab ‘
On a donc bien ce qu’on cherchait, i.e.
DE(x—y) =0(z° — y")Dap(z — y) — 0(y° — 2°) Doy (y — ) . (7.72)
On a maintenant en main tous les propagateurs pour tous les types de champs. Il est alors aisé
de construire les regles de Feynman pour d’autres théories.

7.5.5 Regles de Feynman pour ’électrodynamique quantique

Nous prenons par exemple I’électrodynamique quantique. La théorie contient une paire fermio-
nique, la paire électron-positron, et un champ vectoriel sans masse, le photon. La densité lagran-
gienne contient les termes libres, plus le terme d’interaction le plus simple possible :

_ _ 1 _
LD = {9419, ¥ — mI T — T Ew Y+ WA, (7.73)

ou la constante de couplage e entre 1’électron et le photon est simplement la charge élémentaire.
Calculons un type de ligne externe, par exemple un photon entrant :

1
A (@)al,, (k) = (0|4, (@)a],, ()]0) = / T 53l Olag (plal ()10

_ (n) —ikz
—6# e

ou un positron sortant :

[]
bo (K ¥(a) = (O (B (2)0) = [ et § 301 e 0

— ,Uo(k)eikac ,

Nous laissons en exercice les autres cas, tous semblables. A nouveau, la figure 7.6 présente tous les
éléments de la diagrammatique pour 1’électrodynamique quantique. On notera que la convention
graphique est que la fleche indique le flux de charge, c’est ce qui permet de distinguer dans les lignes
fermioniques s’il s’agit d’un électron ou d’un positron, sachant que le diagramme ‘évolue’ de gauche
a droite.

Remarque Un dernier élément important doit étre mentionnné ici, qu’il s’agit d’ajouter dans la
procédure de Feynman. En raison de anticommutation des fermions, il faudra toujours ajouter un
facteur (—1) a chaque boucle fermionique dans le diagramme.
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7.5.6 Processus en électrodynamique quantique

Les trois pattes du vertex permettent a priori de décrire au premier ordre 23 processus différents :

e”—ey y—etem et —ety 00— yete
ete” =7 ety—et e y—e efey—0

Mais aucun n’est un processus physiquement autorisé sur des bases cinématiques. En électrodynamique
quantique, les processus au plus bas ordre sont des processus au second ordre dans la constante
de couplage e. Les diagrammes qui décrivent ces processus auront donc tous quatre lignes externes
et une ligne interne. Il en existe donc au total 2% différents. La figure 7.7 décrit cing processus
différents possibles au second ordre.

Avant de poursuivre, nous montrons encore une fois la puissance des regles de Feynman en
calculant sans effort 'amplitude de diffusion de ’effet Compton :

[(p1,01); (F1, (n)) — [(p2, 02); (K2, (m)) -

Nous avons établi les facteurs associés a chacun des éléments de la diagrammatique de Feynman, il
suffit de lire la solution directement des deux diagrammes qui entrent en jeu ici. Pour déterminer
Pordre des éléments, la régle est de toujours remonter le flux de charge. On obtient donc

M =10, (i) BT i), (e ) 1)
p1 B k2 +m

(—ier”) ug, (p1)e£L")(k1)e,(jm)(k2) ) (7.74)

+ 17, —iey! -
o’z(p?)( Y )(p17k2)27m2+ze
Tres souvent, on ne mesure pas dans I’état final le spin ou la polarisation des particules sor-
tantes. Pour calculer une section efficace, ou un temps de vie, il s’agira alors de sommer sur les
polarisations sortantes. Pour les spineurs, on utilisera alors les éq. (5.52) et (5.53), ce qui simplifiera
considérablement les expressions. De méme, pour les photons, on pourra toujours substituer

Z@&n)e(yn) — T (7.75)

n

Ceci n’est pas une égalité stricte. Mais un telle substitution fournit un résultat juste pour autant
qu’elle soit faite a l'intérieur du calcul de M en électrodynamique quantique.

7.5.7 Quelques autres exemples

Pour chaque Lagrangien, on pourra désormais construire sans difficulté les regles de Feynman
correspondantes. Les lignes externes et les propagateurs ont déja été calculés et proviennent de
la partie libre des Lagrangiens. La seule partie non triviale qu’il restera a trouver est les facteurs
associés aux vertex, qu’on calcule a partir des Lagrangiens d’interaction, et dont certains peuvent
étre nettement moins simples que ceux présentés jusqu’ici. Pour les obtenir, on prendra un processus
simple qui contient le vertex intéressant et on effectue les contractions nécessaires; il suffira alors
d’éliminer la partie associées aux lignes externes ou aux propagateurs pour ne garder que les termes
associés au vertex. Nous donnons a la figure 7.5 quelques exemples que le lecteur pourra s’entrainer
a déduire. Prenons le dernier d’entre eux, qui contient une dérivée :

L = ie¢* . pA" . (7.76)
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On calcule I’élément de matrice suivant (par exemple) :

M (p+k — q) ~ (0la(q)(—i)(i)eA, (¢*0"¢ — 0"¢*¢) al (p)al (k)|0)
= e(0la(q) A, (¢*0"¢ — 0"¢* ) al (p)al (k)|0)
—ikxe—ipx iqr ,

=e e/(L") [—ipt —igM]e e

Le vecteur de polarisation appartenant a la ligne externe du photon, il reste bien pour le vertex
—ie (p" +q").

fT0¢ - ceeod iy

[0 ~ - ifys

9P A AY ~ S
\\
N\
ie¢* 0 pAH ~ ~ANnA~d —ie (p* + M)

Fia. 7.5 — Quelques exemples de facteurs de vertex

Nous en avons maintenant terminé avec les regles de Feynman. Etant donné un Lagrangien, on
peut calculer en principe tous les processus de collision ou de désintégration associés, puis comparer
ces résultats aux expériences.

L’essentiel du probléme qui reste maintenant est précisément de déterminer le Lagrangien a
utiliser. Nous avons déja vu que les principes qui régissent la construction des Lagrangiens libres
étaient essentiellement liés & des symétries. Il en va de méme pour les Lagrangiens d’interaction,
les symétries étant un élément fondamental de toute théorie physique. A partir de maintenant,
I’essentiel de nos efforts va donc se concentrer sur les principes de symétrie qui conduisent au
Lagrangien du Modele Standard, que nous pourrons écrire tout a la fin de ce cours.
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(O Ea%2% %% X 7, (n) A~~~ [
6&”)671-1632 G’ELn)
Z, V e~ 7, (M) vV e~noAANANAs 7, (M)
el(,m)eikx e(um)
€, 0 ——ex e, 0 —»—o
uaefik'a: Uy
T e—p—— e, p —>—c . p
ﬂpezkz Tp
6061-1692 Ty
et, 0 —a—e =z et, g —a——e
ikx
vpe ) Vp )
T o——— e, p r—q¢— ¢, p
T, I @~ANAANAANS Y, V H e~AANANAANS V
dil — i —ik(o— i/ 117
GnT e e (==9) R
L,  o——p—e Y,V H o—p—o v
' d4 Z(K‘H’ﬂ) e—th(z—y) i(k+m)
Y K22 k2 —m?

W\< —ieyHh) fd4 W\<iew“)

Fi1G. 7.6 — Les regles de Feynman de ’électrodynamique quantique, en représentation = a gauche,
et k a droite, dans la jauge de Feynman.
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et e~ et et

e et e e

eTe” — ete, diffusion élastique électron-positron

et vy

e v

ete™ — 7, annihilation électron-positron

v e
gl et
vy — eTe™, création d'une paire électron-positron

Y e Y e
e v e v
e~y — e~ v, diffusion Compton
v et v et
et v et 9 v
ety — eT, diffusion Compton d’un positron

Fia. 7.7 — Quelques processus physiquement autorisés au deuxieme ordre en électrodynamique
quantique



Chapitre 8

Les symétries globales

Alors que la plupart des symétries que nous avons considérées jusqu’ici étaient des symétries
externes, i.e. qui transformaient les coordonnées d’espace-temps, nous allons dans la suite nous
concentrer sur les symétries internes qui sont des transformations des champs, mais n’affectent
pas l'espace sur lequel ces champs sont définis. C’est évidemment dans cette catégorie-la qu’il faut
ranger la transformation qui a produit le courant électrique :

¢ — €%~ =gt
U — U =TT

8.1 Groupes et algebres de Lie

L’ensemble de la théorie que nous allons construire repose sur les concepts de groupe et surtout
d’algebre (de Lie). Nous commengons donc ce chapitre par quelques éléments indispensables a ce
propos.

8.1.1 Quelques groupes de Lie matriciels

Au chapitre 2, nous avons déja défini la notion de groupe, et celle de groupe de Lie. Essen-
tiellement, un groupe de Lie est un groupe particulierement lisse, qu’on peut paramétriser par un
ensemble de n fonctions différentiables. Tous les groupes avec lesquels nous allons travailler ici sont
des groupes de matrices'. Définissons les plus importants pour la suite.

Le groupe linéaire GL(n,R) On le définit par
GL(n,R) = {M, matrice n x n: M,;; € R et det M # 0} . (8.1)

On vérifie aisément que c’est bien un groupe de Lie, puisque GL(n,R) est isomorphe a R,
On définit alors les sous-groupes suivants :

O(n) = {M € GL(n,R) : MM" = M"M =1,} , (8.2)
SL(n,R) = {M € GL(n,R) : det M =1} , :
SO(n) = O(n) N SL(n,R) . (8.4)

LEn fait, il n’est pas restrictif de ne considérer que ces groupes-la puisqu’on a le corollaire suivant du théoréme
d’Ado : Tout groupe de Lie est localement isomorphe a un groupe de Lie matriciel.

107
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Nous avons aussi déja rencontré le groupe de Lorentz
L=0(1,3)={M € GL(4,R) : MqaM" =n} . (8.5)
Le groupe linéaire GL(n,C) Il s’agit naturellement de
GL(n,C) = {M, matrice n x n: M;; € C et det M # 0} . (8.6)

On a alors les sous-groupes analogues & ceux de GL(n,R) :

U(n) = {M € GL(n,C): MM'=M'M =1,} , (8.7)
SL(n,C) = {M € GL(n,C) : det M =1} , (8.8)
SU(n) = U(n) NSL(n,C) . (8.9)

Le théoreme suivant assure que tous ces sous-groupes sont bien des groupes de Lie.

Théoréme Tout sous-groupe fermé d’un groupe de Lie est un sous-groupe de Lie.

8.1.2 Algebres de Lie

Définition Une k-algébre de Lie est un k-espace vectoriel g muni d’une application k-bilinéaire,
appelée crochet de Lie

[,]:gxg — g (X)Y)r— [X,Y] (8.10)

satisfaisant les deux propriétés suivantes :
— antisymétrie : pour tout X, Y dans g, on a

¥, X] = —[X, Y], (8.11)

— identité de Jacobi : pour tout X, Y, Z dans g

(X, Y], 2] + [V, 2], X] + [[2,X],Y] = 0. (8.12)

Soit {X L. CHRIN. ¢ "}, une base de l'algebre. Alors il existe naturellement des constantes f**,
telles que

[(XH, XY =i f" XN (8.13)

On les appelle les constantes de structure® de 1’algebre g.

La définition rigoureuse de 'algebre de Lie d’'un groupe de Lie sort largement du cadre de ce
cours. Nous pouvons cependant en donner une définition simple qui reflete 1’essentiel des propriétés
intéressantes. Notons d’abord la proposition suivante :

Proposition Soit G, un groupe de Lie. L’espace tangent a ’élément neutre e € G est une algebre
de Lie g.
Cette proposition fournit la motivation de la définition suivante :

2L utilisation de i dans la formule est purement conventionnel en physique, il n’apparait généralement pas dans
le cadre des mathématiques pures.
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Définition Soit G un groupe de Lie de dimension n, i.e. un groupe a n parametres, suffisamment
lisse. Soit e € G I’élément neutre du groupe. 1l existe un voisinage V' 3 e tel que pour tout g € V,
on puisse écrire

g =g(a) =exp iZanj . (8.14)
j=1

Les X7 forment alors la base d'une algebre de Lie g. C’est cette algebre qu’on appelle I'algeébre du
groupe de lie G. Quant aux éléments X7, on les appelle aussi les générateurs du groupe G.
A partir de cette définition, il est aisé de trouver une expression explicite pour les générateurs
X", & savoir
0
@
A

Xi=—4 (8.15)

a=0

Remarque On constate a partir de la définition (8.14) que l’algebre de Lie est l’expression de la
structure infinitésimale du groupe de Lie. En particulier, il est possible que deux groupes de Lie
différents partagent la méme algebre. Nous rencontrerons un exemple tantot. Par contre, si G est
compact?, alors V = G, i.e. la représentation exponentielle de la forme (8.14) est valable partout et
I’algebre décrit le groupe entier.

Nous pouvons construire les algebres de Lie des groupes décrits plus t6t dans cette section.

— L’algebre sl(n, R). Soit M € SL(n,R). Sous forme infinitésimale, on écrit V = I+ia;A7. Alors

detV =1 <= exp(Ttn(V)]))=1 <= exp(Trfia;A7]) =1.

Autrement dit,

sl(n,R) = {A matrice n x n: Tr(A) =0} . (8.16)
— L’algebre o(n). Ecrivons & nouveau O = [+ ia;J7 € O(n). Comme O, € R, on doit avoir
(Jj)* = —J7. De plus, au plus bas ordre dans les constantes «,

0T0=1 = I+io;J? +io;J'7 =1.
Ainsi, ‘ A ‘ A
o(n) = {J matrice n xn: J7 = —J* et J7 = —J7T} . (8.17)
En particulier, on aura aussi Tr(J7) =0 et J7 = JiT.
De plus, comme on ne s’intéresse qu’a la structure infinitésimale du groupe, on aura

o(n) =so(n). (8.18)

On voit alors immédiatement que dimo(n) = dimso(n) = % (le nombre d’éléments dans
le triangle supérieur strict).
Finalement, on peut donner une représentation explicite des générateurs ici. Une rotation

autour de 'axe 3 s’écrit

cosf@ —sinf O
sinf cosf O
0 0 1

En appliquant la formule (8.15), on trouve les trois générateurs :

0 -1 0 00 0 0 0 1
JP=—il 1 0 o0 J'=—i|l 0 0 -1 JP=—i|l 0 0 0|, (819
0 0 0 01 0 -1 .0 0

3Un groupe de Lie est compact s'il est compact, vu comme variété.
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ou encore 1
(Ja)q',j = ;Qu‘j . (8.20)

En effectuant explicitement les multiplications matricielles nécessaires, on trouve les constantes
de structure suivantes :
[T, Jb] = ie*bege. (8.21)

L’algebre u(n). Soit U =1+ ia; TV € U(n). Alors (au plus bas ordre),
UUT =1 = I+ioyT7 —ioyTT =1.
D’ou _ '
u(n) ={T: T9 =771} . (8:22)

Sa dimension (réelle) est donc dimu(n) = n? (deux fois le triangle supérieur strict plus les n
coefficients réels sur la diagonale).
L’algebre su(n). On a directement

su(n) = {T: TV =TT et Te(T) =0} . (8.23)

De méme la dimension réelle de cette algébre est dim su(n) = n? — 1.

L’algebre su(n) est donc ’ensemble des matrices hermitiennes nxn de trace nulle. Les matrices
de Pauli {%} forment une base orthonormée de cet ensemble, vu bien siir comme un R-espace
vectoriel, avec le produit scalaire défini par

(Ul, UQ) =Tr [UlUQ} .
Les constantes de structures de I'algebre qu’elles engendrent sont donc naturellement

70 Tb ch
—,— | = e —. .24
[2,2} €S (8.24)

Ce sont donc les méme que celle de 'algebre du groupe orthogonal. En particulier,
0(3) = su(2). (8.25)

Ces deux groupes sont certes différents, mais leurs algebres coincident : c’est un exemple de
la remarque précédente, qui va nous étre utile par la suite.

Bien qu’il existe une foule de résultats intéressants de la théories de groupes et algebres de Lie
qui soient particulierement utiles pour la physique (en général), nous nous contenterons de ce strict
minimum pour la suite.

8.2 L’isospin pour le nucléon

Nous introduisons la notion de symétrie globale d’un point de vue historique. Ces concepts sont
apparus pour la premiere fois lorsqu’on tentait de comprendre la force forte, celle qui lie les éléments
du noyau. Du point de vue de l'interaction forte, le noyau atomique est constitué de nucléons, le
proton et le neutron étant indistinguables*. Si I'on admet qu’ils possédent la méme masse m, on
peut écrire le Lagrangien de ces deux spineurs sous une forme compacte

L =ivdv — mIV (8.26)

4Evidemment, ils ont une charge différente, mais ceci ne concerne que l'interaction électromagnétique.
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ou l'on a défini le champ & huit composantes ¥ = ( il )
2

Il est alors clair que ce Lagrangien est invariant sous le groupe de transformations U(2), i.e.
v — U¥, UecU2). (8.27)

On a donc mis en évidence une nouvelle symétrie plus générale, qui mélange les composantes des
deux spineurs représentant le proton et le neutron. Le groupe de symétrie U(2) est un groupe a
quatre parametres réels qui se décompose de la maniere suivante :

U(2) = SU(2) x U(1). (8.28)

En effet, soit U € U(2). Alors UTU = 1, ce qui implique |detU|?> = 1, i.e. detU = €'* pour un
certain a € R. Donc 4
U=¢eV

pour une certaine matrice V' € SU(2), ce qui montre le résultat.

Il est alors aisé d’appliquer le théoreme de Noether pour construire les courants associés. Nous
comprenons maintenant mieux la signification des fonctions Cf,) introduites au chapitre 2 dans
le cadre de la théorie de Noether. Ce sont les générateurs du groupe de symétrie du Lagrangien
considéré. On trouve donc

— pour SU(2),
0L T¢ - 7
ap ) —— = — g =
0 90,9 (z 5 111) Wy 5 ¥ a=1,2,3, (8.29)
— pour U(1),
0L —
= —— (10) = —UyH*W . .
7= s () = T (8.30)

On a bien trouvé quatre courants de Noether pour un groupe de symétrie a quatre parametres.
Le courant associé a U(1) est alors interprété comme le courant de nombre baryonique. Dans ce
cadre-ci, on appelle le groupe SU(2) groupe de l’isospin, par analogie. Le nucléon est alors interprété
comme une particule d’isospin %, dont le proton et le neutron sont les deux états possibles.

Résumons brievement le concept. Ayant constaté que les deux spineurs qui forment le noyau
atomique ont (essentiellement) la méme masse et les méme propriétés par rapport a la force forte, il
est possible de les considérer comme les deux états d’'une méme particule, le nucléon. Ils sont alors
les états propres des générateurs du nouveau groupe de symétrie associé a ce nouveau ‘doublet’.

Bien que la théorie de 'isospin ne joue plus a ’heure actuelle un roéle fondamental, il est im-
portant de bien comprendre a ce stade-ci la démarche, puisque beaucoup d’ingrédients essentiels a
la construction du Modele Standard se trouvent déja ici. Nous commencgons par généraliser ceci a
des particules d’isospin 1, ce qui permet d’étendre le Lagrangien tout en conservant sa symétrie par
rapport aux transformations de I’isospin.

8.3 L’isospin pour le pion

De méme que les nucléons, les pions forment une famille de trois particules scalaires, les T4 et
le Iy, qui subissent l'interaction forte, et dont les masses sont tres proches : m4y = 139.6 MeV et
mo = 135 MeV. 1l est donc logique de tenter d’appliquer une stratégie similaire pour les décrire.
La densité lagrangiennne s’écrit naturellement

1 1
£ = 50, Tpd" Ty — 5mgng + 0, IT*O"TT — mAII I . (8.31)
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Comme dans le cas précédent, I'idée est de considérer ces trois particules comme les trois éléments
d’un méme triplet par rapport & un certain groupe de symétrie. Définissons alors les trois champs
réels p;, 1 =1,2,3, par

1 1
= — (o +i M= — (o, —i Iy = 3.
7 (1 +igp2) 7 (p1 —ip2) Iy =3

Le Lagrangien s’écrit

3
1 1

=3 [2@%‘ o = om*pipi (8.32)

i=1

ol les masses n’ont plus d’indices puisqu’on suppose qu’elles sont égales. Par rapport a l'indice i,
on a un produit scalaire

1 1
L = §3H‘I>T M — 5m2<1>T<1> , (8.33)
ot T = (1, 2, 3). Ainsi, on a bien fait apparaitre une nouvelle symétrie, celle du groupe O(3) :
& — 03, 0cO0(3). (8.34)

Cette construction présente non seulement 'intérét de la mise en évidence d’une symétrie plus
grande d’un certain Lagrangien, mais plus encore, elle souligne la similitude de ce cas-ci avec le cas
du nucléon : la symétrie O(3) est aussi une symétrie d’isospin. En effet, nous avons déja noté dans
la premiére partie de ce chapitre que les groupes O(3) et SU(2) partageaient la méme algébre, donc
la méme structure infinitésimale. 11 est alors possible de construire un Lagrangien pour les pions
et les nucléons qui soit globalement invariant sous une transformation d’isospin, pour autant qu’on
trouve un terme d’interaction qui soit non seulement Lorentz invariant, mais aussi isospin invariant.
Les deux termes envisageables sont

fﬁ%wa (8.35)
et f,ﬁ%%qup“ . (8.36)

En effet, lors d’une transformation infinitésimale, on a

{\Il — (L +ieT) ¥, (8.37)

> — (]Ig + iﬂdjd) d.

La variation du terme d’interaction lors d’une telle transformation est donc
7,7_01 _ Tll 77_(1 7,7_01
0 <‘I’2’Y5‘I’80a) = (0w) 775‘1’90(1 + ‘1’375 (6F) " + ‘1’5’75‘1’ (6p%)
— . oTe\ T o =T° . TC o  =T¢ . a
=W | —da,— | =P + W—n5 | ia,— | Op* + T —5 Wi, (Jd) b(pb
2 2 2 2 2
0T {72 7'2] P+ T Wil (1),

. T o =T ) . b
:Zac‘]:’ Zeace? ’75‘1’()0 +‘I’?’75‘Illﬁd(_zedab)(p

__r€ __r€
= _aceaceql?’%q’@a + ﬁcecea\II?’YS‘P@a .



8.3. L’ISOSPIN POUR LE PION 113

On constate donc que si la transformation des pions est la méme que celle des nucléons, i.e. si
e = [, ¢ = 1,2, 3, alors la variation du terme d’interaction est bien nulle, et le groupe de I’isospin
est bien une symétrie du Lagrangien. Il n’y a donc plus deux groupes distincts, mais un unique avec
un seul triplet de parametres ..

En résumé, le Lagrangien libre admet le groupe SU(2) x O(3) comme groupe de symétrie. Pour
cela, il a été nécessaire de regrouper le proton et le neutron en un seul doublet (‘isospin 1/2%) SU(2),
et les trois pions en un triplet (‘isospin 1’) O(3). Si maintenant on introduit un terme d’interaction,
il ne reste plus que le groupe SU(2). Ce qui implique finalement que

- my=m, =M,

- my =my =m,

— la transformation du pion et du nucléon est la méme, i.e. décrite par une seule constante.

Il est essentiel de remarquer ici que le Lagrangien d’interaction est possible uniquement grace
au fait que les algebres des groupes en question ont les mémes constantes de structure. C’est aussi
ce qui permet d’interpréter les deux groupes comme deux représentations différentes d’une méme
symétrie, celle de I'isospin.

Notons encore qu’expérimentalement, fg = 0. Comme W5 ¥ est pseudo-scalaire, i.e. de parité
—1, on en déduit que le pion est aussi une particule pseudo-scalaire si 'on impose que la parité soit
une symétrie de ce Lagrangien.

Nous avons déja touché un certain nombre de points essentiels dans cette analyse. Les symétries
sont le principe fondamental pour 1’établissement des Lagrangiens. Non seulement est-il satisfaisant
d’obtenir une théorie qui présente la plus haute symétrie possible, mais on constate déja ici que
le fait d’imposer une certaine symétrie ajoute des contraintes qui déterminent les termes autorisés
dans le Lagrangien d’une part, et qui restreignent I’espace des parametres d’autre part : masses
égales, relations entre les charges des particules, i.e. entre les parametres des transformations des
champs. Les symétries forment donc un outil extrémement puissant en théorie des champs.






Chapitre 9

Symeétries locales et champs de
jauge

Nous passons dans ce chapitre au concept de symétrie de jauge locale, qui est 1’élément cen-
tral dans la construction du Modele Standard. La notion de champ de jauge en est la conséquence
immeédiate. Nous traiterons tout d’abord les groupes de symétrie abéliens, a partir de I’électrodynamique
quantique. Puis nous passerons au domaine plus subtil des symétries non abéliennes avec comme
exemple essentiel la chromodynamique quantique, i.e. la théorie de I'interaction forte.

9.1 Le cas de I’électrodynamique quantique : groupe abélien

Nous commengons par rappeler le Lagrangien de 1’électrodynamique quantique :
1 — — _
& = —ZFWF“ + VY0,V — mWW 4 eUyHWA, . (9.1)

Il s’agit donc d’une théorie avec un champ vectoriel sans masse et un champ spinoriel massif,
couplés par le dernier terme. Nous avions observé au chapitre 4 que le champ vectoriel sans masse
libre est invariant sous la transformation suivante :

1
Ay — A=A, + gaua(a:) . (9.2)
Parallelement, le champ spinoriel libre est invariant sous

U — U =¢PT, ou [ est une constante. (9.3)

L’objectif de cette section est de montrer le lien qu’il existe entre ces deux symétries des champs
libres lorsqu’ils sont couplés I'un a l'autre.

9.1.1 Le champ A, comme champ de jauge

Considérons le probleme du champ spinoriel. Jusqu’ici, nous avons considéré le parametre 3
de I'exponentielle comme une constante. Est-il possible de choisir une fonction arbitraire des coor-
données B(x)? Le terme mWWV reste bien siir invariant. Par contre, le terme cinétique produit un
facteur supplémentaire :

P9, T — iWe POyl 15(9,0(x)) eP@OT + P, 0| = iTy1a, U — UyH 09, 0(x) . (9.4)
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C’est ici qu’intervient le terme d’interaction. En effet, si lors de la transformation du champ ¥,
le champ A,, se transforme selon 1’éq. (9.2), alors le terme d’interaction devient

eUVHUA, — eUy" VA, + Uy U9, a(z). (9.5)

Et on constate donc que les deux termes excédentaires s’annulent si on choisit les fonctions « et 3
telles que a(z) = B(x). On vérifie encore que le Lagrangien libre du champ vectoriel reste invariant :

1 1
F, — 0,A, + gaua,,oz - 0,A, — gauﬁuoz =F,,,

puisque les dérivées partielles commutent.
On vient donc de montrer que le Lagrangien (9.1) est invariant sous la transformation jointe des
deux champs suivante
1
{ Ar — AP+ g@ua(x) R (96)

U — explia(x)]P.

On parle de symétrie de jauge U(1)-locale. Le groupe de symétrie pour le champ spinoriel étant bien
sir U(1), et le terme local se rapporte au fait que la phase, i.e. le parametre de la transformation,
peut dépendre du point d’espace-temps considéré.

Définition On définit la dérivée covariante D, comme I'opérateur différentiel suivant :
D, =0, —ieA,. (9.7)
Elle tient son nom de la propriété importante suivante. Lors d’une transformation de jauge, on a
D,V —s @D, v, (9.8)

autrement dit, la dérivée covariante du spineur se transforme comme le spineur lui-méme, ce qui
n’est pas le cas de sa dérivée ordinaire. En effet,

DV = [0, —ied, —i0,o(z)] €W = ) D, — i0,a(x)e™ PV + id,a(x)e T

Notons la propriété suivante de la dérivée covariante, qui est tout a fait analogue a celle de la dérivée
covariante qui apparait en relativité générale (avec la contraction partielle du tenseur de Riemann
dans ce cas-1a) :

[D,,D,] = —ieF, . (9.9)

En utilisant cette définition, on peut alors écrire le Lagrangien comme

1 B —
L = L Fu P + iUy D — mUY (9.10)

Remarques importantes

1. Jusqu’ici, nous avons simplement constaté que les transformations des champs considérées
constituaient bien une symétrie du Lagrangien. On aurait pu envisager le probleme sous
un angle tout & fait différent. En effet, on aurait pu partir du Lagrangien libre du champ
spinoriel, invariant sous la transformation U(1)-globale. On aurait alors imposé la symétrie
locale et constaté qu’il apparait un terme supplémentaire lors de la transformation. On aurait
alors introduit le champ A, et la dérivée covariante, et choisi la loi de transformation de ce
nouveau champ de sorte a obtenir un Lagrangien véritablement invariant. C’est la raison pour
laquelle le champ vectoriel est en général appelé champ de jauge : c’est la symétrie de jauge
locale qui impose sa présence.
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2. On constate qu’en suivant cette démarche, le terme d’interaction n’est plus choisi au hasard,
mais il découle naturellement de la définition de la dérivée covariante. Partant du Lagrangien
libre pour les spineurs, imposer la symétrie de jauge locale détermine donc de maniére unique
le Lagrangien d’interaction'. On a donc trouvé un principe de symétrie premier qui produit
Iélectrodynamique quantique de maniere unique. On peut raisonnablement espérer produire
de la méme maniere les autres interactions de la nature. C’est le concept fondamental dans la
structure du Modele Standard.

9.1.2 L’électrodynamique quantique scalaire

Il nous est maintenant aisé de construire la théorie de I’électrodynamique pour des particules
scalaires, sachant que l'interaction électromagnétique est le fruit de la symétrie de jauge locale.
Il suffit d’écrire le Lagrangien libre pour un champ scalaire chargé, i.e. complexe, d’introduire le
champ de jauge A, et son Lagrangien libre, puis de remplacer la dérivée par une dérivée covariante.
On obtient alors tous les termes d’interaction possibles.

Le Lagrangien est donc
1 * " * *
L = =" 4+ (Dyg)" (DF6) = m*676 — M (679)" , (9.11)

ou on a déja décrit la self interaction du champ scalaire. Il suffit de lire maintenant 'interaction du
champ scalaire et du potentiel électromagnétique :

(0,0" +ieA, ") (0'd — ieAFP) = 0,0* 0" ¢ + > A, A ¢* ¢ +ieA, (¢* 0" — pO*¢*) . (9.12)

Nous avons donc deux termes d’interaction différents, outre le terme cinétique libre pour le champ
scalaire :

Fi1G. 9.1 — Les deux termes d’interaction de ’électrodynamique scalaire, imposés par la symétrie de
jauge locale.

Le second est relativement intuitif, puisqu’il représente l'interaction du courant de ¢ avec le
champ électromagnétique. Le premier par contre ’est nettement moins, et il elit été plus difficile
de le justifier sans I'aide du principe de symétrie. La symétrie de jauge impose de plus une relation
stricte entre les constantes de couplage de ces deux termes. Une fois de plus, on voit ici la puissance
du principe de symétrie : il détermine completement le Lagrangien, la forme de tous les termes
d’interaction, les relations entre constantes de couplage.

LEn fait, il faut aussi imposer que toutes les constantes de coulpage ont une dimension positive, ce qui est essentiel
pour que la théorie soit bien définie, i.e. renormalisable.
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9.2 Symétries de jauges non abéliennes

Etant donné le succes du principe de symétrie de jauge locale, il est naturel de tenter de pour-
suivre dans cette voie. C’est ce que nous allons faire ici, avec deux groupes plus compliqués parce
que non-abéliens, SU(2) et SU(3). Si les détails techniques sont certes plus subtils, nous ne ferons
rien de plus conceptuellement que dans la premiere partie de ce chapitre.

9.2.1 Le groupe SU(2)

Ces idées furent introduites a l'origine par Yang et Mills en 1954. Ils avaient alors en téte la
symétrie de I'isospin que nous avons utilisée pour introduire les concepts au tout début de ce cha-
pitre. On parlera donc de théories de Yang-Mills. Le groupe SU(2) n’engendre pas directement
d’interaction dans le Modele Standard, mais c’est 'exemple le plus simple de groupe non-abélien
intéressant. L’intérét a développer cette théorie est double : d’une part, elle illustre tous les concepts
pour les théories de jauges non abéliennes, d’autre part, elle mettra en évidence la nécessité d’in-
troduire un mécanisme de brisure des symétries (qui sera développé au chapitre suivant).

Partons du Lagrangien libre de deux spineurs de méme masse, réunis en un vecteur a huit
composantes, noté aussi ¥, comme dans le cas du nucléon :

L =100, ¥ —mUV . (9.13)

Nous avons déja noté que le groupe SU(2) est un groupe de symétrie de cette théorie, pour des
matrices U € SU(2) constantes, i.e. des transformations globales. A nouveau, imposons la trans-
formation locale U(xz) € SU(2), ce qui signifie que la transformation infinitésimale U(z) s’écrit
aussi
U(z) =T+ iag(x)T*, (9.14)
ou T € su(2).
Le terme cinétique devient :

iU,V — iOU T (z)y" (U(2)0,¥ + 0,U(2)¥) = i¥~y"0, ¥ + iUy U (2)0,U ().  (9.15)

Ainsi, il apparait & nouveau un terme supplémentaire, qu’il s’agira de faire disparaitre. Introduisons

la notation
B,(z) = iU (2)9,U(x), (9.16)

de sorte que le terme en question s’écrive
Uy B,V . (9.17)

Ce B,, est donc I'analogue de 9,,a en électrodynamique, mais avec trois degrés de libertés, i.e. trois
fonctions indépendantes de . Montrons d’abord que B, € su(2), autremement dit, montrons que

B]

B, (9.18)
Tr[B,] =0,

(9.19)
ou la trace est bien sur prise sur ’espace des matrices 2 x 2. En effet,
(i): UU'=1 = 0,(U0U")=0 = U(9U")+ (0. U)U =0;
(i1) - soit U =T+ i (x)T*, alors 0,U = i0,0q(x)T",
d’ol, au plus bas ordre, B, =i (I —iaq(z)T") (10 aq(x)T*) = —0uce(x)T*
et donc Tr [B,] = —0,aq(x)Tr [T%] =0.
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Nous sommes préts a continuer dans l’établissement de la théorie. Il suffit d’appliquer une
procédure identique a celle qui conduit a 1’électrodynamique. Le but principal étant, rappelons-le,
d’ajouter suffisamment d’éléments au Lagrangien pour rendre ce dernier symétrique par rapport au
groupe SU(2). Pour cela, il faudra

1. introduire un champ A, ;

2. définir une dérivée covariante ;

3. imposer la bonne loi de transformation de A, sous la transformation de jauge;
4. identifier le bon Lagrangien libre pour A,,.

On obtiendra alors directement les termes d’interaction du champ de jauge et du champ spinoriel.
Plus explicitement :

1. On introduit le nouveau champ de jauge pour éliminer le terme supplémentaire. Il doit donc
étre de la méme nature que ce dernier. Donc

A, (z) € 5u(2).
On peut donc le considérer de maniere équivalente comme matrice 2 X 2, ou comme trois
champs vectoriels Af ().
2. Définissons la dérivée covariante
D, =150, —iA,. (9.20)
3. Choisissons la loi de transformation de A, qui annule le terme en B, :
A, — UAU"—i(9,U)UT . (9.21)
4. Par analogie avec ’électrodynamique, définissons le tenseur F),, par

—iF,, =[D,,D,] . (9.22)

Vérifions que nous avons bien défini les différents objets. Tout d’abord, D,, est bien une dérivée
covariante :

D,V —s (9, —iUA U — (8,U)UT) U¥
= (8,U) U + U,V —iUA, Y — (3, U)W =U (9, —iA,) ¥
=UD,¥.

En particulier, on a aussi D, — U DHUT. Avec ceci, il est aisé de montrer que le groupe SU(2) local
est bien un groupe de symétrie du Lagrangien (sans considérer pour 'instant le terme libre pour
A,). En effet,

iUy D, ¥ — {WU"UD,V = i¥y"D,¥

ce qui est naturel puisque nous avons précisément choisi le champ A, et sa loi de transformation
dans ce but. De la définition (9.20), on trouve que le terme d’interaction fermion-champ de jauge

est donné par B
L = UyMTA, (9.23)

et il de la forme de 'interaction d’un courant associé au spineur avec le champ de jauge A,,.
Il nous reste a construire le Lagrangien du champ de jauge seul. De la définition du tenseur F},,,
on en tire sa loi de transformation :

F,,=ilD,, D)) — i[UD, U UD,U'| =iU[D,,D,|U' =UF,,U'. (9.24)
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Par analogie avec le cas abélien, et afin d’assurer l'invariance de Lorentz, on cherche un terme
quadratique en F},,,, qui soit de plus invariant sous les transformations de jauge. Comme F),, F** —
UFWF“”UT, la seule possibilité est

L = CTr[F,F*] , (9.25)

puisque la cyclicité de la trace permettra d’éliminer les U résiduels apres transformation de jauge.
Pour déterminer la constante, nous allons maintenant choisir la représentation de A,, comme trois
champs vectoriels. Pour chacun d’entre eux, nous allons logiquement imposer que le terme libre
soit équivalent a celui du champ vectoriel de I'électrodynamique. Comme A, € su(2), on peut le

décomposer de la maniere suivante :
a

uT
De plus, on peut donner la représentation explicite du tenseur Fj,, en terme du champ A4, :
Fu = 0,A, —0,A, —i[A, A . (9.27)
Ainsi, ce tenseur fait aussi partie de algebre su(2), on peut donc I’écrire de méme
a Ta
F. = gFW? . (9.28)

On peut alors insérer la décomposition (9.26) dans 1’eq. (9.27), puis en identifiant les termes, calculer
la représentation de F, en terme de champs Aj, :

Tb ¢

T¢ ) .
ELV = g? (@LAg — ((LAZ) — 292 |:2, 2:| AZAV

a d a
T a a bed T b T a a abc 4 b g
=95 (OuAL = 0, A7) + P ALAY = g [(0u A7 — 0, A7) + ge ™ AL AT]
d’ou
Ff, = (0,45 — 0,A5) 4 g™ AL AS (9.29)
Alors
92 g*
CTr[F,,F")=C=FF""Tr [r°7"] = C = FJ,F"™*.
4 B 9 "y
——
=26ab
On choisit done C = —L

2g2°
Nous avons donc obtenu une théorie completement SU(2)-local invariante, avec deux spineurs
et trois champs de jauge. Rassemblons en un seul tableau tous les résultats :

1 P _
L= f@Tr [, F*) 4 iUy D, ¥ — MOV | (9.30)
o D, = 8, —iA,, (9.31)
et F;Ll/ = 8;,LAV - 81/Au -1 [Aua Ay] ; (932)

. , A, — UAUY—i(8,U)UT,
jauge : { v U (9.33)

Nous avons déja mis en évidence le terme d’interaction qui provient de la dérivée covariante.
Parallélement, on observe que la structure non commutative de l'algébre su(2) induit directement
des termes d’interactions entre les trois champs vectoriels. En effet,

F P = (0,AL — 0,A%) (0" AV — 0V AM*) + 4ge® 0, ATAHP A7 € + gPe e e AT AS AT AV e
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ol on a bien les termes cinétiques traditionnels, mais en plus deux types d’interaction a trois et a
quatre champs de jauge. C’est la une différence fondamentale avec ’électrodynamique quantique ou
les photons évoluent de maniére indépendante les uns par rapport aux autres. La figure 9.2 montre
les trois vertex possibles, avec leur facteur respectif.

= —igGy"
¢ P q
a, i, k = ge® [ (k —p)P + 17 (p — @) + 0" (¢ — k)"
b,v,p
b,v d,o
— 72'92 [Gabeecde (nupnua _ ,r],ua,r]up)
+6ace€bde (nuunpa _ npanup)
+6adeebce (nuunpa _ nppnua) ]
a, ¢ p

F1G. 9.2 — Les trois vertex de la théorie de jauge su(2).

Finalement, on peut réécrire le Lagrangien (9.30) plus explicitement avec tous les indices. On
obtient une expression passablement plus compliquée, mais tout a fait équivalente et plus révélatrice
du contenu physique de la théorie :

U s 1 a a va v a
L = 0PV — MUY — - (9,47 — 0, 43) (9" A" — " AM?)
+ gAg%H%\p + ge™* (0, AL) APV AV — i gPe e AN AS AR AV e (9.34)

A nouveau, il est intéressant de noter qu’il n’y qu’une seule constante de couplage en jeu, la symétrie
de jauge ayant imposé une relation stricte entre les différents termes du Lagrangien d’interaction.

Remarque Historiquement, Yang et Mills tenterent d’appliquer ceci a la théorie de I'interaction
forte et de décrire ainsi les mésons vectoriels comme le triplet p°, p*. Malheureusement, ce fut un
échec, puisque ces particules sont massives et que les bosons de jauge AZ sont sans masse. Il est
d’ailleurs impossible d’ajouter des termes de masse dans le Lagrangien qui respecteraient toutes
les symétries présentes ici. Nous verrons par la suite comment résoudre ce probleme essentiel :
comment conférer aux bosons intermédiaires une masse non nulle? On devra faire appel a un
principe nouveau, la brisure spontanée de symétrie et le mécanisme de Higgs.
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9.2.2 Le groupe SU(3) : la chromodynamique quantique

La construction de la chromodynamique quantique, autrement dit la théorie de 'interaction
forte, se fait maintenant tres facilement. Dans ce cas-ci, I'interaction est engendrée par le groupe de
jauge SU(3) dont on verra qu’il produit huit champs de jauge qu’on appelle des gluons. Quant aux
spineurs de la théories, ce sont les six quarks, dont chacun forme un triplet par rapport au groupe
de symétrie.

L’algeébre su(3) Des résultats généraux a propos des groupes SU(n), nous savons que les générateurs
T qui forment 'algebre su(n) sont auto-adjoints et de trace nulle. De plus, on ajoute généralement
une condition d’orthogonalité, ce qui donne :

T4 =T, (9.35)
Tr (7T%) =0, (9.36)
1
Tr (T°T") = 55@‘7 : (9.37)

En reprenant les résultats du chapitre 8, nous savons directement que le groupe SU(3) est un groupe
a 9 — 1 = 8 parametres réels. On aura donc huit générateurs aussi. Il est aisé de les construire. En
effet, SU(2) étant un sous-groupe de SU(3) dont on connait déja les trois générateurs, on les trouve
simplement en construisant les matrices 3 x 3 dont quatre éléments sont ceux des matrices de Pauli.
On obtient alors neuf matrices différentes, mais ’ensemble est linéairement dépendant. Les trois
matrices créées a partir de 73 sont dépendantes, on en regroupe deux en une seule pour trouver
I’ensemble suivant :

010 0 —i 0 1 0 0 0 0 1
M= 100], =i 0 0], =0 -10], M=[o000],
00 0 0 0 0 0 0 0 10 0
00 —i 0 0 00 0 10 0
M=(0o0 0 |, x=|l0011], Xx=|00 —i ,)\82% 01 0
i 0 0 010 0 i 0 00 -2

On les appelle matrices de Gell-Mann. Les générateurs normalisés selon (9.37) sont finalement
définis par

1
T = 5/\“ . (9.38)
Finalement, les constantes de structure f@b°,
2@ )\b - abe ¢
EA Ry (939

peuvent étre explicitées de la manieére suivante :

Tr ([Ta, Tb] Td) — Z-fabcTr (Tch) — %fabC(SCd _ %fabd ,
= if*c=2Tx ([T 1% T°) . (9.40)
Des arguments théoriques plus sophistiqués, complétés par les expériences en physique des hautes

énergies, demandent I'introduction de six champs spinoriels, les quarks, dont nous donnons direc-
tement les charges électriques () respectives :
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up u charm c top t
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down d | stranges | bottom b

Chacun est considéré comme un triplet par rapport au groupe SU(3), i.e.

h
=\ a |, (9.41)
q;
ou ¢; représente I'un des six quarks. Ainsi chaque type de quark peut apparaitre dans trois états
différents (analogues des deux états d’isospin), qu’on appelle couleur, rouge, vert et bleu, d’otu le
nom de la théorie. Il est a noter ici que si le nombre de champs de jauge est déterminé par la
dimension du groupe de jauge considéré, le nombre de spineurs dans la théorie n’est pas imposé par
la symétrie. Les arguments doivent étre d’une autre nature.

Toute la démarche que nous avons suivie pour établir le Lagrangien pour la symétrie SU(2) peut
étre reprise point par point ici. L’essentiel est a nouveau le fait qu’on impose la symétrie de jauge
locale U(z) € SU(3). Alors

1. On introduit un champ de jauge A,, € su(3), ou de maniére équivalente huit champs vectoriels

Aj,, définis par

a

A
A#:gsAﬁE, a=1,...,8.

Ce sont les huit gluons;
2. On définit la dérivée covariante par

a

L . a A
D,=0,—-1iA, =0, — zgSAM7 ;
3. On ajoute le terme libre pour le champ de jauge. Pour cela, on introduit le tenseur
Fo=0,A, —0,A, —ilA, A,

d’ol1 on obtient

F2, = (0,48 — 0,A%) + g5 [ AL AS ; (9.42)
4. On obtient alors le Lagrangien suivant
1 6 6
L = *ZFﬁqua + Zi@’y“Duqi — Z m;qq; - (9.43)
i=1 i=1

La théorie est complete. Ce Lagrangien contient donc 7 parametres non déterminés : les six
masses des quarks et la constante de couplage gg. Le lecteur peut se référer au chapitre 1 pour les
valeurs numériques actuelles. Les vertex ont la méme forme que ceux de la figure 9.2. En particulier,
comme le groupe de jauge est non abélien, les gluons interagissent entre eux, comme illustré a la
figure 9.3.

Avec la méme simplicité que jusqu’ici, il est possible d’établir le Lagrangien de la chromodyna-
mique quantique couplée a I'électrodynamique. Ce sera un Lagrangien invariant sous le groupe

SU(3) x U(1) (chromo- & électrodynamique) . (9.44)

Pour cela, il suffit d’ajouter le champ vectoriel du photon A, et d’ajouter a la dérivée covariante

le terme correspondant :
. \@
D,=0,—- igSA27 —ieQA, , (9.45)
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D1 3

eV i, k,p

FiG. 9.3 — Les interactions des gluons dans la chromodynamique quantique

ou @ = % si la dérivée agit sur des quarks u, ¢, ou t, et Q = —% pour les autres quarks. On obtient
alors
1 1 6 6
P = _EFWFW — iFﬁVFW& + Z iy Dyug; — Z m; G q; - (9.46)
i=1 i=1

Notons que nous n’avons pas encore introduit ’électron dans la théorie. Ce Lagrangien contient
donc six quarks, qui interagissent entre eux par l'intermédiaire des huit gluons pour l'interaction
forte et du photon pour I’électromagnétisme.

9.2.3 Discussion qualitative et perspective historique

Historiquement, la notion de couleur est apparue avant que ne se développent les théories de
jauge. On se trouvait a une époque ou on connaissait déja des centaines de particules, sans que
I’ensemble ne présente de structure apparente. La question qui se posait était naturellement de
tenter de ramener cet énorme systéme & un nombre restreint de particules fondamentales, dont les
différents états liés formeraient toutes les autres particules, comme ’atome d’hydrogene est un état
lié d’un électron et d’un proton. On introduisit alors trois quarks, qui devaient étre des particules
fermioniques pour former les baryons, états liés de trois quarks, et les mésons, paire quark-antiquark.
Pour obtenir les charges entieres des hadrons, il fallut leur attribuer des charges fractionnaires.

Pour un méme état lié, on peut construire plusieurs particules de spin différent, en fonction
du moment cinétique orbital de I'état lié. Ce modele expliquait déja bon nombre d’observation
jusqu’alors incomprises. Mais alors, pourquoi n’observait-on jamais de quark libre ? C’est la que fut
introduite la notion de couleur. Considérons le 2~ = sss. Tous les quarks étant semblables et de
spin %, donc fermioniques, I’état fondamental d’un état 1ié de trois s doit étre formé de deux quarks
sur une orbitale de type s, et le troisieme sur une orbitale p. Le moment cinétique de la particule
alors formée est % On observait pourtant % Il fallu alors introduire un nouveau nombre quantique
qui permette de différencier les quarks I'un de ’autre pour pouvoir tous les placer sur une orbitale s
et ainsi ‘contourner’ le principe d’exclusion. C’est alors qu’on attribua a chaque quark une couleur,
hypothese qui permettait de comprendre la structure de tous les baryons.

Comme on n’observait pas de quark isolé, on émis alors I’hypothese suivante : tout état lié de
quarks (et de gluons) doit étre ‘neutre’; ou blanc, par rapport a cette nouvelle propriété quantique.
Autrement dit, elle doit étre invariante sous les transformations dans l'espace des couleurs, SU(3).
Tout quark portant une couleur, il ne peut exister qu’a 'intérieur d'un état lié. On explique du
méme coup la structure des baryons et des mésons. En effet,
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baryons Prenons 'exemple du proton. On écrit sa structure comme
p = epuiuld (9.47)
En effet, une telle combinaison est invariante sous une transformation U € SU(3) :

. . - -/ ’ ! -/ ’
eijku’ujdk — eiijiiru’ Ujj/uj Ukk/dk = (eiijwUJ—er;@k/)ul u’ dk

g / o ’
= (€1 det U) u’ o’ d¥ = €t w dar

par définition du déterminant.

mésons Prenons par exemple le pion 7, qui s’écrit comme
77 =uld’, (9.48)
ce qui est aussi invariant :
wd — w (U'), d* = uwipd" = uid .

Ce n’est que plus tard qu’on a formellement introduit le concept de symétrie de jauge, globale
puis locale, qui a permis de comprendre la nature des interactions entre quarks, par I'intermédiaire
des gluons. Un nouveau probléeme se pose alors, que nous avons déja soulevé dans le cadre de la
symétrie SU(2) : les champs de jauge sont sans masse, mais on ne les observe pas. Le dernier
concept alors introduit est celui de liberté asymptotique, qui explique le fait que les particules qui
subissent Iinteraction forte soient toujours confinées. Un argument théorique, basé sur la notion de
polarisation du vide et sur le groupe de renormalisation montre que la constante de couplage gg
entre particules portant une couleur n’est pas une constante, mais est une fonction de 1’énergie de

la forme
1

InE "
Ainsi, plus I'énergie de liaison est faible, plus le couplage est fort. En d’autres termes, plus la
distance entre les composants est grande, plus forte est 'attraction, alors qu’ils sont essentiellement
libres lorsque confinés les uns vers les autres. Il forment donc toujours des états liés et on ne peut
pas les observer libres.

Une autre formulation de cette propriété se fait en terme de potentiel d’interaction entre quark
et antiquark. On accepte généralement aujourd’hui un potentiel de la forme

gs = gs(E) (9.49)

Us(r) ~ const - r, (9.50)

ce qui produit une force simplement constante. Une telle formule n’a regu des preuves que numériques,
grace a des simulations sur réseau, mais la preuve analytique est toujours manquante : c’est d’ailleurs
I'un des ‘problemes du siecle’ & un million de dollars...

C’est aussi cette liberté asymptotique qui permet de justifier 'utilisation de la théorie de per-
turbation dans les calculs faisant intervenir l'interaction forte, alors méme que la constante de
couplage est de 'ordre de 1. Précisément, cette valeur n’est valable qu’a faible énergie, alors qu’elle
est beaucoup plus faible si ’énergie est plus élevée. Il suffit d’effectuer le calcul perturbatif dans ce
domaine-la de la théorie.

L’annihilation électron-positron Avant de passer aux brisures de symétrie, nous illustrons le
modele des quarks et des couleurs par un exemple expérimental ou la théorie rencontre parfaitement
la phénoménologie. Considérons I’annihilation électron-positron. Elle produit d’abord un photon
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virtuel qui doit se désintégrer en d’autres particules. Ce peut aussi bien étre une paire muon-
antimuon que n’importe quelle paire quark-antiquark (voir la figure 9.4). Le fait que les quarks
ne peuvent pas apparaitre comme des particules libres vient compliquer le dernier cas. Lorsque
deux quarks s’éloignent I'un de 'autre, I’énergie du systeme deviendra telle que de nouvelles paires
quark-antiquark vont se former, qui peuvent alors se recombiner pour former deux ‘jets’ de hadrons.
Ce sont ces deux jets que l'on détecte.

Fia. 9.4 — Le diagramme de ’annihilation électron-positron. La double ligne représente n’importe
quel fermion, cinématiquement permis.

L’important ici est le fait que le diagramme est le méme, seule change la constante de couplage
entre le photon et les particules sortantes, liée au second vertex. On a déja calculé la section effficace
totale dans la limite m, — 0 :

 4Q%ma? MQ{ 1M2} N7T<Qa>2
o T Y B K

= 1- o 1+ 20 | ~
7T 3R, oz 3\ E

(9.51)

ou (Q est la charge des particules sortantes et E est ’énergie de ’électron dans le référentiel du
centre de masse.
La condition nécessaire pour qu’un tel processus ait lieu est bien str

E>M. (9.52)

Ainsi, en augmentant ’énergie de la collision, on rencontre une série de paliers a chaque fois que
I’on remplit la condition ci-dessus pour un nouveau type de quark. D’abord le muon et le quarks
les plus légers, puis le quark charm, le 7, le quark bottom, enfin le quark top, le plus lourd de tous.
Une maniere élégante de mettre ceci en évidence est de calculer le rapport

o(ete™ — hadrons)

R(s) =

olete” — ptpu”) (95

ot s = (E; + F2)? est le carré de I'énergie dans le référentiel du centre de masse. Comme le
numérateur de ce rapport rassemble tous les processus qui finissent en quark-antiquark, quelle que
soit leur nature, ce rapport vaut simplement

R(s)=3) Q7 (9.54)

ol la somme est prise sur tous les quarks dont la masse est inférieure & /s. Le facteur 3 provient
des trois couleurs possibles : & chaque couleur correspond un diagramme différent qu’il faut ajouter
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au calcul de la section efficace?. On s’attend donc & obtenir un graphe en escalier, chaque marche
représentant un nouveau quark cinématiquement autorisé. A basse énergie, ou seuls les u, d et s
apportent une contribution, on doit avoir

ms(5) () ()]

puis au-dessus du ¢, /s ~ 1.5 GeV,

2\ 10
—9 ) = = ,
Ry +3 <3> 5 (9.56)
au-dessus du b, \/s ~ 4.5 GeV,
10 1\? 11
Ry = +3 (3> =3 (9:57)

et on trouverait le ¢ beaucoup plus loin. Le graphique expérimental est illustré & la figure 9.53. Non
seulement on observe les différentes marches, mais en plus la valeur du rapport correspond-elle aux
attentes ci-dessus. C’est donc une preuve expérimentale du modele des quarks, une indication de
leur masse et de leur charge respective, mais aussi du nombre de couleurs, puisque le facteur 3 est
déterminant pour la valeur de R(s).

2Comme il s’agit alors de processus différents qui n’interferent pas entre eux, on ne somme pas les amplitudes,
mais les sections efficaces directement.

3 0. V. Zenin et al., “A compilation of total cross section data on eTe~ — hadrons and pQCD tests,” arXiv :hep-
ph/0110176.
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F1a. 9.5 — Graphique du rapport R(s). La ligne pointillée correspond au calcul simple que nous
avons mené dans ce chapitre. Pour le point qui nous intéresse ici, on peut ne pas considérer les pics
qui correspondent & la production de particules précises. Les deux éléments importants sont (i) les
deux escaliers qui correspondent aux quarks ¢ puis b, et (ii) la valeur de R, entre 2 et 4, qui dépend
explicitement des trois couleurs pour les quarks.



Chapitre 10

Brisures de symétrie et mécanisme
de Higgs

Nous entamons 1’étude de la derniere brique nécessaire a la construction du Modele Standard, les
brisures de symétrie. Nous étudierons a la suite le phénomene dans des cas de plus en plus complexes,
en partant des symétries discretes, puis continues, d’abord globales puis locales. Nous atteindrons
alors le cas de la brisure spontanée de symétrie dans les théories de jauge, et nous pencherons plus
particulierement sur le cas de SU(2), puisque c’est de 14 que nait le modele électrofaible énoncé par
Glashow-Weinberg-Salam a la fin des années soixante.

Cette derniere théorie repose lourdement sur un mécanisme générateur de masse pour des
champs de jauges a priori sans masse comme nous l'avons déja mentionné, le mécanisme de Higgs.
Précisément, nous noterons alors que le terme de ‘brisure de symétrie’ est abusif dans le cas des
théories de jauge locales. Le mécanisme de Higgs nécessite la présence d’au moins une particule
scalaire, le fameux boson de Higgs, dont le LHC devrait enfin révéler I’existence. Finalement, c’est
I’ensemble de la construction du Modele Standard qui est mise en jeu par ce nouvel accélérateur,
comme nous le comprendrons tantot.

10.1 Brisure d’une symétrie globale, discrete

Commencons par un cas simple, la brisure spontanée de symétrie discréte dans la théorie Ag?* :

1 1 A
L =-0,00"p — —m?¢* — Z¢*. 10.1
Jusqu’ici nous avons toujours considéré le probleme suivant
Ay = I+ 1(Ve) + ImPe?,

H = My + Hi, ou { (10.2)

%pl = %¢4 ;
et utilisé la théorie de perturbations pour trouver les solutions. Ceci revient en fait a assumer que
dans I’état du vide, espérance de 'opérateur de champ est nulle, (¢)g = 0, et & décrire la théorie
a 'aide de fluctuations du champ autour de ce minimum stable. En particulier, il est important de
comprendre ici que le concept de particule est simplement lié a la notion d’excitation autour de cet
état fondamental. Tout le formalisme de la seconde quantification que nous avons développé dans la
premiere partie de ce cours, puis les regles de Feynman pour le calcul des processus sont entierement
basés sur cette idée : un état du vide sur lequel des opérateurs de création et d’annihilation ajoutent

129
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ou soustraient des excitations, qu’on interprete comme des particules. Une telle procédure fonctionne
parfaitement tant que m? > 0, auquel cas I’état du vide est facilement identifiable et m est bien la
masse de la particule.

La question qui se pose naturellement est de savoir si la théorie peut encore avoir du sens si le
parametre m? prend une valeur négative. Comment interpréter ce Lagrangien, quel est son spectre® ?
La décomposition ci-dessus n’a en tout cas plus de sens. En effet, un aspect essentiel au succes de
la procédure perturbative est le fait que I’Hamiltonien libre .74 possede un état fondamental bien
défini. Or

Uolg] = %m%z 7

2 2

ne possede de minimum global que si m® > 0. Dans le cas m® < 0, le potentiel n’est pas borné
inférieurement et il est donc impossible d’identifier un minimum autour duquel calculer une per-
turbation. Il faut donc abandonner maintenant la décomposition de I’éq. (10.2) et reconsidérer le
potentiel total

1 A
Ulg] = sm*¢” + 7o . (10.3)
2 4
Outre le point ¢ = 0, celui-ci présente deux autres points stationnaires en

2
U= Gmin = £ —mT , (10.4)

qui n’existent que lorsque m? < 0 et sont alors deux minima globaux du potentiel. On a donc

identifié un nouvel état du vide dans ce cas-ci, qui n’est plus en ¢ = 0. La figure 10.1 illustre le
potentiel dans les deux cas.

F1G. 10.1 — Les deux états du potentiel lorsque m? > 0, avec un minimum global en ¢ = 0, puis
lorsque m? < 0, ot deux minima apparaisssent, qui brisent la symétrie discrete.

Pour que le calcul perturbatif ait un sens (tant physiquement que mathématiquement, d’ailleurs),
nous devons considérer 'un de ces minima comme un état du vide, et analyser les excitations du
champ autour de ce nouveau minimu. Pour cela, écrivons

o(z) =v+ h(zx), (10.5)

1En physique des particules, on appelle spectre d’un Lagrangien son contenu en particules physiques bien définies.
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avec v donné par I'une des solutions, arbitrairement choisie, de I’éq. (10.4), et h(x) est désormais la
nouvelle variable physiquement significative. Injectons cet ansatz dans le Lagrangien. On obtient

1 1 A
L = 50.h"h — 5m2 (v +20h + h?) — 1 (v* + 40°h + 60°h* + 4vh® + h?)

1 1 3 A 1 A
=-0,h0"h — q¢h (m2v + )\v3) +h? <m2 + )\112> +Aohd + St 4+ (m2112 — 114) .
2 N ) 2 2 1 2 1
_ —_——

B =—m?
Le dernier terme n’est qu’une constante que ’on peut laisser tomber puisqu’elle n’influence pas la
physique du systeme. Nous avons donc obtenu la densité Lagrangienne suivante :

L = %aﬂh O'h —V[h], ou V[h] = 1 (—=2m?) h* + Moh® + %h‘* . (10.6)

2

En effectuant le développement perturbatif correct autour de v, nous avons ainsi pu mettre en
évidence le contenu physique du Lagrangien dans le cas m? < 0. Il s’agit d’un champ scalaire h, de
masse m,% = —2m? > 0, et qui présente deux termes de self interaction, I'un ~ A3 et le second ~ h?,
et dont les constantes de couplage sont reliées entre elles. La théorie est donc parfaitement définie.

Par contre, le Lagrangien original était invariant sous la transformation discrete ¢ — —¢. Dans
sa nouvelle formulation, éq. (10.6), il a perdu cette symétrie & cause du terme en h® dans le potentiel.
Il est bien clair que la symétrie fondamentale existe toujours, mais elle ne concerne plus le champ
physique h. Ceci vient naturellement du fait que nous avons da choisir 'un des deux minima du
potentiel. Ce choix arbitraire d’une des deux solutions est précisément ce qu’on appelle une brisure
spontanée de symétrie

En résumé, la transition du parametre m* vers des valeurs négatives a modifié l'interprétation
physique du Lagrangien, dans lequel il a été nécessaire de transférer 'attention du champ ¢ au
champ ‘shifté’ h. Ceci a brisé la symétrie discrete, mais a permis d’obtenir la théorie d’un champ
scalaire parfaitement définie, dont la signification physique est claire et l'interprétation en termes
de particules possible et justifiée.

2

10.2 Brisure d’une symétrie globale, continue

10.2.1 Symétrie U(1)

Nous passons mainenant a la généralisation naturelle du cas précédent, la brisure de symétrie
continue pour le champ scalaire complexe :

L= 8,00"0" —m2pd* — A (dp™)” . (10.7)

Lorsque m? > 0, nous connaissons parfaitement le spectre de la théorie, une paire particule-

antiparticule. De plus, le Lagrangien est clairement invariant sous les transformations de phase
du champ du type ¢ — exp(ia)¢. 1l est donc U(1)-invariant.

Comme dans le cas précédent, nous posons maintenant la question du contenu de la théorie dans
le cas m? < 0. Considérons le potentiel

U =U (Re(¢), Im(¢)) = m*po* + A (¢6")? . (10.8)

Il s’agit d’un potentiel en ‘chapeau mexicain’, comme l'illustre la figure 10.2. Comme dans le cas
précédent, il s’agit d’identifier le nouvel état du vide. On trouve immédiatement la condition

m2

o (10.9)

w? = ($*)in = —
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ou encore

1 2.
Grmin (@) = E“_mTem’ pour « € [0,27). (10.10)

On a donc ici un ensemble continu d’états du vide paramétrisés par «, qui forme une variété, dans
ce cas-ci le cercle S*.

g
\3\\%&:?‘:;% ) .0' I

FIG. 10.2 — Le potentiel en chapeau mexicain, qui apparait lorsque m? < 0.

Posons alors v = 4/ —mT2, introduisons deux champs réels h(z) et x(x), et développons le champ

autour d’un des minima : ,
¥10%

V2

Notons qu’a nouveau, nous avons fait ici un choix arbitraire d’'un des états du vide, car « est
définitivement fixée. Alors :

o(z) = (v+ h(z) +ix(x)) . (10.11)

1 1
¥ = 5(9“ (h+ix) O* (h—ix) — §m2 (v* 4+ h* 4+ x* + 20h)

A
1 (v4 + bt x4 40%R2 4 20%R% 4 2022 + 202X P + 40P h + 4ok + 4vhx2)

1 1 1 1
= iauh oth + iﬁux otx — {h (m2v + /\v3) +h? <m2 + 3/\v2> +x2 <m2 + )\1}2)

N 2 2 2
B =—2m? =0
+ 2 (hz JrX2)2 T+ \wh (hz JrXz) + (;mzvz + 2”4) } )
En laissant tomber les termes constants, on obtient finalement
Z = %auh o*h + %aux o*x = Vih, x|, (10.12)
ot Vi, y] = % (—2m?) h? + % {12 +3) +40n (02 +3) } - (10.13)

Le contenu physique de la théorie est a nouveau parfaitement clair. Les termes linéaires dans les
champs h et x ont disparu puisqu’on a effectué un développement perturbatif autour du minimum
du potentiel. Le champ A est un champ scalaire massif de masse m% = —2m? > 0, alors que Y est

un champ scalaire sans masse. Finalement, on a une série de termes d’interaction d’ordre trois et
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supérieur, dont les constantes de couplage satisfont a nouveau a des relations bien définies, imposées
par la procédure.

Du point de vue des symétries, c’est la symétrie U(1) qui est ici brisée. En effet, le Lagran-
gien (10.12) n’est clairement plus invariant sous les transformations de O(2) ~ U(1), en raison des
termes de masse différents pour h et x, et du second terme d’interaction. C’est & nouveau lors du
choix arbitraire d’un état du vide, i.e. le choix ici d’'une phase «, que la symétrie a été spontanément
brisée pour m? négatif. Insistons encore sur le fait que les manipulations que nous avons effectuées
ne modifient pas le contenu du Lagrangien, mais ne font qu’expliciter sa signification physique.
En particulier, on vérifie que le nombre de degrés de liberté n’a pas changé : un champ complexe
représente deux degrés de liberté réels, et c’est bien ce qu’on retrouve a la fin de la procédure, avec
les deux champs scalaires réels h et x.

Nous avons constaté 'apparition d’un boson de spin 0 et de masse nulle lors de la brisure de cette
symétrie continue, ce qui n’était pas arrivé dans le cas discret. En fait, il s’agit ici de la réalisation
particuliere du théoréeme de Goldstone, dont on donne ici deux énoncés équivalents? :

Théoréeme (Goldstone)

i. S’il existe une transformation continue par rapport a laquelle le Lagrangien est invariant, alors
deux cas sont possibles :

1. ’état du vide est lui aussi invariant sous cette transformation ;
2. il existe une particule sans spin et de masse nulle.

ii. Pour chaque symétrie continue spontanément brisée, il apparait une particule de masse nulle et
de spin 0, les bosons de Goldstone.

Nous donnons ici une esquisse de preuve dans le cas d’une théorie & n champs sans spin ¢°. Soit
le Lagrangien

Z(¢",0,0'] = T[¢'] - VIe'],

ot T[¢?] est la partie cinétique du Lagrangien qui dépend des dérivées des champs, et V[¢?] est le
potentiel. On suppose que .Z est invariant sous la transformation continue donnée par

¢a - ¢a+aTba¢b7
ot T est le générateur de la transformation et o est une constante. Définissons un état du vide ¢},
comme la valeur du champ qui minimise le potentiel, i.e. pour laquelle
D
—V
D¢

L’hypothese essentielle ici est de supposer que ’état du vide ¢¢ n’est pas lui-méme invariant sous
la transformation, autrement dit que

TPl #0. (10.14)

Développons le potentiel autour de son minimum :

V[p] = V[go] + %(qb — $0)" (¢ — ¢o)° <8¢f?8¢bv[¢]>¢¢ +... .

2Le premier est la traduction directe de I’énoncé original, cf J. Goldstone, A. Salam and S. Weinberg, “Broken
Symmetries”, Phys. Rev. 127, 965 (1962).
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Le terme linéaire a disparu précisément parce qu’on a effectué le développement autour du minimum
du potentiel. On définit maintenant la matrice des masses comme la courbure du potentiel autour

de son minimum, i.e.
0
77,12 —
v <a¢ia¢jv[¢]> p=t0 (1013

et les masses des particules correspondent bien évidemment aux valeurs propres de cette matrice.
Si le Lagrangien est invariant sous la transformation globale donnée ci-dessus, alors son poten-
tiel lui-méme doit aussi I’étre. Dans le développement du potentiel, choisissons précisément une
transformation de symétrie, i.e. 6% = aT¢". Alors

0 =0V =V[¢] — VIpo] = (oI35 (T ¢G) m7,; .

Comme D’état du vide n’est pas invariant sous la transformation de symétrie, cf 1’éq. (10.14), Le
vecteur (Tb1 L ,Tb"¢b) est non nul et I’équation ci-dessus montre précisément que c’est un vecteur
propre de la matrice des masses pour la valeur propre 0. Nous avons ainsi mis en évidence une
particule scalaire de masse nulle, ce qui termine la preuve. ¢

Ce théoreme présente une interprétation géométrique immédiate. Reprenons le potentiel en
chapeau mexicain de la figure 10.2. Choisissons un état du vide particulier. Observons alors la
courbure du potentiel autour de ce point : le long de la variété des états qui minimisent le potentiel,
la courbure est naturellement nulle, par définition de cette variété. On doit donc avoir une particule
de masse nulle. Dans le cas de la brisure de k& parametres de symétrie, la variété des états du vide
sera une variété de dimension k, et la courbure le long de chacune de ces dimension sera nulle, d’ot
le théoreme de Goldstone.

10.2.2 Symétrie U(2)

Nous donnons finalement un exemple légerement plus compliqué d’une telle brisure de symétrie
@,

), et le Lagrangien
®y

globale. Soit le champ & deux composantes complexes ® = (

L = (0,01 (9"®) — m*BTD — A (213)° . (10.16)

Clairement, cette densité lagrangienne décrit quatre degrés de liberté réels et elle est invariante sous
les transformations de U(2), ® — U®. Dans le cas m? > 0, le spectre de la théorie est trivial : il
s’agit de deux paires particule-antiparticule. Par contre, si m? < 0, alors ’ensemble des minima du

potentiel est donné par la relation

m2

TP — —
Pl =~ (10.17)
Ecrivons ®1 = ¢1 +i¢y et Py = ¢p3 + i¢4. L’équation ci-dessus devient alors Zf‘:l ¢? = —%\2. C’est
I’équation d’une sphere S3. Il est donc apparu une variété de dimension trois qui décrit I’ensemble
des états du vide possibles.
La démarche est maintenant identique. Posons v? = —mTQ. On peut décrire un état du vide
arbitraire, solution de ’éq. (10.17) par

0
g =U ( . ) , U eU(2), fixé. (10.18)
V2

Pour effectuer un développement perturbatif, notons

1 Xl +iX2 )
o=-——U : 10.19
V2 < v+ h+ix? ( )
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Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la substitution de cet ansatz dans le Lagrangien (10.16)
produit 'expression suivante, aprés avoir utilisé la définition de v et soustrait les termes constants :

3 3 2 3

1 2 1 N n2,2 A i 2 2 i 2 2

&L =—(0,h = aux') — = (-2 h* — — ¢ h 4vh ¢ h

Q(N)—FQ;(M)() 2( m?) 1 ;X—i— + 4v ;x +
(10.20)

On a donc spontanément brisé la symétrie U(2) en choisissant un état du vide particulier autour

duquel le développement perturbatif a pu étre effectué. Il reste finalement un boson massif, le h de

masse my, = —2m? > 0, et trois bosons de Goldstone x*.

Tout ceci est certes intéressant et élégant, mais rencontre un probleme essentiel : aucune par-
ticules de Goldstone n’a jamais été détectée. Heureusement, l'introduction des symétries de jauge
locales va nous permettre de nous en débarrasser : c’est le mécanisme de Higgs, qui sera a l'origine
de la masse des bosons de jauge dans la théorie électrofaible. Cette ultime étape met en jeu tous
les concepts introduits jusqu'’ici, a savoir groupes de symétrie de jauge locale, champs de jauge, et
enfin brisure de symétrie.

10.3 Symétrie locale, continue, et mécanisme de Higgs

Pour commencer et en saisir les éléments essentiels, nous allons illustrer le mécanisme de Higgs
dans le cas de la symétrie de jauge abélienne U(1), I’électrodynamique quantique scalaire. On part
du Lagrangien d’un champ scalaire complexe, auquel on a imposé l'invariance de jauge et donc
introduit un champ vectoriel a priori sans masse A, :

&=~ LFWF 4 (Dy6)" (D46) — m?¢'6 ~ A (6%9)° (10.21)

ou D, =0, —ieA, et F,, = 0,4, — 0,A,. La situation est connue dans le cas m2 > 0 : il s’agit
d’une théorie pour une paire particule-antiparticule scalaire massive et un champ vectoriel sans
masse. Nous allons montrer dans ce qui suit que si m? < 0, et que la symétrie est spontanément
brisée, alors la théorie contient en fait un champ scalaire massif et un champ vectoriel massif.

Si la symétrie était globale, on aurait par le théoreme de Goldstone un champ scalaire massif et
un boson de Goldstone sans masse, et toujours le champ de jauge sans masse. Mais précisément, on
a noté au chapitre 9 que le champ vectoriel A, n’est que 'expression de la symétrie de jauge locale
pour ¢ : la brisure de symétrie dans ce cas-ci doit donc aussi prendre en compte le champ de jauge.

Nous avons déja résolu le probleme de la brisure de symétrie U(1) dans le secteur scalaire de
cette théorie. On peut se référer a 1'éq. (10.12) pour 'expression du potentiel V[h, x]. La nouveauté
ici provient du terme cinétique, par 'intermédiaire de la dérivée covariante. En effet,

1
- —QieAH (v+h+ix)

Duqs:(aﬂ—ieAu)i(’u—kh_FiX):L \[

V2 V2

(Ouh —i0ux) + %i@Au (v+h—ix)

2
(8Mx)2 + %AMA“ [(v +h)? + XQ] +e(A,0"h) x —e(v+h)A,0"x .

(Oph +10,X)

s 1

V2
1

— |Duo” = 3 (8,h)* +

(Dyo)

1
2
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Ainsi,
1 1 N 19
1 . 2
+3 (8,X)% — FWF“ 262U2A” <Au - eva”X>
+ ( termes d’ordre supérieurs, interactions ) . (10.22)

La premiere ligne de ce Lagrangien correspond clairement a la partie libre du champ scalaire h. Par
contre, l'interprétation des champs A, et x est délicate. En particulier, le terme en A,0*x ne peut
pas recevoir de signification satisfaisante. Par contre, si nous introduisons un nouveau champ W,
défini par .

W,=A4,—- PRI (10.23)
I’ensemble prend un sens clair. Constatons d’abord ’analogie formelle de cette expression avec une
simple transformation de jauge du champ A, avec la fonction de jauge f% x(x). Ceci nous permet
directement d’écrire F),, F* = F,, wF}/, ou F,, w = 0,W, — 9,W,,. De plus,

1 1 1
§€2U2WHW“ = 5627)214#14“ + 3 (8,9()2 —evA, 0ty
Le Lagrangien libre s’écrit alors
1 5 1 o ,9 1 L, 1 9
fo = 5 (8Mh) - 5 (—2m ) h* — Z M%WF‘,/IL/ + 58 v W Wwh . (1024)

A ce stade, on peut finalement interpréter le contenu physique de la théorie. Ce Lagrangien décrit
un champ scalaire massif, le boson de Higgs, et un champ vectoriel massif, de masse m3, = e*v?. Par
I'intermédiaire de la définition du champ W,,, on a en fait utilisé la liberté de jauge pour le champ
vectoriel pour éliminer le boson de Goldstone x. On voit aussi pourquoi ce mécanisme n’était pas
possible dans le cas de la symétrie globale, c’est le champ de Goldstone lui-méme, pas forcément
constant, qui représente la fonction de jauge & choisir. La définition (10.23) est donc bien le choix
judicieux d’une jauge particuliere. Il est intéressant d’analyser le parcours des différents degrés de
liberté dans le processus. Nous sommes partis d’un Lagrangien a quatre degrés de liberté, deux liés
au champ scalaire complexe, et deux associé au champ vectoriel sans masse. La symétrie de jauge
globale et la condition m? < 0 auraient modifié I'interprétation physique du domaine scalaire de la
théorie, avec un champ scalaire réel massif et un degré de liberté associé au boson de Goldstone. La
symétrie de jauge locale a finalement permis de mettre en évidence un degré de liberté associé au
champ de Higgs, et trois degrés de liberté associés au champ vectoriel, le champ de Goldstone ayant
été effacé par la liberté de jauge et absorbé dans le fait que le boson de jauge acquiert une masse.
C’est le fameux mécanisme de Higgs, qui permet de conférer de la masse aux bosons vectoriels dans
les théories de jauge. On notera au passage ’analogie du mécanisme de Higgs et de 'effet Meissner
dans la théorie de la supraconductivité.

Il est possible de redériver ces résultat d’'une maniére plus simple mais peut-étre moins trans-
parente, qui fait appel des le départ a un choix de jauge bien défini. En particulier, ce calcul a le
mérite de bien mettre en évidence la différence entre mécanisme de Higgs et brisure de symétrie. A
cette fin rappelons le comportement des champs sous une transformation de jauge :

{¢ — ¢ =exp(ia) o,

10.25
Ay — A=A, + 10,0, (10.25)

L’invariance du Lagrangien par rapport a ce type de transformation est I’expression du fait que les
champs transformés ¢’ et A;L représentent exactement la méme physique que le champs originaux.
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En effet, le Lagrangien contient toute l'information physique concernant le systéeme. En ce sens-1a,
il n’y a pas véritablement une infinité d’états du vide physiques, mais bien un seul, puisqu’ils sont
tous reliés entre eux par des transformations de jauge. Utilisons alors notre liberté de jauge, et
choisissons une jauge « telle que

e = —, 10.26
5 ( )
c’est-a-dire
1 o*
=—In|l—|. 10.2
a=-In ( ¢> (10.27)

A nouveau, un tel choix implique directement que « est une fonction de z, il n’est donc rendu
possible que si la symétrie est locale.
En utilisant 1’éq. (10.25), on trouve l'expression des nouveaux champs :

¢ =P ER, (10.28)

, L (9,0° 9.0\ _ i ¢*Dyuo
A =4 (lu M>_26 (b*(g :

© 7 94

o~ ¢

(10.29)

Dans cette notation, il est alors évident que ces champs ont des expressions invariantes sous des
transformations de jauge, on parle de variables jauge-indépendantes, ou encore de champs écrits
dans une jauge unitaire. Comme ¢’ est réel, le terme cinétique pour ¢ devient

(Do) (D"¢) = (D} ¢) (D"9) = (8¢’ +ieALd) (9" —ieAl ) = (0,8)) + (eAld)” .

Le Lagrangien s’écrit alors (on ne note plus les ')
£ = 1F e 202 — \pt + 0,00 292 A, AH
- _1 nz —m ¢ - ¢ + /_L(ZS ¢+€ Qb m . (1030)

Nous avons maintenant épuisé notre liberté de jauge. On constate immédiatement que dans cette
jauge unitaire, on est ramené au cas du début de ce chapitre. Dans le cas m? < 0, il suffit de
développer ¢, champ réel, autour d’'un des minima du potentiel

1
o= \—@ [v+ h(z)], (10.31)

pour finalement obtenir un Lagrangien totalement explicite :

1 1 1 1 Ayl
L = 50uh 8’%—imihQ—ZFWF“”—&-§m?4A#A“+)\vh3+Zh4+§e2h2A#A“+ezth#A”, (10.32)

ou

mi = —2m? et m% = e*v?. (10.33)

On a donc obtenu le méme résultat que par la méthode précédente, soit un champ scalaire réel
massif, le boson de Higgs, un champ de jauge vectoriel massif aussi, avec cette fois-ci tous les termes
d’interaction fournis explicitement. On pourra se référer a la figure (10.3) pour les différents vertex
de cette théorie, qui précede notre analyse du modele électrofaible.
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F1G. 10.3 — Les quatre interactions du Lagrangien pour la symétrie locale U(1), apres l'action du
mécanisme de Higgs

Remarque Nous aimerions a ce point souligner un certain nombre d’éléments clés de la démarche
ci-dessus. A chaque fois que nous avons réécrit le Lagrangien, nous n’avons absolument pas modifié
son contenu physique. Les deux aspects essentiels que nous avons utilisés sont simplement le choix
d’une jauge particuliere, la jauge unitaire, et I’écriture du Lagrangien en terme de fluctuations
du champ autour d’un état du vide particulier. Le principe derriere le mécanisme de Higgs est le
transfert d’un degré de liberté associé & I'origine au champ scalaire complexe vers le champ de jauge
vectoriel qui par la acquiére une masse. Nous avons donc atteint I’objectif fixé des 'introduction de
ce chapitre : identifier un mécanisme générateur de masse pour les champs de jauge, a priori sans
masse par le fait de la symétrie de jauge.

Nous avons proposé ici deux approches du phénomene, qui contiennent fondamentalement les
mémes éléments. Ils ne different au fond que dans I'ordre d’application des éléments. Dans le premier
cas, on brise d’abord la symétrie, pour ensuite utiliser la liberté de jauge et constater qu’il n’y a
pas véritablement de brisure, alors que la seconde démarche procede en sens inverse, d’abord par
un choix de jauge unitaire, puis par la brisure spontanée de symétrie.

Avec le double outil des théories de jauge et du mécanisme de Higgs en main, nous pouvons
enfin décrire le modele électrofaible GWS et ainsi terminer la construction du Modele Standard.



Chapitre 11

Le Modele Standard

Dans ce chapitre, nous allons enfin mettre en commun tous les éléments construits séparément
depuis le début de la seconde partie de ce cours afin d’établir la théorie électrofaible, piece essentielle
du Modele Standard de la physique des particules. Nous serons alors en mesure de décrire toutes
les interactions entre tous les types de champs, ce qui nous donnera une image globale, mais certes
encore relativement compliquée. En particulier, nous devrons introduire des angles de mélange, qui
décrivent le fait que les états propres par rapport a un certain groupe de jauge ne le sont pas
forcément par rapport & un autre, ou ne diagonalisent pas la matrice des masses.

11.1 Le modele de Weinberg

A la fin des années '50, plusieurs indices théoriques suggérerent ’existence d’une particule in-
termédiaire massive et neutre pour I'interaction faible. C’est en 1961 que Glashow! proposa pour
la premiere fois une unification des interactions faible et électromagnétique. En 1967, Weinberg?,
puis plus tard Salam?3, proposérent un modele dit électrofaible, qui contenait précisément deux
champs de jauge non chargés, I'un de masse nulle correspondant au photon, ’autre, lourd, au boson
intermédiaire Z°.

11.1.1 Groupe de jauge et représentation chirale

Le modele électrofaible est une théorie de jauge locale pour le groupe de jauge
Gew = SU(2) x U(1) . (11.1)

A chacun de ces sous-groupes correspond une constante de couplage, g et ¢’, respectivement. Comme
nous ’avons vu dans les chapitres précédents, la symétrie de jauge locale impose 'introduction des
champs de jauge associés a chaque sous-groupe. Notons-les A%, a = 1,2, 3, et B, respectivement.
Considérons maintenant les champs que nous souhaitons inclure dans le modele. Du point de vue
des spineurs, la théorie électrofaible décrit les six leptons que nous avons brievement introduits au
chapitre 1 : I’électron, le muon, le 7 et les trois neutrinos correspondants. Il s’avere que la physique
du secteur électrofaible est une physique chirale, qu’il s’agit de décrire en termes de champs gauchers

1S. L. Glashow, “Partial Symmetries Of Weak Interactions”, Nucl. Phys. 22 (1961) 579.

2S. Weinberg, “A Model Of Leptons”, Phys. Rev. Lett. 19 (1967) 1264.

3A. Salam and J. Strathdee, “A Renormalizable Gauge Model Of Lepton Interactions”, Nuovo Cim. 11A (1972)
397, par exemple.

139



140 CHAPITRE 11. LE MODELE STANDARD

et droitiers. Rappelons qu’étant donné un spineur W, on définit les spineurs gaucher ¥y et droitier
Vg par

I I-—

J;%\If et Up= 275@ . (11.2)

Pour chaque champ, il s’agit de définir son comportement par rapport aux transformations du
groupe de jauge, i.e. de lui attribuer sa ‘charge’ correspondante. Par rapport & U(1), on a

Uy =

S (11.3)
et on appelle le nombre Y 1'hypercharge. Par rapport & SU(2), deux cas sont possibles :

U — Ul2)¥ (11.4)
ou ¥V — U, (11.5)

On appellera le premier type de champ un doublet, et le second un singulet. Pour rendre cette
notion plus claire, notons qu’une telle distinction est en tout point identique a celle d’un vecteur
et un scalaire par rapport au groupe de Lorentz : le doublet est ’analogue du vecteur, alors que le
singulet, invariant par rapport & la transformation, est analogue au scalaire®.

Le tableau ci-dessous contient tous les champs composant le modele électrofaible : un champ
scalaire et trois familles de champs spinoriels. Il n’admet pas d’autre justification que son adéquation
aux résultats expérimentaux, et sa capacité a décrire dans un cadre unifié la structure des particules

élémentaires.

Groupe de jauge : SU(2) X U(1)

Constantes de couplage g g

Champs de jauge Aj B,

Secteur scalaire :

Doublet complexe ¢ = < zl > Y =+1
2

Secteur spinoriel :
Trois doublets gauchers L;

by
I

~
o)
I

~
[V}
Il
TN T NN
= .
~— N~ —
t~
~
I
|
—

Trois singulets droitiers F;

E1:€R Y =-2
Ey =pr Y =-2
E3:TR Y=-2

Le fait que les singulets soient aussi les éléments droitiers n’est en aucun cas imposé par la théorie.
11 provient simplement du fait qu’expérimentalement, on n’a jamais observé de neutrino droitier®.

40n parle d’ailleurs parfois d’isovecteur et d’isoscalaire.
5Ceci est sérieusement remis en question & I’heure actuelle, mais nous nous concentrons ici sur le Modele Standard
au sens strict. Diverses extensions de ce dernier ont été proposées, qui incluent des neutrinos droitiers.
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De leur coté, ’électron, le muon et le 7 peuvent apparaitre aussi bien gauchers que droitiers. Pour
étre explicite, écrivons les lois de transformation des champs par rapport au groupe de jauge :

¢ — U @)g, (11.6)

Li — e @y@)L,;, (11.7)

Ei N e*Qia(LE)Ei , ( )
1

B, — BM—Q—?@#a(x), ( )

A, — U@)AU(x)—i(0,U)U". (11.10)

On remarque en particulier que les champs de jauge ne se transforment que sous 'action de leur
propre groupe. On pourra se référer au chapitre 9 pour trouver la dérivation de ces expressions.

11.1.2 Le Lagrangien du modele électrofaible

Ayant introduit tous les champs que nous voulons traiter, et connaissant leur comportement par
rapport au groupe de jauge, nous pouvons maintenant construire sans difficulté le Lagrangien de la
théorie. Nous avons déja vu que les termes d’interaction des spineurs avec les champs de jauge sont
univoquement déterminés par la symétrie locale, au travers de la dérivée covariante. Par contre, ce
n’est pas le cas de 'interaction des spineurs entre eux et avec le champ scalaire. Pour construire un
terme légitime, il s’agit de trouver un terme réel qui soit invariant tant par rapport au groupe de
jauge que par rapport au groupe de Lorentz, et dont les constantes de couplage aient une dimension
> 0, pour des raisons de renormalisabilité. C’est I'interaction de Yukawa :

LY = f;;LiE;¢ + h.c.. (11.11)

On voit immédiatement qu’il s’agit bien d’un scalaire par rapport au groupe de Lorentz et, sous
Paction de SU(2) x U(1), on a

fiiLiBj¢p — fi;LiUTe e > E;e'*U¢ = fi;L;E;¢ .

Le Lagrangien du modele électrofaible s’écrit donc :

1 1
Lrw = —ZF;}VFW“ - ZFWFW termes de jauge
+ (D,Lgb)Jr (D*¢) —m?pTdp — X ((bT(b)Q partie scalaire
+ Z iLiv"D,L; + Z iEiv" D, E; partie fermionique
+ > [ LiBig + hec.] Yukawa (11.12)
ij
ou la dérivée covariante est " v
LT L
D,=0,- zg?Au — zg’;Bu . (11.13)

La valeur de Y dépend évidemment du champ sur lequel agit la dérivée covariante. De méme, si elle
agit sur un singulet FE;, la partie qui dépend de SU(2) disparait (comme si la ‘charge’ de ce champ
par rapport a ce groupe était nulle). Ainsi,

o . .g/
D,L; = 8M—zg?AH+Z§B# L;,

D,E; = (8, +i9'B,) E;,

T e
D,¢ = (8u — ngAM — Z2BM> ¢.
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C’est le Lagrangien qui décrit l'interaction électromagnétique et l'interaction faible du Modele
Standard. Son contenu physique n’est pas encore tres clair a ce stade. Mettons donc en évidence
son spectre exact. Le probleme essentiel ici est celui des masses. Tant les fermions que les champs
de jauge sont a priori sans masse dans ce Lagrangien. On a déja montré que les champs de jauge
ne peuvent pas étre massifs au chapitre 9, et on constate ici que la symétrie de jauge, associée a la
représentation chirale des spineurs ne permet pas non plus de conférer une masse aux fermions. En
effet, les termes bilinéaires du type L;L; ou E;FE; sont nuls (cf le chapitre 5), et ceux de la forme
L;E; ne sont pas des invariants du groupe de jauge.

11.1.3 Spectre de la théorie : secteur bosonique

Nous allons donc considérer tout d’abord la partie qui concerne les champs de jauge dans le
Lagrangien. Les résultats expérimentaux imposent la présence de médiateurs massifs de I'interaction
faible, or ceci n’est possible qu’au travers du mécanisme de Higgs. La démarche est exactement celle
du chapitre précédent.

Supposons donc querzm2 < 0. Alors le champ ¢ présente un ensemble de minima sur la sphere

m

S3, telle que ¢t = — 35 Comme dans le cas abélien considéré plus tot, utilisons notre liberté de

jauge U(2) pour rendre le champ ¢ réel :
. 0
$'(x) =U@)p(z) = | o | - (11.14)
V2

ol p(z) € R. Explicitement, étant donné ¢ = (¢1,¢2)" , la matrice U(x) € U(2) qui remplit cette

condition est donnée par
_ 1 2 —1 >
Uz) = , 11.15
o=z (% 2 (11:15)

et on note a nouveau la nécessité d’avoir une symétrie de jauge locale pour pouvoir satisfaire cette
condition.

Appliquons cette jauge au Lagrangien. Par les résultats déja obtenus au chapitre 9, on sait que
les termes cinétiques des champs de jauge sont invariants, i.e. F ,’w =F, et F ;}l’, = F};,. L’aspect
intéressant provient du terme cinétique pour le champ scalaire. En effet, on obtient

0 T 1 0
D,¢) = + {—igA“ —ig'—B ]
( 1% ) ( 12(9“[)) 2 o 9 13 \?5

B 0 Z( gAz—i—g’Bu g(A}L—iAi) > 0
Z50up 2\ g (A4}, +iA%) —gAd +4'B, 5

_ ( ~5vz9 (4, —iA0) p )

1

750up — 5575 (—9A} + 9'By) p

et donc

1
8
On est ainsi ramené a une théorie dont l'invariance de jauge est réalisée de maniere triviale par
Iinvariance des champs dans la jauge unitaire. Ses degrés de liberté sont clairement définis : un

champ scalaire réel p et quatre champs vectoriels réels eux aussi A}, et B),. On peut alors se référer
a la partie libre du champ p :

2 2

1 1 .22
(Du)" (D) = 3000 p+ 59° [ = iA5" 9"+ 5 (945 = 9'Bu) " " (11.16)

1 1 A
- W —an2.2 7t 4
50up&p — gm*p* — 2p*.
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Comme m? < 0, le minimum du potentiel se trouve en v, tel que Av? = —m?2. Cette situation

nous est déja bien connue. Il suffit de développer le champ autour de ce minimum pour mettre en
évidence les véritables degrés de liberté associés & p. On écrit p(x) = v+ h(z), et on obtient alors un
champ scalaire réel de masse m7 = —2m?, avec des termes de self-interaction d’ordres supérieurs.

La partie scalaire étant maintenant claire, tournons-nous vers le secteur vectoriel. En utilisant
Péq. (11.16) et 'expression du Lagrangien libre, rassemblons la partie quadratique, i.e. libre, pour
les champs de jauge. On obtient

1 )2

quad __
Z, OuB, —0,B,)" —

3
1
et = =7 ( z (0, A% — 9,A%)" + gv2|A1ﬂA2| 8112 (943 — ¢'B,)

1
4
Sa signification physique deviendra claire si nous réussissons a ’écrire sous une forme dans laquelle
tous les termes ne contiennent plus qu’un seul type de champ. On appelle ce processus la diago-
nalisation du Lagragien. Les termes quadratiques simples seront alors naturellement des termes de
masse. Nous 'avions en effet déja noté plus haut et utilisé de nombreuses fois jusqu’ici, la masse
est définie comme la courbure du potentiel, i.e. précisément le coefficient devant ces termes-la. Les
champs qui diagonalisent le Lagrangien quadratique seront parfois appelés états propres de la masse
(par abus de langage, naturellement).
A cette fin, définissons le nouveau champ vectoriel complexe W, par

1 1 .42 * 1 1 42
ﬁ (AI—L +2Ay,) s Wl" = ﬁ (A# — ZA/J') s (1117)
ce qui permet d’écrire 'avant-dernier terme ig%gwﬂW’“, il ne contient plus de termes croisés.
Quant au dernier terme, écrivons-le sous forme matricielle

5 2 P [4y3

99 g

W, =

Pour avoir des états propres de la masse, il suffit de diagonaliser cette matrice. On utilise la matrice
orthogonale O suivante :

— / J— ]
0= 1 < g —g >: < cos Oy sin Oy > ’ (11.18)

W / sin Oy, cos Oy

g g
ol nous avons introduit I’angle O, le weak mizing angle ou angle de Weinberg, défini par

/
g Sin Oy = g

Appliquons donc cette rotation pour diagonaliser la matrice des masses. Ses valeurs propres sont

cos Oy = (11.19)

(92 + g’z) et 0, ce sont les masses des champs définis dans cette nouvelle base. Le vecteur (Ai Bu)T
devient apres la rotation (Z), A#)T, ol

Z,, = cos GWAi —sinOw B, , (11.20)

A, =sin @WAZ +cosOw B, . (11.21)

Rassemblons finalement tous les termes quadratiques du Lagrangien pour les champs scalaire et

vectoriels, dans cette jauge unitaire :

1 1 1 1
gt = SOuh O = SW W™ — Ay AP — =7, 71

1 1
+ 5mihz’ +my W, WH* +0 + §mQZZuZ“ , (11.22)
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ou
mi = —2m? (11.23)
2 v? 2 /2
my =10 +97) (11.24)
1
myy = 19202 : (11.25)

11.1.4 Commentaires

Le contenu bosonique de la théorie est maintenant clair. Le Lagrangien 11.12 contient

— un champ scalaire réel, le boson de Higgs h, massif,

— un champ vectoriel complexe W, massif, i.e. une paire vectorielle particule-antiparticule,

— un champ vectoriel réel Z,,, massif,

— un champ vectoriel réel sans masse A,,.

Tous ces champs sont des états propres de la masse. Bien qu’apparemment tous sans masse, le
mécanisme de Higgs leur en a conféré une bien déterminée et reliée aux parametres de base m?2, ),
g et g’. On constate d’ailleurs que si 'on fixe 'angle de mélange, les deux constantes de couplage a
priori indépendantes g et ¢’ ne le sont plus, puisqu’on a la relation fondamentale :

gsinOw = ¢’ cos Oy , (11.26)

ce qui implique directement
my = My cos O . (11.27)

Ces relations, bien que connues expérimentalement avant le modele GWS, furent ainsi comprises
théoriquement grace a ce dernier.

Finalement, c’est en analysant 1’électrodynamique que nous pourrons réellement interpréter
physiquement ces différents champs. Mentionnons déja cependant que le champ sans masse est bien
évidemment le photon (c’est le seul candidat possible), et que les trois autres champs sont les bosons
intermédiaires pour l'interaction faible, & savoir les courants chargés W= et neutre Z°.

11.1.5 Spectre de la théorie : secteur fermionique

La partie bosonique de la théorie étant maintenant clarifiée, tournons-nous vers son secteur
fermionique. Tout d’abord, il s’agit d’appliquer ici aussi le choix de jauge de 1’éq. (11.15). Les
termes cinétiques sont clairement invariants. Seul est vraiment intéressant le terme de Yukawa.

_ o 0 B P
fijLiEj¢ — fij ( Vi € )L ( % ) €jR = fijeiLejRE .
Lorsque la symétrie est spontanément brisée, on obtient
v h(x)
i'éi eip— + i'éi CiR—F— . 11.28
fj L jR\/i fj LEjR \/é ( )

Si le second terme est une interaction entre fermions et boson de Higgs, le premier est bien finalement
un terme de masse. Le mécanisme de Higgs n’a donc pas seulement donné une masse aux champs de
jauge, mais a l’électron, au muon et au 7 par la méme occasion. On constate d’ailleurs que ce modele
implique aussi directement que tous les neutrinos soient sans masse, puisqu’ils n’interagissent pas
avec le champ p.
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Pour trouver les masses des leptons, il reste a diagonaliser la matrice f;;, qui est une matrice
3 x 3 complexe, et compte donc a priori 18 parametres. Montrons que seuls trois d’entre eux sont
véritablement physiques, ce qui est cohérent avec ce que nous venons de découvrir. Pour cela,
montrons le théoréme suivant :

Théoréme Soit M, une matrice complexe. Alors il existe U, et Us, deux matrices unitaires telles
que Uy M UQT soit diagonale et réelle.

En effet, considérons les deux matrices MM T et MTM. Elles sont hermitiennes, positives et ont
le méme spectre :

— positivité : Si MM = \ip, pour ¥ un vecteur propre normé, alors A = (M), M) > 0;

— spectre : Considérons le polynéme caractéristique :

det (MTM — X) =det ((MT =AM ') M) = det (M (MT = AM™")) = det (MM - )) .

Elles sont donc toutes deux unitairement diagonalisables. Soit A = diag (A1, A2, A3), leur représentation
diagonale, avec A; > 0. Par des résultats élémentaires d’algebre linéaire, il existe des matrices Uy et
U,, telles que

MM =UAU}, et MM =U,AU] .

D’ou,
A=UMMU,, et A=UMMU,.
Ainsi,
UMt MUy, = Ul MM,
—  UIM'U U MU, = U MU U MU,
— {UJMTUQ,UQTMUJ ~0.

La matrice UQT MU, est donc une matrice normale, elle est, elle aussi, unitairement diagonalisable.
Soit U, la matrice de changement de base. Les matrices cherchées sont donc Uy = U U2T et Us = UU1T .

De plus,
U, MU] = diag (\/E Vs, \/E) ,

ce qui termine la démonstration. ¢

Revenons au Lagrangien. Appliquons le théoreme ci-dessus a la matrice de Yukawa f;;. Soient Uy,
et Ug, les deux matrices unitaires telles que F' = ULfU; soit diagonale, i.e. F = diag (F}, Fs, F3),
F; > 0. Ecrivons alors le terme d’interaction comme

LU FURE¢ . (11.29)
11 suffit alors de redéfinir les champs spinoriels L; et F; par

Li=U,L;, (11.30)
E;=UgpkE; . (11.31)
On vérifie directement qu’une telle redéfinition n’affecte pas les termes cinétiques du Lagrangien ;
elle est donc légitime. Ce sont ces nouveaux champs qui sont des états propres de la masse dans la

théorie électrofaible. Pour une parfaite clareté, nous écrivons encore le terme de Yukawa dans cette
nouvelle base (nous laissons tomber les”) :

3

3
h
Y ZZFiiéiLeiR—FZFiiéiLeiR. (11.32)

i=1
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On obtient donc les masses de ces fermions

v (Y v

7Fa mt:7F7 m_[_:iF’
V2! VR V2’

et 'interaction avec le champ de Higgs illustrée dans la figure 11.1.

(11.33)

me =

Fi1c. 11.1 — L’interaction fermion champ de Higgs

11.1.6 Commentaires généraux

Nous avons mis en évidence dans le secteur fermionique du modele électrofaible le contenu
physique suivant :

— trois fermions massifs, e, u, 7;

— trois fermions sans masse, les neutrinos.

Le contenu du Lagrangien total est maintenant éclairci. En particulier, notons que toutes les
masses, a ’exception de celle du boson de Higgs, doivent leur existence au mécanisme de Higgs
engendré par la présence dans la théorie du boson du méme nom. Il est donc indispensable a
la cohérence de ’ensemble du Modele. Rappelons la démarche globale : chaque interaction est
engendrée dans le Modele Standard par un groupe de symétrie de jauge locale. Or un tel postulat
impose que tous les champs de jauge soient sans masse. De plus, si on lui associe le modele chiral
des fermions introduit par Weinberg, la méme conclusion s’applique aussi a tous les leptons. Le
mécanisme de Higgs ‘sauve’ finalement 1’ensemble de la construction.

Nous sommes maintenant en mesure de compter le nombre de parametres libres de cette théorie.
Dans le secteur bosonique, nous avons g, Oy, my et A. Dans la partie fermionique, il faut encore
rajouter les trois masses des leptons, ce qui donne en tout sept constantes non déterminées par la
théorie, mais qu’il s’agit d’introduire a la main, pour que les prédictions correspondent le mieux
possible aux résultats expérimentaux.

11.2 Interactions électromagnétiques

Si le Lagrangien décrit effectivement les interactions électromagnétiques et faibles, il doit étre
possible de retrouver I’électrodynamique quantique a partir de son expression originale. En parti-
culier, nous devons d’abord identifier le photon. Le seul champ vectoriel sans masse a disposition
étant le champ A, il doit nécessairement représenter le médiateur de 1’électromagnétisme. Analy-
sons alors ses interactions avec les autres champs.
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11.2.1 Interaction électromagnétique des fermions

Définissons pour commencer
e = gsin Oy = ¢’ cos Oy , (11.34)

grandeur que nous identifierons tantot a la constante de couplage de 1’électromagnétisme, la charge
de I’électron. Réécrivons la dérivée covariante en termes des champs physiques, et concentrons-nous
sur les termes qui contiennent le photon :

LT . Y
D, =0, — zg?A“ — zg’;Bu
. 3 . . ,Y . 1 2
=0, — W95 (Z,cosOw + A, sinOwp) —ig 3 (AycosOw — Z,sinOw) + & (A, A7)

1

3 Y
=9, —i4, (gsin @W% + ¢’ cos @W2> +( (A, A2, Z,)

3
. T Y
=0, —icA, (2 + 2) +¢ (AL A2, Z,) (11.35)
ou les fonctions £ et ¢ contiennent tous les termes qui ne nous intéressent pas ici car ne contenant
pas A,. Pour que le résultat ci-dessus corresponde a la relation connue de I’électrodynamique, la
charge électrique doit étre, en multiples de e,

™Y
==+ —= 11.36
o=(5+3). (1130
On en déduit alors les charges des champs de la théorie :
™Y | Q
neutrinos v; +1 -1 0

e, i, 7 gauchers | —1 -1 | —1

e, u, T droitiers 0 -2| -1

en particulier, notons que les neutrinos ne ressentent pas ’interaction électromagnétique.
Finalement, la partie leptonique du Lagrangien nous fournit les termes d’interaction lepton-
photon. On a

iEy”D#Li ~ —egipy'eiL Ay, (11.37)
iRY"D,R; ~ —eeiny eirA, (11.38)
les neutrinos n’apparaissant plus car leur charge est nulle. Soit e;, le spineur représentant un e,

ou 7. Alors e;;, = % (]I + 75) e, dou €;p = eﬁé (]I — 75) et donc

(H+’Y5) €,

1 2 1
ey ein = e [2 (T+ 75)] e = ém“§

car les opérateurs de chiralité sont des projecteurs (cf le chapitre 5) et v° anticommute avec les .
Ainsi,

1 1
LEM — (—egipy"eir — eipy eir) A, = —egyH {2 (H + ’ys) + 3 (]I — 75) eiA,

= —egyMe; A, . (11.39)
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On a effectivement retrouvé I'interaction de ’électrodynamique quantique pour chacune des générations
de lepton. C’est uniquement & ce point qu'on est légitimement en droit d’identifier le champ A,
avec le photon.

Nous avions dérivé 1’électrodynamique quantique & partir de la symétrie de jauge locale U(1).
On constate ici que dans le cadre de la théorie électrofaible, la situation est plus complexe. Bien
que nous partions du groupe SU(2) x U(1), ce n’est pas le sous-groupe U(1) qui engendre directe-
ment 'interaction électromagnétique. Dans ce cadre-ci, interactions faible et électromagnétique sont
comprises comme deux manifestations d’une seule force électrofaible, qui ne se distinguent sous la
forme que ’on connait que si la symétrie est brisée, i.e. si m? < 0. Le photon est alors un ‘mélange’
des champs de jauge associé & U(1) et au troisieme générateur de SU(2), cf 1'éq. (11.21).

11.2.2 Interaction électromagnétique des bosons

Le cas du boson de Higgs est aisé : il suffit d’appliquer la méme formule que pour les fermions,
avec 72 = —1 et Y = +1. On trouve donc que le champ de Higgs n’est pas chargé, ce & quoi on
devait s’attendre puisque c’est un champ réel.

Quant aux champs de jauge W et Z, le calcul est direct mais quelque peu pénible. Etant donné
Fg, = 0,47 — 0, A7, + ge“bcAZA,‘j, on obtient

fiFjl,F’“’“ = f% (D W,)" = (D,W,,)" —igcos Ow (Z,W) — Z,W})]

1
x [DFWY — DYWH +igcos Oy (ZFWY — Z"WH)] — ZFSVFW?’ , (11.40)
ou les dérivées covariantes ont été définies comme suit :
(D W) = (8, —ieA, )W) et D,W, = (0, +icA,)W,. (11.41)

Le champ W a donc une charge entiere et on peut écrire W = W: et W, =W, , avec eyy+ = +1
et eyy- = —1. La démarche est la méme pour Z, et on trouve ez = 0, autrement dit il n’y a pas
d’interaction entre le photon et le boson Z. Nous verrons par la suite que ces charges sont aussi
imposées par la conservation de la charge aux vertex décrivant l'interaction faible.

11.2.3 Interactions faibles

Nous nous intéressons maintenant aux interactions des bosons W+ et Z° avec les fermions. Ces
couplages apparaissent naturellement des termes suivants du Lagrangien :

Y iLiPLi+ Yy iEDE; .

(2

Développons ces termes en utilisant les champs physiques; on obtient

LW =iLiJL; +iEJE; + g (Wi Il + W Il + Z0J%) + eAuJhy, (11.42)
ou
JhF = LELW“@L (11.43)
w \/? )
N T
J{;V = ﬁ eLY'viL (11-44)
y 11, 1, L o
J, = —U;pYvip + | —= +sin® Oy ) €y e + sin® Owegyter| (11.45)
cos O |2 2

JE’M —Eﬂ“ei . (1146)
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v

—izm L=7) 7" == W

€

Fia. 11.2 — Le vertex associé aux bosons W. Notons que le vertex ou toutes les fleches seraient
inversées est aussi possible, avec le méme facteur.

€; Vi
- ’2505 Ow (cv —cavs) v === == Z
62-_,1/7;

Fi1G. 11.3 — Le vertex associé au boson Z. Les valeurs des constantes cy et ¢4 dépendent des champs
en interaction. Pour les neutrinos, cy = % et cy = % ; pour les autres leptons, cy = —% +2sin? Oy

et cyp = —%.

Les vertex associés a ces termes d’interaction sont représentés aux figures 11.2 et 11.3.

Nous avons volontairement réécrit le terme électromagnétique pour marquer une différence fon-
damentale : I'interaction faible est chirale, ce qui n’est pas le cas de I'interaction électromagnétique.
En effet, le courant Jgjps contient les spineurs entiers, alors que les trois autres courants ne couplent
que des champs de méme chiralité. Il n’est donc pas surprenant de constater expérimentalement
que c’est précisément dans le secteur faible du Modele Standard que ’on observe des violations de
la parité.

Chaque terme du Lagrangien doit naturellement étre globalement neutre, i.e. invariant. Comme
les courants Jvﬂf, portent une charge entiere, et que Jz est neutre, le champ W doit bien lui aussi
porter une charge entiere alors que le Z est neutre. C’est le résultat que nous avions annoncé plus
haut.

Finalement, notons encore que ces termes d’interaction ne mélangent pas les générations : ils
ne couplent que les électrons et neutrinos électroniques entre eux, les i et v,, les 7 et v.. En
particulier, le phénomene d’oscillation des neutrinos, i.e. la modification de la nature d’un neutrino,
n’est pas autorisé dans le cadre du Modele Standard. Ces oscillations ont pourtant été observées
expérimentalement, et un effort intense est en cours pour modifier le Modele Standard afin d’y
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incorporer un tel phénomene.

T \\W Vp Tt T \\W Ve

Fia. 11.4 — Un exemple de processus faisant intervenir des courants faibles chargés : la désintégration
du 7.

N

N\

€ €

Fia. 11.5 — Un processus avec les courants faibles neutres : la diffusion élastique électron-neutrino.

Nous illustrons aux figures 11.4 et 11.5 deux processus faisant intervenir d’une part les courants
chargés puis les courants neutres. Notons que de tels processus ne sont possibles que dans le secteur
faible du Modele Standard, puisque les neutrinos n’interagissent que par l'intermédiaire de la force
faible. C’est la masse tres élevée des bosons qui forment les courants neutres qui est responsable de
la trés faible section efficace de ce genre de processus : les neutrinos sont des particules extrémement
difficiles & détecter puisqu’elles n’interagissent que tres faiblement avec la matiere.

11.3 Les quarks et le Modele Standard

Nous avons décrit pour l'instant les interactions faible et électromagnétique des leptons. Pour
avoir une image globale des processus élémentaires, il reste a introduire dans le modele les quarks
et l'interaction forte. On aura alors une image générale de tous les processus non gravitationnels.
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11.3.1 Groupe de jauge et champs du Modele Standard

Le groupe de jauge du Modele Standard doit décrire a la fois la chromodynamique quantique et
le modele électrofaible. 11 s’agit donc de
Gsam = SU(3) x SU(2) x U(1) . (11.47)
Nous avons déja les champs de jauge pour les deux derniers sous-groupes, a savoir Ay, et By,
ou de maniere équivalente, mais physiquement plus intéressante le photon A,, et les bosons massifs
Wj[ et Z,. Pour pouvoir construire un Lagragien symétrique par rapport au groupe de jauge local
SU(3), nous introduisons en plus une constante de couplage gg, et un champ de jauge G, € su(3).
Ce dernier comprend huit degrés de liberté, associés aux huit générateurs de ’algebre, ce sont les
gluons Gy,
/\a
G, = gSGz? . (11.48)
Il reste a décrire les six quarks, et a connaitre leurs propriétés par rapport a chacun des sous-
groupes de jauge. La structure des six quarks en trois couples identiques d’un point de vue des
charges devient enfin claire ici : ils forment des doublets par rapport au groupe de jauge SU(2),
de méme que chaque paire leptonique, avec I'électron et son neutrino, etc. On introduit donc les
champs suivants :

Secteur spinoriel :
Trois doublets gauchers Qp,
s
= g Yp=1%
Q1 ( d; >L Q 3
Ci
Q2 = ( 5. ) Yo=3
i/
t,
= ¢ Yy =1
( b; >L ? 8
Six singulets droitiers Ur et Dg
Ul = uir Yy =3
Us = cir Yy =3
Us =tir Yo =3
Dy =dir Yp=-2
Dy = sir Yp =—%
D3 =bir Yp =—%

Les indices ¢ sont les indices de couleurs, autrement dit ¢ = 1,2,3. Chaque quark forme donc un
triplet par rapport & SU(3). Le lecteur pourra se référer au chapitre 9 pour revoir les éléments de
la chromodynamique quantique que nous avons réintroduits ici trés sommairement.

Notons ici que si on a fait de certains quarks des doublets par rapport & SU(2), les leptons
restent des singulets par rapport & SU(3), ils n’ont pas de couleur. Ils n’interagiront donc pas avec
les gluons.

Dans ce cadre plus large, nous remarquons que tous les quarks peuvent étre a la fois droitiers et
gauchers. Le cas des neutrinos est donc unique dans le modele standard. Les termes d’interactions
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quarks-champs de jauge et les termes cinétiques pour les quarks sont naturellement donnés par

3
> iQLPQL, (11.49)
Q=1
3 —
> iURDUR, (11.50)
U=1
3
Z iDrI)Dp , (11.51)
D=1
(11.52)
ou la dérivée covariante la plus générale est
Cw A LT Y
D, =0, _ngGuj_ZgAu?_Zngug ) (11.53)
——— ——
SU(3) SU(2) U(1)

Evidemment, le terme en 7% sera absent pour les singulets de SU(2), i.e. les quarks et leptons
droitiers, celui en A* pour les champs sans couleur (i.e. les singulets de SU(3)), donc en particulier
pour tous les leptons, et celui en U(1) pour tous les champs & hypercharge nulle.

A ce stade notons qu'un champ peut désormais porter au maximum trois indices. Outre I'indice
de Lorentz (ou de Dirac), il peut avoir un indice par rapport a SU(2) et un par rapport a SU(3)
(c’est la couleur).

Outre les vertex de la chromodynamique quantique, il apparait donc les trois nouveaux types
de vertex illustrés a la figure 11.6. Notons encore une fois que les différentes générations de quarks,
comme les générations de leptons ne sont pas couplées entre elles par l'interaction faible.

QS’L f f

QsL f

~h

FI1G. 11.6 — Les processus électrofaibles qui peuvent faire intervenir des quarks. s et s’ sont les deux
valeurs d’‘isospin’, soit u et d, ¢ et d ou t et b. f représente n’importe quel fermion, f aussi, a
I’exception des neutrinos.

11.3.2 Termes de Yukawa et matrice de Kobayashi-Maskawa

Finalement, nous allons analyser le probleme des interactions entre les quarks et le champ de
Higgs, ce qui nous permettra de déterminer leur masse respective. Cherchons des termes d’interac-
tion du type Yukawa, autrement dit, trouvons des termes bilinéaires dans les spineurs de quarks,
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qui soient invariants par rapport SU(3), Lorentz invariants, et qui soient non nuls. Deux termes
sont possibles :

Q.Dr et Q. Ug.

Pour en faire des termes légitimes du Lagrangien, déterminons leurs charges par rapport aux autres
sous-groupes de jauge et complétons-les par la bonne expression du champ de Higgs. L’hypercharge
de ces termes est respectivement —%a — éa = -« Et —%a + %a = +a. Par rapport au sous-groupe
SU(2), tout deux se transforment selon Q; Dr — Q;DgrUT.

Sous une rotation de SU(2) x U(1), le champ ¢ se transforme selon ¢ — U exp (). Nous

pouvons donc immédiatement 1'utiliser pour construire un premier terme du type Yukawa, & savoir
382/71 = aij@iLDjR¢+h-C~ . (1154)

Pour le second, introduisons le champ (;37 orthogonal a ¢,

~ 0 1
=E&¢*, &= . 11.55
s=eors e=( 0 o) (11.55)
Au chapitre 5, nous avions montré que pour toute matrice de SL (2, C), on a ATEA = &. Pour le sous-
groupe de matrices unitaires, ceci peut se réécrire EU* = UE, U € SU(2). Sous une transformation
du groupe de jauge, le champ ¢ devient alors

¢ — EUexp (ia)g)" = EU* exp (—ia)d* = exp (—ia)UEP* = exp (—ia)U, (11.56)
et la seconde combinaison de Yukawa s’écrit donc
LY 5 =b,;Q; Ujrd + hec.. (11.57)

Il s’agit maintenant d’extraire les véritables parametres physiques des deux matrices a et b, qui
a priori en contiennent au total 36. Montrons que seuls 10 sont importants. En utilisant le théoreme
précédent, diagonalisons la matrice b a ’aide de deux matrices 3 x 3 unitaires. Il suffit alors de
redéfinir les champs @;r, et Ujr en y incluant ces deux matrices comme dans le cas des leptons. Le
second terme devient donc _
Ly = BiQ; Uir€d* + h.c.

et contient donc seulement 3 parametres B;, i = 1,2, 3.

Faisons de méme pour la matrice a. Redéfinissons le champ Dy comme dans les cas précédents.
Par contre, la procédure n’est plus possible pour le champ @, celui-ci ayant déja été fixé pour
diagonaliser b. Soit U, la matrice restante. La premieére interaction de Yukawa devient

'Zg,l = QiLUi]}AjﬁjR¢ + h.c..

Comme U € U(3), elle contient 9 parametres réels. Nous sommes encore libres de fixer arbitrairement
les phases des spineurs, ce qui permet de soustraire encore cinq degrés de liberté, trois par champ
moins un, puisque changer la phase de tous les quarks d’'une méme quantité n’affecte pas la matrice
U. Tl reste donc quatre parametres, trois angles 612, 613, 023, et une phase, généralement dénotée
par §. Les interactions de Yukawa s’écrivent alors sous forme canonique

V2

v

Y [LMLE¢+ Q KMpDro+ Q MyUrEd + h.c.] , (11.58)

ou les matrices des masses My, Mp et My sont diagonales. La matrice K est la matrice de
Kobayashi-Maskawa, elle décrit le fait que les matrices des masses des quarks U et D ne peuvent
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pas étre diagonalisées simultanément. On 1’écrit en général sous la forme standard suivante :

@0

C12 C13 S12 €13 S13€
_ 6 i
K= —512 C23 — C12 523 513 € C12 C23 — $12 523 S13 €° 523 C13 ; (11-59)
i i
512 823 — C12 C23 513 €° —C12 823 — 812 €23 513 €*° €23 C13

ou Cij = COS 911' et Sij = sin@ij.

La désintégration 0 du neutron Penchons-nous brievement sur le processus suivant :
n — pt+te+i,.

Le diagramme correspondant, a I'ordre le plus bas est

Fi1G. 11.7 — La désintégration 8 du neutron. Un quark d devient u, d’ou une influence de la matrice
de mélange de Kobayashi-Maskawa.

On constate qu'un quark down change de saveur pour devenir up. Ce processus est donc sensible
au mélange U — D, et la détermination expérimentale précise du temps de vie du neutron permet
de déterminer 'amplitude de ce mélange.

Enfin, on peut compter le nombre de parametres du Modele Standard. Il y en avait déja 7 dans
le secteur électrofaible. S’y ajoutent la constante de couplage de la chromodynamiqe quantique gg,
puis les six masses des quarks (les valeurs propres des matrices Mp et My ), les trois angles de la
matrice K.-M. et sa phase, ce qui donne au total 18 parametres libres. A cela, il faudrait encore
ajouter un angle du vide ©¢, dont nous n’avons pas parlé ici. Le Modele Standard contient donc
au total 19 parametres libres.

Notons ici que la phase § joue un role important dans les interactions faibles des quarks. En par-
ticulier, c’est elle qui est responsable de la brisure de la symétrie CP, découverte dans les processus
de désintégration du K°.

Pour terminer, nous écrivons le Lagrangien total du Modele Standard :

1 a va 1 a v a 1 1%
XSM - _ZGHVGM - ZELVF# - ZF'U‘VF'U‘
+ (D) (D"g) —m*dTe — A (610)
+>iQ QL+ > iUrPUR+ > iDpPDr+ Y iL:PL; +» iE:DE;

+ g [LMLE¢ + Q KMpDro + Q MyUrE + h.c.] . (11.60)
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C’est le Lagrangien qui décrit a I’heure actuelle de la maniere la plus précise toutes les interac-
tions connues des particules élémentaires, et tous les processus observés, a I’exception notoire des
oscillations des neutrinos dont nous avons déja noté qu’elles ne peuvent pas étre décrites dans le
cadre du Modele Standard. Nous avons donc au total, six quarks massifs, six leptons dont trois
sans masse (les neutrinos), un boson de Higgs massif, huit gluons et un photon, tous sans masse, et
finalement trois bosons de jauge massifs. Toutes ces particules ont été observées expérimentalement,
a exception du boson de Higgs, dont nous avons noté plus haut qu’il est pourtant essentiel a la
cohérence de ’ensemble.






Annexe A

Exercices

e Exercice 1 : Limite continue

Considérer un systeme d’oscillateurs harmoniques de masses m et de fréquences propres w, libres
de se déplacer sur I'axe & d’un réferentiel cartésien. Les positions d’équilibre des oscillateurs sont
données par x, = an, oun € Z et a € R est une distance donnée. On utilise la variable ¢; pour
décrire le déplacement de 'oscillateur 7 de sa position d’équilibre. Introduisons des forces attractives
entre deux voisins, leurs modules étant donnés par F; ;41 = A|¢;+1 — ¢i], ol A est une constante
positive.

1. Trouver le Lagrangien du systeme ainsi que les équations du mouvement.

2. Trouver 'Hamiltonien ainsi que les équations de Hamilton. Vérifier I’équivalence avec le for-
malisme de Lagrange.

3. Effectuer la limite continue dans les expressions du Lagrangien et du Hamiltonien, c¢’est-a-dire
prendre la limite a — 0 en gardant constantes les quantités physiques suivantes :
— p="r ... la masse par unité le longueur de la chaine des oscillateurs,
— Y = Xa ... le coefficient d’élasticité de Young,
— w ... la fréquence propre.

. Effectuer la méme limite dans les équations du mouvement.
. Donner la forme continue de la fonctionnelle de 'action.

. Redériver les équations du mouvement en se servant du principe de moindre action.

~N O Ut

. Trouver la solution générale de ’équation du mouvement pour le champ continu.

o Exercice 2 : Unités |
Convertir en unités ‘naturelles’ (GeV) :

1. T cm
2. 1s

3.1¢g

4. 1K

5. la limitation de vitesse sur I'autoroute 120 km/h

6. la constante de Hubble H ~ 100 km s~!Mpc~! (1 pc = 3.26 année-lumiere)

157
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e Exercice 3 : Unités Il
Dans le systeme d’unités naturel A = ¢ = k = 1, donner la dimension de chacune des entités
suivantes :

1. Taction

la force

la constante de gravitation Gy
le champ électrique

le champ magnétique

A

la charge électrique.

e Exercice 4 : Unités Ill

Convertir en unités ‘naturelles’ (GeV) :
1. la constante de gravitation G = 6.67 x 107! m3kg=1s—2
2. la densité critique de 'univers perir = 3H3 /(87G)
3. 1 Gauss

4. la charge d’un électron

e Exercice 5 : Modele Standard
Enumérer les particules élémentaires (quarks, leptons, bosons) ainsi que leurs propriétés fondamen-
tales (masse, charge, spin).

e Exercice 6 : Champ scalaire réel, équations du mouvement
Considérer 'action d’un champ scalaire réel massif donné par :

5= [ ate{ G@ot)? - S(Foa)’ - Jntoar |

1. Trouver les équations du mouvement pour ¢(zx).
2. Trouver le moment conjugué 7(x) associé a ¢(x).

3. Trouver I’'Hamiltonien.

e Exercice 7 : Champ scalaire complexe, équations du mouvement
Considérer 'action d’un champ scalaire complexe donné par :

5= [ da (000(a)* Q00le) — Du6(a)"Dioa) — V [670]}
1. En utilisant la décomposition :

o(x) = ( ¢1(x) +1iga(x)) ,

S\

¢*(z) = ﬁ(%(ﬂ?)—wz(@)a

réécrire Paction en terme des champs réels ¢ (z) et ¢o(x). Trouver les équations du mouvement
pour ¢1(z) et ¢a(x).

2. En considérant ¢(z) et ¢*(x) comme des champs indépendants, trouver leurs équations du
mouvement. Comparer avec les résultats trouvés au point 1.
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e Exercice 8 : Minimisation sous contrainte
Considérer I'action suivante :

S = /dzx % 0,0 (z)0" 9% () , a=1,23.

ou les ¢® sont soumis a la contrainte

¢"(z) ¢ () = Y _ 0" (x) ¢"(x) = 1.

Trouver les équations du mouvement.

e Exercice 9 : Electrodynamique scalaire
Considérer I'action :

5= [t { TR0 (@) (0" + e )6 @] [0, — iedu ()] } - Vel

avec F, () = 0, A, (x) — 0, Ay (). Trouver toutes les équation du mouvement.

e Exercice 10 : Champ spinoriel, équations du mouvement
Considérer ’action

S = /d% {iWa(1")ap0u¥s —mUa 0, } .

ott les ¥, représentent 4 variables complexes (o = 1,2,3,4) et les ¥, sont les 4 variables complexes
conjuguées aux U,. Les (v#)qag sont des matrices 4 x 4 données. En traitant les variables ¥, et ¥,
indépendament, calculer la variation de ’action pour obtenir les équations du mouvement.

e Exercice 11 : Couplage de Yukawa, équations du mouvement
En calculant la variation de

S = /d4x {;a,,(w“qs V@] + i U0 (1")ap0u s — m T, + f¢qxama} ,

trouver les équations du mouvement.

e Exercice 12 : Electrodynamique o
Trouver les équations du mouvement pour A,(z) et ¥,(z) (Vo(z)) en calculant la variation de
I’action :

S = /d4x {—leFWF‘“’ +iWa(Y")ap [0y —iedA,(x)] Vs — m\I/a\I/a} .
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e Exercice 13 : Symétrie et théoréme de Noether |
On considere un champ scalaire réel sans masse ¢ avec ’action :

S = /d% %amaw.

Cette action est clairement invariante sous la transformation ¢ — ¢ + c.
— Trouver le courant de Noether correspondant et vérifier qu’il est conservé.
— Trouver la variation de action pour un ¢(x) qui dépend de x et la rendre sous la forme suivante :

0S8 = /d4xaﬂc(x) JH(x) .

Comparer JH(x) avec le résultat trouvé a l'aide du théoréme de Noether.

e Exercice 14 : Symétrie et théoréme de Noether I
On considere un systéme de deux champs scalaires avec 1'action :

S = / Az { %ama%l + %ama%g —V [6} + ¢3] }

Cette action est symétrique sous les transformations

¢1 — cosapy +sinags,

¢s — —sina¢y +cosaps,

ol « est un parametre continu.

— Trouver le courant J,, correspondant et vérifier qu’il est conservé.

— Exprimer le courant en termes de ¢1, ¢2 et des moments canoniquement conjugués m; et ms.
Considérer la charge @ = [ d3zJy(z). Montrer qu’elle est conservée, i.e.

{QH}=0,

ol H est 'hamiltonien et {-,-} le crochet de Poisson.
— Montrer que la charge @) génere les transformations de symétrie ci-dessus, au sens suivant :

dpr = ofQ, o1},
d0pp = Q{Q,Qsz}-

— Trouver la variation de I’action pour un «(z) qui dépend de x et 1’écrire sous la forme suivante :
08 = /d4x Opau(z) JH(x) .

Comparer J*(x) avec le résultat trouvé a l’aide du théoréme de Noether.



e Exercice 15 : Symétrie et théoréme de Noether IlI
On considere & nouveau un champ scalaire réel sans masse.
— Montrer que 'action possede la symétrie

{ xH — =21z,

plx) — ¢(@) =Ad(x).

— Trouver les courants correspondants et vérifier qu’ils sont conservés.

— Trouver la variation de l'action pour un A(z) qui dépend de z et 1'écrire sous la forme suivante :

68 = /d4xau)\(a:) JH(z) .

Comparer J*(z) avec le résultat trouvé a 1’aide du théoreme de Noether.

e Exercice 16 : Algebre d'opérateurs |
Vérifier les relations suivantes :
1. [AB,C] =[A,C]|B + A[B,(C].
2. [ata,a] = —a.
3. lafa,at] = af.

Q>

e Exercice 17 : Algebre d'opérateurs Il
On définit une fonction analytique d’un opérateur par sa série de Taylor :

Calculer :

L. [af, f(a)] .
[a, f(a")] .
eYagte—a

ot~ —mat
e’ ae " .

A2 4 22
e ale 4" .

t2 2

et ae e

N otk W

S PSS Y
eV dge V4 A,

8. e”"dee_WTa .

e Exercice 18 : Exponentielle d’opérateurs |

1. Soit A et B deux opérateurs tels que [[A, B], A] = [[A, B], B] = 0. Vérifier que

cApB _ JA+B+1/2[A,B]

Comment faudrait-il modifier cette formule si les commutateurs ci-dessus ne s’annulent pas?

2. Montrer la relation

1

ABe A = B+ [A B+ %[A, [4, B]) + ~[A, [A,[4, B]]] + ...

3!



162 ANNEXE A. EXERCICES

e Exercice 19 : Exponentielle d'opérateurs |l

Calculer J
2 B
™ e .

Attention : B()\) et B/(A\) ne commutent pas forcément.

e Exercice 20 : Transformation de Bogoliubov
Soit [a, a'] = 1, considérer la transformation suivante :

b = Ad' +Ba+C,

b = B*al4+A*a+C*.
Sous quelle conditions sur les nombres complexes A, B et C les opérateurs b' et b peuvent étre
interprétés comme des opérateurs de création et d’annihilation ?

e Exercice 21 : Diagonalisation de I'Hamiltonien
Soit
H=wi(a")? +wi(a)® +wsd'a,

avec [a,a] = 1. Trouver le spectre de H.

e Exercice 22 : Diagonalisation du Lagrangien
Considérer le Lagrangien

L= /d?’ff {011(0,61)* + 2012(9u 1) (0" P2) + 228 2)® — M1 97 — 2miyd1ha — m3y03 )}

ol a; et my; sont des parametres réels et ¢; sont des champs scalaires réels. Trouver les masses
des particules physiques. Quelles sont les valeurs acceptables pour les parametres oy; et my; ?

e Exercice 23 : Seconde quantification |
Considérer le Lagrangien d’un champ scalaire massif donné par

1 1 1
L= /dgﬂf {2(50¢)2 - 5(3i¢)2 - 2m2¢2} :

Exprimer ¢, m et I'Hamiltonien en fonction d’opérateurs de création et d’annihilation et montrer
que ¢ et 7 satisfont les relations de commutations typiques des champs bosoniques.
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e Exercice 24 : Seconde quantification Il
Considérer le cas du Lagrangien d’une particule scalaire chargée donné par

£— / Pz {906 Dot — 0,6*0i6 — m*$* 6} .

— Trouver I’'Hamiltonien.

— Exprimer les champs et leurs moments conjugés et I’Hamiltonien en fonction d’opérateurs de
création et d’annihilation.

— Montrer que la charge () définie par

Q= / P2 i(6*00d — Bod* o)

est indépendante du temps. Exprimer la charge en terme d’opérateurs de création et d’annihila-
tion.

e Exercice 25 : Représentation de Heisenberg

Trouver comment les opérateurs de création et d’annihilation dépendent du temps dans la
représentation de Heisenberg. On rappelle I’équation de Heisenberg, valable pour un opérateur
quelconque :

@A:pﬁy
Est-ce que le commutateur de a et a' change dans le temps ?

e Exercice 26 : Equations du mouvement et représentation de Heisenberg

Exprimer le champ de Heisenberg ¢(¢, x) ainsi que son moment conjugué en fonction des opérateurs
de création et d’annihilation. Montrer que ¢(t, z) satisfait les mémes équations que le champ clas-
sique.

e Exercice 27 : Opérateur impulsion
On considére un champ scalaire réel ¢(Z,t). Soit 'opérateur d’énergie-impulsion P,, donné par

a:/fﬂm.

Calculer

ainsi que

e Exercice 28 : Charge
Considérer un champ scalaire complexe massif et calculer :

e 9p(x)e 9,
e'Cor(z)e

ou @ est 'opérateur de charge défini par

Q- / @ i(6* 006 — 006" 9)
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e Exercice 29 : Spin du champ scalaire |
Considérer le tenseur du moment cinétique d’un champ scalaire réel :
iz — B M
M = THaz,—Tuz,

vp
= 0"¢(0vdxy — Oppx)) — L (2,0 — 2,0p) .

Définissons I'opérateur suivant :
1 g
k_ _ = 3 ijk 0
J¥ = 5 /d z eV M .

— Exprimer J* en termes d’opérateurs de création et d’annihilation.

— Calculer
J" Ipo)

pour trouver le spin du champ scalaire, ou

34
i) = [ Gmyge a0

est une superposition d’états a une particule. La ‘fonction d’onde’ f(p) est centrée autour de
po = 0. On suppose qu’elle est normalisée de sorte a satisfaire la condition suivante :

d3p

(polpo) = / mf(ﬁ)f*(ﬁ) =1.

e Exercice 30 : Spin du champ scalaire Il
Pour un champ scalaire réel, soit 'opérateur Ji, défini par

1 g
k _ 3 k3 70
J __i/d el My .
Calculer

— Son commutateur avec le champ,

[Jky ¢(f7 t)] :

— Son action sur le champ,
. k R . k
ewckJ ¢(.’E,t)€ taJ .

Cet opérateur est donc le générateur des rotations dans ’espace.

— Les commutateurs suivants :

e Exercice 31 : Champ vectoriel massif et nombre de degrés de liberté
Considérer un champ vectoriel massif en (n 4+ 1) dimensions avec le Lagrangien

1 v, 1 "
L ==y Fu " A Ay =0,.)

Trouver les équations du mouvement et donner la solution générale pour n = 1,2,3. Combien de
degrés de liberté faut-t-il pour décrire un tel champ ?
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e Exercice 32 : Quadrivecteurs de polarisation
Construire les trois quadri-vecteurs de polarisation er‘(k)7 m = 1,2,3 du champ vectoriel massif en
(3+ 1) dimensions,

Bk o o
A, (z) = / e er(k [ame”” +af e” |
e (%)32%; i (F)
de telle maniere que
kteyt(k) =0,

et tels qu’ils satisfassent les relations suivantes

(orthogonalité) e (k)emt (k) = —omm

(fermeture) — Zf’nzl e (ke (k) = nu — huky

v m

e Exercice 33 : Champ vectoriel sans masse
Répéter l'exercice précédent dans le cas d’un champ vectoriel sans masse.

e Exercice 34 : Masse topologique
Considérer le systéme en (2 + 1) dimensions décrit par le Lagrangien

1 v 1%
L = Fu P 4 AP AE,,

Le deuxieme terme est appelé un terme de masse topologique.

— Quelles sont les dimensions de A,, et de A?

— Trouver les équations du mouvement ainsi que la solution générale.
— Combien de degrés de liberté faut-t-il pour décrire un tel champ ?
— Ces degrés de liberté sont-ils massifs ou sans masse 7

e Exercice 35 : Groupe de Lorentz et SL(2,C)
Montrer que pour chaque matrice A paramétrisée par

0 0
A= COS(i) oo — isin(i) g
la transformation de Lorentz donnée par
Lyt AT
A, = -Tr[6"Alo, A
2

représente une rotation d’angle # autour de l'axe 1.
Montrer de la méme maniere que la relation donnée ci-dessus associe chaque matrice A paramétrisée
par
P P .
A= cosh(z) oo — sinh(g) G-
& un boost de rapidité ¢ dans la direction %. Rappelons que o, = (09, 7) et &, = (09, —0), ol & et
oo sont les matrices de Pauli et la matrice identité 2 x 2, respectivement.
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e Exercice 36 : SL(2,C), propriétés
Mountrer que pour toute matrice A € SL(2,C) on a

ATeA =€,

ou & est donné par

e Exercice 37 : Matrices de Dirac

Vérifier les propriétés suivantes des matrices -y :
- {75, ’Y,u} =0 ’

- Tr [7#1 ""Vuznﬂ] =0,

- Tr ['V;/YV] = 477;1,1/ s

- Tr [’YM'YV'Y/\’Yp] = 4(77;w77>\0 = NuANvp + nupnuk) )
= Tr[y5(y ou vy ouyyy)] =0,

- Tr[’YS’Yu”YV’YA’Yp] =—dicunp -

e Exercice 38 : Symétries globales |
Déterminer la loi de transformation du Lagrangien

i— _
£ = Q\I/’y“au‘l/ + h.c. — mU¥
sous les deux transformations suivantes :

ety ,

.5
e,

vy —s

vy —s

Dans le cas d’'une symétrie, trouver les courants conservés.

e Exercice 39 : Symétries globales Il
Soit le Lagrangien

Z = %@7“8“\11 + h.c. — mUV |

ANNEXE A.

EXERCICES

En supposant le bon nombre de composantes pour le champ ¥, déterminer la loi de transformation

de ce Lagrangien sous le transformations suivantes :

.
U — 7YV,
@ a, b
15«
v — T v,
Ab b
U — 70

b
U — YT

Les matrices 7%, a = 1,2,3 et A?, b = 1, ..., 8 sont respectivement les matrices de Pauli et de Gell-

Mann. Dans le cas d’une symétrie, trouver les courants conservés.

e Exercice 40 : Solution de I'équation de Dirac

Trouver les expressions pour les spineurs u, et v, pour un k arbitraire dans la représentation de

Weyl.
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e Exercice 41 : Seconde quantification du champ spinoriel
Exprimer ’Hamiltonien et la charge des fermions en termes d’opérateurs de création et d’annihila-
tion.

e Exercice 42 : La parité
A partir de la transformation d’un spineur de Dirac sous la parité

U(t, %) — Up(t, ) =np~° U(t, —7), avec |npl*=1,
trouver les transformations des termes bilinéaires suivants :

WU, Uy W, UyHl, Uyl .

e Exercice 43 : La conjugaisons de charge

1. A partir de la transformation d’un spineur de Dirac sous la conjugaisons de charge
U — Uo=0C (07,
trouver les transformations des termes bilinéaires suivants :
WU, Uy W, Uy D, Uyl
Utiliser les propriétés suivantes de la matrice C :

CT=ct=-C cet=ctc=1 C?=-1
Cvy,C~1 = —75 .

2. Vérifier que dans la répresentation de Weyl un choix possible pour la matrice C' est
C =iy*y0.

3. Soit
U(z) — () = S(NU(x) on S(A) = ( 40 > .
0 —-EA*E
la transformation de Lorentz d’un spineur de Dirac.
Montrer que le spineur V¢ se transforme sous les transformation de Lorentz de la méme
maniere que le spineur W.

e Exercice 44 : La section efficace dans le C.M.
Définir la section efficace différentielle pour une diffusion 2 — 2 dans le référentiel du centre de
masse. En particulier, effectuer toutes les intégrations possibles sur I'espace de phase pour obtenir

(a)

A, ) o

e Exercice 45 : Le temps de vie

Répéter le calcul de I'exercice précédent, mais pour la désintégration 1 — 2 d’une particule, dans
le référentiel ou celle-ci est au repos.
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e Exercice 46 : Calcul perturbatif et produit chronologique
Soit une fonction f, de classe C!, qui satisfait I’équation intégrale

x

fa) =1+ / o) f(y) dy

Zo

1. Trouver I’équation différentielle dont f est solution.

2. En admettant que A est un petit parametre, i.e. que |A| < 1, résoudre cette équation pertur-
bativement.

3. Montrer finalement 1’égalité suivante

/mdyl-~-/yn_1dyng(y1)--~g(yn) = %/mdyl-~-dynT[g(y1)---g(yn)] ,

0 Lo 0

ou T [g(z1) - g(zn)] est le produit chronologique des g(z;).

e Exercice 47 : Section efficace dans la théorie Ap*
Par un calcul direct (i.e. sans utiliser les régles de Feynman), obtenir la section efficace du processus
p1 + p2 — p3 + ps & Lordre le plus bas dans la théorie A¢?, i.e. avec le Lagrangien suivant :

1 1 A
_ 2t w242 A 4
Z 2#¢8¢ 2m¢> 4!¢5.

On se placera dans le référentiel du centre de masse pour effectuer les intégrations sur I'espace de
phase.

e Exercice 48 : Désintegration d'une particule scalaire
Considérer le Lagrangian suivant

1 1 1 1
L = 5(0,9)° = GMPV® + 5(9,0)" — 5m°¢” — 1@,

ou le dernier terme permet la désintegration d’une particule ® en deux particules ¢.
1. Quelle condition faut-il imposer pour que la désintégration soit possible ?

2. En supposant que cette condition est satisfaite, calculer le taux de désintegration du ¢ a
I’ordre principal en p.
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e Exercice 49 : Propagateurs des champs
— A partir des expression des champs quantifiés (champ scalaire, champ de Dirac, champ vectoriel
massif) trouver les fonction de corrélations suivantes :

D(z—y) = (0[(x)¢(y)[0),
Dap(z —y) = (0]%a(z)¥s(y)[0),

— Vérifier que les propagateurs de Feynman du champ scalaire, spinoriel et vectoriel massif définies
par

SP(x—y) = (0ITo(x)o(y)0),
Sa(r—y) = (0T (2)Ts(y)[0),
Si(z—y) = (0|TAu(x)A(y)[0).
sont donnés par :
dp 1 (i
F —ip(x—
e = [ G
d*p Z(¢+ m)ab ;
F —ip(x—
Sab(x_y) = / (27T)4p2—m2+i6€ 4 y)a
d'p i Pubv\ —ip(a—
S® = y) = / (2m)* p2 —m?2 + ie(_n’w * #)e e,

€ > 0 est un parametre auxiliaire déterminant le chemin d’intégration sur pg.
Utiliser les définitions suivantes des produits chronologiques :

(OIT¢(@)p)|0) = (2 = y"){0lé(2)b(y)|0) + 0(y° — 2°){0]e(y)$()]0) ,
(01T Ta(2)T()|0) = O(z° —y*){0|Wa(@)Ps(y)]0) — O(y° — =) (0[Ts(y) Ta(x)[0) ,
(0T AL (@) A, ()|0) = 0" — y”){0]Au(2)Au ()]0} + 0(y° — 2°) (0] Ay (y) Apu(2)]0) -

e Exercice 50 : Section efficace dans la théorie \¢*
En utilisant les regles de Feynman, calculer 'amplitude M du processus p; + p2 — ps + p4, au plus
bas ordre dans la théorie

1 1 A
_ - " 242 4
A 5 Moxe; ¢+2m¢ —|—4!gz5.

On appliquera les regles de Feynman d’abord en représentation k, puis en représentation .
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e Exercice 51 : Eléments de matrices dans la théorie Ap*
Considérer la théorie A¢?.
Exprimer les éléments de la matrice suivants en fonction du propagateur D(z — y) =

(O 9()o()|0)
OT(; [ d'adt(a)o)
OiT( [ ot [ty wlo
ilT( [ otk
TGy [ oty [ o))
oipalT(; [ da 6t @)lhaka)

o7 (g [ d'wdt@)y [ atyet )ik

e Exercice 52 : Regles de Feynman pour la théorie de Yukawa
Obtenir les regles de Feynman pour la théorie de Yukawa :

S = /d4x {;ama% - %M%Q + i V0 (V") ap0, ¥ — m ¥V, + ggb\I/a\I/a} .

e Exercice 53 : Régles de Feynman pour la théorie de Yang-Mills
Identifier les différents vertex dans la théorie de Yang-Mills, et obtenir les regles de Feynman

correspondantes
1
£ = fZFl‘fyF“W a=1,2,3,
avec

F, = 0,AL —9,A5 +g fabCA’;Ag .

Les constantes de structure f®¢ sont complétement antisymétriques par rapport a I’échange de

deux indices.
e Exercice 54 : Diagrammes de Feynman dans la théorie de Yukawa
Considérer le Lagrangien de Yukawa :

1 1 _ _ _
& = 53;@8% — §M2¢2 + 10 (7")ap0,¥s —mU, U, + gp U, T, .

1. Trouver tous les processus possibles au premier ordre dans la théorie de perturbation. Donner
les éventuelles conditions nécessaires pour la réalisation de ces processus.

2. Estimer la section efficace / le temps de vie dans chacun de ces cas.

3. Dessiner tous les diagrammes de Feynman possibles au second ordre.
e Exercice 55 : La section efficace pour ete™ — putpu~
Trouver la section efficace non-polarisée pour la diffusion ete™ — ptpu~ en 1'électrodynamique
quantique dans le référentiel du centre de masse. Ne considérer que ’ordre plus bas en théorie de
perturbation. On pourra négliger la masse de 1’électron.
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e Exercice 56 : L'électrodynamique aux ordres supérieurs

1. Dessiner tous les processus possibles en électrodynamique quantique (électron-positron et
photon) au troisieéme ordre en théorie de perturbation ;

2. Prouver le théoréme suivant :

Considérons les processus en électrodynamique dont toutes les lignes externes sont des
photons. L’amplitude de ceux qui possedent un nombre impair de pattes est nulle.

e Exercice 57 : Groupes de Lie
Considérer les quatre types de groupe de Lie suivants :

U(N), SU(N), SO(N), SL(N, C).
Pour chaque groupe compter le nombre de parametres indépendants nécessaires pour décrire un
élement général du groupe.

e Exercice 58 : Les matrices de Pauli
Considérer les matrices de Pauli données par

o 0 1 S 0 —1i S 1 0
Y1 o0 >~ i o 7o -1 )"
— Montrer l'identité suivante :

TiTj = 0ij + 1€k Th

ol €;;3 représente le tenseur completement antisymétrique par rapport a I’échange de deux indices
arbitraires, avec la définition €193 = +1.
— Vérifier que la relation ci-dessus implique immédiatement

(T, T;] = €T

ol on a défini Ty, = —57y.
— Prouver enfin les relations suivantes :

€ijk€ijk = 6,
€ijkCijp = 20kp,
€ijk€ipg = 0jpOkg — 0jq0kp -
e Exercice 59 : Groupe SU(2)
Calculer
gita T

ou &, € R et 7, sont les matrices de Pauli.

e Exercice 60 : Représentation adjointe
Considérer trois matrices réelles T, de dimension 3 x 3 définies par la relation :

(Ta)bc = —€abc;

avec a,b,c =1,2,3.
— Trouver les relations de commutation [T, Tp]
— Calculer 'exponentielle : ef«Ta | avec &, € R.
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e Exercice 61 : Groupe SU(2) et rotations
Soient n; les composantes d’un vecteur tridimensionel. Montrer que la transformation définie par :

l i€l e —ifa T2
(nimi) = e (nyj)ee 2,
correspond & une rotation du vecteur n; en nj.

e Exercice 62 : Groupe des rotations
Considérer 'espace Euclidien a deux dimensions z;, i = 1,2. Trouver la transformation

/
xr,; = Uijilij
/2 /2 2 2 sz
telle que o'] + 2’5 = o7 + x5, et trouver son générateur.

e Exercice 63 : Groupe de Lorentz
Considérer 'espace Minkowskien & deux dimensions x;, i = 0, 1. Trouver la transformation

2 2 -
telle que 2/ — 2’7 = 2% — 23, et trouver son générateur.

e Exercice 64 : Dérivée covariante |
Montrer que

Dy, D]V < F,, ¥,

ou D, = 0, —ieA, est la dérivée covariante abélienne. Trouver le coeflicient de proportionalité.
Répéter les calculs dans le cas de la dérivée covariante non-abélienne.

e Exercice 65 : Dérivée covariante Il
Montrer que sous la transformation de jauge :

U — U(x)7,
la dérivée covariante se transforme comme :
D, — U(z)D, U *(z).

e Exercice 66 : Confinement
— Considérer des quarks ¢; qui forment des triplet sous le groupe SU(3).ouleur

g — ij4qj »

ol la matrice U est un élément du groupe de Lie SU(3). Montrer qu’un état a trois quarks (un
baryon) du type

€ijkqiq5qk

n’a pas de couleur, ¢’est-a-dire qu'un tel état est invariant sous les transformations de SU(3).
— Trouver une autre configuration ‘blanche’ possible (les mésons).
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e Exercice 67 : Baryons et mésons
On considere ici un modele a trois quarks u, d, et s. On introduit un nouveau nombre quantique,
I’étrangeté S, associée a chaque quarks. Le tableau suivant résume les informations utiles :

d u 5
Charge électrique @ -3 +2 -1
Isospin I, _% _|_% 0
Etrangeté S 0 0 -1
Masse, en MeV ~ 7.5 ~ 4 ~ 150

— Mésons. Soient les six mésons suivants, K°, K*, K—, =+, 7—, K9, avec les propriétés suivantes :

K° Kt K~ ot T KO
Charge électrique @ 0 +1 -1 +1 -1 0
Etrangeté S +1 +1 -1 0 0 -1
Masse, en MeV 497 493 493 139 139 497

Donner le contenu de ces différentes particules, sachant qu’elles ne contiennent que les trois quarks

du premier tableau.
— Baryons. On considere six baryons, n (neutron), p (proton), =, ¥+ =7 =0 avec

n D - Z+ = =0
Charge électrique @ 0 +1 -1 +1 -1 0
Etrangeté S 0 0 -1 -1 -2 -2
Masse, en MeV 939 938 1197 1189 1321 1314

Identifier & nouveau leur contenu.

e Exercice 68 : Brisure de symétrie globale |
Considérer le Lagrangien suivant :

2
ma 9" by — fm2¢2 (cbi)
ou ¢, a=1,2,3 sont trois champs scalalres réels.

1. Quelle est de groupe de symétrie de ce Lagrangien ? Combien de parametres ce groupe a-t-il ?

2. Trouver 1’état de vide dans le cas m? > 0. Considérer des petites perturbations autour du
vide pour déterminer les masses de ces excitations.

3. Répéter les discussions pour le cas m? < 0.

4. Quelle est la symétrie résiduelle dans ce cas m? < 0? Comparer avec le point 1 et appliquer
le théoreme de Goldstone. Ceci correspond-il aux résultats du point 37

Considérons maintenant le cas de deux tels champs ¢, et x,, a = 1,2, 3. Ecrivons le Larangien

2= 5060+ 5 Bxa)® Vbl

1. Quel est le potentiel V [¢q, X4] le plus général, qui soit invariant sous le groupe de SO(3) ?

2. Quelle est la symétrie résiduelle apres la brisure de symétrie ?
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e Exercice 69 : Brisure de symétrie globale I
Considérer le Lagrangien
L =0,0'0"® — m20Td — \N@1D)°.

ou @ se transforme comme un doublet sous la symétrie SU(2) globale :

cbz(q’l ); ® - UD; UcSU2).
D)

1. Trouver I’état de vide dans le cas m? < 0. Considérer des petites perturbations autour du
vide pour déterminer les masses de ces excitations.

2. Montrer que le doublet défini comme :
= D3 0 1
d = 2 = o™ .
( —ay ) ( -1 0 >

se transforme de la méme facon que < il >
2

3. Serait-ce aussi le cas si le groupe de symétrie considéré était U(2) ?

e Exercice 70 : Symétrie locale et mécanisme de Higgs
Considérer la théorie de deux champs de jauge et un champ scalaire complexe invariante sous les

transformation de jauge locale du groupe U(1) :

1

v * A * 2
1 Fi) FOM + (D)™ (D) = 7 (9" —0%)"

1
— L pompow _
L= JFF 4

avec

Dy = Oup — z'elAE})go — iezAf)go .

En supposant que v? > 0, trouver les masses des particules vectorielles.



175

e Exercice 71 : Jauge unitaire et mécanisme de Higgs Il
Considérer la théorie d’'un doublet de champ scalaire, invariante sous les transformations locales de

SU(2),

=~ JFL P 4 (D,0) DR — m?6l 6~ A(610)°,

avec,

¢ = < z; ) ) D/L¢: (8u _iAlt)¢a

T
Al" = g?AM .
1. Vérifier que la transformation définie par :
1 _
-5 %)
oto \ 1 b5
est un élément de SU(2). Montrer que :

sevon( )1

2. Montrer que sous cette transformation le champ de jauge prend la forme :

,i1<&5ﬁ &ﬁm)
" 2676\ 4iD,e oD

3. Ecrire le Lagrangien en terme des nouveaux champs A,‘j/ et x.

e Exercice 72 : Modele Standard
Montrer 'identité suivante

Q = €(T3 + %Y)7

pour les particules gaucheres et droitieres.

e Exercice 73 : Charges des bosons W=
Trouver les charges des bosons W¥.

e Exercice 74 : Le temps de vie du muon p~
Dessiner un diagramme de Feynman qui décrit la désintegration du muon p~. Estimer son temps

de vie. (m,, ~ 106 MeV)
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