Traitement Quantique de I'Information I (automne 2009)
Corrigé 2:

Exercice 1 Rotations en R?
Il suffit de calculer le produit entre les deux matrices

R($)R(6) = ( cos ¢ sin¢)( cos sin@)

—sin¢g cos ¢ —sinf cosf

B cospcosf —singsinf  cos ¢sin b + sin ¢ cos 6
- —cos¢sinf —sin¢cos cospcosf — sin ¢ sin 6

et, par le biais des formules de somme de sinus et cosinus, on obtient.

cos(¢ +0) sin(¢+0)
R(¢)R(0) = ( —sin(¢ +60) cos(¢+0) )

qui est le résultat cherché.

Exercice 2 Rotations en R?

1. Nous avons la somme de trois matrices

Rij(e.¢) = R\ (e,¢) + R\ (e,¢) + R\ (e, ¢)



ol le premier terme est donné simplement par

Re,d) = coso

o O =
o = O

0
0
1

Pour le deuxiéme terme les composants de x’ sont donnés par

) = (z1€1+ T2€2 + 3€3)€1 (1 — COS @)
ry = (x1e1 + Toey + x363)E2(1 — COS @)
ry = (w1e1 + ey + x3€3)es3(1 — cos @)

d’out

€1€1 €1€2 e1€3

2
jo)<e7¢) = (1 —cosg) | ezer ezen eges
€3€1 €362 €363

Pour le troisieme terme nous avons

rp = sin P(eas — e3xs)

xy = sing(esrr — e1r3)

ry = sing(eiry — esx)

d’ou
0 —e€3 €9
3 .
Rz(j)(ea ¢) = sing €3 0 —e
—E€9 €1 0

Le résultat est donc

R;j(e, ¢) = cos pd;; + (1 — cos p)e;e; — sinqﬁz €ijkChk
k

ou € est le tenseur de Ritchie qui vaut +1 si 7, j, & sont une permuta-
tion paire de 1,2, 3, -1 si 7, j, k sont une permutation impaire de 1, 2, 3,
et zéro autrement.



0 0 0 0 0 ze 0 —ez 0

I-e = 0 0 —ieq |+ 0O 0 O + | e 0 O
0 27 O —ieo 0 0 0 0 0
0 —i€3 i@g
= i€3 0 —1'61 :—ZE €ijkCk
—i€2 i@l 0 k
0 —’ieg ’ieg 0 —ieg ’i€2
I-e)? = ies 0 —ieg ies 0 —ieg
—ieg i€1 0 —ieg i@l 0
2 2
e; +e3 —ejeg  —eqes
= —e169 e% + e% —e36o
—eje3  —ezey €2+ el

et puisque 1 = €2 + €3 + e%, nous avons

(T-€)*)ij =T — ese;

(I-e) = (I-e)*(I-e)
= I-e—l—iZeiequjkek
l k

= 1I-e +1 E €i€ljkCICk
kl

Nous pouvons effectuer une permutation paire des indices de €;;, sans
perte de généralité, grace a la définition du tenseur de Ritchie. Donc

(I . 6)3 = I-e+: Z €i€5kICLE]
kl
= I .-e+icexe

= TI-e

puisque le produit vectoriel d'un vecteur avec lui méme est zéro.



3. D’apres les résultats 1
R(e, ¢))
_|_
_|_
_.I_

. et 2.

p—iole

2
H—mﬂ-e—E{Lef
¢’ ¢! 2
zﬁI-e—i—I(I-e) +...

(I-e)? (1—;+4—?+...)

no(o-2e.)
I-(I-e)?

cos ¢(0;; — e;e;) — sin ¢ Z €ijkCk 1 €€
k

qui est le résultat obtenu en 1.

Exercice 3 Commutation d’opérateurs dans un exponentiel

(a) Les fonctions dérivées ont les mémes propriétés de base que si
elles étaient a valeur dans R, mais il faut faire attention a la
commutation des opérateurs :

(@@ = U@V + 0@V @
(U(x) + VA(x ) = l{/(x) + V'(x)
(U.x) = U  (si U est indépendant de z)



Nous avons alors :

Remarque : Cette relation n’est valable que parce que V' ne

dépend pas de . Dans le cas général : (exp(A(z))) # A'(z)exp(A(z))

si [A(x), A'(2)] # 0.
Nous avons pour f(z) :
f/(l’) _ AeAxeBx+€AxB€Bm
= AP 4 (Be” + [, B])eP”
= (A+ B+ z[A, B])eteP?
Ol nous avons utilisé [e4?, B] = [Az, BleA* = e/®[Ax, B], vrai

si [[4,B],A] = 0 et [[A, B], B] = 0. De plus, comme x est une
variable réelle on peut la sortir du commutateur librement.

On calcule la dérivée de g(z) :
¢'(z) = (A+ B)eAWtBlres@® 4Bl | 1o(A4B)z] A Bley®* 4Bl

Comme on a supposé [A, [A, B]] = 0 = [B,[4, B]], on a de méme
que e“+B)z et [A, B] commutent, et donc on obtient :

J(x) = (A+ B)g(z)+ z[A, B]e(A+B)xe%x2[A,B]
(A+ B)g(z) + z[A, Blg(z)

5



(¢) Nous avons f(0) = g(0) = Id. Comme une équation différentielle
du premier ordre a au plus une solution (a une constante multi-
plicative pres), alors f(x) = g(z)¥x. En particulier pour z = 1

F(1) = edel = g(1) = e+ PealA B (1)
Ou encore (en multipliant par e_%[A’B]) :
€A+B — eAeBef%[A,B] (2>

(d) T suffit d’écrire la formule précédente en effectuant la substitution
A— BetB— A:

A B A+B Lia B
ee = e€ 62[ Bl
1
eBe eBtAcs (B,A]
On en déduit :
A B B A —1B Al YiAB
edel = eBete 3B Az A

En utilisant la relation que 'on a démontrée (équation (10)) :

elef = eBetelAP] (3)



