
Partiel de Méanique AnalytiqueEpreuve du 15 novembre 2007 - Durée : 110 minutes - Sans doumentExerie 1 (12 points)On onsidère deux billes de masse égale m, haune ontrainte à se mouvoir sur unrail retiligne horizontal (voir �gure), reliées par un ressort de raideur k et de longueur aurepos nulle. La distane le long de l'axe z entre les deux rails est égale à h. La pesanteurne jouant auun r�le dans e problème, on la laisse de �té.

Fig. 1 � On pose xi = 0 lorsque les billes sont sur l'axe z. L'angle θ est �xé.1. Erire le Lagrangien du système.2. Pourquoi la position (x1, x2) = (0, 0) est-elle un point d'équilibre stable ? Trouverles fréquenes des osillations autour de e point, et dérire les mouvements orres-pondant à haque fréquene. Ce résultat est-il valable quelle que soit l'amplitude desosillations ?3. Pour θ = 0 :� Trouver la symétrie du système (xi → xi(s)), et la quantité onservée orrespon-dante grâe au théorème de N÷ther :
C =
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s=0� Relier les fréquenes d'osillation à es symétries.4. Même hose que 3) mais pour θ = π/2.
Exerie 2 (6 points)Un train doit relier deux gares distantes de l en un temps T . On veut hoisir la vitesse
v(t) de telle façon à réaliser le voyage en ausant le moins de désagrément possible auxvoyageurs. 1



Ceux-i sont dérangés d'une part par les vibrations, proportionnelles à v(t)2, ainsiqu'aux aélérations, e�et propotionnel à a(t)2. De façon générale on peut don érire ledésagrément à un instant donné omme :
cvv(t)2 + caa(t)2Pour assurer la séurité des voyageurs, on imposera également que le train soit à l'arrêtaux deux gares.1. Erire la fontionnelle D[v(t), v̇(t), t] qui donne le désagrément sur le tajet total.2. Erire la ontrainte C[v(t), t] que doit satisfaire le train.3. Trouver les onsignes (v(t)) à donner au onduteur du train pour minimiser ledésagrément des voyageurs.Exerie 3 (7 points)On onsidère une partiule de masse m = 1 en deux dimensions soumise à un potentielde la forme

V (x, y) =
1

32
(x2 + y2)1. Erire le Lagrangien du système.2. Déterminer les quantités onservées.3. Pour un moment inétique donné L, érire le Lagrangien en fontion de r et trouverla fréquene des osillations autour du minimum du potentiel e�ae Veff .[Remarque : On rapelle que l'hamiltonien du système est donné par T + V et quele potentiel e�ae Veff est de�nie omme la partie du hamiltonien qui ne dépend pasexpliitement des vitesses.℄
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Méanique analytique Partiel 1 - Corrigé 15 novembre 2007http://itp.epfl.hExerie 11) Le terme inétique est simplement donné par :
T =

1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2) (1)Pour le potentiel, on a V = 1

2
kl2, où l est la longueur du ressort. Les positions des billes dansle repère artésien sont p1 = (0, x1, 0) et p2 = (−x2 sin θ, x2 cos θ, h). Ave l2 = (p1 −p2)2on trouve don le Lagrangien :

L =
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2) −

1

2
k(x2

1 + x2
2 − 2x1x2 cos θ + h2) (2)2) Une position est stable si elle orrespond à un minimum du potentiel. Dans notre as,elui-i est proportionnel à l2, dont il nous faut trouver le minimum, qui est h2. Pour

θ 6= 0, π, ette valeur n'est obtenue qu'en (0, 0). Si les deux axes sont parallèles, on a unesymétrie de translation.Plus formellement, on peut arriver à ette onlusion en regardant la matrie hessiennedu potentiel (i.e. deuxièmes dérivées) et en véri�ant qu'elle est dé�nie positive.Les équations du mouvement sont données par :
mẍ1 + k(x1 − x2 cos θ) = 0 et (1 ↔ 2) (3)On a don une équation du deuxième degré. Pour la résoudre, on fait l'Ansatz (

x1(t), x2(t)
)

=
(

x̄1, x̄2

)

eiωt, qui onduit à l'équation matriielle :
(

−mω2 + k −k cos θ
−k cos θ −mω2 + k

)(

x̄1

x̄2

)

= 0où x̄i sont juste deux nombres. Pour que ette équation ait une solution, le déterminantde la matrie doit être nul, e qui onduit aux fréquenes d'osillation :
ω± =

√

k

m
(1 ± cos θ) (4)Il reste à trouver les déplaements assoiés. Pour ela il faut résoudre () ave ω = ω± :

−k cos θ

(

±1 +1
+1 ±1

)(

x̄±

1

x̄±

2

)

= 0Et don x̄ = (+1,∓1). ω+ est assoié à des déplaements en diretion opposée, alors que
ω− orrespond à un déplaement dans la même diretion.Si on prend θ entre ]0, 1

2
π[, ω+ orrespond aux osillations autour du grand angle (π−θ),le ressort est plus vite tendu, la fore de rappel plus forte, et don la fréquene d'osillationplus élevée que pour ω− qui orrespond aux osillations autour du petit angle (θ).



Pour obtenir e résultat, nous n'avons fait auune approximation ; le Lagrangien estquadratique dès le début. L'amplitude des osillations n'est don, d'un point de vue théo-rique, auunement limitée.Une autre façon de le voir est de e rendre ompte que si dans le Lagrangien, on avaitfait le hangement d'unité xi → λxi, on aurait juste mulitplié le Lagrangien par λ et donlaissé la physique intate ; invariane sous symétrie d'éhelle.3) Le Lagrangien pour θ = 0 s'érit :
L =

1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2) −

1

2
k((x1 − x2)

2 + h2) (5)On y repère une symétrie de translation :
{

x1 → x1 + s
x2 → x2 + s

(6)qui orrespond bien à e qu'on observe sur le système égalment. La quantité onservée estdon la quantité de mouvement le long de l'axe y, e qui peut être montré par alul :
∂L
∂ẋi

= mẋi et ∂(xi + s)

∂s

∣

∣

∣

∣

s=0

= 1 ⇒ C = m(ẋ1 + ẋ2) (7)Dans la partie préédente on avait trouvé les fréquenes des petites osillations, iielles se réduisent à √

2 k
m , 0. La deuxième fréquene orrespond aux mouvements dans lamême diretion. Don, ii, dans le sens de la symétrie de translation. Il est lair que dansette diretion il n'y aura pas d'osillation, et don la fréquene assoiée est nulle. Cettefréquene est appelée un mode zéro.4) Le Lagrangien pour θ = π/2 s'érit :

L =
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2) −

1

2
k(x2

1 + x2
2 + h2) (8)On reonnaît, au h2 près, le Lagrangien d'un osillateur harmonique en 2D. Il y a unesymétrie de rotation :

{

x1 → cos(s)x1 + sin(s)x2

x2 → − sin(s)x1 + cos(s)x2

(9)Ii, ontrairement au as préédent, on ne peut pas observer ette symétrie sur le systèmevu qu'on mélange x1 et x2. Il faut le voir omme une symétrie du Lagrangien. Mais onsait quand-même quelle est la quantité onservée, le moment inétique selon l'axe z. Anouveau, on peut s'en assurer en faisant le alul :
∂L
∂ẋi

= mẋi et ∂(cos(s)x1/2 ± sin(s)x2/1)

∂s

∣

∣
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∣

s=0

= ±x2/1

⇒ C = m(ẋ1x2 − ẋ2x1) (10)Les fréquenes des osillations sont ii données par √

k/m et √

k/m. Si l'on repenseau fait que 'est un osillateur harmonique en 2D, la symmétrie sous rotation donne nées-sairement que les fréquenes des osillations dans les di�érentes diretions sont les mêmes.Le spetre est dégénéré par symétrie. Et si l'on regarde les déplaements assoiés à haquefr�quene, on se rend ompte que d'un point de vue géométrique 'est les mêmes.2



Exerie 21) Le désagrément total est l'intégrale du désagrément à un instant donné entre t = 0et t = T , ave a(t) = v̇(t) :
D[v(t), v̇(t), t] =

∫ T

0

dt
(

cvv(t)2 + cav̇(t)2
) (11)2) La ontrainte que doit satisfaire le train, est simplement de relier les deux gares en untemps donné, et don de parourir la distane l en un temps T :

∫ T

0

dtv(t) = l (12)3) Pour trouver la onduite optimale, on doit minimiser :
F [v, v̇, t, λ] =

∫ T

0

dt
(

cvv(t)2 + cav̇(t)2 + λv(t)
) (13)Imposer les onditions au bord sur ette solution, puis l'insérer dans (12) pour �xer lesonstantes.Les équations d'Euler-Lagrange donnent :

2cav̈ − 2cvv − λ = 0 (14)La solution générale de l'équation homogène (ave λ = 0) est une somme d'exponentiellesréelles qui peuvent être rérites sous la forme :
A cosh(kt) + B sinh(kt) (15a)où k =

√

cv/ca ; à quoi il faut ajouter une solution partiulière :
− λ

2cv
(15b)Ensuite il faut imposer les onditions au bord, v(0) = v(T ) = 0, e qui donne :

A =
λ

2cv
et B =

λ

2cv

1 − cosh(kT )

sinh(kT )
(16)et don :

v(t) =
λ

2cv

[

cosh(kt) − 1 +
1 − cosh(kT )

sinh(kT )
sinh kt

] (17)En insérant ette fontion dans (12) on obtient λ :
λ =

2klcv sinh(kT )

2[cosh(kT ) − 1] − kT sinh(kT )
(18)et don l'expression �nale pour v :

v(t) = kl
sinh(kT )[cosh(kT ) − 1] + [1 − cosh(kT )] sinh(kt)

2[cosh(kT ) − 1] − kT sinh(kT )
(19)3



Exerie 31) Le Lagrangien du système exprimé en oordonnées artésiennes est donné par :
L =

1

2
(ẋ2 + ẏ2) − 1

32
(x2 + y2)Pour la suite de l'exerie on va onsiderer le Lagrangien exprimé en oordonnées polaires :

L =
1

2
(ṙ2 + r2θ̇2) − 1

32
r22) On remarque que la fontion de Lagrange ne dépend pas expliitement de la variable

theta. Nous avons don une quantité onservée assoiée à ette variable ylique
∂L
∂θ̇

= r2θ̇ = constIl s'agit du moment inétique. Le Lagrangien ne dépend pas non plus du temps t. Lafontion hamiltonienne est don onservée
h =

∂L
∂ṙ

ṙ +
∂L
∂θ̇

θ̇ − L =
1

2
(ṙ2 + r2θ̇2) +

1

32
r2et elle orrespond à l'énergie méanique T + V du système.3) Pour un moment inétique donné L, nou s pouvons érire le Lagrangien en fontion de

r seul :
L =

1

2

(

ṙ2 +
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r2

)

− 1

32
r2La fontion hamiltonienne devient alors :

h =
1

2

(

ṙ2 +
L2

r2

)

+
1

32
r2Le potentiel e�ae Veff , dé�nie omme la partie du hamiltonien qui ne dépend pas ex-pliitement des vitesses, est don donné par

Veff =
L2

2r2
+

1

32
r2La dérivée première de Veff par rapport à r révèle que le minimum se trouve en rmin =

2
√

L. Nous pouvons don développer le potentiel e�ae autour de e minimum :
Veff (r) = Veff (r = rmin) +

dVeff

dr
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∣
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r=rmin
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2

d2Veff
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r=rmin

(r − rmin)2 + ...

=
1

8
z2 + ...ou z = (r − rmin). On peut don érire le Lagrangien omme

L =
1

2
ż2 − 1

8
z2L'équation du mouvement en z qui en dérive

d

dt

(

∂L
∂ż

)

− ∂L
∂z

= z̈ +
1

4
z = 0orrespond à l'équation de l'osillateur harmonique ave fréquene w = 1

2
.4


