Partiel de Mécanique Analytique

Epreuve du 1 février 2007 - Durée: 110 minutes - Sans document

Indications:

La fonction génératrice Fy associée a une transformation canonique est une fonction des
anciennes coordonnées ¢;, des nouvelles impulsions P; et du temps. Elle relie les anciennes
et les nouvelles coordonnées par les relations:

OF, O0Fy
J— t J— .
Di Y et @ ap,
Le nouvel Hamiltonien est donné par:
OF,

Exercice 1 (/4 points)

On considére une particule de masse m se déplacant dans l’espace R® soumise & un
potentiel
sin? 9
r2
ou ¥ est 'angle par rapport a 'axe z et r est la distance a l'origine.

V(r,9) =

)

a) Trouver le Hamiltonien H (7,9, ¢, p;, py, Dy, t) de la particule en coordonnées sphériques.

b) Montrer que la quantité

C(r,9,0,pr,p9,Pp,t) = —2H(r, 9,0, pr, D9, e, t)t + 1Dy

est conservée.

Exercice 2 (5 points)

Considérer le Hamiltonien d’une particule de masse m dans un champ gravitationnel

homogene g,
2

p
H(q,p) = o T MY

a) On veut effectuer un changement de variables

(¢,p) — (@, P)

tel que P = F ou E est I’énergie mécanique du systeme. A l'aide des crochets de Poisson,
trouver Q(q,p,t) tel que le changement de variables soit une transformation canonique.



b) Résoudre ’équation de Hamilton-Jacobi dépendant du temps et écrire la transforma-
tion canonique Fy(q, P, t).

c) Trouver les nouvelles variables (@, P) en fonction des anciennes (¢q,p). Comparer le
résultat avec celui du point a).

Exercice 3 (6 points)

Une particule de masse m se déplace sur 'axe x et est soumise & un potentiel

a) Faire une esquisse du potentiel.

b) Trouver le Hamiltonien de la particule.

¢) On suppose pour le reste de 'exercice que la particule effectue de faibles oscillations
autour du minimum local du potentiel. Résoudre les équations canoniques et donner la

fréquence de ces petites oscillations.

d) Toujours dans cette approximation, résoudre I'équation caractéristique de Hamilton-
Jacobi et écrire la transformation canonique Fy(x, P) sous la forme d’une intégrale.

e) Exprimer les nouvelles variables (@, P) en fonction des anciennes (x,p) (effectuer les
intégrales).
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Exercice 1

a) Le Hamiltonien de la particule est:

1 2 p2 sin? (9
H:—<p2+@+ 2 >+ @)

2m r2 " r2sin?(¥) r2

b) La quantité C = —2Ht + rp, est conservée si

oC
C,H — =0.
On a d’une part:
p? OH
{C.HY} = {(=2Ht +rpy, H} = =26{H, H} + {rp,, H} = 0+ = —r—= =21,
m r
et d’autre part,
oC
— = —-2H
ot

La quantité C' est donc bien conservée.

Exercice 2

a) Pour que le changement de variables (¢, p) — (Q, P) soit une transformation canonique,
il doit conserver les crochets de Poisson. En particulier il faut que:

{Q,P}=1
En sachant que P = FE, on peut écrire:
0Q p 0Q
(@ Py ={Q.B) = 550 — o

L’équation peut étre résolue par séparation des variables en posant:

Qg p,t) = f(q) +g(p) + h(t)



L’équation devient alors:

9f(a) p  9g(p)

=1
dg m Op mg
On pose:
0
fla) _
9q
f@) =kq+c
On substitue dans I’équation et on obtient:
1 1 P2
9(p) = mZg /(—m + kp)dp = m—z)g(—mp +k5)
L’expression de Q(q, p,t) est donc donnée par:
Qlapt) =hg+ kL2 — 2 py = Fm = P
2m2g  mg mg mg

b) On écrit 'equation de Hamilton-Jacobi dépendante du temps:

1 [of of
— (ZL)9 A
2m<8q> +mgq+ ot 0

On cherche une solution sous la forme

faq,t) = fi(q) + fa(t)

En posant:

df2 B
o +a=0

on obtient:

on = ++/2m(a — mgq)dq

La transformation est finalment donnée par:

(V[

—Pt+c

flg, Pt) = — [2m (P — mgq)]

3m2g

c) On exprime les nouvelles variables (@, P) en fonction des anciennes (g, p) a l'aide de la

transformation f(q,p,t):
p= g—‘; = V/2m (P —mgq)

On obtient donc: )

p
P(q,p) = o T mga

Pour trouver (g, p) on utilise & nouveau la transformation f(q,p,t) et puis on remplace

le P(q,p):
Q)= L = - L P —mgg) —t = -

mg mg

Le résultat correspond & celui trouver au point a) (& moins du premier terme constant).



Figure 1: Esquisse du potentiel V().

Exercice 3

b)
2 3
p z 2
H =— 4+ = — 1
(@,p) =5 -+ 5 1z (1)
c¢) On effectue le développement limité du potentiel autour de sont minimum local xy = [:
! 1 1" 2 213 2
V(z) =V(zo) + V'(2o)(z — 20) + V" (0)(z — 20)" = —— + Uz — )
—— 2 3
0

Alors, en ce qui suit, on considere 'approximation du Hamiltonien (1)

2 213
H(xz,p) = 217_m —?—I-l(ac—l)2

qui est valable pour x = [. Les équations canoniques sont

. OH p . oOH
o dp m P or (z—1)

En introduisant la premiere équation dans la deuxieme, on obtient

mi+2l(x—1)=0 = x(t) =1+ acos(wt) + bsin(wt) ,

olw = 4/ %l est la fréquence des petites oscillations et a et b sont des constantes dépendantes
des conditions initiales.

d) L’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi s’écrit

1 [ow\? 28 )
- =) —-= — =F
2m < oz ) 3 " e =) ’



de laquelle on trouve la solution

W (z, E) :/0sz \/zm [E+%13 —1(5_5)2} .

La fonction génératrice devient

Fy(e, P) = /Oxdf \/2m [P+ - z)?}

e) Pour la variable @) on trouve

=8 _ /E/”’” di
oF V2Jo \Jpy 2 G-y

203 ~
\/P—F?sm(u):\ﬁ(az—l)
/ l
Q= %u:é arcsin[ ?l;(x_l)] .

Alors, les anciennes variables en fonction des nouvelles sont

z(Q, P) :l—l—\/?—k%psin(wc?) )

3

p(@Q.P) = [2m <P ; %) o5 Q) |

Avec la substitution

on obtient



