Physique Statistique IV (été 2006)
Corrigé 5: le Laser.

Considérer le modele classique d’un laser. L’amplitude complexe du champ
électrique obéit 1’équation de Langevin

%E — (a— ¢)E — bE[PE + f(t) = h(E) + f(1) (1)

ou a est le coéfficient de pompage, b est le coéfficient d’amortissement et ¢
est le coéfficient d’interaction. h(F) represente donc la partie déterministe
du modele, tandis que f(¢) est un bruit blanc complexe avec corrélations

(f(t1) f*(t2)) = Do(ty — t2)

et
(f(t)f(t2)) = 0.

(i) Chercher la solution stationnaire Iy pour I'intensité I = |E|? en fonction
des parametres.

Suivant la méthode vue au cours, le systeme obéit a l'equation de
Fokker-Planck pour la probabilité P(E, E*,t):
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Solution

Pour trouver la solution stationnaire, on peut moyenner l’équation
(1) et sa complexe conjuguée. En cette maniere, seulement la partie
déterministe survit, et on obtient pour l'intensité

0

&I(t) =2[(a —¢) = bI(t)]I(t).

Les solutions stationnaires sont Iy = 0 et Iy = (a — ¢)/b. Tandis que
pour a < ¢, seulememnt la solution nulle est physique, pour a > ¢, c’est
a dire dans le régime d’inversion de population, une solution positive



finie est aussi possible. Or, a cause du bruit stochastique, le systeme
dans ce régime "choit” cette solution finie, comme on verra, et devient
un laser.

Puisque le champ E est une variable complexe, et ses parties réelle
et immaginaire sont variables indépendantes, la probabilité d’avoir un
champ E au temps t est égale a P(R[E], S[E],t) = P(F, E*,t), c’est a
dire qu’on peut choisir comme variables indépendantes E et E*, au lieu
de R[E], S[E]. Les equation dynamiques pour F et E* sont équations
de Langevin. On a vue dans le cours que un systeme d’equations de
Langevin pour les variables {z;}, est associé & une équation de Fokker-
Planck pour la probabilité conjointe des variables P({z;},t). Dans ce
cas ’equation de Fokker-Planck correspondante est
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Les composantes des vecteurs de dérive et de la matrice de diffusion
sont données par

(B(r) — Eo))y = /OT ds(h(E) + f(s)); = h(Eo)T + O(7%)
= apT+O(7Y),a > 1,

et donc ag = h(FE), et
(B(r) — o)), = /cm/’w T F()((E) + 1))
~ h2E07'—bE7'—|—O( Y, > 1,

parce que (f(t1)f(t2)) = 0, et donc by = 0. Similairement on trouve
ag- = h*(E) et bg~ = 0. Enfin

(B0 - BB - By = [ ds [ @) + 1) nE) + 16)));
~ DT+O )_bEET+O( )CY>1, (3)

et donc bgg- = D. On trouve donc l'équation (2).



(i)

(iii)

Ecrire I'equation de Fokker-Planck pour les variables I, ¢, ou E =

E(I,¢) = VIe".
Solution

Il faut simplement changer les variables de 1’équation (2), a 'aide de la
rélation
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et de sa complexe conjuguée. On trouve
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aP(I, b, 1) = — E{[(a—c)]—b[ ]P}JFDE(IEPHHWP‘ (4)

Etudier la distribution de l'intensité P(I,t) = fo%
solution stationnaire Py(7).

doP(I,$,t) et sa

Solution

En integrant sur ¢ I’équation (4), on obtient I’équation

0 - 0 _ 0 -

—P(I,t) = == —2[(a — ) —bI*]P + DI—P

P = g {=2lla— o1 ~bP + DISLPY,

le dernier terme de (4) étant nul une fois integré, car, pour des raisons
physiques, la probabilité P(I,¢,t) doit étre périodique sur un période
(0,27) et donc 0,P(1,2m,t) = 0,P(I,0,t).

La condition de stationnairité impose que la quantité {...} soit une
constante indépendante de I. D’ailleurs, on doit satisfaire la limite

lim; o Ps(I) =0, et donc on doit avoir

o _

D—P, = —2(a—c—blP,
571 (a —c—bl)P;,

c’est a dire

P(I) = Ce~plla=aI=(0/D1%] _ ot o=5I=10)*
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Donc la distribution stationnaire est une gaussienne centrée en Iy, qui
est I'intensité d’émission plus probable, mais qui n’est pas l'intensité
moyenne. En fait on voit que I'intensité moyenne est
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la correction étant de I'ordre de De=®/P)8 et donc petite si le bruit est
faible.

Linéariser I'equation de Fokker-Planck autour de Iy = (a — ¢)/b, en
utilisant I = Iy + z. Calculer écart quadratique moyen (¢*(¢)). Dire
comment la largeur spectrale d’un laser dépend de I,.

Solution

La linéarization du premier terme de 1’équation (4) donne
(a—c)I—bI* = (a—c—bly) Ip+(a—c—2bly)xr—ba* = —blgz—bx* ~ —blyz,

tandis que dans les deux termes de diffusion on retient le facteur con-
stant [ = Iy + = ~ I (on observe que cette linéarisation est valable
seulement si D/(41y) < Ipb). Donc on obtient

0 0 0 D &?
p — %Iy~ (2P) + DIy—P + — 2 _p

qui admet la solution factorisée P(z,¢,t) = Pi(x,t)Py(¢,t), avec

afﬁ(ac, t) = 2b[0%(xP1) + D]O@p1
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L’équation pour Pj(z,t) est une équation d’Ornstein-Uhlenbeck, du
type



qui, donnée la condition initiale xg, conduit & la moyenne (x(t)) =
zoe7#10) et A la corrélation (z(ty)x(t)) = yD'e” 7% Dans notre
cas, avec v = 2bly et D' = D/(4b*I), l'intensité moyenne relaxe a la
valeur I, comme

(I(t) = Io) = {@(t)) = woe ™",

avec le temps de relaxation 77 = [2(a—c)] 7!, et les corrélations d’intensité
décroissent exponentiellement dans le temps

((I(t1) — Lo)(I(t2) — Io)) = (x(t1)x(t)) = %e—%fom—tl'

Par contre la phase accomplit une diffusion brownienne, avec fluctua-
tion

D

(6(0) = 57t

Le temps caractéristique est 7, = 215/ D > 7, dans notre hypothese de
linéarisation. En fait, dans cette approximation, I'intensité du laser at-
teigne sa valeur stationnaire tres vite par rapport au temps de diffusion
de la phase. Cette diffusion de phase est associée a un enlargissement
spectral ~ Db/(a — ¢) qui diminue quand on augmente 'inversion de
population.



