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1 Exercice 1

1.1 o(n)

o(n) = {X ∈M(n,R) | X +XT = 0}

La dimension de l’algèbre est n(n−1)
2

et la paramétrisation plus générale pour une matrice
qui appartient à l’algèbre est:

0 a1 a2 · · ·
−a1 0 a3 · · ·
−a2 −a3 0 · · ·

...
...

...
. . .

 =

= a1


0 1 0 · · ·
−1 0 0 · · ·
0 0 0 · · ·
...

...
...

. . .

+ a2


0 0 1 · · ·
0 0 0 · · ·
−1 0 0 · · ·
...

...
...

. . .

+ a3


0 0 0 · · ·
0 0 1 · · ·
0 −1 0 · · ·
...

...
...

. . .

+ · · · =

n(n−1)
2∑
i=1

aiXi

où Xi forment une base de l’algèbre (générateurs). De façon générale on peut paramétriser
le matrices de la base comme:

(Mab)i j = δaiδbj − δbiδaj

avec b = 2, 3, ..., n et a = 1, 2, ..., b− 1.

1.2 o(p, n− p)
o(p, n− p) = {X ∈M(n,R) | ηX +XTη = 0}

On peut se convaincre que dans ce cas les générateurs peuvent se paramétriser comme:

(Mab)i j = ηaiδbj − ηbiδaj
avec b = 2, 3, ..., n et a = 1, 2, ..., b − 1. Il faut verifier que cette répresentation des
générateurs satisfait la relation:

(ηXTη)i j = −(X)i j ⇒
ηiα(ηalδbα − ηblδaα)ηlj = ηibδaj − ηiaδbj = −X i

j

2.1 o(n)

[Mab,M cd]ij = (Mab)ik(M
cd)kj − (M cd)ik(M

ab)kj =

= (δaiδbk − δbiδak)(δckδdj − δdkδcj)−
(
a↔ c
b↔ d

)
= (δaiδbcδdj − δaiδbdδcj − δbiδacδdj + δbiδadδcj)−

(
a↔ c
b↔ d

)
= δbc(δaiδdj − δdiδaj )− δbd(δaiδcj − δciδaj )− δac(δbiδdj − δdiδbj) + δad(δbiδcj − δciδbj)
= δbc(Mad)i j − δbd(Mac)i j − δac(M bd)i j + δad(M bc)i j ⇒

1

mailto:joseph.saliba@epfl.ch


⇒ [Mab,M cd] = δbcMad − δbdMac − δacM bd + δadM bc

2.2 o(p, n− p)
[Mab,M cd]ij = (Mab)ik(M

cd)kj − (M cd)ik(M
ab)kj =

= (ηaiδbk − ηbiδak)(ηckδdj − ηdkδcj)−
(
a↔ c
b↔ d

)
= (ηaiηbcδdj − ηaiηbdδcj − ηbiηacδdj + ηbiηadδcj)−

(
a↔ c
b↔ d

)
= ηbc(ηaiδdj − ηdiδaj )− ηbd(ηaiδcj − ηciδaj )− ηac(ηbiδdj − ηdiδbj) + ηad(ηbiδcj − ηciδbj)
= ηbc(Mad)i j − ηbd(Mac)i j − ηac(M bd)i j + ηad(M bc)i j ⇒

⇒ [Mab,M cd] = ηbcMad − ηbdMac − ηacM bd + ηadM bc

3 o(3)

[J i, Jm] =
1

4
εijkεmln[M jk,M ln]

=
1

4
εijkεmln

(
δjnMkl + δklM jn − δjlMkn − δknM jl

)
=

1

4

(
Mkl

(
δkmδil − δklδim

)
+M jn

(
δinδjm − δimδjn

)
−Mkn

(
δknδim − δkmδin

)
−M jl

(
δimδjl − δilδjm

))
=

où on a utilisé la relation:
εijkεilm = δjlδkm − δjmδkl.

En utilisant le fait que Mab est antisymétrique et donc que Maa = 0 on a:

=
1

4

(
4Mmi

)
= Mmi = εmijJ j = −εimjJ j

[J i, J j] = −εijkJk

4 o(1, 3)

Puisque la restriction de η aux coordonnées spatiales est égale à −δij on trouve le même
résultat que pour SO(3), mais avec Ji → −Ji

[J i, J j] = εijkJk

En plus on a:

[Ki, Kj] = [M0i,M0j] = η0jM i0 −M ij + ηi0M0j = −M ij = −εijkJk
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où on a utilisé le fait que η0i = η0j = 0 parce que i et j sont des indices spatiaux.

[J i, Kj] =
1

2
εikl[Mkl,M0j] =

=
1

2
εikl
(
ηkjM l0 − ηk0M lj − ηljMk0 + ηl0Mkj

)
=

1

2
εikl
(
− δkjM l0 + δljMk0

)
= −εijlM l0 = εijlK l

3


	Exercice 1
	o(n)
	o(p,n-p)


