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1 Exercice 1

∗(∗ω) =
|g|

p!p!(n− p)!
ωi1···ipε

i1···ip
jp+1···jn

ε
jp+1···jn

l1···lp dx
l1 ∧ · · · ∧ dxlp =

=
|g|

p!p!(n− p)!
(−1)(n−p)p ωi1···ip ε

i1···ipjp+1···jn εl1···lpjp+1···jn dx
l1 ∧ · · · ∧ dxlp

On peut simplifier l’expression suivante:∑
{j}{l}

εī1···̄ipjp+1···jn εl1···lpjp+1···jn dx
l1 ∧ · · · ∧ dxlp =

où ī1 · · · īp indique n’importe quelle permutation des valeurs que les indices ik peuvent
avoir: ik = 1, 2, ..., n avec k = 1, 2, ..., p; par exemple (̄i1, ..., īp) = (1, 2, ..., p). Puisque
εī1···̄ipjp+1···jn est complètement antisymétrique, les seules valeurs que les indices jp+1 · · · jn
peuvent avoir sont une n’importe quelle permutation j̄p+1 · · · j̄n des (n−p) valeurs restantes;
par exemple (jp+1, ..., jn) = (p + 1, ..., n). En plus, puisque les indices jk sont contractés
avec celle du deuxième tenseur de Levi-Civita on a que toutes les permutations donnent
la même contribution. Donc (les indices j̄ sont pas sommés) :

=
∑
{l}

(n− p)! εī1···̄ipj̄p+1···j̄n εl1···lpj̄p+1···j̄n
dxl1 ∧ · · · ∧ dxlp =

Pour la même raison on a que les seules valeurs que les indices l1 · · · lp peuvent avoir sont
n’importe quelle permutation des valeurs ī1 · · · īp et puisque chaque permutation donne le
même contribution on a (les indices l̄ sont pas sommes) :

p!(n− p)! εī1···̄ipj̄p+1···j̄n εī1···̄ipj̄p+1···j̄n
dxī1 ∧ · · · ∧ dxīp = p!(n− p)! 1

g
dxī1 ∧ · · · ∧ dxīp

On a donc:

∗(∗ω) =
|g|
g

1

p!
(−1)(n−p)p ωi1···ip dx

i1 ∧ · · · ∧ dxip = (−1)s(−1)p(n−p) ω

2 Exercice 2

2.1

(a ∧ b) =
1

p!q!
ai1···ipbip+1···ip+q dx

i1 ∧ · · · ∧ dxip+q

d(a ∧ b) =
1

p!q!

∂

∂xj
(ai1···ipbip+1···ip+q) dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip+q =

=
1

p!q!

[( ∂

∂xj
ai1···ip

)
bip+1···ip+q + ai1···ip

( ∂

∂xj
bip+1···ip+q

)]
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip+q

= da ∧ b+ (−1)p 1

p!q!
ai1···ip

∂

∂xj
bip+1···ip+q dx

i1 ∧ · · · ∧ dxip ∧ dxj ∧ dxp+1 ∧ · · · ∧ dxip+q =

= da ∧ b+ (−1)pa ∧ db
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2.2

(a ∧ b) =
1

p!q!
ai1···ipbip+1···ip+q dx

i1 ∧ · · · ∧ dxip+q =

=
1

p!q!
ai1···ipbip+1···ip+q dx

i1 ∧ · · · ∧ dxip−1 ∧ dxip+1 ∧ · · · ∧ dxip+q ∧ dxp(−1)q

=
1

p!q!
ai1···ipbip+1···ip+q dx

ip+1 ∧ · · · ∧ dxip+q ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxp(−1)qp

= (−1)qpb ∧ a

2.3

d(fda) = df ∧ da+ fd2a = df ∧ da
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