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Modele statistique: nous ne sommes pas intéressés a la description des trajectoires I (’[) P (t)
pour chaque particule.

Nous acceptons une description en termes de quantités moyennes.

Espace de phase pour une particule: {r, p}

Exemple de quantité moyenne: densité dans I'espace de phase: f (r, P, t)

f (I’, P, t) ArAp :nombre de particules au temps t
dans I'élément de volume AFApP

Nous pouvons décrire des quantités physiques a I'aide de f (r, P, t) :
Exemple, densité de courant pour un gaz d’électrons:

—ezp f(r,p,t)Ap
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Q@ Limite continue:  ArAp — d’rd?® P s P

d’p I| 8

v
—

d°r
@ L'élément de volume d°r d* P estentendu de taille finie. Il est suffisamment grand pour

contenir un tres grand nombre de particules tout en restant petit par rapport a I'échelle
macroscopique qui nous intéresse.

Q@ Lasomme sur les éléments de volume est remplacée par une intégrale
> f(r.p.t) ArAp—>j (r,p,t)d’rd’p
@ Condition de normalisation:
j f(r,p,t)d’rd°p=N
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@ Espace de phase a 6N coordonnées, ou espace I :
(1) (1) ry (10),2(8) P (1) 0Py (1) ={Q, P

Q@ Densité de probabilité dans I'espace I : o, (Q, P, '[)

P (Q, P, t) d*" Qd P probabilité que le systeme occupe un point
dans I'élément de volume d*NQd*"P

@ SiQ et P sont des variables conjuguées au sens de la théorie de Hamilton,
le théoreme de Liouville s’applique:

dp(Q,P,t)
dt

=0

La densité de probabilité reste constante le long du flot Hamiltonien
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@ Nous pouvons exprimer f (r,p,t) a 'aide de la densité dans I'espace I
N
()= [p(@.P.0)] S5(r-1 (0)5(o-, 1) 5700
j=1

Cette intégrale compte le nombre de particules ayant une position I' et un moment 0
et moyenne ce nombre sur I’'ensemble statistique.

@ Pour calculer la dynamique de f (r, P, t) il suffit de prendre la dérivée par rapport au temps:

R 9P 0 )5, 0) o7 0e?

j=1

+[p(Q, P,t)%{i

j=1

s(r—r (t))&(p—pj(t))}dede

Q@ Lapremiere intégrale est zéro en vertu du théoréme de Liouville
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Q@ La dérivée du produit des deltas de Dirac nous donne

45(r-r,(0)5(p-p, 0)]=~ v, 5(r—r, ()5 (-, 1)

Q@ Par définition nous avons: dri (t) =V, (t) _P; (t)

Q@ Pour la dérivée temporelle de |0 j (t) nous devons definir I'équation du mouvement d’une particule.
Nous faisons pour I'instant I'hypothese de particules indépendantes, sujets a un champ de force qui

ne dépend que de la position rj ('[) de la particule

dp, (t)

——=F(r (V)
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@ On peut écrire la dérivée du produit de fonctions delta comme:

d

So(r=r,(©)(p-p, () =~{ 2-v,+F(r)-, Jo(r-r, (1) o(p-p, (1)

dt m

ou nous avons utilisé V 5(r -, (t)) — Vr5(r -, (t)) (méme chose pour V, )

]

@ Ladérivée temporelle de f(l’,p,t) devient:

of (r,p,t)
o
(2w e jijPt{Zé(r (. (0)5(p=p, (1) |4 Qa™p

@ Nous reconnaissons l'intégrale comme étant la fonction f (r, p,t).
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@ L’équation de Boltzmann pour N corps indépendants s’écrit donc comme:

of (r,p,t)+ D
ot m

-V f(r,p,t)+F(r)-V f(r,p,t)=0

@ Pour un systeme a N corps en interaction, nous pouvons écrire en toute généralité

of (r,p.t) p ((ﬁj
-V f(rp,t)+F(r)-vV f(r,pt)=| —
e UL DA RGN b

Q@ Le vrai but de la théorie de Boltzmann est de dériver un modele explicite pour le terme

de collision (ﬁ)
at coll
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Collisions binaires

Q@ Dérivation du terme de collision pour un systeme a N-corps tres dilué. Trois hypotheses:
I Collisions a courte portée << libre parcours moyen.

Il Seulement collisions binaires.
iii.  Collisions élastiques. p'

@ Conservation de I'énergie et de la quantité de mouvement:

P+p, =P +p;
p*+pr =P+ p

= p—p.|=|p"-p;
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Q@ Référentiel associé au centre de masse. Les équations du mouvement pour le centre de
masse et la coordonnée relative sont séparees.

Vitesses: \V = v+Vv, V=v-v,
2
Masses: M =2m U= m/?2
Moments: P = p+p, r) _ P _2p1
P=pP . |p|=|p’

@ Conservation de I'énergie et du moment:

Q@ Le processus de diffusion équivaut donc a celui d’une particule de masse £ diffusée par

un centre de potentiel.
d

10
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dQ
| do do N° de particules diffusées dans l'intervalle dQ autourde Q, par unité de temps,

Q@ Section efficace différentielle:

dQ avec | flux des particules incidentes.

Angle solide:

{6’,(0}5(2

@ do ales dimensions d’une surface. Elle est la surface infinitésimale (en vert dans le dessin)
traversée par les particules qui sont aprés diffusées en d Q2

199 40 = 1bdbde
dQ
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of
O (E d°rd®p :variation du N° de particulesen d°r d° P par unité de temps
coll

Q@ Il estlasomme d’un terme de perte et d’un terme de gain

Q@ Terme de perte: N° de particules qui sont diffusées hors de l'intervalle d’rd’ P

of

(Ej d°rd? p= —Z collisions {p, P, — o pi}
out

@ Terme de gain: N° de particules qui sont diffusées dans I'intervalle d°r d®p

(Z_:j d3Fd3p=Z collisions {p',pi—>p,pl}
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Terme de perte

@ Supposons qu’une collision ait lieu au point I'. Notation simplifiée: f (r, P, t) — f (p)
Q@ Flux incident sur la particule en (I’, p1) ;

f(p)d°p|v—v,|
@ N° de collisions sur une particule en (r, pl) avec moments finaux (p’, p{ ):

o(Qp-p)
dQ

d
f(p)d°p|v—v, dQ

@ N° de collisions sur toutes les particule f (pl)d °rd® P, en (r, pl) ;

o(Qlp-p,)
Q

d
f(p)d°p|v—v,| dQ f (p,)d’rd’p,

Q@ Dol le terme de perte dans I’équation de Boltzmann:

ot dQ
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do(Q,|p-—
(ij d’rd’p=—[d’p, [dO o{olp plDlv—vllf(p)f(pl)d3rd3p
out



Terme de gain

Q@ Considérons le processus inverse: p', p{ — P, P,

@ Les mémes considérations nous ménent a:

(%}m d’rd’p’=[d*p; [ dQ

dO'(Q',

)

P —p;

V' —v;

f(p') f(p;)d°rd’p’
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@ Rappelons que: |p’—p1 =|p—p1| et |V'—V1 =|V—V1|

@ Nous avons le méme angle solide (& un signe prés) pour le processus inverse: Q' = Q)
(voir le livre de K. Huang pour des détails concernant la symetrie entre processus direct et inverse)

Q@ Latransformation aux coordonnées du centre de masse est unitaire, ce qui implique:
d’pd°p, =d°Pd°p

@ Grace aux lois de conservation P =P’ | |f)| = ||5'| Nous avons:
d*pd’p, =d’p'd”p;

@ Nous pouvons donc écrire:

of do(Q,|p-p ’ '
(Ej d3rd3p:Jd3plde ( d|£2 1|)|V_V1|f(p)f(p1)d3rd3p

in
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Equation de Boltzmann avec terme de collision

8f(r,p,t)+ D

ot m

-V (r,p,t)+F(r)-v, f(r,pt) =(§jw”

=)
at coll

:jd3p1de[f (r.pt) f (r.pp.t)— f(r,p,t) f(r,p,t)]

|

of
ot

L5

do (Q,[p-p,)

dQ

V=V,

p’, p1 sont de fonctions de P, P, , obtenus a partir de I'equation du mouvement de la collision.

2

Cette equation est exacte sous les hypothéses d’un systéme a N-corps dilué: vrai ou faux?

Réfléchissez par exemple au cas d’un systeme de N spheres rigides
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