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1 Introduction

Soit f(X) € Q(X) une fraction rationnelle, on la suppose normalisée de sorte que
f=P/Q, P et (Q étant des polynomes premiers entre eux, dont les coefficients sont
entiers et premiers entre eux. On considere la famille de sommes d’exponentielles
Sy définie par (en notant e,(.) = exp(2im./n))

Simsn) == > e,(mP@)Q(x) = > e, (mf(z)), (mmn)=1;

TEZ/nZ TEZ/NZ

(Q(@),m)=1 (Q@),m)=1
comme de coutume 7 (mod n) est U'inverse de m modulo n (mm = 1 (modn)).
Comme on le sait, de nombreux problemes de théorie des nombre nécessitent de
savoir majorer non trivialement la somme Sy(m;n). Pour ce faire, un dévissage
facile nous ramene au cas crucial ou n = p est un nombre premier. Depuis Weil et
la démontration de I’hypothese de Riemann pour les courbes sur les corps finis, on
sait que pour p assez grand, on a la majoration

|S¢(m; p)| < kyp'/?,

avec ky = max(deg P, deg Q)+ 4#{ racines distinctes de Q} —1 ([D2]). La question de
savoir si cette majoration est optimale quand 1'un des deux parametres m ou p varie
est donc tres naturelle. Le cas ou p est fixé et ou m décrit F} est assez bien compris
depuis les travaux de Deligne et de Katz (voir [Ka3] pour une discussion tres claire
a ce propos): en effet, pour les fractions f décrites ci-dessous, on peut donner une
mesure explicite p1; sur [—1, 1] telle que quand p — 400 la famille des sommes nor-

(m; p)

malisées { l];fpl 72 }me1..p_1 devient équidistribuée relativement & yip. En revanche,

quand m est fixé (disons m = 1), peu de choses sont connues sur la distribution des
Sr(1;p)
kyp/?

sommes { }p quand p décrit I’ensemble des nombres premiers : on s’attend



cependant a ce que les sommes soient également équidistribuées relativement a p .
Citons deux cas connus déquirépartition : celui du monéme f(z) = 23, Heath-Brown
et Patterson [HB-P] ont montré que pour p décrivant I'ensemble des nombre premiers
= 1 mod 3, les angles 6, définis par cosf, = Sxs(1;p)/2p'/? sont équirépartis rela-
tivement a la mesure uniforme sur [—7, 7], et plus récemment la preuve par Duke,
Friedlander et Iwaniec que les rationnels {i%}pep définis modulo 1 par ’équation
v? 4+ 1 = 0(mod p) sont équirépartis modulo 1 [DFI]; observons que la preuve de
ces deux théoremes nécessite d’employer la pleine force de la théorie de formes mo-
dulaires... Notre but est plus modeste, puisque généralisant notre précédent travail
sur les sommes de Kloosterman [Mi], nous allons donner des minorations de sommes
St(1;pg) pour un module n = pg un produit de deux nombres premiers et une
fraction f vérifiant des hypotheses génériques.
Commencons par introduire quelques notations:

— Dans la suite, les lettres p et ¢ désigneront exclusivement des nombres premiers.
— Nous dirons qu'un ensemble P de couples (p, q) de nombres premiers a une densité
positive si pour tout x suffisamment grand on a

2

X
iH{(p,q) € P, p,qgoc}>>1 —.
og’x

— Soit G un groupe algébrique complexe, fixons K un sous-groupe compact max-
imal de G, et notons py x la mesure de Haar de K et K % Tespace des classes de
conjugaisons de K muni de la mesure pgr x (ST comme Sato-Tate) image de iy i
par la projection canonique; pour toute représentation p de GG, on définit la constante
positive a(G, p) par I’équation

pnic({k € K, Jtr(p(k)] > a(G, p)}) = 1/2.

Nous montrons alors le Théoreme suivant:
Théoréeme 1.1 . — Soit f(X) € Q(X) une fraction qui n’est pas un polynome de
degré < 2 et qui vérifie les trois conditions suivantes:

e H.1.— Les zéros de f'(X) dans P'(C) sont simples; on note Z; l’ensemble de
ces zéros de f' (donc 25 = ky).

o H.2.— [ sépare les zéros de f'(X): si z, Z' sont deuzr zéros de ', f(z) =
f(') = 2= 2": soit Cy:= f(Zy) alors $Cy = §Z;.

o H.83.— Soient s1, 82,541,514 € Cp, il n'y a pas de relations de la forme s; — sy =
S3 — S4, exceptées les relations triviales s = s3 et sy = S4 (resp. s1 = So et
S3 = 84).

Alors, pour tout € > 0 l’ensemble des couples de nombres premiers (p,q) vérifiant

[inégalité
| Sy(1; pq)

(1) (902 | > a(SLy,, std)” — €



a une densité positive (std désigne la représentation standard de SLy,). D’autre
part, pour tout € > 0, l'ensemble des couples de nombres premiers (p,q) vérifiant

Se(1;
®) SrLipg)
(pq)
a une densité positive.
Remarque. — Notons que si deg P < deg (@, la condition H.1. n’est jamais

vérifiée (oo est un zéro d’ordre au moins deux de f’(X)). Remarquons encore
que si deg P > deg @ sont fixés, les trois conditions H.1, H.2., H.3. sont vérifiées
génériquement.

Remarque. — Il semble que dans ce théoreme, les conditions les plus impor-
tantes soient H.1. et H.2. (elles assurent en effet qu'un faisceau associé a la somme
St est irréductible). Par exemple, si ky est premier, un résultat analogue est va-
lable sans I’hypothese H.3, quitte a changer de constante oG, p). Il nous parait
donc raisonnable de conjecturer une minoration similaire des sommes S (1; pg) sous
les seules hypotheses H.1. et H.2. En revanche, comme le montre I'exemple des
sommes de Gauss (f(X) = X¥) qui est le cas extréme de réductibilité, se passer
des hypotheses H.1 et H.2 ne parait pas raisonnable sans poser de conditions de
congruences supplémentaires sur p et q.

Les conditions H.1. H.2., H.3. sont vérifiées quand f a la forme suivante ([Ka2],
7.10.5,7.10.6).

f(X) =aX*! 40X

avec a,b # 0, et k un entier impair vérifiant £k > 2 ou k < —2 est un entier
pair.

e f(x) est un polynome non nul dont le polynéme dérivé est proportionnel a un
polynome unitaire de degré k+1 > 6, irréductible ayant pour groupe de Galois
le groupe des permutations de k éléments, Sy (rappelons ([G]), que presque
tout polynome g de Z[X| est irréductible de groupe de Galois Sgegq)-

Ce théoreme admet une variante qui permet de traiter des cas non couverts par le
Théoreme précédent, par exemple le cas ot f(X) = aX** +bX avec k pair # 0.

Théoreme 1.2 Soit f une fraction rationnelle impaire qui n’est pas un polynome
de degré 1 et qui vérifie les hypothéses H.1. et H.2. du Théoreme 1.1 ainsi que
I’hypothese

o [.3°.— Soient s1, 82,54,54 € Cy, il n’y a pas de relations de la forme s; — sy =
s3 — sS4, exceptées les relations triviales s = s3 et sy = S4 ou bien s; = sy et
S3 = S4 ou bien sy = —s4 et s = —s3.



Alors ky est pair et pour tout € > 0 l'ensemble des couples de nombres premiers
(p, q) vérifiant I’équation

S;(1;pq)
(pq)'/?

a une densité positive. D’autre part, pour tout ¢ > 0 [’ensemble des couples de
nombres premiers (p,q) vérifiant

(3) |

| > a(Spy,, std)” —

Sr(1;pg)

(4) i <

a une densité positive.

De méme nous généralisons le Théoreme 1 de [Mi] aux sommes de Kloosterman
a plusieurs variables:
Théoreme 1.3 . — Soit k > 2; pour m et n des entiers premiers entre eux, on
pose Klx(m;n) la somme de Kloosterman en k variables:

Kli(m;n) = > en(T1 + ...+ xp).

Soit oy, = a(SLy, std) (resp. = a(Spg,std)) si k est impair (resp. pair). Alors,
pour tout € > 0, l’ensemble des couples de nombres premiers vérifiant [’équation
ci-dessous a une densité positive

Kl(Lipg)
(pq)*=D72

D’autre part, pour tout € > 0 [’ensemble des couples de nombres premiers (p,q)
vérifiant

Kl(Lipg), _
(pg)*-17

a une densité positive.

Enfin il n’est pas beaucoup plus difficile d’obtenir des minorations simultanée de
plusieurs sommes d’exponentielles des différents types rencontrées précédemment;
a titre d’exemple nous donnons le théoreme assez frappant suivant pour plusieurs
sommes ”conjuguées” par Galois:

Théoreme 1.4 . — Soitay,...,a,, n entiers positifs distincts; soit f une fraction
rationnelle vérifiant les hypothéses du Théoréme 1.1, et notons a(Ska,std, n) la
constante positive définie par l’équation

:uH,KSka ({k S KSkaa |t7"(l€)| > O'/<S‘kaa Stda n)}) = 1/21/71’



alors, pour tout € > 0 l’ensemble des couples de nombres premiers (p, q), vérifiant le
systeme d’inégalités

) P

pour tout 1 = 1...n, a une densité positive.

| > a(SLy,, std, n)? — e,

Ce dernier résultat suggere que les sommes Sy(m;p) pour des m distincts devraient
se comporter indépendamment les unes des autres quand p décrit I’ensemble des
nombres premiers.

Remerciements

Ce travail est une généralisation d’une partie de ma these a Orsay et je tiens a
remercier E. Fouvry mon directeur, N.M. Katz dont le travail sous-tend tout cet
article ainsi que Gérard Laumon de 'aide qu’ils m’ont apportée.

2 Q-faisceaux sur G,,®F,

Notations

On fixe £ # p un nombre premier; une cléture algébrique Q, de Q, et un plongement
de Q, dans C.

Soit 1 (resp. x) un caractere additif (resp. multiplicatif) de Fy. (resp. de F.),
on note Ly (resp. L, ) le Q,-faisceaux de rang 1 qui lui correspond.

GY désigne le dual du faisceau G, Gyeom(G) et Garin(G) désignent respectivement
ses groupes de monodromie géométrique et arithmétique ; pour tout faisceau G sur
G, et a € F;, on note a*G le pull-back de G par le morphisme de translation
G, : © — azx; pour tout entier k € Z — {0}, on note [k]*G le pull-back de G par le

morphisme de G,, : z — z*.

2.1 Fonctions supermorses

On rappelle ici la construction due a Katz [Ka2] 7.10.2, du faisceau attaché aux
sommes S¢(m;p).

Soit f(X) une fraction rationnelle vérifiant H.1. et H.2. alors pour tout p assez
grand f(X) mod p vérifie encore H.1. et H.2. dans F,; on suppose p est fixé assez
grand et on note f pour f modulo p. Soit Dy le diviseur des poles de f (on a vu que
oo € Dy), Z; 'ensemble des zéros de [’ et Cy = f(Zy) (par H.2. 12y = 1Cy = ky),
si p > deg f, f défini un revétement fini étale

P'—D;—Z; — A' - C



de degré deg f, et on dit que f est une fonction supermorse; on dispose alors d’une
application trace: try : f.Q, — Q, dont on note F; le noyau. On note G; :=
NFTyF; son transformé de Fourier : c’est un faisceau lisse sur G, g,, pur de poids
1, de rang k; = §Z;, Lie-irréductible modérément ramifié en 0 et sauvagement
ramifié en oo ([Ka2] 7.9, 7.10) on a:

vt € F,, tr(Frob, Gy) = Sy(t; p);

Gr(0)/Gro =~ @ @ Ly(z) @ @ Ly ()3

vED s yordy(f)—1 x0rdoo (f) =1
yFoo x#1

(G¢(0) est la restriction au groupe d’inertie I, de Gy, alors que Gy est la fibre
de Gy en 0 vue comme [j-représentation triviale). D’autre part, en oo, on a la
décomposition
(6) G1(00) = D Lu(r) @ Lro(as
2€Z¢
de sorte que
det(Gy)(00) = Ly(kspe) ® L ks s

avec 3 = ﬁ Y.ez, f(2) € Fy. Alnsi le faisceau
det(Gr(1/2) ® Ly-p0) ® L 1s )

( Gr(1/2) désigne le twist de Tate de Gy qui est pur de poids 0 et non pas une
représentation de l'inertie en 1/2!) est lisse sur G,, U {oo}, modérément rami-
fié¢ en 0 et pur de poids 0; il est donc géométriquement constant et de la forme
a:=t¢e G, — tr(Frob,a) = a'! ol a € Q, vérifie |a| = 1 pour tout plonge-
ment de Q, dans C. Notant £ le faisceau pur de poids 0, £ := a~/*r @ Loy(—pz) @
Eng @y 01 2 le lemme:

Lemme 2.1 [] existe un faisceau L lisse sur G, de rang 1 et de poids 0 tel que
det(£L ® G¢(1/2)) = Q,. Par conséquent, si nous notons Gy := L ® G¢(1/2), on a
Garith(g}) - Ska

D’autre part pour p assez grand f (mod p) vérifie H.3. et d’apres [Ka2] 7.9.6 on a
Godler(Gy) = SLy,, on en déduit donc la

geom

Proposition 2.2 (Katz) Avec les notations précédentes on a les égalités

Ska - GSﬁf&(g}) = Gg€0m<g}) = Gam’th(Q})-

Nous montrons maintenant le premier résultat vraiment original de cette section.
Notons H l'ensemble des racines 2(k; — 1)-iemes ou 2k -iemes de 1'unité suivant que
C'y contient ou ne contient pas 3. Alors on a le



Théoreme 2.3 Soit a € F; —H, on a l’égalité

Ggeom(Q} S CL*Q}) = Ska X Ska C GLQkf.

Corollaire 2.4 Soita ¢ F,NH, (p1, p2) un couple de représentations irréductibles
de SLy, ety un caractére additif de Fp, on a les majorations

5> tr(frobi, (@) (1/8)| < dim py (ks + 1'%

teF;

5~ tr(frobu, p1(G))ir (Frobur, palG7)¥/(1/0)] < dim py disn (ks + 1p'.

teF;,

Preuve. — Par le théoreme précédent, le faisceau pi(Gy) ® pa(a*G})Y @ [—1]*Lyr(a)
(resp. p1(G}) @ [=1]"Lyr(x)) (ces faisceaux sont définis sur G, ® F,) est géomé-
triquement irréductible ([—1]*Ly ;) est de rang 1). Le corollaire résulte alors de
la formule des traces de Lefschetz, des théoremes fondamentaux de Deligne ([D1]),
de la formule de Grothendieck-Ogg-Shafarevitch, ainsi que du Lemme 2.2 de [Mi]
pour controler les conducteurs de Swan de p1(G}) ® p2(a*G})” @ [=1]*Lyr(a) (resp.
p1(G7) ® [=1]"Ly(@)).

Preuve du Théoréme 2.3

D’apres la Proposition 2.2, il suffit de montrer 'inclusion
SLi; X SLi; C Ggeom(Gy @ a*G).

On applique le critere de Goursat-Kolchin-Ribet ([Ka2] 1.8.2): d’apres 2.2, il suffit
de montrer que pour a ¢ H, et pour tout faisceau L, lisse sur G,, de rang 1, il n'y
a pas d’isomorphisme géométrique entre les faisceaux G} et a*G} ® £ ou a*G’ ’fv ® L.
Nous montrons que si a ¢ H l'isomorphisme G} ~ a*G} ® L est impossible, la preuve
pour a*g'}/ ® L est similaire (remarquer que a*g'}/ = a*g/_f)... On va en fait montrer
que les P..-représentations Q}J p. et a*g} ® L|p,, ne sont pas isomorphes : d’apres
(6) les sauts de G} et a*G} pour la ramification sauvage a I'infini étant en 1, £ étant
de rang 1, on est dans I'un des deux cas suivants:

e L n’est pas sauvagement ramifié en oo;

[ ] ‘C\Poo ~ Ew()\m)



Dans ce dernier cas, on aurait un isomorphisme entre P, -représentations

(7) D Lurm-m) = D Loatrer-o) 0

ZEZf ZEZf

soit, en prenant le déterminant, on aurait 1’égalité

S (f(2) = B) =0=a 3" (f() — B) + keh

ZEZf ZEZf

cela impose A = 0 et on se trouve donc dans le premier cas. Des lors, I'isomorphisme
(7) implique que I'ensemble C := {f(z) — B, z € Z;} est stable par multiplication
par a. On en déduit que a est une racine de I'unité d’ordre divisant ky — 1 ou ky
suivant que C’} contient ou ne contient pas 0.

Remarque. — Si l'on se place dans le cadre du Théoreme 1.2: on suppose f
impaire, qui vérifie H.1. H.2. et H.3’. Des énoncés analogues aux précédents sont
valables en utilisant la variante 7.9.7 de [Ka2], il reste a remplacer dans les énoncés
précédents SLg, par Spy,.

Distribution simultanée de sommes conjuguées

Soient 0 < a1 < asg, ... < a, n entiers positifs fixés tous distincts, on suppose de plus
que p est assez grand de sorte que, pour tout 1 <1i < j <n, le quotient a;a; (mod p)
n’est pas une racine 2kg-ieme ou 2(ky — 1)-ieme de l'unité (il suffit pour cela que

D> an’ ). Soit Hq, .. a4, I'ensemble des racines dans F; des polynomes

(a; X )% — a?kf (modp), 1<i,j <n,

si C'} ne contient pas 0; et
(aiX)Q(kffl) _ a?(kffl) (modp), 1<4,j<n,

si C’} contient 0. Alors §H,, . 4, < Qkfnz, et on déduit de la preuve du Théoreme
2.3 le

Théoreme 2.5 Avec les notations précédentes, si a & Ha,....a,, 0N a 'égalité

Ggeom(@ g @D @ a* Lz?
i=1
Preuve. — FEn effet, I’hypothese que p est p > al assure que pour i # j, le faisceau

G, n'est pas géométriquement isomorphe (a un twist, par un faisceau de rang 1,
pres) aux faisceaux Q(’LJ_ et g’ ;/J_ - L'hypothese a € Ha, . q, assure elle que pour tout
1 <i4,j <n G, nest pas géométriquement isomorphe a un twist par un faisceau
de rang 1 pres aux faisceaux a*g;j s et a*g’ ;/j s, le résultat s’en déduit alors par le
critere de Goursat-Kolchin-Ribet.



Corollaire 2.6 Soita & F,NHa, . a,, (P1,P2,- -, pn) N représentations irréductibles
de SLy, et " un caractére additif de Fp, on a les majorations

Sy (1/8) Htr(frobt, pi(géif))‘ < dim p; ... dim p, (ks + 1)p'/%

teF;,

Z P'(1/t) ﬂtr(frobt, pi(g;if))tr(frobat, pi(g('h_f))‘ < (dim py ...dim pn)Q(k:erl)pl/Q.

teF;,

2.2 Les sommes de Kloosterman généralisées

Pour tout entier k£ > 2, Katz a construit par convolution itérée le faisceau de Kloos-
terman généralisé Kly; ce faisceau a les propriétés suivantes ([Kal] 4.1.1, 11.0.2): on
note, pour a € ¥y, Kl o := a*Klj, alors

o Kl est lisse sur G, @F,,, de rang k, et pur de poids 0.

Kl :
e Pour tout m € Fy, on a tr(Frob,,, Kl .) = W
o n 0, Kly, est modéré avec un seul bloc de Jordan.

o En oo, Klp, est totalement sauvage, avec pour unique pente 1/k, et

Swan (Kly,,) =1
o det Kl , est trivial.

o [l existe un isomorphisme de Q,-faisceaux lisses

Klk7(_1)ka:>ICl]::/7a.

o Sik est impair, on a Ggeom(Klg o) = SLg
o Si k est pair, on a
1. 1l existe un accouplement parfait, alterné,
(,): Ko ®Klpo — Qy

de faisceaur lisses sur Gm QF).

2. Geom(Klia) = Spi.



De maniere analogue au Théoreme 2.3, on montre le

Théoréme 2.7 . — Si k est pair, et si a # 1, alors, le groupe de monodromie
géométrique du faisceau Kl ® Kl o, est Spy X Spy.

Si k est impair et si a # £1 alors, le groupe de monodromie géométrique du
faisceau Kl @ Kl , est SLy x SLy.

Preuve. — On applique a nouveau le critere de Goursat-Kolchin-Ribet. 11 suffit
donc de montrer que

Pour a # 1 (si k est pair) ou pour a # +1 (si k est impair), pour tout faisceau,
L, lisse sur Gm ®F,, de rang 1, il n’existe pas d’isomorphisme de faisceauz lisses
sur Gm ®F, de la forme suivante

IClk & L~ IClk,a, ICZ]\C/ X L~ IClk,a.

Supposons que L existe, ainsi que I'un des deux isomorphismes ci-dessus; alors £
est modérément ramifié en co : sinon, £ étant de rang 1 et son conducteur de Swan
en oo étant un entier, le seul saut de £ en oo serait entier, donc > 1; or, le seul saut
des faisceaux Kl en oo est 1/k < 1, ce serait incompatible avec I'isomorphisme
précédent.

Le résultat suivant ([Kal] 10.4.1 p. 171) est une généralisation du calcul de
conducteurs de Swan, établi pour £ = 2 au Lemme 2.4 de [Mi]:

Swan e (Klge @ Klgo) =k — 1 sia=(—1)kd
Swan o (Klgo @ Klyo) =k sia# (—1)kd
On en déduit, avec la relation ICZ,X@ =~ Kl (—1)ka; les égalités suivantes
Swan., (Kl @ Kl,) =k — 1 et Swan (K} ® Kly.) =k si a # 1.

Elles montrent que le premier isomorphisme Kl ® £ ~ Kl , est impossible pour
a # 1, car on aurait ( £ étant modéré en oo)

k= Swany (Kl @ Klg.)
= Swan,.(Kl} @ Kl ® L)
= Swan.. (K} ® Kly) =k — 1.

Dans le cas ou k est pair, Kl est isomorphe a son dual, ce qui montre du méme
coup, I'impossibilité du second isomorphisme.

Dans le cas ou k est impair, 1'égalité Swan. (Kl ® Kl ,) = k si a # —1 permet
de prouver, de méme, 'impossibilité du second isomorphisme.

On en déduit le corollaire suivant
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Corollaire 2.8 . — Si k est pair et a # 1, le groupe de monodromie géométrique

du faisceau
K] KLy, @ [K]"Kl.a,

est isomorphe a Spr X Spy.
St k est impair et a # £1, le groupe de monodromie géométrique du faisceau

(k] Kl @ [K]"Kly.q
est isomorphe a SLy, X SLy, C GLoy,.

Preuve. — Si p > k, le morphisme x — ¥ définit un revétement étale de G,, de
degré k et le faisceau [k]*Kl, & [k]*Kly,, est simplement la restriction du faisceau
Kl @ Kli,q a un sous groupe d’indice k& du groupe fondamental géométrique de
G,,; or Sp,. x Spi et SLy x SLj sont connexes, il n’admettent pas de sous groupes
d’indices finis non triviaux et par conséquent G geom ([k]*Kly @ [k]*Kli o) est le plus
gros possible et vaut suivant la parité de k, Spp x Spr ou SL; x SLy.

Comme précédemment, on déduit de ce corollaire le

Corollaire 2.9 Soita # £1; soit (p1, p2) un couple de représentations irréductibles
de SLy si k est impair ou de Spy si k est pair et )" un caractére additif de ¥, alors
on a les magjorations

5> tr(frobu. pu L))/ (1/8)] < dim ik + Dp'2

teF;

S~ tr( frobye, p(KL) Vi (Frob, pa (KLY (1 /t)‘ < dim py dim po(k + 1)p!/2.

teF;

3 Un résultat de crible

Dans cette section nous rappelons sans démontration un résultat de crible qui est
démontré implicitement dans [Mi] (Cor 2.9, Cor 2.11, Prop. 3.2) et que nous donnons
en toute généralité dans I'espoir qu’elle puisse avoir d’autres applications.

On considere la situation suivante: on se donne g(m) une fonction de F, =
Z/pZ a valeurs complexes majorée par 1 en valeur absolue, que 'on prolonge & N
tout entier par périodicité. Soient C, C’ et H, trois réels positifs, on considere les
propriétés suivantes sur g:

Propriété 1[(C). — On dit que g vérifie la propriété I(C), si, pour tout caractére
additif (trivial ou non), ¢, de F,, on a la majoration

1Y g(m)w(m)| < Cp'/2.

meF,
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Propriété 11(C', H). — On dit que g vérifie la propriété 11(C', H), s’il eziste
un ensemble H de ¥, de cardinal au plus H, tel que pour tout caractere additif, 9,

de Fy, et pour tout élément n de ¥y, n & 'H, on a la majoration

| > g(m)g(mn)p(m)| < C'p'?,

meF,

On a alors le Théoreme tres général suivant:

Théoréme 3.1 . — Soient C, C', H trois constantes positives, x un réel positif,
alors, pour tout p nombre premier compris entre x et 2x et toute fonction g de F),
magjorée en valeur absolue par 1, qui vérifie les propriétés 1(C) et 1I(C",H), on a la
magjoration (uniforme en p)

xz loglog x
S 9(q) oo gt
r<qg<2x log T
aF#p

De plus la constante impliquée dans le symbole de Landau ci-dessus est de la forme

O(C+H1/2+Cll/2).

La preuve de cette proposition suit celle de la proposition 3.2 de [Mi], il suffit dans
la preuve de remplacer les expressions sym;, (¢, ) par g(q) et d’utiliser les propriétés
I(C) et II(C’, H) pour montrer les analogues des Corollaires 2.9 et 2.10 de loc. cit.

D’apres le Corollaire 2.4, pour toute représentation irréductible p; de SLy,, la
fonction de F), définie par

_tr(frobym, p1(G}))
g(m) = dim p;

vérifie les hypotheses I(C') et II(C", H) avec C = C" = ky+ 1, et H = 2k; + 1 des
que p est assez grand (dépendant seulement de f).

De méme, le corollaire 2.9 implique que pour toute représentation p; de SLj si
k est impair ou de Spyg si k est pair, la fonction définie par

. tT(fTObl/mkapl(IClk))
B dim p;

g(m)

vérifie les hypotheses I(C) et II(C", H) avec C = C" = k+ 1, et H =2k + 1 des que
p est assez grand (dependant seulement de k).
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4 Démonstration du Théoreme 1.1

On se contentera ici de montrer le Théoreme 1.1, la preuve des Théoremes 1.2, 1.3 et
1.4 est tout a fait similaire (il suffit d’utiliser dans la section précédente les corollaires
2.9 et 2.6 a la place du Corollaire 2.4 ).

Choisissons un plongement de Q, dans C et K un compact maximal de SLj, (C).
Comme cela est expliqué dans [Kal] Chap. 3, pour ¢ € F} la partie semi-simple du
frobenius en t agissant sur G} définit de maniere unique une classe de conjugaisons
de K que 'on note 6;,,; d’apres Deligne ([D1]) et le Théoreme de Katz 2.2, quand
p — +o0, la famille des "angles” {€;,,;}+=1.,—1 devient équidistribuée sur K 7 relati-
vement a la mesure de Sato-Tate p1s7.s Ly, Comme conséquence directe de la section
précédente nous avons la Proposition 4.1 ou la variable t est assujettie a décrire des
nombres premiers.

Proposition 4.1 . — On adopte les notations et les hypotheses du Théoréme
1.1. Quand r — 400 et uniformément pour tout nombre premier x < p < 2z, les
x/logz+o(x/logx) classes de conjugaisons {05} r<q<2s deviennent équidistribués
sur K relativement a la mesure psr i autrement dit, pour tout sous-ensemble
mesurable A C K%, on a I’égalité

{z <q <2z, ¢#p, Oppz € A} = (psrx(A) + 0(1))7—

y T — +00;
log x

Cette égalité est uniforme en v < p < 2.

En effet par le théoreme de Peter-Weyl, il suffit de montrer que pour toute repré-
sentation irréductible p de SLy, on a

> tr(p(0rpa)) = of

z<q<2z, q#p

2, 3 oo
log x

c’est précisement ce qui a été démontré dans la section précédente et on a méme
xloglogx)

une majoration en Okf(dimp Toe” 2

Soient maintenant A et B deux ensembles mesurables de K, notons

CHx)={(p,Q)| p#q, v <p,g<2x, O5€ A}
D5(x) ={(p,q)| p# ¢, © <p,q <2z, 0745 € B}.

D’apres la proposition précédente, on a les égalités

2 2

L DP(a)] = (usrx(B) + o(1)) —

log?z’

CA)] = (srac(4) + o(1)) s

et on a donc l'inégalité

2

|CA($) N DB($)| > (MST,K(A) + MST,K(B) -1+ 0(1))10g2 -
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Choisissons maintenant A = B = {k € K*, |tr(std(k))| > a(SLy,, std) — e}, par
définition de a(SLy,, std) on a donc

2

CA(z) NDP ()] > 5.
log” x

Par définition de G%, on a 'égalité

154(@; p)|
|tr(9f7p,ﬁ) ‘ = ;1/2 )

d’autre part, on a la relation de multiplicativité croisée S¢(1;pq) = S¢(q;p)Ss(P; q),
de sorte que pour (p,q) € CA(x) N DE(x) on a la minoration (1). La majoration (2)
s'obtient de méme en prenant A = {k € K*, |tr(std(k))| < €} et B = K".
Le Théoreme 1.3 s’obtient de méme en utilisant, cette fois, la relation de multi-
plicativité croisée
Kli(1;pq) = Kle(7"; p) KI(D"; q).
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