SOMMES DE MODULES DE SOMMES D’EXPONENTIELLES

E. FOUVRY (Orsay) et P. MICHEL (Montpellier)

Abstract. Let Kl(a,b;n) be the usual Kloosterman sum modulo n, with coefficients a and b. We give
upper and lower bounds for the sum > _ |KI(1,1;n)|/y/n, and for related sums, by using large sieve
techniques and Deligne—Katz theory of exponential sums. Extensions to more general exponential sums

of dimension one are also given.

Résumé. Soit Kl(a, b;n) 'habituelle somme de Kloosterman modulo n, a coefficients a et b. On donne
des minorations et des majorations de la somme Y _ |KI(1,1;n)|/\/n, et de certaines autres sommes
associées, en utilisant le grand crible et la théorie de Deligne-Katz des sommes d’exponentielles. On étend

ces résultats a des sommes exponentielles plus générales, de dimension 1.
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I. Introduction

Soient a et b des entiers et n un entier > 1. On rappelle que la somme de Kloosterman Kl(a, b;n), de

dénominateur n et de coefficients a et b, est définie par
am + bm
Ki(a,bim) = (im0
(a,b;n) Z exp | 2mi -
(m,n)=1

Systématiquement, le symbole 7 dans la fraction % désigne 'inverse multiplicatif de m modulo n, w(n)
est le nombre de facteurs premiers distincts de ’entier n, et on réserve la lettre p aux nombres premiers.
Les sommes de Kloosterman jouent un role crucial dans ’actuelle théorie analytique des nombres, au
confluent de la géométrie algébrique et de la théorie des formes modulaires. Rappelons que ce sont des

nombres réels non nuls qui vérifient, entre autres, les propriétés suivantes :

— multiplicativité croisée : Pour (ny,n2) =1, on a la relation

Kl(a, b;niny) = Kl(a, bnz?; n1)Kl(a, brT2; ns)

— magoration individuelle :
(1.1) IKl(a,b;n)| < (a,b,n)22*Mn3,

conséquence de la multiplicativité croisée, de la démonstration par Weil, de '’hypotheése de Riemann
pour les courbes sur les corps finis (qui donne (1.1) lorsque n = p) et de I’étude, due a divers auteurs,

des sommes de Kloosterman de dénominateur p* (k > 2).

L’objet de cet article est de s’intéresser, lorsque a et b sont fixés (disons a = b = 1, pour fixer les idées),

a Poptimalité de I'inégalité (1.1), lorsque n parcourt 'ensemble des entiers. Dans ce but on introduit les

quantités
Z‘Kl 1,1;n) ‘
e 2V
« Z‘Kl (1,1;n)
n<wz

qui vérifient donc les inégalités triviales

(1.2) A (z) <z (z>1),



et

(1.3) A(z) <) 2# < (% +o(1))zlogz (v — 00).

n<x

Les parties droites des inégalités (1.2) et (1.3) peuvent étre améliorées d’une constante multiplicative,
en injectant des majorations plus précises que (1.1) dans le cas ot n = p* (k > 2), mais nous sommes

concernés par des gains plus substantiels, puisque nous montrerons les encadrements

THEOREME 1.1. — Il existe une constante absolue ¢ et, pour tout k, une constante ci(k) > 0, telles

que, pour x > 3, on ait les inégalités

. x . . (loglogz\1-3%
(1.4) cO(k:)logx(loglog:r)k < A*(z) < ¢ x(w) :
et
TuEOREME 1.2. — Il existe une constante absolue ¢y et, pour tout k, une constante ¢o(k) > 0, telles

que, pour x > 3, on ait les inégalités

(1.5) éo (k) —

. log1 1-3x
(loglog z)* < A(x) < & z(loglog x)<w> .

logx logz

Ainsi, par rapport aux majorations triviales (1.2) et (1.3), on gagne respectivement (logx) 0275587

)71,151174...

et (logz . A notre connaissance, la premiére majoration non triviale de A*(z) ou de A(x) est

due a Hooley ([Ho] Theorem 3), ou il montre, pour u et v entiers la relation

(1.6) 3 Kl(u,v;n) = o(x% (3" d %) (log)¥> ! (loglog x))
d|v

n<x

ol ¢y est une certaine constante. La preuve par Hooley de (1.6) donne en fait une majoration de

anw |K1(u,v;n)|, qui conduit donc, dans notre cas, a

(1.7) A(z) < esz(log x)ﬂfl(log log )2,

—0,585786...

pour un certain ¢z > 0, c’est—a—dire un gain de (logx) , par rapport a la majoration triviale

(1.3).

La minoration (1.4) de A*(x) améliore notablement celle en
(1.8) A(z) > cqz/log? x,

conséquence directe de ([Mil] Théoreme 1) ou il est montré, que pour x — oo, on a

2

2

ﬁ{(pl,pz) s < p1, p2 <2z, |KI(1,1;p1p2)] > 0,64\/p1p2} > oz



Rappelons que 'on sait, grace a la théorie des formes modulaires, qu’il y a d’énormes compensations

entre les signes des sommes de Kloosterman, puisqu’on a pour tout € > 0, la majoration ([Ku], [D-I])

(1.9) > w = O (¢¥%9),

n<x

qu’il convient de comparer avec (1.3), alors que la conjecture de Linnik—Selberg prédit méme une
. . 1 . . . . . A . . . N
majoration en O(z2"¢). Enfin, on ne sait pas si la majoration (1.9) continue d’étre vraie si on insére au
dénominateur de la partie gauche, le facteur arithmétique 2<(").
Ainsi le théoréme 1.2 répond de fagon plus précise que (1.7) et (1.8), a la question de l'origine des
compensations dans (1.9) : de fagon succincte, on peut dire que le fait que les modules |K1(1,1;n)| (n < z)

soient petits en moyenne ne fait gagner, par rapport a la majoration triviale

> w‘ < A(z) = O(zlog z)

n<x

22 < X < (logz)~ 11117 En conclusion, on peut affirmer que

qu’un certain facteur X, vérifiant log™
dans (1.9), la plus grande partie des compensations provient des changements de signe des sommes de
Kloosterman.

La minoration (1.5) de A(x) répond aussi de facon plus précise que (1.8), & une question de Serre

évoquée dans ([Sa] page 33), sur le comportement asymptotique de KI(1,1;n) :

COROLLAIRE 1.3. — Pour tout entier k, on a, pour n tendant vers l’infini, la relation

loglogn)*
KI(1,1;n) = Q(\/ﬁ.%).

Autant on devine une différence de comportement & linfini des quantités A*(x) et A(z), dans les
majorations (1.4) et (1.5), autant notre preuve ne permet guere de différencier les minorations de ces

fonctions, si ce n’est qu’au §IV, nous obtiendrons les constantes ¢o(k) = 2F+3¢j (k).

La démonstration des théoremes 1.1 et 1.2 repose essentiellement les propriétés multiplicatives
statistiques des entiers, la multiplicativité croisée des sommes de Kloosterman, des majorations de crible

et surtout, sur une troisieme propriété de ces sommes, découverte par Katz ([Ka2] Example 13.6) :

— loi de Sato—Tate verticale : Soit 0, ,, défini par I’égalité

KI(1,m;
Ki{, m;p) =cosbpm (0 <0, <),

2\/p -
alors, pour p — o0, l'ensemble d’angles {60,.,, ; 1 < m < p — 1} est équiréparti sur [0, 7], suivant la

mesure de Sato—Tate % sin® @ dé, c’est-a-dire que pour tout 0 < a < # <, on a, pour p — 00

1 2 [P
—1ﬁ{1§m§p—1;a§9pvm§5}—>—/ sin’ t dt.
p— T Jo

En fait nous aurons méme besoin du méme résultat d’équirépartition, mais pour les angles ), ,,,2 (voir

lemme 2.1).



Rappelons que la loi de Sato—Tate horizontale dans la stricte direction de laquelle, il n’y a pour 'instant
aucun résultat non trivial, prédit que, pour £ — oo, I'ensemble d’angles {0, 1;p < x}, est équiréparti sur
[0, 7], suivant la mesure de Sato—Tate ([Kal] Conj. 1.2.5). L’exactitude de cette conjecture entrainerait,

pour x — 00, la relation

= 3mlogx

La recherche d’un équivalent asymptotique des sommes A*(z) et A(z) parait ainsi comme un probleme
tres ardu, malgré I’encadrement étroit que fournissent, pour chacune de ces sommes, les théoremes 1.1 et
1.2.

On peut étendre les résultats précédents a des sommes de la forme

Z‘Kllln

n<x

n<x

ou

avec « réel positif fixé, mais il est beaucoup plus intéressant d’étudier les sommes trigonométriques plus

générales
.mf(x) mP(z)Q(x)
Symin) = ( )= (2ri==2)
t(m;n) Z exp| 2mi - Z exp ( 2mi - ,
z (mod n) x (mod n)
fl@)oo (Q(z),m)=1
pour
- n>1,meZ,

f= g fraction rationnelle, quotient de deux polynomes P et @), de Z[X], premiers entre eux, a
coefficients premiers entre eux.

Les sommes S¢(m;n) vérifient elles-aussi la multiplicativité croisée
S¢(m;ning) = Sy(mnag;ne)Sy(mng;ni), pour (ni,ng) =1,
et une majoration due a Weil (cf. [D] formule (3.5.2) p. 191) :
1Sp(msp)l < kpv/p (p fm),
ou ks étant un entier parfaitement défini en termes de la géométrie de la fraction f, c’est—a—dire
ks = max{deg P, deg Q} + #{ racines distinctes de @ } — 1.

Le cas des S¢(m;p®), (a > 2) mene a des situations délicates a traiter en toute généralité, nous préférons
les éviter en ne considérant que des n sans facteur carré. Apres ces diverses considérations, nous étudions,

ur £ — 00 mm
0 , les sommes

9 Sr(l; n
Af(z) == ZM (n)‘kigni)\/ﬁ) )
n<x f




et
Ata) = X (] 25"

dont des majorations triviales sont respectivement O(z) et O(zlog" ' z). Katz ([Ka3] 7.9, 7.10, 7.11;

)

n<x

voir aussi le debut du §V) a prouvé aussi une loi de Sato-Tate verticale pour la plupart des sommes S'¢.
Ainsi, si on pose

%m\/’;” =cosbfpm (0<0f,m < g),
Katz a montré que, pourvu que k¢ > 2 et pourvu que f vérifie des hypotheses trés générales concernant
essentiellement la nature et la disposition des zéros de f’, 'ensemble des angles {67, ;1 <m <p—1}
est équiréparti sur [0, 7], lorsque p — oo, suivant une certaine mesure que nous décrivons ci-dessous et
que, par un certain abus de langage, nous appellerons aussi mesure de Sato—Tate. De fagon plus précise,
si f est une fraction rationnelle comme ci-dessus, on note Z; 'ensemble des zéros de f’ dans P!(C) et

on pose Cy = f(Z). On désigne par H.1, H.2, H.3 et H.3’ les hypotheses suivantes
H.1: les zéros de f' sont simples, (autrement dit §Z = ky).

H.2 : f sépare les zéros de f' (autrement dit, pour z et z' € Zs, on a Uimplication f(z) = f(2') =

z=2").

H.3 : on a limplication

51, S2, 83, s4 € Cf S1 = Sg et s3 = 84
et = ou
S1 — 89 = 83 — 84 S1 = 83 et 59 = 54.

H.3’ : f est impaire et on a implication

S1 = 8o et s3 = 54

s1, 82, 83, 84 € Cf ou
et = S1 = S3 et s9 = 84
S§1 — S = 83 — 84 ou
S1 = —84 €t 59 = —s3.

On désigne par
‘H ’ensemble des conditions H.1, H.2 et H.3

et par

H’ I’ensemble des conditions H.1, H.2 et H.3".

Si la fraction rationnelle f vérifie H, on pose
Gy = SUy, (C),

et si f vérifie H', on pose

G = USpy, (C).
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Si G désigne I'un des groupes compacts SUy(C) ou USp, (C), on note pg*®*, la mesure de Haar sur le

groupe GG et ug I'image directe de ,ugaar dans [0, ], par I'application
G — 0, 7]
A +—— Arccos (%) .

Avec ces conventions, une des conséquences des travaux de Katz est que, si la fraction rationnelle avec

ky > 2, vérifie H ou ‘H’, 'ensemble des angles {0 ), ;1 < m < p — 1} est équiréparti sur [0, 7], lorsque
p — 00, suivant la mesure ug;,.

Au paragraphe §V, nous démontrerons le

THEOREME 1.4. — Soit f une fraction rationnelle comme auparavant, avec ky > 2, vérifiant les

conditions H ou H'. Il existe des constantes, cf et ¢g et, pour tout k, des constantes ci(k) et ¢5(k)

telles qu’on ait les inégalités

* x k * * 10g10g 1_%
i (k) o (oglog )" < A}(x) < ¢ a( ")
et
~ L k i ~ kp—1
c5(k)@(loglog x)" < Af(x) < é z(loglogx) .

On sait que, génériquement, ’hypothese H est vérifiée et qu’il en est de méme pour H’ dans I'ensemble
des fractions rationnelles impaires des lors que deg P > deg(@. Des familles explicites, vérifiant ces
conditions ont été exhibées (voir [Ka3]Theorem 7.10.5 et 7.10.6, [Mi2] p. 229) :

— La famille
f(X)=aX" 40X,

avec ab # 0, avec £ entier impair , vérifiant |[¢| > 3 vérifie H.
— La famille f(X) avec f polynome de degré ¢ + 1 > 6, tel que f’ soit proportionnel & un polynéme
unitaire, irréductible, ayant pour groupe de Galois, le groupe de permutations Sy, vérifie ‘H.
— La famille
f(X)=aX" 40X,

avec ab # 0, avec £ entier pair non nul, vérifie les conditions H’.
Signalons que pour tout f appartenant a l'une des trois familles évoquées précédemment, on a
g
k¢ = |€].) Ainsi le théoreme 1.4 montre que, a mesure que ks croit, on a un encadrement de plus en plus
précis de A} (z). Enfin, on constate que sous les mémes conditions, le gain par rapport a la majoration

triviale de A #(z) est d’autant plus important. Pour illustrer ce qui précede, nous énongons le

COROLLAIRE 1.5. — Pour tout entier £ > 2, on a la majoration
> wn] 3 exp(2mi 1] < ogloga)
n ex .
I p(m - )‘ ¢ 2 (loglog
n<x 1<t<n

Remerciements. Le premier auteur tient a remercier H. Iwaniec et P. Sarnak pour les remarques

concernant une premiere version de cet article.



I1I. Lemmes préparatoires

Dans cette partie, nous indiquons les résultats nécessaires a la preuve des théoremes 1.1 et 1.2,
relatifs aux sommes de Kloosterman. Les généralisations, requises pour la preuve du théoreme 1.4, seront
présentées au §V. Le premier outil est issu de la géométrie algébrique, plus précisément de la théorie des
sommes d’exponentielles comme 'ont développée Deligne et Katz. On a

sin(k +1)0

sin 6
Sato—Tate %sin2 0 d0, associée au groupe SUs(C). Il existe une constante absolue cy, telle que, pour tout

LEMME 2.1. — Soit sym,0 = la k-iéme fonction symétrique correspondant a la mesure de

k > 1, tout p, on ait l'inégalité

1
2

< crkp?.

Z Symy, (ep,mz)

1<m<p-1
Preuve. D’apres, par exemple, [Mi2](Corollaire 2.4, avec v’ le caractere trivial) on a la relation

Z symy (0, 72) | < 3(k + 1)p?,

1<m<p-—1

pour tout £ non nul. Cet énoncé reste évidemment vrai en remplagant 6, 72 par 6, 2.

De ce lemme nous déduisons un calcul de discrépance qui évitera un facteur parasite de la forme log®
a droite de (1.4) et (1.5).

LeEMME 2.2. — Soit ¢ une fonction paire, de période 27, de classe C3, telle que, pour tout t réel, on ait
6 ()] < As.

On a alors U’égalité
L > o(Opm2) = g/ﬁ $(0)sin? @ df + O (Agp~ %)
p—1 P ™ Jo 7
1<m<p-1
ot la constante implicite dans le O peut étre prise absolue.

Preuve. On développe la fonction ¢ dans la base orthonormée {sym,, k > 0} de 'espace L2([0,7])

muni de la mesure de Sato—Tate %sin2 6 do :

(2.1) 6(t) = 3 i symy (1),
k=0

avec
2 [T 1 [7 1 ["
Cy = —/ B(t) sym,,(t)sin®t dt = = / o(t) coskt dt — —/ o(t) cos(k + 2)t dt.
T Jo T Jo T Jo

Intégrant trois fois par parties, on a la relation

(2.2) O = o(%) (k> 1).



Par (2.1), on a

% Z P(0pm2) = %/0 ¢(t)sin® ¢ dt + ﬁ ch Z symy, (0, 72)

P <p1 E>1 1<m<p—1

:3/ ¢(t)sin2tdt+O(A3p—%),
™ Jo

d’apres le lemme 2.1 et la relation (2.2).
|

Une conséquence directe du lemme 2.2 est obtenue en prenant des fonctions ¢ qui encadrent de mieux

en mieux la fonction caractéristique d’un intervalle [a, 5] de [0,7]. On a

LEMmME 2.3. — 1l existe une constante absolue cg, telle que pour tout 0 < o < B < m, tout nombre
premier p on ait l'inégalité

B

= 2
ﬁﬁ{m’ lsms<p-1, agep,WQ Sﬁ};/ Sin2tdt‘ chpfé_

«

Preuve. Pour I C R, on désigne par 1; sa fonction caractéristique. Soit A un parametre qui sera

fixé par la suite. On suppose qu’on a les inégalités
(2.3) 0<a-A<a+A<PB-A<[B+A<LT.

On construit deux fonctions ¢ et ¢, paires, de période 27, de classe C3, & supports compacts

respectivement égaux (dans [0,7]) & [a — A, B+ A] et [a, (], vérifiant les inégalités

Lotag—na] €O~ <lig <07 <1ja_apra)

et vérifiant les hypotheses du lemme 2.2 avec A3 < A~3. Le lemme 2.2 entraine ’encadrement

2 [T a1 1 2 [T a1
— [ T d=0(ATpE) < ——t{mi 1<m<p-1, a<Om <<= [ ¢T () dtHO(ATp72).
™ Jo p— ’ ™ Jo

Puisqu’on a [j (¢7(t) — ¢~ (¢)) dt = O(A), on déduit I'égalité

1 2 [P |
(—ﬂi{m; 1<m<p-1, a<l,m gﬁ}—/ sin? ¢ dt‘ —O(A+A %)
p— ’ T Ja

d’ou le lemme en posant A = p‘§.
On traite de méme le cas ou (2.3) n’est pas vérifié [
De la méme facon, on étend le lemme 2.2 & d’autres fonctions ¢, moins régulieres. Nous nous
contenterons de l'extension de ce lemme au cas de la fonction ¢(t) = |cost|, ce qui nous sera utile

par la suite.
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LEMME 2.4. — 1l existe une constante cg, telle qu’on ait l'inégalité
1 2 T .92 —1
e Z |cosO, 2| — — |cost|sin®t dt| < cgp™ 4
p—1 pom T
1<m<p-—1 0

pour tout p.

Preuve. La fonction | cos t| n’est pas dérivable au point 7. On encadre cette fonction par deux fonctions
plus régulieres. Soit A un parametre dont on fixera la valeur ultérieurement. Il existe deux fonctions ¢+

et ¢, paires, de classe C3, de période 27 vérifiant les propriétés suivantes
¢~ (t) < |cost| < ¢™(t), (tER)

et
/OTr (ot (t) — ¢ (1)) dt < 272

Pour construire ces deux fonctions il suffit d’imposer que ¢*(t) = ¢~ () = |cost| si 0 <t < 5 — A ou si
7 —A <t < et de compléter la définition de ces fonctions en lissant la fonction |cost| sur I'intervalle
restant [5 — A, % + A]. Ces fonctions ¢T et ¢~ vérifient les conditions du lemme 2.2 avec Az < 10A~2,

d’ou ’encadrement

A . o 1 1 2 (7 . o 1
;/ ¢~ (t)sin®t dt + O(A™?p~2) Sj Z \cosé?pﬁz\gg/ ¢ (t)sin*t dt + O(A™?p~7),
0 p 1<m<p—1 0
qui mene a 'égalité
1 2 [T -2 2 -2, -1
‘— Z |cos ), m2| — = | cos t] sin tdt‘:O(A + A™?p7 7).
: 7 Jo

-1
p 1<m<p-—-1

Pour compléter la preuve, il suffit de prendre A = p_%.
|

Un autre ingrédient important de la preuve est I'inégalité de grand crible sous la forme suivante du

théoreme de Barban—Davenport—Halberstam :

LeMmME 2.5. — Il existe deuz constantes absolues cqq et ¢}, telles que, pour toute fonction arithmétique
10

f, pour tout P > 1, et tout Y > 2 on ait les inégalités

e Y S| Yt S o) <enp ) (X 1F0P)

P<p<2P O<a<p nzan(il:s)d P) (7:5)2:1 nsw
et
1 2 _
1) > 3| Yt Y fm)| <eplog?Y@P + P)(D]1F))
P<p<2P 0<a<p n<z, n<Y/p p n<xz, n<Y/p n<x

n=a (mod p) (n,p)=1
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2
Preuve. Grace a I'orthogonalité des caracteres, ce qui est a I'intérieur de ‘ . ‘ dans la partie gauche
de (2.4), s’écrit sous la forme

— 3 X X Smx(n) = o= 3 Flaer

x#x() n<z X#X0

par définition. Développant le carré et utilisant de nouveau l’orthogonalité des caracteres, on a 1'égalité
2 1
— — 2
> H “oie Y. ot Y, X@xX(a)=—= > el
0<a<p X, X'#0 1<a<p-1 x#xO

Ainsi, la quantité a gauche de (2.4) est égale a

Y i SIS o] <55 B SIS o]
P<p<2P x#xo0 n<x P<p<2P x#xo0 n<z
< g+ 4P (T 10,

par I'inégalité de grand crible multiplicatif. Notre démonstration ne nécessite aucune connaissance de la
répartition des valeurs de la fonction dans les progressions arithmétiques de petits modules (énoncés de
type Siegel-Walfisz), puisque modulo p, tout caractére non principal est primitif. La démonstration en
est d’autant simplifiée.

Pour passer de (2.4) a (2.4’), il faut rendre indépendantes les variables p et n liées par la contrainte
multiplicative pn < Y. Parmi les multiples maniéres de le faire, nous avons choisi la transformée de
Mellin, dans la forme que 1'on trouve par exemple dans ([D-F-I] Lemma 9), via I’existence d’une fonction

hy telle que
/ |hy (1) dt < log 6Y,

— o0

et telle que pour tout k entier > 1, on ait

/ hy (t)k™ dt =

> 0 dans le cas contraire

1 sik<Y

1 1

En posant que g,(n,a) vaut 0, 1 — 51 —p—1> suivant que (p,n) > 1, n =a (mod p), oun # a (mod p)

et p fn, on écrit la partie gauche de (2.4’) sous la forme

ZZ‘Z/ hy (£)(pn)™ f (n)gp(n, a dt‘ ZZ(/ |hy (1 |‘Zn’tf n)gp(n, a)‘ dt)
DOV ([ il a ([ i@l S s a @)

< log 6. (c19(log 6) (P~ + P) (3 I (m)?)).

par l'inégalité de Cauchy—Schwarz, la propriété de la fonction hy et 'inégalité (2.4) appliquée a la fonction
fn)n™.
|

Le lemme suivant montre que pour presque tout entier n, le produit des petits facteurs premiers de n
est petit. On a ([Te] Lemme 3, [H-T], Theorem 07, p. 4)



12

LEMME 2.6. — Il existe deux constantes absolues c11 et c12 > 0, telles, que pour tout 2 < u <wv < z,

on ait linégalité

log v

n < x; ”>v}<c rexp(—c .

ﬁ{ > plu_|[np = =~ Cn xp( 1210gu)
p<u

Le dernier lemme est de nature combinatoire, il est obtenu par itération de la formule
4(ANB) > 44+ 1B — 8¢,

valable pour tous sous—ensembles A et B d’un ensemble fini £. On trouve déja 'utilisation d’une telle

inégalité dans ([Mil] p.77) pour rechercher des petites sommes d’exponentielles. On a

LEMME 2.7. — Soient &; (1 < i < k), k sous—ensembles d’un ensemble fini E On a alors l'inégalité
k
ﬁ(é‘l m---mé’k) >t - (k- 1)EE.
i=1

Le dernier lemme est un cas particulier d’un résultat de Shiu ([Sh] Theorem 1). Il permet de majorer
une fonction multiplicative & comportement raisonnable dans une progression arithmétique et contient,
en prenant pour f la fonction caractéristique des entiers dont les facteurs premiers sont supérieurs & un

certain z, les habituelles majorations du crible.

LEMME 2.8. — Soit f une fonction multiplicative positive telle

e [ existe une constante positive Ay telle que, pour tout p et tout £ > 1, on ait
F') < Af,
o [l existe une fonction Ay : R*T — R telle que, pour tout n > 1, on ait
f(n) < Az(e)n®.

Alors pour tous les entiers a et k, vérifiant (a,k) = 1, tout réel x tel que x > kS on a la relation

z 1 fp)
; fn) < m.logxexp<pz<; 7),

n=a (;]od k) pT/fc

ot la constante implicite du symbole <, ne dépend que de A; et de la fonction As.

II1. Preuve de la majoration de A*(z) et de A(x)
Cette démonstration débute comme [Ho|. Pour alléger les notations, on pose

. KI(1,a;n)
Kl ((Z, TL) = W,
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ce qui conduit a I'égalité

A () =) [KI*(1;n)].

n<x

Y = exp(loi) 7 =i
cizloglogx/’ ’

ol c13 est une constante choisie assez grande. Chaque entier n se factorise de fagon unique en

On pose

avec

v =TI v
p<Y

pYlIn

La somme A*(z) se décompose en

Ay =Y |K1*(1;n)|+0<z 1),

anZ n">Z

soit encore

(3.1) Ar(@)= Y K (1;n)] +0(10§x),

n<x
nb <z

par le lemme 2.6, pourvu qu’on ait ci2c13 > 4, ce que nous supposerons par la suite.

On utilise la multiplicativité croisée, sous la forme

—2 —2
KI*(15n)] = KU ("5 nf) | [KL (nF 75 0”))|

—2
< |KI*(nF"3 ).

On incorpore cette inégalité dans (3.1) et on regroupe suivant les classes @ modulo n” (noter la relation

(n”,nf) = 1), d’ont I'inégalité

(3.2) A'(z) < Z Z |Kl*(fz2;m)|ﬂ{r§%;Tza(modm), p|r:>p>Y}+O< L )

log =
m<Z a (mod m)
plm=p<Y (a,m)=1

=

Puisquonam < Z < Z < (%) , une application classique du crible ([H-R] Theorem 3.6, ou lemme 2.8,

par exemple) donne

A% (z) < Z Z |K1*(a2;m)|<m:;m)-10g1y> + loz:c

m<Z a (mod m)
plm=p<Y (a,m)=1

(3-3) x log log x 1 1 5 x
L — —(— IK1*(a ;m)|) + .
log x n; m\p(m) (rgd: . log x
plm=p<Y (a,m)=1

D’apres le lemme 2.4, on a 1’égalité
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1 . 1
— > KI(ahp) = —— > |cosly .

(P(p) a (mod p) So(p) a (mod p)
(a,p)=1 (a,p)=1
. 2 "
(3.4) = —/ | cost|sin?t dt+0(p7i)
™ Jo

4 1
= — O i .

3~ TO0™)

On rappelle aussi la relation triviale

1 .
o) > K (e’ p) < 1.
a ((mo;lipik)

Ainsi, par la multiplicativité croisée, on a, pour tout m > 1, 'inégalité

ﬁ > K (a®m)| < k(m),

a (mod m)
(a,m)=1

ou k(m) est la fonction multiplicative définie par
(3.5)

Grace a (3.4), 'inégalité (3.3) devient alors

A (z) < xloglog x Z f<c(m)jL x

log — m log
plm=p<Y
zloglog x L L0t T
< lgg H<1+3” (p )>+1
ogx oy P ogx

log1 l-57
<<x.< og ogx) 3 7
log

par la formule de Mertens. Ceci termine la preuve de majoration de A*(z), formule (1.4).

La démonstation de la majoration de fl(x) est assez proche de la précédente. On pose

Kl(a;n) = W.

Ainsi |Kl(a;n)| < 20", On a la suite d’égalités

Ay =S [KiLm) = 3 |K1(1,n)|+0< 3 2w<n>).

n<x n<a n<a
anZ n">Z



Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz et le lemme 2.6, on a

320 () (£ 1) =0f(elor' st Gempi-enigir)) =0

n<wz n<x n<wz
nb>z nb>z

15

pourvu que c13 soit suffisamment grand (c12¢13 > 20). Par la multiplicativité croisée écrite sous la forme

Ki(1;n)] < 220D [KI(nE 3n%)),
on a, de fagon similaire a (3.2), I'inégalité

Any < Y Y Ki@gm)| Y 2w<r>+o( ”“’)

m<Z a (mod m) T
plm=p<Y  (a,m)=1

<
< Y Y K@m (e 2) s
m<2z (mod m) map(m) log x yep<s P
< a (mod m SpST
plm=p<Y (a,m)=1

par le lemme 2.8. En utilisant la formule

1
Z — =loglogy + c14 +0o(1) (y — 00),
Py

et la fonction s introduite en (3.5), on parvient a

5 2 w(m)
Az) < =. (loglog ) Z 2 k(m) x

log — m log
plm=p<Y
. (log log x)? H <1+ % +O(pi)) N T
" logx oy D log

loglog x\ 1~ 3=
< z(loglog ac)(m) ,

ce qui termine la preuve de la majoration (1.5) de A(z).

IV. Preuve de la minoration de A*(x)

L’outil principal en sera la

ProposiTION 4.1. — Pour P — oo, on a l’égalité

> Y rm=(2 X f(n))(% /jsinzadem(p%))Jro((ng)(pﬁp)%(%w)%(znjyf(n)P)

pEP, pn<Y peEP pn<lY
0, 72 €la.0]

1
2

uniformément sur 0 < a < B < m, sur tout ensemble de nombres premiers P C [P,2P|, toute fonction

arithmétique f telle que f(n) =0 sin > N ou (n, HpeP p) > 1 et tout réel Y > 2.

)



16

Preuve. C’est une application du lemme 2.3 (loi de Sato-Tate verticale pour les angles ¢, z2) et du

lemme 2.5 (grand crible). On écrit

(4.1)
Y Yim-Y Y Y =Y Y3
pEP, pn<Y 1<e<p—1 n=a (mod p) per P 1gasp—1 pn<Y
6 —2€la,p] a0 —o5<p pn<Y aso, —o<B
P, p.a
YT { > - Y s }
pEP 1<a<p-1 n=a (mod P) pn<Y
age, 2<p pn<yY

Le premier terme a droite de (4.1) vaut, d’apres le lemme 2.3

iy A Y =Y > (2 [Csnoan o)),

peEP 1<a<p—1 pEP «
pn<Y a0 —2<p pn<Y

pour P — oo, uniformément sur Y, o et 8 comme dans I’énoncé. Pour le deuxiéme terme a droite de
(4.1), on utilise I'inégalité de Cauchy—Schwarz et le lemme 2.5, pour écrire que ce terme est
1

< (PP)* (olo? v)* (5 + +P) (S lwP)*

ce qui termine la preuve de la proposition 4.1.

|
Passons a la preuve du théoreme 1.2. On fixe I'entier £ > 4 puis on définit le réel v (< 7) tel que
2 [T 1 1
;/0 sinzedﬁzﬁ—ﬁ.
On considere les k—uplets (Py,- -, Px) de réels définis comme suit
d<j<k, PBj=2% eXP(IOgJ% z), NEN, P< iexp(log% z)
ji=3, Py =2%g1, A3 €N, Py <
(4.2)
j=2, Py =237, Az €N, Py < da3
[ =1, Py =2Ng3, MEN, PP <ua
Ceci étant fixé, on note
E(Pry- Pe) = {(p1,-+,pr) + Py <pj <2P; (1<j<k), pr--pp <,
et
Ei(Pr, -, Py) = {(Pl,"' k) €EPL -+ Py) 30, s € 0,7 U [ny,w]}.
Remarquons que les inégalités contenues dans (4.2) entrainent que pour (pi,---,px) et (pf, -+, p))

éléments de E(P1, -+, Py), on a (p;,p}) = 1 pour i # j, et I'encadrement

N[

(4.3) exp(logFT z) < P < (Py---Pyp)3a~ % (1<j<k).



17
La proposition 4.1 appliquée avec
Fn) =4{(p1,- -, Pj—1, D41, Pk) s =DP1- - Dj—1Pj41 - Pry P <pi <2P; (i # )},

Y =z, P={p;; Pj <pj <2P;}, la définition de v et les inégalités (4.3) impliquent la relation

5P P = (1= 50) +o() (P -, i)

2k
P...P P ... P
—i—O((logm)Pj( ! J ;JH b
J

N

1
—|—Pj)2(Pl"'Pj71Pj+1"'Pk) )
1 1. 1

= ((1 - %) + 0(1)>ﬁ5(P17 e, Pp) + O<P1 - Py eXp(—§ log*+1 33))

Ainsi, pour z assez grand, on a, pour tout 1 < j < k
2 1 1
8Ei (P, Pp) > (1— 3—k)jj8(P1, s Pr) — O(xexp(f§logk'+1 z)).

Le lemme 2.7 implique que l'intersection de sous—ensembles de E(Py,---, Py)

F(Py,-, Pp) =& (P, P) NN E(Pr, -, Pr)

est assez grande, puisqu’elle vérifie

1 1 1
ﬁf(Ph?Pk:) > gﬁg(Plavpk) —Ok(g;exp(—alogk_ﬂ .’L'))

Pour (p1,---,pr) € F(P1,--- Px), on a, par la multiplicativité croisée la minoration
[KI*(1;p1 -+ - p)| = |cos 0, 5mpr2| -+ - [cos 0, smg2] > cos” .
En sommant sur les (P, -+, Py) vérifiant (4.2), on a la minoration
> > K (Lipy-pi)| = Y > KI*(1;p1 -~ i)
(P1,++,Py) (p1,+pk) EE(P1,++, Pr) (Pr,++,Px) (p1y5pk) EF (Pryeo+, Pr)
k 1
> COS?’ 7 Z #E(Py, -+, Pr) — Ok(xexp(—glog#l z)).
(P, Py)
Ceci conduit donc & la minoration
cosk 1 1
Z IKI*(1;n)| > 3 Z E(Pr, -+, Pp) — Ok exp(—g log ¥+ )
n<e (P Pr)

COSk’}/ €T 1 1 1
> 3 ;---%:(W(ﬁpz.npk)—7r(x3))—Ok(xexp(—glogm a:)),

ol les variables p; vérifient z3/10 < py < 2'/3/4, 2V/* < p3 < 23/19/4 et exp(log/VUTV z) < p; <
iexp(logl/ I 2), pour 4 < j < k. Par application itérée du théoréme des nombres premiers, on obtient la

minoration

L 3

(loglog z)*~3,

Z [KI™(1;n)] >

n<x

log
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ce qui termine la preuve de la minoration de A*(z). Enfin on constate que les n = p; ---p; comptés
précédemment, sont tels que 2¢(™ = 2% ce qui explique la minoration de A(x) (théoréme 1.2) avec la
valeur annoncée éo(k) = 25+3¢j (k).

|

V. Preuve du théoréme 1.4

La preuve du théoreme 1.4 n’est pas structurellement différente de celle des théorémes 1.2 et 1.3, mais
nécessite de placer I’étude des sommes Sy dans le cadre suffisamment général construit par Katz ([Ka2],
[Ka3]). Ce cadre apparait de nouveau dans [Mi2]. Ici, dans un premier temps, nous résumons [F-M] §II.

Pour chaque fraction rationnelle vérifiant H ou H’, pour chaque nombre premier p assez grand, chaque
premier £ # p, on construit un Q, faisceau de rang k § sur IP’IIFP, noté Sy, qui vérifie entre autres les
propriétés
— Pour tout a € I}, on a

tr(Frob,, Sy) = O‘f,p,a%

avec o, o nombre complexe de module 1,

— Le groupe de monodromie géométrique G&°™ coincide avec le groupe de monodromie arithmétique

et vaut SLy,, si f vérifie H ou vaut Spy,, si f vérifie H'.

Soit K un compact maximal de G&8%™, On rappelle (voir §I ci-dessus) qu’on choisit
K = Gy,

avec Gy = SUy,(C), si f vérifie H et Gy = USp,, (C), si f vérifie H'. Soit K" 'ensemble des classes de

conjugaison de K et soit ugr la mesure image sur K9 de la mesure pilaar har la projection canonique.

Pour tout a € F)J, la classe de frobenius Frob, définit une classe de conjugaison HEW € K*, pour laquelle

on a I’égalité

_ [S¢(@p)|
VP

(Voir &I, pour la définition de 6y, ,.) Le résultat fondamental de Katz est

\tr(ﬁf,va)] (=kfpcosbypg).

ProrosiTioN 5.1 ([Ka3], 7.9, 7.10). — Sous les hypothéses précédentes, quand p — oo, les classes
de conjugaison {92 a}aeﬂ,x C K deviennent équiréparties pour la mesure pugr, i.e. pour toute fonction g,
’ P

continue sur K%, on a

) 1
lim —— 9(05, o) :/ g(6%) dugr.
q—00 p — 1 ’ Kb
a€Fy
L’emploi de cette proposition conduirait aux encadrements de A%}(z) et de Ay (x) énoncés dans le
théoréme 1.4, mais avec un facteur supplémentaire de la forme log® x pour chacune des majorations. Pour
éviter I'apparition de ce facteur, il est nécessaire de faire un calcul de discrépance dans le méme esprit

que les lemmes 2.2, 2.3 et 2.4, mais dans un cadre plus général. Un tel calcul a été fait dans [F—-M] §II,

ce qui nous permet d’en esquisser les principales étapes.
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Soit h une fonction radiale sur C, & support compact, & valeurs dans R*, de classe C*°. On considere

la fonction H définie par
K — R*

0 — H(O)=h(%’

)

En tout point 8 € K, on a le développement en série
(5.1) 1) = [ 1) Q= )+ 3 (o),
P
ol p parcourt I’ensemble des représentations irréductibles non triviales de K et
) = [ HOGGO) auf o)

Par sommation de (5.1) sur les wa, on obtient

62) 5 3 HE) = [ 10) @)+ 0= L1 | L o 00630)]).

p—1
a€Fy a€Fy

La majoration ([F-M] lemme 2.3)

>t (p(65,))] < kpdimp /p

a€Fy
transforme (5.2) en

1 aar -1
(53) 5 3 1@ = [ 1) @) + o),
aEF;

avec

IH|" = dimp |H(p)|.

p
Pour parfaire I'’étude du terme d’erreur de (5.3), nous étudions ||H||%. Dans ce but, nous introduisons

certaines hypotheses décrivant la régularité de h :

(5.4) Il existe A > 0 et des constantes c; tels qu’on ait |h9)(t)] < ¢;ATI(Vt € RY Vj > 0)
et
(5.5) Le support de hyg est inclus dans un intervalle de longueur L.

(Notons qu’en raison de I'application & la fonction H, on peut supposer 'inégalité L < 2k.) La majoration
de ||[H||% a été traitée dans le cas particulier ot L = A ([F-M], formule (2.21) car dans ce travail, on

cherchait de petites sommes d’exponentielles). Par une légere généralisation, nous avons
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LEMME 5.2. — Pour toute fonction h comme ci-dessus, vérifiant en outre les conditions (5.4) et (5.5),

on a l'inégalité
dim K

|H||* < A(L, K)A~= 75,

avec )
Lz si K = USp, et k> 2

ANL,K) = L si K=SUpetk>3, k#4
L(log(1/L))2 si K =SUy et k = 4.
La constante dans le symbole < ne dépend que de k et de la suite des c; de Uhypothése (5.4).
Dans I’énoncé du lemme 5.2, on rappelle les valeurs respectives des dimensions
. 2 . k

dimSU, = k“ —1, dimUSp, = §(k:+ 1),
et on remarque I'inégalité A(L,K) = Oy, (1). Par la définition de la mesure ug,, donnée au §I, on a
Iégalité

%
[ #1O) a6 = [ nileos)) due, ).
K 0

Les remarques précédentes, la formule (5.2) et le lemme 5.2 entrainent le résultat suivant, que nous

pourrions rendre plus précis mais qui sera satisfaisant pour les applications :

LEMME 5.3. — Soit f une fraction rationnelle comme ci-dessus, vérifiant ky > 2 et vérifiant H ou H'.
Soit h : R — R™ une fonction a support compact, de classe C*, vérifiant (5.4), pour un certain A > 0.

Il existe alors une constante 6y > 0, telle qu’on ait l’égalité

1 2 1.
— Zh(\cosef,p,a\):/g h(| cosb]) dug, (6) + Of (2 A~91).

aG]F;

Le lemme 5.3 joue ainsi le role du lemme 2.2. En recopiant la preuve des théoremes 1.1 et 1.2 dans le

cadre plus général qui nous intéresse, nous parvenons aux encadrements

. 7 L . . (loglogx\1-1s
(5.6) (k) gz loglos ) < Aj(@) < cga( Tlogz )
et
i " . 3 _/loglogx\1—Fksls
(57) C5(k?)log$(10g10g$)kSAf(CU)§06$(10g10g$)k‘f 1( lgo—gi > )

ou [y désigne l'intégrale
)
Iy = / cost dug, ().
0

Il reste & majorer cette intégrale. Par définition, on a 1’égalité

1 [trace (A)] dufl (4),

ks e,
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ou, suivant les cas Gy = SUg, ou Gy = USp ; et d,ug&;ar est la mesure de Haar correspondante. Par

l'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a
1 Haar % 2 Haar %
(5.8) Iy < k—f( , i ()" ( ,, lace (AP du; (4))

Par définition de la mesure de Haar, la premiere intégrale vaut 1. Pour interpréter la seconde intégrale a
droite de (5.8), on écrit que A — [trace (A)|? est le caractere de la représentation St ® St de Gy , ot St

désigne la représentation standard de Gy, (qui agit sur 'espace vectoriel naturel sous—jacent Cks) et
| terace () duti(a
f

vaut précisément la dimension des G y—invariants de la représentation St ® St. 11 est facile de voir que cet

espace est de dimension 1. Par (5.8), on a donc la majoration

1
I, < —.
f kf

Reportant cette majoration dans (5.6) et (5.7), on termine ainsi la preuve du théoréeme 1.4.
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