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Chapitre 1

L’espace R"

1.1 Exercices

1. Une propriéte de la norme euclidienne. Soient x,y € R™ et || - ||2 la
norme euclidienne, i.e.

Il = /%) = (Zx>

k=1

pour tout x € R™. Calculer
[l +yl3 +[1x = yll5 = 2/xl13 - 2[lyll3

2. Inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace euclidien. Soit (E, (-, -))
un espace euclidien. Montrer que pour tout x,y € E :

‘<X7y>| < V <X7X> "V <y7Y>

3. * Inégalité de Holder et normes sur R™. Pour x € R™ et p > 1 soit

n 1

Il = (Yl

k=1
De plus, soit

Il loc = ma o

1 1
(a) Montrer I'inégalité de Holder : pour tout x,y € R" et — + — =1
p D
(avec la convention que si p = 1, alors p’ = oo et vice versa) :

|, 3] < [xllp ¥l

(Idée : si p > 1 voir I'inégalité de Young, Analyse 1, chap.5.5.3, p.115
et montrer que pour tout ¢t > 0 :

x5 Il
+ /
p p

[(x, )| <

et en déduire l'inégalité de Holder.)
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(b) Montrer que ||x||oo définit une norme sur R™.
(¢) Montrer que ||x||; définit une norme sur R”.

(d) Soit 1 < p < co. Montrer que ||x||, définit une norme sur R™. Pour
démontrer 1'inégalité triangulaire utiliser la convexité de la fonction
u — |ulP. Montrer d’abord que pour tout ¢ €]0,1[ et tout x,y € R™

[l +yllp <t 7Plxllp + (1 =)' P [lyll.

En déduire I'inégalité triangulaire en cherchant le ¢ optimal.

(e) Deuxieme démonstration de I'inégalité triangulaire. Soit 1 < p < oc.
Montrer que

n
Ix+yl5 <> laellor + yelP™" + lyelloe + yelP™!
k=1

et appliquer 'inégalité de Holder.
(f) Pour tout x € R™ donner lim [|x]|,.
p—o0

4. Sous-ensembles de R™

(a) Soit S = {(z,y) € R?:0 <y < (1+ 22)e"1*I}. Donner %,5’ et 0S.
Calculer ensuite 'aire de S.

(b) Soit T = {(x,y) € R? : 1 < 2 + 4y?® < 4}. Donner T,T et OT.
Calculer ensuite 'aire de T'.

(c) Considerer 'ensemble des nombres rationnels Q C R. Donner Q,Q

et 0Q.

Formules utiles.

I(z) = / t*“le7tdt, T'(n+1)=n!
0

2

/x mdt— V1 — 2?2 + arcsinzx

2 2
Eop ={(z,y): % + % <1}, a,b>0 Aire(E,;) = mab.

5. Soit f : X — R une fonction continue sur un espace métrique (X, dx).
Montrer que pour tout ¢ € R :
(a) E={xe€ X : f(x)=c} est fermé.
(b) F={xe€ X : f(x) <c} est fermé.
(c) G={x€ X : f(x) < c} est ouvert.
6. Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. Soit v € E, (v,v) = 1. Alors

Px = {(v,x)v (1.1)

définit un projecteur orthogonal (c’est la projection orthogonale sur v).
Montrer que P est continue.
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1.2 Corrigés

1. Une propriéte de la norme euclidienne. Par les propriétés du produit
scalaire nous avons
Ix£yl[3=(x£ty,x+y)
= (x,x) + (y,y) £ (x,y) £ (y,%)
= [IxII3 + [yl £ (x,5) £ (v, %)
et par conséquent
[Ix + 5+ [1x = yll5 — 2/xlI3 — 2[lyll5 = 0

On appelle cette identité aussi l'identité de parallelogramme. Pourquoi ?

2. Inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace euclidien. Soit (E, (-, -))
un espace euclidien. Montrer que pour tout x,y € E :

|(x,y)| < Vxx) -V {y,y).

Corrigé. Pour tout x,y € F et A réel :
0 < <X - )\Yax - Ay> = <X7X> - 2>\<X7y> + A2<Y7y>

On minimise par rapport & A : si y = 0 il n’y a rien a démontrer (les
deux membres de l'inégalité de Cauchy-Schwarz sont zéro). Si y # O,
alors (y,y) > 0 par la positivité du produit scalaire le minimum de ce

polynome de degré 2 en A se trouve en A = 2;’ ii On obtient
2
v,y

donc 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
3. * Inégalité de Holder et normes sur R™. Pour x € R™ et p > 1 soit

n 1

Il = (Y lonl?)"

k=1
De plus, soit
[|X|]occ = max |xg]|.

1<k<

1 1
(a) Montrer I'inégalité de Holder : pour tout x,y € R™ et — + - =1
p p
(avec la convention que si p = 1, alors p’ = oo et vice versa) :

| )| < IIx[plly]p-

(Idée : si p > 1 voir 'inégalité de Young, Analyse 1, chap.5.5.3, p.115
et montrer que pour tout t > 0 :

x5 Pyl
+ /
P P

[(x, y)| <

et en déduire l'inégalité de Holder.)
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Corrigé. Notons d’abord que nous pouvons supposer X,y # 0 car
sinon I'inégalité est triviale (les deux membres sont égales & zéro). Par
I’inégalité triangulaire pour la valeur absolue nous dérivons I'inégalité

de base :
n n
Zxkyk < Z |zkl - [ygl-
k=1 k=1

Il en suit directement 'inégalité de Holder pour p =1 :

|(x,y)| =

(%, ¥)] < [1xll[y]]oc-
Soit p > 1. Par l'inégalité de Young, pour tout ¢ > 0 et tout & :

laplP P |y? 1 1
2 L 1 LI,
p p p P

Par conséquent, en remplacant les sommes par les normes :

lzk] -yl = [tzx] - |t yw] < -

el 1" [yl

P P

[(x,y)| <

Si on définit ,
£(t) = lxlly Pyl
' p i

alors f :]0, 0o[—]0, co[ est une fonction strictement convexe ayant un
unique minimum global. En fait

F1(@) = Hixllp = 7 Iyl ) > 0.

L’unique point stationnaire est donné par

/
P 1
I3

1 PP/ PPI

1 P+’ p+p’
f) =+ ) (||x||;;+P Iyl ) — il iyl

En notant que f(t) > [(x,y)| (la prémiere inégalité) nous avons
démontré 'inégalité de Holder.

Montrer que ||x||o définit une norme sur R™.

Corrigé. 1. Positivité. ||x||cc = max |zi| = 0 si est seulement si
1<k<n

|xx] = 0 pour tout k ce qui est équivalent & x = 0.
2. Homogénéité. Pour tout A € R et tout x € R™ par I’homogénéité
de la valeur absolue :

[[Ax[[oc = max [Azy| = max |A|lzg| = |A] max |zx] = [A][[x]|o
1<k<n 1<k<n 1<k<n

3. Inégalité triangulaire. Pour tout x,y € R" :

[P+ ¥lloo = max oy +yil < max x| + [yl

IN

max o] + max [yl

[loo + [y ]oo-
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(c) Montrer que ||x||; définit une norme sur R™.

n
Corrigé. 1. Positivité. ||x||; = Z |zk| = 0 si est seulement si
k=1
|zr| = 0 pour tout k ce qui est équivalent & x = 0.
2. Homogénéité. Pour tout A € R et tout x € R™ par ’homogénéité
de la valeur absolue :

Al =D sl = A D Jzil = [A][[x]]a
h=1 k=1

3. Inégalité triangulaire. Pour tout x,y € R" :

n

n
Ix+ vl = lon+yul <Y ox] + [yl
k=1 k=1

= [Ix[l + [yl

(d) Soit 1 < p < co. Montrer que ||x]||, définit une norme sur R™. Pour
démontrer 1'inégalité triangulaire utiliser la convexité de la fonction
u +— |u|P. Montrer d’abord que pour tout ¢ €]0, 1] et tout x,y € R

[l + w5 < ¢ 7P|Ix| |5 + (1 — ) 77|y][5.
En déduire I'inégalité triangulaire en cherchant le ¢ optimal.
n
Corrigé. 1. Positivité. ||x|[} = Z |zk|P = 0 si est seulement si
|xx] = 0 pour tout k ce qui est équixlfgzjllent ax=0.

2. Homogénéité. Pour tout A € R et tout x € R™ par ’homogénéité
de la valeur absolue :

n 1 n 1

Il = (3 hanl?) " =X lenl?) " = N el

k=1 k=1

3. Inégalité triangulaire. Par la convexité de la fonction u — |ulP
on an pour tout i, yr ERet 0 <t <1:

|z + yi|P = [t a4+ (1 — ) (1 — ) Ly ?
<t wlP + (L= 0|1 — ) yel? =P a]P + (L= )P |yl?

d’ou en prenant la somme sur k :
[l + w5 < ¢ 7P|Ix| |5 + (1 — ) 77|y][5.
La fonction f :)0,1[—]0, co[ définie par
F(&) =t 7P)Ix]p + (1 =) Py ]}

est une fonction strictement convexe ayant un unique minimum glo-
bal. En fait

F1#)=@-D(=t7lxlp+ @ =0lyl}), [ >0
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L’unique point stationnaire est donné par

11—t _ HYHP
to [1x[[,
c’est-a-dire
B P |
[1xllp + ¥l |1l + [yl

et
F(to) = (IIxllp + Iyllp)” > lIx + ylI5

(e) Deuxieme démonstration de l'inégalité triangulaire. Soit 1 < p < oc.
Montrer que

n
Ix+ 315 <> laellew + vl + [yelloe + il
k=1

et appliquer 'inégalité de Holder.

Corrigé. En appliquant 'inégalité de Holder avec les exposants p

p

tp = ——:
e p p — 1

n n % n "T’l
EJ%WHWP%{EJWﬁ<§mem) — | x| xy] B!
k=1 k=1 k=1
et

n n 1 n p—1

P P

XNMuww*s(XMw)(gywww) — iyl ity
k=1 k=1 k=1
d’ou

lIx + 15 < (Il + [lyllp)lx + vl
donc 'inégalité triangulaire.

(f) Pour tout x € R™ donner lim [|x]],.
p—00

Corrigé. Noter que pour tout p > 1 et tout x € R™ :
1
x[loe < [Ixl[p < n7lx][oo
d’ou par le théoreme de deux gendarmes

Tim [1xlly = [x]|o-

4. Sous-ensembles de R™
(a) Soit S = {(z,y) € R?: 0 < y < (1 + 2?)e”I*I}. Donner S, S et 0S.
Calculer ensuite 'aire de S.
(b) Soit T = {(x,y) € R? : 1 < 2 + 4y? < 4}. Donner T,T et OT.
Calculer ensuite Iaire de T'.

(c¢) Considerer I'ensemble des nombres rationnels Q C R. Donner Q,Q

et 0Q.
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[e]
Corrigé a. S = S. La raison est essentiellement les inégalités strictes
dans la définition de S et la continuité des bords donnés par les fonctions
y = f(z) = (1+x2)e~1*l et y = 0. La preuve rigoreuse consiste & démontrer
que pour tout point (x,y) € S il existe une boule B, de centre (x,y) et de
rayon € > 0 telle que B, C S. Soit alors (g, ) € S donné.
— 1l existe h > 0 tel que Jyo — h,yo + h[C]0, f(xo)[. Par conséquent, le
ségment {zo} X Jyo — h,yo + h[ est dans S.
— Par la continuité de f(x) = (14 22)e~1*l il existe § > 0 tel que f(z) >
Yo + h pour tout x €]Jxg — 4, xg + I
— Par conséquent, le rectangle |xg — &,z + 8[X|yo — h, yo + h[ est dans S.
— Choisir € = min(h, §) pour rayon de la boule (euclidienne).
Ensuite on a 95 = {(z,9) € R?: 0 =y, ouy = (1 + 2?)e” 1} et

S§=85SUdS={(z,y) eR2:0<y < (142 2l}

Calcul de Daire :

Aire(S) = /_OO (1+22)e1*lde = 2/000(1—1—372)6_"(1:10 =2r(1)+2I'(3) =6

Le domaine S - casque a pointe.

Corrigé b. T =T, 0T = {(z,y) € R? : 1 = 22 + 49?, oua? + 4y = 4}
et

T=TUdT = {(z,y) €R? : 1 < 2? +4y* < 4}
Calcul de I'aire : Le bord de T est donné par les deux ellipses E(1,1/2) et
E(2,1). Noter que E(1,1/2) C E(2,1). Donc

T
Aire(T) =27 — — .
ire(T) T 5 5
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Corrigé c. Par un résultat du cours Analyse I, ’ensemble QQ est dense
dans R. Entre deux nombres réels il existe toujours un nombre rationnel
et vice versa (voir aussi exercices Analyse I, chapitre 1). Par conséquent
tout point de QQ est un point frontiere. Donc

Q=0 8Q0=Q=R.

5. Soit f : X — R une fonction continue sur un espace métrique (X, dx).
Montrer que pour tout ¢ € R :

(a) E={x€ X : f(x)=c} est fermé.
(b) F={xe€X: f(x) <c} est fermé.
(¢) G={x€ X : f(x) < c} est ouvert.

Corrigé. Si F est vide, alors E est fermé. Si F n’est pas vide, alors
pour tout point adhérent x de E et toute suite (x,,),, d’éléments de E qui
converge vers X : f(X,) = ¢ pour tout n et par la continutité de f

c= lim f(x,) = f(x)

n—oo

d’ou x € E. Pour F c’est le méme argument (remplager ”= ¢” par ”< ¢”).
L’ensemble G est le complémentaire de I'ensemble fermé{x € X : f(x) >
¢}, donc ouvert.

6. Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. Soit v € E, (v,v) = 1. Alors
Px = (v,x)v (1.2)

définit un projecteur orthogonal (c’est la projection orthogonale sur v).
Montrer que P est continue.

Corrigé.
|1Px||* = (Px, Px) = (v,x)* < [Ix||?

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.



Chapitre 2

Courbes dans R"

2.1 Exercices
1. Deux Formules.
(a) Soit f,g : R — R™ deux fonctions de classe C'. Montrer que

%(f(t%g(t» = (f'(t), g(t)) + (£(1), &' (1)).

(b) Soit a = (ay,az,as),b = (b1, ba, b3) € R3. Le produit vectoriel a x b
de a et b est défini par

a2b3 — (Lgbg
axb= < aszb; — a1bs )
a1b2 — agbl

Calculer
(a x b,a), (axb,b)et (axb,axb).

Soit f,g : R — R™ deux fonctions de classe C'*. Montrer que
d
=7 (F() x (1)) = £'(t) x g(t) + £(t) x &' (1).

2. Mouvement libre. Soit r : R — R® une courbe de classe C? telle que
£(t) = 0. Pour m > 0 on introduit la quantité de mouvement p(t) = mr(t)
et le moment cinétique L(t) = r(t) x p(¢).

(a) Montrer que L(t) est constant.

t 4
(b) Montrer que lenergie E(t) := @(;’A est constante.
m
3. Oscillateur harmonique en trois dimension. Soit r : R — R? une
courbe de classe C? telle que #(t) = —w?r(t), w > 0. Pour m > 0 on

introduit la quantité de mouvement p(t) = mi(t) et le moment cinétique
L(t) = r(t) x p(t).
(a) Montrer que L(t) est constant.

(p(t), p(t)) , mw?(r(t),r(t))

est constante.
2m + 2

(b) Montrer que l’energie E(t) :=

10
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2.2 Corrigés

1. Deux Formules.
(a) Soit f,g: R — R™ deux fonctions de classe C'. Montrer que

%@(t),g(t» = (f'(1), g(t)) + (£(1), &' (1)).

Corrigé. Par la définition du produit scalaire et les propriétés de
la dérivée (linéarité et regle du produit) on a

(b) Soit a = (ay,az,as),b = (b1, ba, b3) € R3. Le produit vectoriel a x b
de a et b est défini par

asbs — asbe
axb= < a3b1—a1b3 >
albg — a2b1

Calculer
(a x b,a), (axb,b)et (axb,axb).

Soit f, g : R — R" deux fonctions de classe C'. Montrer que

D (0(0) % /(1) = (1) x g(0) + 1) x &/(1).

Corrigé.
(axb,a)=0, (axb,b)=0
et
<a X b7a X b> = <a7 a><b7b> - <av b>2

2. Mouvement libre. Soit r : R — R? une courbe de classe C? telle que
#(t) = 0. Pour m > 0 on introduit la quantité de mouvement p(¢) = mi(t)
et le moment cinétique L(t) = r(t) x p(¢).

(a) Montrer que L(t) est constant.
(p(t), p(1))
2

m

(b) Montrer que l'energie E(t) := est constante.

Corrigé. L(t) est de classe C' et par I'exercice 3 L(t) = mi(t) x ©(t) +
mr(t) X ¥(t) = 0. Par le théoréme des accroissements finis (voir Analyse 1)
chaque composante de L(t) est constante donc L(t) est constant. L’energie
est de classe C!. Elle est constante puisque p(t) = mi(t) = 0 et par

I’exercice 3 ) )
. t t t t
By = PP (p(). D))
2m 2m
et on conclut de nouveau par le théoréeme des accroissements finis.

=0
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Corrigé - b. Alternativement on peut appliquer le théoréme des ac-
croissements finis pour résoudre pour r(¢). L’équation p(t) = mi(t) = 0
implique que p(t) est constant, c’est-a-dire p(t) = po = mvy pour un
po € R3. 1l en suit que I — (vbt) =0 dour(t) = vot+ro pour un ro € R3.
Par calcul direct il en suit que

Po,Po) _ m(vo, Vo)

L(t) = mrg x vo, E(t) := < o 5

3. Oscillateur harmonique en trois dimension. Soit r : R — R? une
courbe de classe C? telle que ©(t) = —w?r(t), w > 0. Pour m > 0 on
introduit la quantité de mouvement p(t) = mi(t) et le moment cinétique
L(t) = r(t) x p(t).

(a) Montrer que L(t) est constant.

(p(t),p(t))

2m

mw?(r(t), r(t)
2

est constante.

(b) Montrer que energie E(t) := +

Corrigé. En utilisant I’équation pour #(¢) on trouve comme ci-dessus
L(t) = mi(t) x #(t) +mr(t) x #(t) = 0+ mr(t) x (—w?r(t)) =0

et on conclut par le théoréme des accroissements finis (voir I’exercice ci-
dessus). De méme, 'energie est de classe C, et en utilisant 1’équation pour
¥(t) et les propriétés du produit scalaire (symétrie, linéarité en chaque
composante) on obtient

B = 2U:PO) )

(1) | mw?(E(t),r(t))
2m 2m

m(¥(t), r(t)) + mw”{r(t),r(t))

m(i(t) +wr(t), 1(1))

m(0,1(t)) = 0.

Remarque. Dans la pratique on ne sait souvent pas quelles quantités
sont constantes (on dit ” conservées”). Pour les trouver on multiplie I’équation
par des fonctions appropriées. Par exemple, si on prend le produit vectoriel

de Déquation #(t) = —w?r(t) avec r(t), on trouve

F(t) x r(t) = —w?r(t) xr(t) = 0

ce qui amene a L(t) = 0. Si on prend le produit scalaire de 1’équation

#(t) = —w?r(t) avec #(t), on trouve

ce qui est équivalent a

d . . d
(), (1) =~ L (e (0 (D)

d’out la conservation de I’energie.



Chapitre 3

Fonctions réelles sur R"

3.1 Exercices

1. Fonctions continues.
(a) Soit a,b € R™, a,b # 0. Montrer que la fonction f(x) = (a,x)-(b,x)
est continue en tout x € R™.
(b) Pour A € M,, R soit b: R" xR™ — R la forme bilinéaire donnée par

b(x,y) = (x, Ay). Montrer que b est continue en tout ( ; ) € R,

(c) Soit g : R — R une fonction continue. Montrer que f : R* — R

n
donné par f(x) = Zg(xk) ou zj dénote la k-ieme composante du
k=1
vecteur x, xx = (e, X), est une fonction continue en tout x € R™.
(d) Soit g : R - R, h : R® — R des fonctions continues. Montrer que
f:R™® = R donné par f(x) = g(h(x)) est une fonction continue en
tout x € R™.
2. Limites de fonctions réelles.
(a) Calculer
2 _ .2
lim LY
(@)—(0,0) 2% +y?

(b) Calculer

2 y2

lim T
()2 (0.0) " 22 + 32

(c) Soit f:R? — R la fonction définie par

sin(zy) si o

- y #0,
f(z,y) = { oo

1 si xy = 0.

Montrer que f est partiellement différentiable et donner ses dérivées
partielles.

3. Dérivées partielles.

13
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(a) Soit a,b € R", a,b # 0. Montrer que la fonction f(x) = (a,x)-(b,x)
partiellement différentiable en tout x € R™ et donner son gradient.

(b) Pour A € M, ,R soit b : R x R® — R la forme bilinéaire donnée
par b(x,y) = (x, Ay). Montrer que b est partiellement différentiable

en tout ( ; ) € R?*" et donner son gradient.

(¢) Soit g : R — R une fonction dérivable. Montrer que f : R” — R

n

donné par f(x) = Z g(xk) ol x) dénote la k-itme composante du

k=1

vecteur x, 3 = (e, X), est une fonction partiellement différentiable

en tout x € R™. Donner son gradient.

(d) Soit g : R — R dérivable en tout ¢t € R, h : R® — R partiellement
différentiable en tout x € R™. Montrer que f : R” — R donné par
f(x) = g(h(x)) est une fonction partiellement différentiable en tout

x € R™. Donner son gradient.
4. Soit f: R? — R la fonction définie par

z? 2) sin L si (x, 0,0),
f(z,y){( +yP)sin( ) .< y) # (0,0)
0 51 (xay) = (0,0)

Montrer que f est différentiable en (0,0) mais qu’elle n’est pas de classe

C' en ce point.
5. Hyperplan tangent. Soit f : R? — R la fonction donnée par

f(z,y) = 2* + ysinz + y? cos® x

(a) Montrer que f est partiellement différentiable et donner le gradient

de f.
(b) Donner ’équation du plan tangent au point (z,y) = (0, 1).
6. Soit f : R — R une fonction de classe C2. Soit x € R" et r = ||x]|o.

(a) Montrer que pour tout x # 0 on a

n—1

Af(r)=f"(r)+ f'(r)

(b) Soit f/(0) = 0. Donner

r

lim Af(r).

r—0

(c) Soit f:R3\ {0} — R la fonction définie par

sin(y/x2 + y2 + 22)
/m2+y2+z2 ’

flx,y,2) =

Calculer Af(z,y, 2).

7. Pour z € R et t > 0 on considere la fonction f(x,t) définie par

1 x?
exp(——).

fat) = = exp(-T
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(a) Montrer que f vérifie I’équation de chaleur, i.e.

of
ot

82
(x,t) — a—xé(x,t) =0

(b) Calculer

/f(a:,t) dx
R
(c) Soit g(x,y,t) donnée par g(x,y,t) = f(z,t)f(y,t). Calculer

o 82 2
ﬁ(xvyat) - Txg(%yat) - aiyg(l"al/:t)

ot
Remarque : 68722‘ = D,, etc.

8. Donner la matrice hessienne et le Laplacian de
f(z,y) = (x —y) cos(z +y).

9. Dérivées partielles.

(a) Soit a,b € R™, a,b # 0. Montrer que la fonction f(x) = (a,x) -
(b, x) est de classe C2. Donner sa matrice Hessienne et son Laplacien.
Donner la matrice symétrique A € Maz(R) telle que f(x) = 1 (x, Ax).

(b) Soit g : R — R une fonction de classe C?. Soit f : R* — R donné

n
par f(x) = Zg(xk) ou z, dénote la k-ieme composante du vecteur
k=

1
x, x = (ek,x). Donner la matrice Hessienne et le Laplacien de f.
2

10. Soit z = x + iy, i* = —1. Admettons que D,z = 1 et Dyz = i. Soit
A = D,y + Dy,. Pour tout entier naturel m calculer

Az™ AZ™ ARez™, Alm z™.

Pour m = 1,2, 3,4 donner Re 2™ et Im 2z™.

11. Soit U C R™ ouvert. Soient f,g: U — R deux fonctions de classe C?(U).
Vérifier que

A(fg)(x) = f(x)Ag(x) + 2(V f(x), Vg(x)) + 9(x)Af(x)

pour tout x € U. En utilisant cette identité et I’exercice 5 calculer ensuite
le Laplacien de

xy  sin(\/x? 4+ y? + 22)
h(z,y,z) = g(zx, T,Y,2) = .
sur U = {(z,y,2) € R3: 2 >0,y > 0}.
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3.2 Corrigés

1. Fonctions continues.
(a) Soit a,b € R™, a,b # 0. Montrer que la fonction f(x) = (a,x)-(b,x)
est continue en tout x € R™.

Corrigé . C’est un produit de deux fonctions continues (formes
linéaires) d’our la continuité de f. En fait, soient x,x; € R™ t.q.
lim x; = x. Alors, par la continuité des formes linéaires

j—o0

jli>nolo<a7 Xj> = (a,x), jlggo<b7xj> = (b, x),

d’ont lim f(x;) = f(x) puisque c’est le produit de deux suites numériques
j—o0
convergentes.
(b) Pour A € M, ,R so0it b: R” x R"” — R la forme bilinéaire donnée par

b(x,y) = (x, Ay). Montrer que b est continue en tout < ; > € R,

X;j

Corrigé-1. Pour tout suite de vecteurs ( Vi
J

> € R?" qui converge

X . . X
vers € R* on a lim x; =x et limy; =y dans R", c’est-a-
Yy j—oo j—o0
dire lim ||x;—x]|]2 =0, lim ||y; —y||]2 = 0 (avec la norme euclidienne
j—o0 j—o0

dans R™. En particulier, ||x,||2, ||y;||2 sont bornées. Par la bi-linéarité
de b :

b(xj,y;) = b(x,y) = b(x; — x,y;) +b(X,y; —¥)

Par l'inégalit de Cauchy-Schwarz et 'inégalité ||Ax||2 < [|A]|2]|x]]2
(voir cours, ch.1.6.1, p.14) on obtient :

b(xj, ;) =0, ¥)| < [[All2lly;ll2]x; —x|[2+][[All2]|x[|2[ly; —¥|l2 — 0

d’ou le résultat.

Corrigé-2. Le jeu e—4. Il faut montrer que pour tout € < 0 il existe

K ) € R?" de norme euclidienne

6 < 0 tel que pour tous vecteurs (

plus petite que 6 on a

|b(x +h,y + k) — b(x,y)| < e.

Noter bque pour la norme euclidienne dans R?" :

h
(5 ) 18 =1+ 2

avec les normes a droite prises dans R™ . Par ’estimation ci-dessus
du coorigé 1, pour tous x,y,h, k € R" :

b(x +h,y + k) = b(x,y)| < [[All2[ly + Kll2[[hll2 + [[All2][x]]2|[k]]2-
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On peut supposer que ||y + k|2 < C, ||x||2 < C pour une constante
C > 0. Alors,

b(x-+h, y+k)—b(x,y)| < C||All2(|[h[|2+[[k||2) < C[|All24/2[[h][3 + 2| |k|[3
par l'inégalité a + b < v/2a2? + 2b% pour tout a,b > 0. On choisit

5— ¢
V20| All2
(¢) Soit g : R — R une fonction continue. Montrer que f : R* — R

n
donné par f(x) = Zg(xk) ol x; dénote la k-itme composante du

k=1
vecteur x, x = (e, X), est une fonction continue en tout x € R™.

Corrigé. Soit par les suites soit par
n
Fex+h) = f(x) =D glwk + hi) — glax)
k=1
et |hy| < ||h||2 en appliquant la continutité de g :

&gﬂX+m—f&%=g;g%ﬂm+hw—gww=0

Alternativement on pourra argumenter que les fonctions hy : R™ — R
définie par hi(x) = g({eg,x)) sont continues sur R™ (c’est la compo-
sition d’une fonction continue avec une forme linéare continue- voir
Pexercice ci-dessous) et f et une somme finie des fonctions continues.

(d) Soit g : R - R, A : R® — R des fonctions continues. Montrer que
f:R™ = R donné par f(x) = g(h(x)) est une fonction continue en
tout x € R™.

Corrigé. Soient x,x; € R" t.q. lim x; = x. Alors, par la continuité
Jj—o0

de h, la suite numérique a; := (h(x;)); est convergente et a pour
limite a := h(x). Par la continuité de g : lim g(a;) = g(a), c’est-a-
J]—00

dire
lim f(x;) = f(x).
j—oo
2. Limites de fonctions réelles.

(a) Calculer

2,2
lim Y
(2,y)—(0,0) 22 + y2

Corrigé. La limite n’existe pas car f(0,y) = —1 pour y # 0 et
f(z,0) =1six#0.
(b) Calculer
2 _ .2
lim v Y
(z,y)—(0,0) ° X%+ y?
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Corrigé. Noter que

2 2

<oyl <2’ +y°

T
W2

Donc
2 2

li i
1m X =
(2,5)—(0,0) Yoy y?

Soit f : R? — R la fonction définie par

sin(zy) .
- sizy#0,
fla,y) = { Y

1 sizy = 0.

Montrer que f est partiellement différentiable et donner ses dérivées
partielles.

Corrigé. Sizy # 0, alors

D sin(zy)  ay? cos(zy) — ysin(zy)
z - 2

Ty 2y

sin(zy)  a?ycos(zy) — asin(ay)

Yooy x2y?

Sixzy =0,ily a trois cas x = 0,y # 0 ou z # 0,y = 0 ou encore
z = 0,y = 0. Par exemple, pour le premier cas :

D.f(0,y) = lim w .
et

Dyf(ovy) = ’ILIL%

=0

f(O,y+h)—f(07y)
h

3. Dérivées partielles.
(a) Soit a,b € R™, a,b # 0. Montrer que la fonction f(x) = (a,x)-(b,x)

partiellement différentiable en tout x € R™ et donner son gradient.

Corrigé -1. f = g-h est le produit de deux fonctions partiellement
différentiable g(x) = (a, x) et h(x) = (b, x). Par la régle du produit :

Vf(x) = V(gh)(x) = h(x)Vg(x) + g(x) Vh(x). (3.1)
11 en suit avec Vg(x) = a, VhA(x) =b:

Vi) = (b,x)a+ (a,x)b.
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Corrigé -2. Pourtousk=1,...,n,teRet x € R":
fx+ter) — f(x) = t(a, ex) (b, x + ter) + t(a, x)(b, ex)
d’ou
tH(f(x +ter) — f(x)) = ar(b,x) + bila, x) + tayby.

En laissant tendre ¢ vers zéro on obtient le résultat désiré.

Pour A € M, »R soit b : R®™ x R” — R la forme bilinéaire donnée
par b(x,y) = (x, Ay). Montrer que b est partiellement différentiable

x .
en tout . € R?" et donner son gradient.

Corrigé . Pour les dérivées partielles par rapport a zp 'argument
y est constant, c’est I'étude de la forme linéaire x — (x, Ay). On
trouve Vyxb(x,y) = Ay. Pour les dérivées partielles par rapport &
yr argument x est constant, c’est ’étude de la forme linéaire y —
(ATx,y) (on doit mettre la matrice dans I'argument constant). On
trouve Vyb(x,y) = ATx. Le gradient de b est le vecteur dans R?"
donné par

A
Vi) = Vagblxoy) = (1 ).

Soit g : R — R une fonction dérivable. Montrer que f : R® — R

n
donné par f(x) = Z g(xk) ol xy dénote la k-itme composante du
k=1
vecteur x, zx = (eg,X), est une fonction partiellement différentiable
en tout x € R™. Donner son gradient.

Corrigé . Par la définition de la dérivée partielle :

of(x) _ . flx+he)—f(x)_ .. gl@j+h)—glx;) , =
or, A n = i h = 9(@)

pour tout x € R™ et ¢’ dénote la fonction dérivée de g. Par conséquent,
n
Vi) =3 g @er.
k=1
Soit g : R — R dérivable en tout ¢ € R, h : R™ — R partiellement
différentiable en tout x € R™. Montrer que f : R” — R donné par

f(x) = g(h(x)) est une fonction partiellement différentiable en tout
x € R™. Donner son gradient.

Corrigé . La fonction p(t) := h(x + tey) est dérivable en t = 0 et

0'(0) = %hT(X) La fonction composée g(p(t)) est dérivable en ¢t = 0
k
et
0 d , oh
P 21 o0 = 500 (0) = o' (o)
=0

d’ott Vf(x) = ¢'(h(x))Vh(x).
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4. Soit f: R? — R la fonction définie par

72 2) sin 1 si (z, 0.0),
f<x,y>={( HSIn ) s @) # 00
0 S1 (‘T7y) = (0,0)

Montrer que f est différentiable en (0,0) mais qu’elle n’est pas de classe
C' en ce point.

Corrigé . Soit 7 = /a2 +y?, r > 0. f est différentiable en (0,0) et
do f(z,y) = 0 puisque
f(x,y)—f(0,0) 1

lim —=——~"—~ = ¢ gin(-)=0
r—04 r r—0 r

Si (x,y) # (0,0) la fonction f est partiellement différentiable (méme
différentiable) et en notant que f est & symétrie radiale :

0
7f((92 y) = % (2r sinr—! — cos r_l),
0
of(@,y) _Y (2rsinr~" —cosr™t)
dy r
Ces fonctions n’ont pas de limite lorsque (z,y) — (0,0) (& cause du terme

cosr~1).

5. Hyperplan tangent. La fonction est partiellement dérivable car les po-
lynomes et les fonctions trigonométriques sont dérivable.

2z +ycosz — 2y sinz cos ©
Vf(w,y)=< v ’ )

sinx + 2y cos® x

Noter que f(0,1) =1 et

VF(0,1) = ( ; )

L’équation du plan tangent est donnée par
z=142+4+2(y—1)=-14+2z+2y.
6. Soit f : R — R une fonction de classe C2. Soit x € R" et r = ||x]|o.
(a) Montrer que pour tout x # 0 on a

n—1

Af(r) = f"(r)+ f'(r)

Corrigé. Par la regle de composition

Tk

Df(r) = f (r)dgr = £'(r)
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Dy f(r) = Dy, <f/(r)x:)
2
= BT el -
2 1 2
= ")+ )~ — F )5k
Donc .
M) =3 D) = () + L ()
k=1
car r? =37 %
Soit f’(0) = 0. Donner
lim Af(r).
r—0
Corrigé.
lim Af(r) = lim f"(r) + " f(r)

= (n—1f"(0) + f"(0)
=nf"(0)
Soit f:R?*\ {0} — R la fonction définie par

sin(y/z2 + y2 + 22)
/$2+y2+22 ’

fla,y,2) =
Calculer Af(z,y, z).

Corrigé. Af(x,y,z) = —f(x,y,2). Soit on calcul les dérivés par-
tielles Dz, Dyy et D, ou on utilise le fait que f est une fonction a
symétire sphérique :

sinr

f(@y,2) = g(r) = —

r

Donc 5
Af(l'vya Z) = g//(T) + ; g/(T)

Le calcul devient encore plus facile si on note que

70+ 240 =g o)y = 4L (2450

dr dr
car
r2¢'(r) = r cosr —sinr
et donc
(r%¢'(r)) = (r cosr —sinr) = —r sinr.
ie.

g0+ 2 g () = =T = —g(r),
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7. Pour z € R et t > 0 on considére la fonction f(z,t) définie par

1 x?

i exp( yy ).

(a) Montrer que f vérifie I’équation de chaleur, i.e.

f(x,t) =

of 0% f B

E(‘Tﬂi) - @(zﬂf) =0
Corrigé. 5

o (et =~ 2 flat)
et
0? 1 0 1 22 0
Ot =g S Lty = (ot s = D

(b) Calculer
f(z,t) dx

Corrigé. Par le changement de variable y = z/v/2t i.e. do/dy =
V/2t, on obtient I'intégrale de Gauss :

> 1 y>
t) dox = "2 dy=1
/Rf(z,)x /m =y

(¢) Soit g(x,y,t) donnée par g(x,y,t) = f(x,t)f(y,t). Calculer

g &g °g
E(Ivyat) - @(Ivyat) - @(xay7t)

2
Remarque : % = D, etc.

Corrigé. Par la regle du produit et le résultat de (a) nous avons

2 82

0

aig(xayvt) - Tl:g(‘rayvt) - Tyg(xvi%t) =

0 0 0? 02

@O 0t) + £ 0 5 08— 5 0 0) — Fa )5 L 06) =

2 2
s (Gt - 5200) + 100 (S - S hwn) o

8. Donner la matrice hessienne et le Laplacian de

f(z,y) = (z — y) cos(z +y).
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Corrigé.
_ [ cos(z+y) — (z—y)sin(z +y)
Vi(z,y) = <_ cos(x +y) — (z — y) sin(z + y) ) .
« _ (—2sin(z +y) — (z — y) cos(z + y) —(z —y) cos(z + y)
Hess (f)(z,y) = ( —(x —y) cos(z + y) 2sin(x +y) — (x — y) cos(z + y)

Af(x,y) = =2f(x,y).

9. Dérivées partielles.

(a)

Soit a,b € R", a,b # 0. Montrer que la fonction f(x) = (a,x) -
(b, x) est de classe C?. Donner sa matrice Hessienne et son Laplacien.
Donner la matrice symétrique A € Mas(R) telle que f(x) = 1 (x, Ax).

Corrigé. Par l'exercice 3 :

0
P o) + i
o 0°/(x)
X
8:ijk = akbj + ajbk.

On en déduit que la matrice hessienne est constante et Hess (f) =
b)(a + a)(b dans la notation bra-ket. Le Laplacien est donné apr la
trace de cette matrice, alors

Af(X) = Xn:ajbj + ajbj = 2<a, b>

j=1

La matrice A qui engendre la forme quadratique est donné par 2A =
Hess (f).

Soit g : R — R une fonction de classe C?. Soit f : R® — R donné

par f(x) = Zg(xk) oll ) dénote la k-ieme composante du vecteur
k=1
x, ) = (ek,x). Donner la matrice Hessienne et le Laplacien de f.

Corrigé. Par l'exercice 3 :

9f(x)
al‘j

= g'(z;)

Pfx) [0 sij#hk
Orjry g"(z;) sij=k.

Par conséquent la matrice hessienne est une matrice diagonale :

Hess (f)(x) = Z q" (xr)Egp
k=1

).
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10. Soit z = z + iy, i* = —1. Admettons que D,z = 1 et Dyz = i. Soit
A = D,y + Dy, Pour tout entier naturel m calculer

AzZ™ AZ™ ARez™, Almz™.

Pour m = 1,2, 3,4 donner Re z™ et Im 2™.

Corrigé.
Az™ =m(m—1)2""2 +m(m —1)i22™ 2 =0

AZ™ =m(m —1)2™ 2 + m(m — 1)i?z™ 2 =0

et par la linéarité du laplacien

Az™ + AzZ™
ARezm = 22 T2% il =0
2
Az™ — Azm
Almzm =22 — 22
24
Explicitement
Rez==x Imz =y
Re 22 = 22 — 32 Im 22 = 2zy
Rez3 =23 — 3azy2 Im 2% = 3z2y — y3

Rez* = 2% — 622y + y* Imz* = 423y — 4y

11. Soit U C R™ ouvert. Soient f,g: U — R deux fonctions de classe C?(U).
Vérifier que

A(f9)(x) = F(x)Ag(x) + 2(Vf(x), Vg(x)) + 9(x)Af(x)

pour tout x € U. En utilisant cette identité et ’exercice 5 de la série
précédente calculer ensuite le Laplacien de

xy  sin(/a? 4+ y? 4 22)
h(xz,y,z) = g(x, T,Y,2) = .
(z,y,2) = g(z,y) f (2,9, 2) PR Rl e
sur U = {(z,y,2) e R®: 2 > 0,y > 0}.

Corrigé. Par la regle du produit pour tout k =1, ..., n.

Dyi(fg) = fDyr + 2Dy fDi.g + gD f-

La somme sur k donne l'identité desirée. Par la série précédente on a

Af(x,y,z) = _f(x’yaz)

De plus,

Vg2 = (0

sinr

)/

Ve oy
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On calcul
Vo(,y) = | a@y)loty)
(22 +y2)?
et 4 ( )
g\r,y
A =— .
g(x’ y) xQ _|_ y2

En utilisant (V f(z,y, 2), Vg(z,y)) = 0 on obtient

4h(x,y, 2)

Ah(x7yaz) = fh(x,y,z) - 22 +y2 .



Chapitre 4

Champs vectoriels sur R™

4.1 Exercices

1. Matrice jacobienne. Calculer la matrice jacobienne des applications sui-
vantes :

(a) Soit u:R? — R3 donné par
-y

u(z,y)=| =
r+y

(b) Soient v : R? — R3 et w : R®> — R? donnés par

viz,y)=| =
Ty

22 4+ y? — 22
W(x,y,z) = ]32 +y2 + 22

Calculer la matrice jacobienne de w o ven calculant d’abord cette
composition et ensuite par la regle de composition.

(c) Soient v : R3 — R? et w : R2 — R? donnés par

ey+2z
v = (57, . )

Cosx
W) = { gy

Calculer la matrice jacobienne de w o ven calculant d’abord cette
composition et ensuite par la regle de composition.

2. Matrice jacobienne. Soit v : R? — R3 donné par
v(r,0,¢) = (rsinf cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos 0).

Donner la matrice jacobienne J, et le jacobien det J,.

26
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3. Soit v : R® — R3 un champ vectoriel de classe C?. On définit le laplacien

de v par
Avl (x)
Av(x) = | Avz(x)
Avg (x)

Calculer

V x (V x v)(x) + Av(x) — V(V,v(x)).

4. Pour v,v : R3 — R3 des champs vectoriels de classe C' montrer la
formule

(V,vxw)=(w,V xv)—(v,V xw).
5. Donner les matrices jacobiennes des applications suivantes :

2z
1+I2+y2
.2 3 _ 2y
v:R"— R ) V(I,y) - 1+12+y
1—x —y
142 4y2

w:iR? —R?  w(z,y,z2) = (1}’)
T4z

[iR? =R, f(z,y) = (v(z,y),v(z,9))
et
wov:R? — R?
Donner une interprétation du résultat.
6. Equation d’Euler. Soit u: R® — R” de classe C.
(a) Montrer que

> X) () = Jalx)ulx),

—_

V2 (u(x), u(x)) = Jg (x)u(x)

N |

(b) Vérifier que v(x,t) = (t+ty) *(x —Xg) est une solution de I’équation
d’Euler

t n
ov(x,t) + ka(x7 t)%v(x, t)=0.

pour tous t > —tg et xg € R"”.

7. Etudier le changement de variables donné par
x =sinscosht, y = cosssinht.

Donner sa matrice jacobienne, notée Jy, et calculer (Jy ) J,. Soit f(z,y) =
f(sin s cosht, cos ssinh t) une fonction de classe C2. Calculer

0% f(x,y) N 9% f(z,y)
0 s2 otz

Utiliser ce résultat pour donner le laplacien d’une fonction g(s,t) de classe
C? en fonction de coordonnés (s,t).
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8.

10.

Changement de coordonnés entre le coordonnés sphériques et les coor-
donnés cartésien dans R3 : Sur U := {(r,0,¢) : (r > 0,0 <0 <7,0< ¢ <
27} on considere Papplication

x=wv1(r,0,¢) =rsinfcos ¢
y =va(r,0,¢) = rsinfsin ¢
z =w3(r,0,¢) = rcosb
Montrer que v est localement inversible. Montrer ensuite que pour (z,y, z) €

W = {(x,y,2) : * > 0,y > 0,z > 0} I'application réciproque w = v~1!
est donnée par

r=uwi(x,y,z2) = VaZ+y?+ 22

z

/xZ +y2 +22
Yy
Va4 y?

Calculer la matrice jacobienne et le jacobien de w. Donner ’ensemble
w(W).
Changement de coordonnés entre le coordonnés sphériques et les coor-

donnés cartésien dans R3 : Sur U := {(r,0,¢) : (r >0,0< 0 <7,0< ¢ <
27} on considere application

0 = wo(x,y, z) = arccos

¢ = ws(z,y, z) = arcsin

x=wv1(r,0,¢) =rsindcos ¢
y =va(r,0,¢) = rsinfsin ¢

z=w3(r,0,¢) =rcosd
Soit g(r, 8, ¢) une fonction de classe C?(U). Calculer

Va2 9(r,0,9)|3-

Montrer que

Aw7y,z 9(7”7 07 ¢)
52 29 1 o2 o 1 0?2
— |+ 25n 52 (g + o0 + g )| 900:0.0)

Soient (7,6, ¢) les coordonnés sphériques dans R3. Pour | € N soit P, le
l-ieme polynome de Legendre donné par

1 d o, .
P(t) = QTZ!WU -1
Donner Py(t), P1(t) et P2(t). En utilisant les rélations
0 APA(t)  dP(Y)
t?—1 =1tP(t) — P (¢ =t — 1Pt
( )= 1() — LR (1), it 71 1(t)

montrer que f(r,d) := r! Pj(cos ) vérifie

ACE,y,Z f(/rV 9) = 0‘
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11. Fonctions implicites I. Montrer que 1’équation
Inz+esr =1

définit au voisinage du point 1 une fonction implicite y = g(x) telle que
g(1) = 0. Donner I'équation de la tangente & la courbe y = g(z) en 1.

12. Fonctions implicites II. Montrer que 1’équation
cos(z? +y) + sin(x + y) + etV =92

définit au voisinage du point 0 une fonction implicite y = g(x) telle que
g(0) = /2. Montrer que la fonction g admet un maximum local en 0.

13. Fonctions implicites III. Montrer que ’équation
2° + ayz +y® + 3zt =2

définit au voisinage du point (1, —1) une fonction implicite z = g(z,y)
telle que ¢g(1,—1) = 1. Donner ’équation du plan tangent a la surface
z=g(x,y) en (1,-1).
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4.2 Corrigés

1. Matrice jacobienne. Calculer la matrice jacobienne des applications sui-
vantes :

(a) Soit u: R? — R? donné par

-y
u(x,y) - €
T+y
Dyuy(z,y)  Doui(z,y)
Du(‘ray) = D1U2($>y) D2U2($7y)
Dius(z,y)  Daus(z,y)
Dzul(xvy) DyUl(.’IJ,y)
- Dzu2<x7y) D’L/’U/Q(xay>
Da:u3(x7y) DyU3($,y)
0 -1
=11 0
1 1

-y
V(I,y) - £
zy
2 2
4 +yt — 2z
W(x,y,z) = <I2+y2—|—22’>

Calculer la matrice jacobienne de w o ven calculant d’abord cette
composition et ensuite par la regle de composition.

Dlvl(xuy) D2U1(xvy) 0 -1
Jv(‘r7y) = D1U2(w7y) D2v2(x7y) = 1 0
Divs(z,y) Davs(z,y) y @
et

J (l’ Z) _ Dlwl(-r7yaz) D2w1<!II,y,Z) Dgwl(a?,y,Z) _ 2x 2y -2
wih Dlw?('xayVZ) DQwQ(xvyaZ) D3’LUQ(J),y,Z) 2z 22/ 2

Donc

_(~2y 2z =2\
C\—2y 2z 2
20 — 2y 2y —2«x
2¢ +2y 2x+2y



CHAPITRE 4. CHAMPS VECTORIELS SUR RN 31

En calculant w o v on vériefie aisement ce résultat :

% +y? — 22y
wonien) = (5 F Lot

(c) Soient v : R?® — R? et w : R? — R? donnés par

ey+22
V(ZL‘7y,Z> = ($2 +yz )
COS T
R

Calculer la matrice jacobienne de w o ven calculant d’abord cette
composition et ensuite par la régle de composition.

Alors,
(.1, 2) = (2(16 eyzzz 2eq,y/+2z)
et )
u(@,y) = ( S(l)nx co(s)y )
Donc

—sin vy (z, 0 0 e¥t?z 2eyt2z
onv(x’ywz) = ( 01( y) ) . ( )

cos va(z,y) 2x z Y
[ —sin(e¥T%) 0 (0 eyt 2evtes
N 0 cos(z? + yz) 2x z Yy
B 0 —e¥T 22 gin(e¥t2%)  —2e¥+2% sin(e¥T2?)
T \2zcos(z? +yz)  zcos(z? +yz) ycos(x? + yz)

En calculant w o v on vériefie aisement ce résultat :

(wov)(z,y) = <cos(vl(x,y,z))) _ ( cos(e¥ %) )

sin(ve(x,y, 2)) sin(2? + yz)
2. Matrice jacobien. La matrice jacobien de v définie par

v(r,0,¢) = (rsinf cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos 6).

est
sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
Jy(r,0,0) = | sinfsin¢g rcosfsing rsinfcosd
cosf —rsinf 0
Donc

det Jy (r,0,¢) = r cos 0 cos ¢ 7 sin 6 cos ¢ cos §
+ rsin 0 sin ¢ sin @ sin ¢ r sin 0
+ 7 sin 0 sin ¢ r cos 6 sin ¢ cos 6
+ sinf cos ¢ rsinf cos ¢ rsin 6
= 7% sin O(cos? ¢ cos f + sin? ¢ sin” 0
+ cos? ¢sin® 0 4 cos? ¢ sin’ 0)

=7r2gind
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3. I suffit de considérer uniquement le premier composant (Pourquoi 7). Donc
en utilisant D;;vi, = Dj;vp, -

DQ(Dl’UQ — DQUl) — Dg(Dg’Ul — Dlvg) =+ A’Ul — D1 (le(V))
= Disv2 — Dogv1 — D3svi + D3yvs + Avy — Dijvg — Digva — Dysus
=0

Par conséquent,

V x (V xv)(x)+ Av(x) — V(V,v(x)) =0.

4.
(V,v x w)
= D4 (vows — vsws) + Da(vzwyr — viws) + D3(viwe — vaw)
= wq (Dg’l)g — D3Ug) + wg(ngl — Dl’l)g) =+ w3<D1’U2 — D2U1) — U1 (D2w3 — D3w2) — ...
=(w,VxXVv)—(v,V XW).
5.
Dzvl(x»y) Dyvl(x’y)
Ju(z,y) = | Dzva(w,y)  Dyva(w,y)
Dzvi’)(m?y) Dy’Ug(l‘,y)
2(1 — 22 4+ 9?) —4zy
= 1 —dxy 2(1 + 2% — 3?)
2 2)2
(1422 +y?) Ay 4y

_ mel(‘T,yaz) Dywl(xvyaz) Dzwl(zayaz)
Jw(z,y,2) = (meg(x,%z) D D

_ 1 I1+2 0 —T
 (142)2 0 1+2z —y
On note que f(z,y) = (v(z,y),v(z,y)) = 1 et par conséquent
J(x,y) = (0,0).

Par la regle de composition

oo (2,y) = ——+ 1+ vs(w,y) 0 o)
wov &L, (1+v3(x,y))2 0 1—‘,—’()3(37,3/) —’UQ(%,?J)
) 2(1 — 22 + ¢?) —day
S e s —day 21+ 22 — y?)
(1+ 22 +y?) 4 —4y

({1 0

—\0 1
L’application v est une application du plan dans la spheére d’unité S? C
R3 car (v(z,y),v(z,y)) = 1. Plus precisement, I"image de v est toute la
sphere & lexception du pole de sud (0,0, —1). L’application w restreinte

sur S? \ {(0,0,—1)} donne I'application réciproque de v. L’application
w:S?\ {(0,0,—1)} — R? est appelée la projection stéréographique.
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6. Equation d’Euler. Soit u: R” — R" de classe C*.

(a) Par une étappe intermédiare

n 8 n
D ur(x)z—u(x) =Y (u(x), Vug(x))er = Ju(x)u(x).
k=1
Pour la deuxieme identité noter que

V%( Z ug (%) Vg (x Z Z ug(x) &g;(;() e;

k=1 j=1

et

=323 w0 7

k=1 j=1

(b) Vérifier que v(x,t) = (t+t9) " (x—x0) est une solutions de I'équation
d’Euler

+kaxt v(x,t)

pour tous t > —tg et xg € R".

Corrigé.
ov(x,t _
VS; ) = —(t+t0)"*(x — xo)

et par la premiere partie en appliquant Jix_x,)(x) =1 :

kaxt v(x,t) = (t+to) " 2(x — xq)

d’ou le résultat.

7. Etudier le changement de variables donné par
x =sinscosht, y = cosssinht.

Donner sa matrice jacobienne, notée Jy, et calculer (JI J,. Soit f(z,y) =
f(sin s cosht,cos ssinht) une fonction de classe C2. Calculer

0% f(x,y) N 0% f(x,y)
0 s2 otz

Utiliser ce résultat pour donner le laplacien d’une fonction g(s,t) de classe
C? en fonction de coordonnés (s,t).

Corrigé. La matrice jacobienne est donnée par

ox ox : :
= == cos scosht sin ssinh ¢
Jv(s,t><g5 g;)( 5 5 co )

= o5 —sinssinht cosscosht
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Par conséquent, det Jy(s,t) = cos? s cosh? t + sin? ssinh?¢ > 0 pour tout

(s,t) # ((2k + 1)7/2,0), k € Z. Alors, Jy(s,t) est localement inversible.
On a

Oz O
ra)
+(3)

t
_ (det Jy(s,1) 0
- 0 det Jy (s, 1)

Noter, que ce tenseur métrique est un multiple de la matrice d’identité.
Pour f(x,y) = f(sinscosht,cosssinht) une fonction de classe C? on
trouve par la regle de composition (voir aussi vos notes du cours)

Of(z,y) 0xz0f(x,y) 0ydf(z,y)
ds  0s Oz ds 0dy

et

O flwy)  Prdfey) (ax)282f<x,y>

ds2 082 Ox s 0 x?
L0 9y 9 f(,y)
0sds 0x0y
Pyofey) (040 f(a.y)
0s2 Oy 0s o y?

et des expressions correspondantes pour les dérivées par rapport a la va-
riable ¢t. En utilisant les relations

o o
8s2 ot

et

on obtient

0? f(x, 0% f(x, % f(x, 9% f(x,
3(:2 y)—i- 8(; y>:detDv(s,t)( 8(:13562 y)+ 6(;2 y))
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8. Changement de coordonnés entre le coordonnés sphériques et les coor-
donnés cartésien dans R3 : Sur U := {(r,0,¢) : (r > 0,0 <0 <7,0< ¢ <
27} on considere Papplication

x =wv1(r,0,¢) = rsinfcos ¢
y = va(r,0,¢) = rsinfsin ¢
z =ws(r,0,¢) =rcosf
Montrer que v est localement inversible. Montrer ensuite que pour (z,y, z) €

W = {(x,y,2) : * > 0,y > 0,z > 0} Iapplication réciproque w = v=1!
est donnée par

r=wi(z,y,2) = Va2 +y? + 22

z

/1‘2 +y2 +22

Yy

Calculer la matrice jacobienne et le jacobien de w. Donner l’ensemble

w(W).

0 = wy(x,y, z) = arccos

¢ = ws(z,y, z) = arcsin

Corrigé. La matrice jacobien de v définie par

7 sin 6 cos ¢
v(r,0,¢) = | rsinfsin ¢
rcosf
est
sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
Ju(r,0,0) = | sinfsing rcosfsing rsinbcosp
cosf —rsinf 0
Donc

det Jy (r,0,¢) = r cos 0 cos ¢ rsin 0 cos ¢ cos f
+ 7sin 0 sin ¢ sin @ sin ¢ r sin 0
+ 7sin 0sin ¢ r cos 6 sin ¢ cos 6
+ sinf cos ¢ rsinf cos ¢ rsin b
= r?sin (cos? ¢ cos” O + sin? ¢ sin? 6
+ cos? ¢sin” 6 4 cos® ¢sin? 6)
=rZsing

Alors v est localement inversible. Le calcul de w est évident. Pour ca-
lucler la matrice jacobienne de w posons s = /22 + y2. En utilisant

r = /22 + 92 + 22 nous avons

x/r y/r z/r
Jw(w,y,2) = | za/r%s  zy/r®s —s/r?
—y/s?  x/s? 0
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et det Jw(z,y,2z) = 1/rs. On peut obtenir le résultat pour le jacobien a
partir du jacobien de v :

B 1 1 1

~ det Dv(r,0,¢)

w(W) ={(r,0,¢) :r>0,0<0 <7/2,0<¢<m/2}.

9. Changement de coordonnés entre le coordonnés sphériques et les coor-
donnés cartésien dans R3 : Sur U := {(r,0,¢) : (r > 0,0 <0 <7,0< ¢ <
27t} on considere application

det Jw(x,y, 2)

r2sinf rs’

x=wv1(r,0,¢) =rsinfcos ¢
y =va(r,0,¢) = rsinfsin ¢
z=w3(r,0,¢) =rcosd

Soit g(r, 8, ¢) une fonction de classe C?(U). Calculer
| |Va:,y,z g(ra 9, ¢) | ‘%

Montrer que

Aa:,y,z 9(7"7 93 ¢)
2 20 1/ 9 s
=32+ 13, r2<ae2“°“’ae+mﬁea¢2ﬂg(“9’¢)'

Corrigé. Notons que

0 0
1/r? 0
0 1/s?

(J;1($7y’ Z))Jv_l(x7 Y, Z)T =

OO =

2

et s2 = r2sin? 0. Par conséquent,

Vg 9(r. 0, 812 = (Dy g(r,0,6))*+— (Dy g(r, 0, 6))*+ (Dy g(r,6,9))>.

r2 r2sin? 6

Ensuite, un simple calcul montre que
Agy.r= o

zx 2y —s z cos
Aoyl =Dy g+ Dy5- 4+ Do = 5= 5
res r?s T r?s  r?ginf

et

- T
Ayt = Doy + Dy = 0.

Le résultat est une conséquence de I'identité dérivée au cours. Dans ce cas
elle s’écrit comme suit :

Aw,y,z 9(7”7 0, ¢)

R N
Cor? 120602 250200 ¢2
0 0 0
A:c zl 9 Aac zV a9 Agc 2957 , U, .
+ Y T6T+ Y, 089+ Y ¢8¢ g(r@d))
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10. Soient (7,0, #) les coordonnés sphériques dans R3. Pour [ € N soit P le
l-ieme polynome de Legendre donné par

1 d !
Pi(t) = g 1)

Donner Py(t), P1(t) et Py(t). En utilisant les rélations

-0 _yipy im0 - O g

montrer que f(r,d) := r! Pj(cos ) vérifie

AZI),y,Z f(r7 9) = 0'

Corrigé. D’abord

32 —1

Po(t):L Pl(t):t, Pg(t): 2

Par ’exercice précédent

2 2
Apyz f(r,0) = 87-#2&—1— (8 +cot08>}f(r,9).

or?2  ror 062 EY
Donc

-2 1_od? Pi(cosh) d Py(cos 6)
Agy o f(r,0) =1(14+1)r'"*Pi(cos)+r T—H cot HT'

Le changement de variable ¢t = cosf donne

dP(cosf) _dtdP(t) fsinedpl(t)
o S do dt dt
d* P(cosf)  d*t dP(t) N dt\*d? P(t)
d 62 -~ de? dt do dt?
P, 2P
= —cosedil(t)—l—sin2 edT;;ﬂ.

Par conséquent

L1y d710)

Ayy. f(r,0) =772 (z(z + 1)Pi(t) + (1 —t?) -2 T

Ensuite, nous transformons cette expression en utilisant les rélations données
pour les fonctions Py(t) :

10+ DA + (1 - 3T A0

dt? dt
~10 R0 + & (- H0)
d
d
=11+ 1)P(t) + (lPl 1 () — ItPy(t ))
dP_.(t) . dP()
=1l +1)P(t) +1 dt —lt—= — IR(1)

=11+ 1)P(t) — PP(t) - IP(t) =0
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11.

12.

Donc A, .. f(r,0) = 0 sur tout R3 si I > 2. Si l = 1 Porigin r = 0
peut poser un probléme mais on a f(r,0) = r cosf = z, donc evidemment
A17y72 f(’r‘7 9) = 0'

Fonctions implicites I. Montrer que 1’équation
Inz+es =1

définit au voisinage du point 1 une fonction implicite y = g(z) telle que
g(1) = 0. Donner I’équation de la tangente a la courbe y = g(z) en 1.

Corrigé. On définit la fonction f: U — R avec U = Ry \ {0} x R par
fla,y) =Inz4+er —1

Alors, la fonction f est de classe C*(U) (elle est méme de classe C*(U)
pour tout k£ > 1) et pour tout (z,y) € U :

8 ke

e

D = —.
Qf(x7 y) T

De plus, f(1,0) = 0 et Dof(1,0) = 1 # 0. Alors, par le théoréme des

fonctions implicites il existe un intervalle I =]1 —€,1 + €[ et une unique

fonction g : I — R de classe C(I) telle que g(1) = 0 et f(x,g(z)) = 0.

La dérivée de g est donnée par

 Dif(rg@) _ gl)
Dof(v.g@) ~ @

Donc ¢'(1) = —1. Par conséquent, ’équation de la tangente & la courbey =
g(x) en z =1 est

—9(=)
x

g'(z) = —e

y=91)+gdM(x-1)=1-ua
Fonctions implicites II. Montrer que 1’équation
cos(z? +y) + sin(z + y) + e’V =2

définit au voisinage du point 0 une fonction implicite y = g(x) telle que
g(0) = /2. Montrer que la fonction g admet un maximum local en 0.

Corrigé. On définit la fonction f : R? — R par
flz,y) = cos(z? +y) +sin(z +y) + ¢ ¥ — 2

Alors, la fonction f est de classe C*, pour tout k& > 1, et pour tout
(x,y) € R? :

Dy f(z,y) = —sin(z? + y) + cos(z + y) + zPe* Y.

De plus, f(0,7/2) = 0et Do f(0,7/2) = —1 # 0. Alors, par le théoréme des
fonctions implicites il existe un intervalle I =] —e, €[ et une unique fonction
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13.

g : I — R de classe C*(I) telle que g(0) = 7/2 et f(x,g(z)) = 0. La
dérivée de g est donnée par

Dy f(z, 9(x))

9@ == 5, F(w o(e))

et Dy f(z,y) = —2zsin(z? + y) + cos(z + y) + 322ye” ¥ Donc ¢'(0) = 0.
La dérivée seconde en x = 0 est

Dllf(07 7T/2)

T Daf0,m2)

g"(0) =

Fonctions implicites III. Montrer que ’équation
0+ zyz +y° + 3zt =2

définit au voisinage du point (1, —1) une fonction implicite z = g(z,y)
telle que ¢g(1,—1) = 1. Donner ’équation du plan tangent a la surface
z=g(x,y) en (1,-1).

Corrigé. On définit la fonction f : R® — R par
flz,y,2) =25 + xyz + y° + 322* — 2

Alors, la fonction f est de classe C*, pour tout k& > 1, et pour tout
(r,y,2) ER3 :
Dsf(x,y,2) = xy + 12223

De plus, f(1,—1,1) =0 et D3f(1,—1,1) = 11 # 0. Alors, par le théoréme
des fonctions implicites il existe un voisinage B.(1, —1) C R? et une unique
fonction g : B.(1,—1) — R de classe C*(B(1, —1)) telle que g(1,—1) = 1
et f(z,y,g(x,y)) = 0. L’équation du plan tangent a la surface z = g(z,y)
en (1,—1) est donnée par

z—1
z—1

i.e. en utilisant
S5z 4+ yz + 32*
Vf(z,y,z)= xz + 3y?
xy + 12223

on trouve
Tx 4+ 4y + 11z = 14.



Chapitre 5

Extremums locaux

5.1 Exercices

1.

Formes quadratiques I. Calculer les matrices symétriques A et leurs
valeurs propres des formes quadratiques ¢(x) = % (Ax, x) suivantes :

19
¢:R? — R, q(z,y) = 222 + ?yz + 56y

R —R, qz,y)=2>+1y>+22(z—vy)

Etudier leurs points stationnaires.

Formes quadratiques II. Soit A € M, ,(R) une matrice symétrique
définie positive. Soit v € R™. Montrer que la fonction f(x) définie par

Fo0) = 5 (Ax,%) (v, %)

admet un unique point stationnaire en a = A~'v. Montrer ensuite que
f(x) — f(a) > 0 pour tout x # a.

Formes quadratiques III. Soit A € M, ,,(R) une matrice symétrique
définie positive. Soit v € R™. Montrer que la fonction f(x) définie par

1

160 = 5 (Ax,x) = (v, x)

est strictement convexe, c’est-a-dire

flx+ (1 =t)y) <tf(x)+ 1 -1)f(y)

pour tous X,y e R", x Ay et 0 <t < 1.

Etudier la nature des points stationnaires de la fonction f : R? — R
donnée par

fla,y) = (1 —2%)siny.
Soit f : R? — R définie par

flz,y) =a* — 2y +y* — 182” + 3y

40
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(a) Donner le gradient et la matrice Hessienne de f.

(b) Donner les 4 points stationnaires de f et étudier leur nature.

6. Soit f: R%2 — R défini par
flz,y) = (x —y)® + 42 — 3z + 3y.

(a) Donner les points stationnaires de f et étudier leur nature. Calculer
f en ces points.

(b) Soit T le domaine donné par :
T={(zy)eRiy=>20y<z<4-—y}

Donner le minimum de le maximum de f sur 7. En particulier,

i. Montrer que T est borné.
ii. Montrer que 97 C T et conclure que T est fermé.
iii. Montrer que T est un triangle et donner ses sommets.

iv. Expliquer pourquoi f atteint son minimum et son maximum sur
T.

v. Donner f sur le bord de T, i.e. f|or et étudier ensuite f|or.

vi. Donner le minimum de le maximum de f sur 7.

7. Etudier la nature des points stationnaires de la fonction f : R? — R
donnée par

fx,y) =2 = e + ay®.

Trouver le maximum et le minimum de f sur les ensembles suivants :
S=10,2] x [-1,1], T =]0,1] x [0, 1],
V={(z,y): 2,y >0,2+2y <4}, W ={(z,y):22° +y*> <4}
8. Trouver le maximum et le minimum de
f(z,y) =sinx + siny + cos(x + y).
sur I’ensemble S donné par

S =[0,7] x [0,7].

Formules utiles - fonctions trigonométriques.

in 0 — T | T V2 gam V3 e
sin0 =0 sing = 3 sin 7 = % sing = %5 sing =1
— T _ V3 T _ V2 T _ 1 T o_
cos0=1 COsSg =5 CO08Sy =5 Cosg =3 cos g =0
. LT . s s
sin? x+cos’x = 1, 51n(§—x) = sm(§ +z), cos(z—x)= —005(5 +x)

sin(z +y) =sinxcosy + cosxsiny, cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny
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9.

10.

11.

12.

Soit
E={(x,y): 92"+ (y—1)* < 1}

Trouver les extremums de la fonction g : £ — R donnée par
g(z,y) = 32% + 9°.
Trouver les extremums de la fonction h : R®> — R définie par
h(z,y,2) = 2% +y* + 2°
sous les conditions 22 + y? + 222 —4 =0et zyz — 1 = 0.
Trouver les extrema de la fonction A : R? — R définie par
h(z,y) = 42® + 3yx® — 4y° — 48y

sous la condition 22 + xy + y? = 3.

Soit A € M, ,,(R) une matrice symétrique avec des valeurs propres A\; <
A2 < o< Apo1 < Ay Sur Sp = {x € R": (x,x) = 1} on consideére la
forme quadratique h(x) = (x, Ax). Montrer que

A1 = ;Iélslih(x) = (v, Av1) A, = max h(x) = (v, Avy)

o v; dénote le vecteur propre (normalisé) associé & \;. Donner

)I{Iéllrjlh(x)

ou D :={x € Syet(x,vy) =0}.

5.2 Corrigés

1.

Formes quadratiques I. Calculer les matrices symétriques A et leurs
valeurs propres des formes quadratiques ¢(x) = % (Ax, x) suivantes :

19
¢:R? —R, qz,y)=22>+ ?yQ + 56xy

¢: R —R, qlz,y) =2 +y° +2z2(z —y)

Etudier leurs points stationnaires.

4 56
A= <56 19 >
Son polynoéme charactéristique est donnée par

pa(\) = det(A[d — A) = (A —4) - (A —19) — 562

Corrigé - 1.

Les valeurs propres sont Ay = —45 et Ay = 68. La matrice est alors inver-
sible. Done (z,y) = (0,0) est 'unique solution de

o -a(;)- ()

La matrice A est indéfinie. Par conséquent, (z,y) = (0,0) est un point
selle de g(z,y).
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Corrigé - 2.
2 0 2
A=(0 2 =2
2 =2 0

Son polynome charactéristique est donnée par
pa(\) = det(\[d—A) = (A=2)*2A—4(A—2)—4(A—2) = (A\=2)(A\2—=21—-8).

Les valeurs propres sont A\; = —2, Ay = 2 et A3 = 4. La matrice est alors
inversible. Donc (z,y, z) = (0,0,0) est 'unique solution de

T 0
Va(z,y,2) =Aly | =[0
z 0

La matrice A est indéfinie. Par conséquent, (x,y, z) = (0,0, 0) est un point
selle de q(z,v, 2).

2. Formes quadratiques II. Soit A € M, ,(R) une matrice symétrique
définie positive. Soit v € R™. Montrer que la fonction f(x) définie par

F) = 3 (Axx) — {v,%)

admet un unique point stationnaire en a = A~!v. Montrer ensuite que
f(x) — f(a) > 0 pour tout x # a.

Corrigé. Notons d’abord que A définie positive implique que A est in-
versible. Les points stationnaires de f sont donnés par les solution de
léquation Vf(x) = 0 donc Ax — v = 0. Lorsque A est inversible cette
équation admet comme unique solution le vecteur a = A~ !v. C’est un
minimum local strict car Hess (f)(a) = A > 0. De plus,

fla) = % (AAT 'V, A7v) — (v, A7) = — % (v,A"v)
et (noter que A~! est également symmétrique) par conséquent en écrivant
(v,x) = % (Ax, A7'v) + % (AA v, x)
on trouve

fx) = fla) = 5 (Alx = A7v), (x = A7'v)) > 0

N |

pour tout x # A~ lv.

3. Formes quadratiques III. Soit A € M, ,(R) une matrice symétrique
définie positive. Soit v € R™. Montrer que la fonction f(x) définie par

F) = 3 (Axx) — {v,%)

est strictement convexe, c’est-a-dire

flix+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 -1)f(y)
pour tous X,y e R", x #yet 0 <t < 1.
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Corrigé 1. Soit x # y. Par un calcul direct en utilisant la symétire de
A

i (- ) = & (0 + L0 (ay g

—i{v,x) = (1 =t)(v,y)

2(1 — )

5 (A% y)

t
Pour obtenir 'expression ¢ f (x)+(1—t) f(y) on ajoute et soustrait 3 (Ax, x)

et ! ;t (Ay,y). Il en suit
Pt (1= 0y) = 07D (s + 02D gy ) 2D g g

+if(x) + (1 =) f(y)

_ # (Ax —y), (x = ¥)) + tF(x) + (1 — ) f(3)-

Par la positivité de A le premier terme est strictement négatif pour 0 <
t < 1 d’ou laffirmation.
Corrigé 2. Pour x,y € R™ fixes, x # y, on définit g :]0, 1[— R par

g9(t) == fltx+ (1 = 1)y).

La fonction g est de classe C2. En appliquant la régle de composition on
calcul

g'(t) = (Vf(tx+ (1 - 1)y),x —y))(= {tAx + (1 - 1) Ay, x —y))
et
g9"(t) = (Hess(f)(tx+ (1 -t)y)(x—y)),x—y))(= (Ax—y),x—y))) > 0.
On conclut que g est strictement convexe. par conséquent, pour 0 < ¢t < 1
g9(t) < (1 —1)g(0) +tg(1)
ce qui est équivalent A
fltx+ (1 =t)y) <tf(tx)+ (1 -t)f(y).

4. Etudier la nature des points stationnaires de la fonction f : R? — R
donnée par

flz,y) = (1 —2®)siny.

Corrigé . Les points staionnaires sont donnés par les solutions de

—2xsiny =0

Vi(x,y) =0 ie. (1—22)cosy = 0

La fonction f admet quatre familles des points stationnaires, a savoir :

P, = (0, g +2k), Qi = (0, 3?” +2kn), S = (=1, kn), T, = (1, kn)



CHAPITRE 5. EXTREMUMS LOCAUX 45

pour k € Z.

Démonstration : Si x = 0, alors D, f = 0, et Dyf = 0 si et seulement si
cosy = 0 donc les Py, Q. Sisiny = 0, alors y = km et Dyf = 0 si et
seulement si z = —1 ou z = +1, donc les Sk, T}.

Pour étudier la nature de points stationnaires on calcul la matrice hes-
sienne de f :

(s £) (o) = (

—2siny —2x cosy
—2wcosy —(1—ax?)siny

ess = (5 )

donc des maximums locaux,

(tess 1@ = (5 1)

donc des minimums locaux et

ess )50 = (£ 37) Wess =y 57)

donc des points selles.
5. Soit f : R? — R définie par
fla,y) =o' —2®y? +y° — 182° + 3y

(a) Donner le gradient et la matrice Hessienne de f.

(b) Donner les 4 points stationnaires de f et étudier leur nature.

B 4333 _ 21-2/2 — 36x
(a) gradf(% y) - (2;p2y —+ 3y2 + 63/

1222 — 2y® — 36 —4xy
Hessf(z,y) = ( —4zy 2% 4 6y + 6

Pour les points stationnaires : On doit résoudre le systeme
0 =2x(22% —y* —18), 0=1y(—22%+ 3y +6)

Si = 0 (premiére équation), alors par la deuxiéme équation y = 0
ou3y+6=0,douy=-2. Siy=0 (deuxieme équation), alors par
la, premiere équation il suit reste encor 2z2 — 18 =0 d’olt z = —3 ou
x = 3. Il reste le cas

0=222—9>—18, 0=—-222+3y+6

Insérer 222 = y? 4 18 dans la deuxiéme équation : 0 = —y? + 3y — 14.
Il n’y a pas de solution réelle.
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Point stationnaire | Matrice Hessienne Nature du point
P, =(0,0) Hess(Py) = ( 5’6 —EG) point selle
P, =(0,-2) Hess(P,) = ( §4 —06> max. loc. stricte
P; = (-3,0) Hess(P;) = (702 012> point selle
P, = (3,0) Hess(Py) = (702 _(12) point selle

6. Soit f: R? — R défini par

flz,y) = (z —y)® +42° — 3z + 3y.

(a) Donner les points stationnaires de f et étudier leur nature. Calculer

f en ces points.

(b) Soit T le domaine donné par :

Donner le minimum de le maximum de f sur 7. En particulier,

i. Montrer que T est borné.
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ii. Montrer que 0T C T et conclure que T est fermé.
iii. Montrer que T est un triangle et donner ses sommets.

iv. Expliquer pourquoi f atteint son minimum et son maximum sur

T.
v. Donner f sur le bord de T, i.e. f|sr et étudier ensuite f|ar.

vi. Donner le minimum de le maximum de f sur 7.

Corrigé. (a)

[ 3x—y)?+8z—3
Vf(””’y)—( oyt s )

6r — 6y +8 —6x 4+ 6y

Hessf(x,y) = < —6x + 6y 6x — 6y

Points stationnaires : Vf(z,y) =0 2 =0,(x —y)? =1

P12(07_1)7 P2:(071)
Hessf(0,—1) = < iéé _66 >, Hessf(0,1) = < z _66 )

Py : min. loc. car det et trace > 0, f(0,—1) = -2
P, : point selle car det < 0, f(0,1) =2

(b)
(i). La définition de T nous donne les inégalités 0 < y <z <4 —y < 4.
Donc
T C [0,4] x [0,4]
ce qui implique que T est borné.
(ii). Le bord 9T est donné par les segments

S1={(z,y) eR:y=0,z €0,4]}
So={(z,y) eR:y=4—x,2 € [2,4]}
S3={(z,y) eR:y=u=m,z €[0,2]}

qui sont dans T' (vu des signes < et non < dans la définition de T"). Donc
T est fermé (voir aussi 'exercice 8 du chapitre 1).

(iii). Le bord de T est donné par 3 segments qui ont 3 points d’intersection
(les sommets) :
A=(0,0),B=(4,0),C =(2,2)

(iv). f est continue (polynéme) et T borné et fermé d’ott on conclut que
f atteint son min et max sur 7.

(v).
fi(2) = fls, = f(2,0) = 2® + 42? — 3z, 2z € [2,4]
fa(x) i= fls, = f(@,4 —2) = 82 — 442 + 90z — 52, =z € [2,4]
f3(2) := fls, = f(w,4 —22) = 42?, 2z €10,2]
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Fl@) =322+ 80 -3, w=1/3, f1(0) =0, fl(%) — _14/27, f,(4) = 116

fo(x) := 242 — 88x + 90, aucun point st., fo(2) = 16, f(4) = 116
fi(x) =8z, x=0,£(0)=0,f3(2) =16
(vi). min f|p = —14/27, max f|pr = 116

7. Etudier la nature des points stationnaires de la fonction f : R? — R
donnée par
fz,y) =2 = 3w + ay®.

Trouver le maximum et le minimum de f sur les ensembles suivants :
S=10,2] x [-1,1], T =1]0,1] x [0, 1],
V={(zy) zy>0x+2y <4}, W={(z,y): 2" +y* <4}

Corrigé - Points stationnaires. Les points staionnaires sont donnés
par les solutions de

322 -3+92=0

Vi(z,y) =0 ie. %y = 0

La fonction f admet quatre points stationnaires, a savoir :
P = (0,—V3), P, = (0,V3), P; = (~1,0), Py = (1,0).

Pour étudier la nature de points stationnaires on calcul la matrice hes-
sienne de f :

(Hess f)(z,y) = (39; 2251:/ )

On dénote A; la matrice hessienne évalué au point P;, ¢ = 1,2,3,4. On
trouve que

0 —2V3 0 2V3 -6 0 6
! (—2\/3 0 ) ? (2\/3 0)’ ’ (0 2)’ ! (0
Les points Py et P5 sont des points selle de f car det A;, det As < 0 (donc

deux valeurs propres non-zéro d’un signe opposé). La fonction f admet un
maximum local en P53 et un minimum local en P;. On a

f(P) = f(P2) =0, f(P3) =2f(Py) = -2

Corrigé - extremums sur S. Puisque la fonction f est continue et
I’ensemble S est borné et fermé, f atteint son minimum et son maximum
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sur S. Seulement Py, est dans S. Sur le bord 05 la fonction f est donnée
par :

Ly =1[0,2] x {1} : f(x,—1) =23 — 2z et
i = ——% max = —1)=
HllIlf|L1 _f( 2/37_1)_ 3\/37 a f‘L1 _f(27 1)_4
Ly = {2} X [_171] : f(17y) = 2y2 +2et minf|L2 =2, maxfle =4.
18

Ly =10,2] x {1} : f(x,1) = 2 — 22 et min f|, = — 9 , max f|p, = 4.

Ly= {0} X [_171] : f(07y) =0 et minf|L4 =0, maxf|L4 =0.
Par conséquent,

min f|g = —2, max f|g = 4.
En particulier, f(P1) = -2 et f(2,-1) = f(2,1) =4 .

Corrigé - extremums sur T. Puisque la fonction f est continue et
I’ensemble T est borné et fermé, f atteint son minimum et son maximum
sur T'. Seulement P, est dans T, plus précisement P, € 0T. Sur le bord
OT la fonction f est donnée par :

Ly =1[0,1] x {0} : f(2,0) = 2 — 3z et min f|;, = —2, max f|z, = 0.
Ly = {1} X [071] : f(]-,y) :y2 —2et minf|L2 = _2a maXf|L2 =-L

4
L3 =[0,1] x {1} : f(x,1) = 2® — 2z et min f|;, = —g, max f|r, = 0.

Ly ={0} x[0,1] : f(0,y) =0 et min f|,, =0, max f|r, = 0.
Par conséquent,
min f|pr = =2, max f|r = 0.

En particulier, f(P;) = —2. Notons que

flzy) = x(a® +y* = 3).

Alors, f(z,y) = 0 si et seulement si x = 0 ou 2% + y% — 3.

Corrigé - extremums sur V. Puisque la fonction f est continue et
I’ensemble V est borné et fermé, f atteint son minimum et son maximum
sur V. L’ensemble V définit un triangle dans R?. Le minimum local Py se
trouve sur le bord de V. Sur le bord 9V la fonction f est donnée par :

Ly =1[0,4] x {0} : f(2,0) = 2® — 3z et min f|;, = —2, max f|r, = 52.
Ly ={(z,y) i 2,y > 0,2+ 2y =4} : f(4—2y,y) =52 — 90y + 52y* — 10y°
et min f|, = 0, max f|z, = 52.
L3 ={0} x[0,2]: f(0,y) =0 et min f|z, = 0, max f|r, = 0.
Donc
min f|y = —2, max f|y = 52.

En particulier, f(P;) = —2 et f(0,4) = 52.
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Corrigé - extremums sur W. Puisque la fonction f est continue et
I’ensemble W est borné et fermé, f atteint son minimum et son maxi-
mum sur W. L’ensemble W décrit une ellipse dans R?. Les quatre points
stationnnaires de f sont dans l'intérieur de W. Sur le bord W on a
y?> =4 — 222. Donc

flow (z,y) = 2 — 3z + x(4 — 22%) =z — a3,
oil € [~v/2,v/2]. Par conséquent,

min f|ow = —\/5, max flow = V2

et
min f|y = —2, max f|w = 2.

8. Trouver le maximum et le minimum de
f(z,y) =sinz + siny + cos(z + y).
sur 'ensemble S donné par

S =10,7] x [0, 7].

Formules utiles - fonctions trigonométriques.

in 0 — a1 T V2 o VB s
sin0=0 sing = 3 sin 7 = %5 sin § = %5 51n2—1
— T _ V3 T _ V2 T _ 1 T
cosO0=1 cosg =% cos] =% cosg =3 cosg =0
. .o . T T
sin? z+cos’x =1, s1n(§—x) = SIH(E +z), cos(=—x)=—cos(=+x)

sin(z +y) =sinzcosy + coszsiny, cos(x +y) =coszcosy —sinxsiny

Corrigé. On considere une fonction continue sur un ensemble borné et
fermé. Donc f(z,y) a un maximum et un minimum qui se trouvent parmi
ses points staionnaires ou sur le bord de I’ensemble S. Pour trouver les
points stationnaires on doit resoudre V f(z,y) = 0, i.e.

cos(z) —sin(z +y) =0
cos(y) —sin(z +y) =0

Donc cos(y) = cos(z). La fonction cos est strictement décroissante sur
[0, 7] et par conséquent & = y. Pour resoudre I’équation

cos(z) — sin(2x) =0
on utilise la rélation sin(2z) = 2sinz cos z (formulaire) pour trouver

cosz(l —2sinz) = 0,
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dont les racines sont 1 = %, Tg = T Ou encore rz = %” (i.e. zk
,k=1,2,3). f admet 3 points stationnaire Py = (zk, ). pour étudier la

nature de ces points on considére a matrice hessienne de f donnée par

_ (2k+D)m
- 6

—sinz — cos(x + ¥) —cos(z +y)
—cos(z +y) —siny — cos(z + y)

(s (o) = (

On dénote Ay la matrice hessienne de f en Pj. Alors

-1 -1 0 1 -1 -1
— 2 — — 2
we(G ) (V) w-(2 1)

la fonction f admet un maximum local en P; et P; et un point selle en
Py.on a

JP) = f(R) =35, f(R) =1

Sur le bord 9 la fonction f est donnée par :
Ly =[0,7] x {0} : f(,0) =sinz + cosz et
f'(x,0) = cosz — sinx donc un point stationnaire /4
min f|z, = f(0,7) = —1, max f|z, = f(7/4,0) = V2.
Lo ={n} x[0,7]: f(m,y) =siny + cos(mw + y) = siny — cosy et
min f|z, = —1, max f|, = f(r,3 x7/4) = V2.
L3 =[0,7] x{r}: f(x,m) =sinz + cos(m + ) et min f|;, = —1, max f|,

Ly={0} x[0,7]: f(0,y) =siny + cosy et min f|;, = —1, max f|;, = V2.

Par conséquent,

3
min f|g = —1, max f|s = >

9. Soit
E={(z,y):92> + (y—1)> <1}

Trouver les extremums de la fonction g : F — R donnée par

g(z,y) = 3% +y°.

Corrigé. Puisque la fonction f est continue et ’ensemble W est borné
et fermé, f atteint son minimum et son maximum sur W.

Corrigé - Points stationnaires dans E. La fonction g est une forme
quadratique définie positive :

sten =50 (o 3) (5):

Par conséquent, I'origin (0,0) est I'unique point stationnaire (sur R?) et
le minimum global de g. Noter que (0,0) se trouve sur le bord de E. Par
conséquent,

ming|g = ¢(0,0) = 0.

Le maximum de g est également atteint sur le bord de F.
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10.

Corrigé - Maximum sur le bord de E. On applique le théoeme
de Lagrange. La contrainte est donnée par 922 + (y — 1) = 1. On pose
f(x,y) =92% + (y — 1) — 1 et on constate que

Vi = (5" ) # (o)

si f(z,y) = 0. Donc, on peut appliquer le théoéme de Lagrange pour
conclure qu’il existe un nombre réel A tel que

Vy(z,y) + AV f(z,y) = 0.
On cherche alors les racines du systéme d’équations donné par

62+ 18 \r =0, ,2y+2\y—1)=0, 92°+(y—1)?—-1=0.

Par la premiere équation on a x = 0 ou A = —%. Le dernier cas est
impossible, car A = f% implique y = f% (par Péquation 2) et donc
922 = —%. Alors, x = 0. Par la contrainte on a y = 0 ou y = 2. La

premiere solution donnne le minimum global de g déja trouvé ci-dessus.
Donc
max g|g = ¢(0,2) = 4.

Corrigé - Maximum sur le bord de E - solution 2. En utilisant la

rélation )
22 = 1-(y-1)
9

on a
_ 492 + 2y

3
et 0 <y < 2. La fonction h est strictement croissante sur [0,2] donc

glor = h(y)

max g|gp = h(2) = ¢(0,2) = 4.
Trouver les extremums de la fonction k : R3> — R définie par
h(w,y,z) = a® +y° + 2

sous les conditions 22 + y? + 222 —4 =0et zyz — 1 = 0.

Corrigé. On pose
fl(x,y,z):x2+y2+222—4, fQ(xvyvz):xyz_]-'

et M ={(z,y,2) : fi(z,y,2) = fa(z,y,z) = 0}. L’ensemble M est borné
(car M C B»(0,0,0)) est férmé (M = OM) et la fonction h est continue.
Par conséquent, h atteint son minimum et son maximum sur M. De plus,
sur M les vecteurs

2x Yz
Vfl(z,y,Z) = 2y et Vfg(x,y,z) = Tz
4z TY
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11.

sont linéairement indépendants. (Démonstration : Puisque zyz = 1, les va-
riables x, y, z sont tous non-zéro. Supposons que V f1(z,y, z) et V fa(z,y, 2)
sont linéairement dépendants. Alors, il existe ¢ € R tel que

2z +tyz =0, 2y+trz=0, 4z4+txy=0

et donc (multiplier la premiere équation avec x, etc.)

2?2 =y? =222 = —-.

En utilisant f1(z,y,z) = 0 ceci implique que t = —% en contradiction avec
2yz = 1.) On peut donc appliquer le théoréme de Lagrange pour conclure
qu’il existent deux nombres réels Ay, lambdas tels que :

Vh(z,y,z) + MV fi(z,y,2) + AV i(z,y,2) =0
On cherche alors les racines du systéme d’équations donné par

2 + 2 Mz + Ayz =0

2y + 2 1y + Xz =0

2z + 4 Mz + daxy =0

et les contraintes

2?4?4222 —4=0

zyz =1

Evidemment x #£ 0, y # 0 et z # 0. On multiplie la premiere équation par
x, la deuxieme par y et la troisieme par z et on utilise zyz =1 :

201+ A)x? + X2 =0
214+ A)y* + A2 =0
2(1+20)2% + X2 =0
Si A1 = —1, alors A = 0 et z = 0 en contradiction avec zyz = 1. Donc

A # —1. De plus Ay # 0. Par conséquent 22 = y? et en utilisant la

contrainte 22 4+ y? + 222 — 4 = 0 on voit que x2 + 22 = 2. Cette équation

implique une équation de degré 3 pour z2 car 22 = — L

2y T 222
()3 —2(2®)?+1=0
Une racine est donnée par z? = 1. En utilisant
(2)? = 2(2*)? + 1 = (2* = 1)((2*)* —2? — 1)
on trouve l'autre racine admissible donnée par z? = 1+2\/g. Au premier
cas 72 = y? = 2% et h9(x,y,2) = 3 au deuxieéme cas h(z,y,z) = 22 +2 =
5+T\/5 > 3. Par conséquent,

5++5

min hlpy = 3, maxhly = 5

Trouver les extrema de la fonction h : R? — R définie par
h(z,y) = 42 + 3yx? — 4y° — 48y

sous la condition x2 + zy + 3% = 3.
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Corrigé. Les conditions du théoreme d’Euler-Lagrange sont vérifiées.
En particulier,

V(z® +ay+y° —3) = < ;iig ) # ( 8 )

si 22 4+ 2y +y? — 3 = 0. Les points dans lesquels h admet ses extremums
sont des points stationnaires de

H(z,y,\) = h(z,y) + \(@* + 2y +y° - 3)
, 1.e. des solutions des équations :
122% + 6yz + A2z +y) =0
327 —12y% —48 + Az +2y) =0
P +ay+y? —3=0
La premiere équation s’écrit comme suit :
2z +y)(6z +A) =0

qui est vérifiée si et seulement si 2z +y =0 ou 62 + A = 0.

(a) Si A = —6z la deuxieme équation est
0 =322 —12y> — 48 + (—6z)(z + 2y) = —3(2z +y)* — 48
Donc ce cas est a exclure.
(b) Siy = —2x alors par la troisieme équation
0=2%—22%+42® — 3 =327 - 3.
i.e. z =1 ou x = —1. Donc on obtient les deux solutions
(,y,A\)=(1,-2,1) et (z,y,N\)=(-1,2,—1)
et
h(1,—2) =126 maximum
h(—1,2) = —126 minimum

Remarque : Noter que h est impair, i.e. h(z,y) = —h(—z, —y).

12. Soit A € M, ,(R) une matrice symétrique avec des valeurs propres \; <
A2 <o < Apo1 < Ay Sur Sp = {x € R": (x,x) = 1} on consideére la
forme quadratique h(x) = (x, Ax). Montrer que

A= )I(relgrih(x) = (vi,Avi) A, = max h(x) = (vy, Av,,)

ol v; dénote le vecteur propre (normalisé) associé a A;. Donner

)ICI}C_III)lh(X)

ou D :={x € Syet(x,v1) =0}
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Corrigé. Les conditions du théoreme d’Euler-Lagrange sont vérifiées sur
la sphere S7. En particulier V(x,x) = 2x # 0 si x € 5. Les points dans
lesquels h admet ses extremums sur S7 sont des points stationnaires de

H(x,\) = h(x) + A(x, %)

d’ou

2Ax 4+ 2Xx = 0.
Ce systéme admet n solutions linéarement indépendantes (donc disdinctes
dans S7) données par les vecteurs propres v; de A (dans ce cas A =
— ;. En prenant le produit scalaire avec x dans ’équation pour les points
stationnaires on obtient

(x, Ax) = —A(x,x) = —A

d’ou laffirmation (insérer les solutions v; et comparer les valeurs). De
méme les conditions du théoreme d’Euler-Lagrange sont vérifiées sur D
(intersection de la sphere S; avec le hyperplan orthogonal & vi ).En
particulier V(x,x) = 2x # 0si x € D et V(x,v1) = vi # 0. Les points
dans lesquels h admet ses extremums sur D sont des points stationnaires
de
H(x, A 1) = h(x) + Alx, %) + (x, vi)
d’ou
2Ax 4+ 2Xx + pvy = 0.

En prenant le produit scalaire avec v; dans cette équation on obtient
2(vy, Ax) = =2X\(v1,x) — p{vi,v1) = —u
et par la symétrie de A
(v1, Ax) = (Avy,x) = A (v1,x) =0

dans D. Par conséquent o = 0. Les solutions sont données par les vecteurs
propres v;, @ > 1. Donc
minh(x) = Ag.

xeD



Chapitre 6

Intégrales multiples

6.1 Exercices

1. Calculer ,
_ —x
T Y
y—0 Jo smy

Y

2. Calculer
Y In(z? + cos(x?y?))

5 dz.

lim
y—=0 Jy2 Y

3. Montrer que la fonction f: R — R définie par

f(@) :/0 sin(tv/1 + 22) dx

admet un minimum local en 0.

4. Montrer que (0,0) est un point stationnaire de la fonction f : R — R

définie par
2

y
flz,y) = / cosh(yt* + z) dt.

_z2
Etudier sa nature.

5. Soient f,g: R — R deux fonctions définies respectivement par

x .2 2 1 675132(1+t2)

Montrer que la fonction f + g est constante et, de plus, pour tout z € R :

J(@) +g(@) = 7.

Utiliser cette relation pour calculer I'intégrale généralisée
> 2
/ e dt = lim \/f(x)
0 T—00

et donner sa valeur.

56
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Soit D = [0,1] x [0, 7/2]. Calculer

// o:smy
1+z 2 4

Soit D = [0,1] x [1,2]. Calculer

// 712 T dxdy.

Soit D = [0, 7] x [0, 1]. Calculer

// T sinzy drdy.
D

Soit D = [0,1] x [1,2]. Calculer

Soit D lintérieur du triangle de sommets A = (0,0), B = (m,0) et C =

(w, 7). Calculer
// x cos(z + y) dzdy.
D

Soit D = {(x,y) € R? : 22 + y? < 1}. Calculer le volume de

E={(z,y,2) €ER®: (z,y) € D: et 0 < z < /1 — a2 —y2}.

En déduire le volume de la boule d’unité B;(0) dans R3.
Formules utiles.
2
va?—z?dr = IVar— 22+ a—arcsinf, a>0, |z| <lal,
2 2 a

Soient D = [—1,1] x [-1,1] et f(x,y) = max(1 — |z|,1 — |y|). Calculer le
volume de

E={(z,y,2) €ER®: (z,y) € D: et0< 2 < f(x,9)}.

Dessiner les ensembles de niveaux de f(x,y).

// =110l ety
]RQ
ey
C drdy.
//Rz 1+a22+evyz Y

Soit Br = {(z,y) € R? : 2% + y? < R?}. Calculer

// xy dxdy, // 22 dxdy, // y? dady
Br Br Br

Calculer

Calculer
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Vérifier que

d 1
2 (9 )\ _
dw( arctan (e )) -
Calculer ensuite 1
—————— dxdy.
//Rz cosh(z2 + y2) v

Calculer

// i dxdy.
R2

/e‘é dr = V27
R

Formules utiles.

Calculer

//R2 (1+a? +1(y —2)2)? dxdy.

/// T+ y+ 2+ xyz dedydz.
(0,1]%[2,3] X [4,5]

Soit Br(0) = {(x,y,2) € R?: 22 +4? + 22 < R?}. Calculer

/ / /BR o dedydz,
M.

/// oo —2y* 327 dxdydz.
R3

E= {(Iyyvz) € R3 HEUS [071},?;2 +Z2 < 332}
Décrire E et donner |E| = Vol(E).

Calculer

0
2% dedydz.
0)

Calculer

Soit

58

Soit T est le triangle donné par les sommets A = (1,1), B = (4,1),
C = (3,3). Donner son bord 9T'. Donner T par des inéquations. Calculer

A:// dxdy,xC:A_l//xdxdy, yC:A_l//ydacdy
T T T

* Soit T est le triangle donné par les sommets A = (0,0), B = (1,0),

C = (x0,yo) tel que xg,yo > 0. Calculer

A:// d:cdy,xczA_l//xdxdy, yC:A_l//ydacdy
T T T
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6.2 Corrigés

1. Calculer )
lim % dx.
y—0 0 smy

Y

Corrigé. On définit

2

9(y) = /Oy(y— z)e”" de.

Alors

Notons que (siny?)” = (2y cosy?)’ = 2cosy? — 4y? siny?. Donc

g'(y) 1

y—0(siny?)” 2

et par la regle de 'Hopital :

2
lim ’ 7@ —w)e” dr = lim 79@) = lim 79//@) = 1
y—0 Jo sin g2 T yo0siny?  yo0 (siny?)” 27
2. Calculer Y (a2 5 3
lim n(@” + cos(a’y”)) dx.
y—0 y2 y2

Corrigé. On définit
g(y) = / In(z? + cos(z?y?)) da.
y

Alors, pour tout |y| <1 :

Y 2?sin(a?y?)

_ 2 5 4 7 2
g (y) = In(y” + cos(y”)) — 2y In(y* + cos(y”)) — 3y /y2 m dx.

Par un développement limité autour y =0 :
In(y® + cos(y’)) = y* + O(y*)

Pour les autres expressions le premier terme du développement limité
contient une puissance plus grande que 2. Donc par la regle de 'Hopi-
tal :

Y In(z? + cos(x?y?))
2

!
dwzlimM:hmM

y—0 g2 y—0 2y =0

lim
y—=0 J2 Y

3. Montrer que la fonction f : R — R définie par

f(@) :/0 sin(tv1 + 22) dx

admet un minimum local en 0.
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Corrigé. Puisque pour tout t € R :

f(t) =sin(tv/1 +2) + /t V1+ a2 cos(tvV/1 + 22) da
0

on a f’(0) = 0. Noter que dans un voisinage de 0 on f/(t) < 0sit <0
et f'(t) > 0 sit > 0 car la fonction sin(¢v1+ ¢2) change le signe et
I'intégrand /1 + 22 cos(tv/1 + x2) est strictement positive. Par conséquent
la fonction f admet un minimum local stricte en 0. Ou par calcul de la
dérivée seconde :

t?cos(tv/1+t2) (1
"(#) = 24/1 + 12 cos(t\/1 + 2 +——/ 1+22) sin(tV/1 + 22)dz
0 (VT 2+ = [ () sin(e T )
on a f”(0) = 2 > 0 donc la fonction f admet un minimum local stricte en
0.
4. Montrer que (0,0) est un point stationnaire de la fonction f : R — R

définie par
2

y
f(z,y) = / cosh(yt* 4 z) dt.

—x2

Etudier sa nature.

Corrigé. Les dérivées partielles de f sont données par

2

y
D, f(z,y) = 2z cosh(yz* + x) + / sinh(yt? + ) dt.
2
y2
Dy, f(x,y) = 2ycosh(y® + z) + / t? sinh(yt* 4 z) dt.
g2

Donc Vf(0,0) = 0. Ensuite on calcul la matrice hessienne de f en (0, 0).
On n’est pas obligé de calculer toutes les contributions mais seulement les
termes qui sont non-nulles. par exemple, pour trouver D, f(0,0) on voit
que pour la dérivée de 2z cosh(yz? + x) seule la partie 2cosh(yz? + x)
donne un résultat non-nul. Similairement les autres termes donnent zéro.
Donc

Dzzf(ovo) =2, Dzyf(oa 0) =0, Dyyf(07 0) =2.

Alors, la matrice hessienne de f est 2Id donc définie positive. Le point
stationnaire (0,0) est un minimum local stricte.

5. Soient f,g: R — R deux fonctions définies respectivement par

z 2 2 1 e’w2(1+t2)
fl@) = </0 e dt> et g(x):/o Wdt.

Montrer que la fonction f + g est constante et, de plus, pour tout x € R :

J(@) +g(@) = 7.

Utiliser cette relation pour calculer 'intégrale généralisée
o0
/ e dt = lim V()
0 T—r o0

et donner sa valeur.
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Corrigé. Puisque pour tout x € R :
T 1
() +4¢'(x) = 2" / e dt — 2ze™ / et at
0 0
_ .2 z —t2 _ 2 x _ 2
=2e7" et dt —2e7" e % ds
0 0

=0

ou on a effectué le changement de variable s = ¢z dans la deuxieéme
intégrale. Donc

1
1
f(z)+ g(z) = f(0) + g(0) = /0 e dt = arctan 1 — arctan0 = %
Il suffit de montrer que
lim g(x) = 0.

Tr—00

Ce résultat est une conséquence des inégalités

1 €_w2(1+t2) 2 1 1
0< = ———dt<e™”® ——dt

6. Soit D = [0,1] x [0, 7/2]. Calculer

rsiny
dxdy.
//D 1422 %

Corrigé.

. 1 w/2
// xsmydwdy:/ de./ siny dy
D1+Z‘2 0 1+l‘2 0

w/2

7. Soit D =[0,1] x [1,2]. Calculer
z
——— dxdy.
/ /D 22
Corrigé.

1 1
€T 1d 1
— " _dr= —— In(2? + y?) dz = =(In(1 + y?) — Iny?).

y=2 2 2 2 y=2
Y yIn(1+y°)
— dy = >¥——-—">-— “+arctan
/ T+ 2% 5 Yy Yy -
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d’oti en utilisant arctan1 = /4 :

z 5In2 w
//Dmd:vdy:arctaHQ—&—ln‘S— 5 T2

8. Soit D = [0, 7] x [0, 1]. Calculer

// x sin xy dxdy.
D
™ 1
// a:sinxydmdy:/ (/ xsinxydy) dx
D 0 0

T y=1
:/ (— cos zy) dx
0 y=0
= / (1 —cosx) dx

0

Corrigé.

™

=(x —sinz)| ==

9. Soit D = [0,1] x [1,2]. Calculer

Corrigé.

x 2 ! X
—— dady = ——dx | d
i A N O
=1

21
— [Gue ) dy
1

x=0
= (iln(ler ) —lny) dy
1

En faisant une intégration par partie on obtient

2

2 2
Y
_ dy
1 /1 1+y2
2

SR |
L
1 1(1+y2
In2

=Inb— = - 1 + arctan2 — arctan 1

2
1
/ (5 In(1+y%) dy = Z In(1 + ¢?)
1

In(1+y?)

N e

et
2

=1-2In2.

2
—/ Inydy=y—ylny
1 1
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Par conséquent

T 5In2 71'
//D m dxdy = Inb — — + arctan 2 — 1

10. Soit D lintérieur du triangle de sommets A = (0,0), B = (7,0) et C =

(m,m). Calculer
// x cos(x + y) dady.
D

Corrigé. Evidemment D = {(z,y) : 0 <y <z < 7. Donc

//Dgccos(ﬂc-i-y)claz:dyZ/OTr (/Omxcos(x—i-y) dy) dr

= /Oﬂ(sc sin(z + y)) o dz

y=0

s
:/ zsin2x — xsinz dx
0

:/ g(— cos2z) + x(cosz) dx
0

37r_~_/7r cos 2z s do
=—— — co
2 "), 2

al

2

11. Soit D = {(z,y) € R? : 22 4+ y? < 1}. Calculer le volume de

E={(z,y,2) €ER®: (z,y) €D : et0 <2< +/1—a2—y2}.

En déduire le volume de la boule d’unité B;(0) dans R3.

Corrigé. En appliquant la formule

2
/\/a2 “22dr = Z\/a2 —m2+a—arcsin£, a>0, |z <lal
2 2 a
avec a = /1 — y? nous avons
1 \1—y2
Vol(E):/ (/ \/l—yz—xde> dy
1 /12

1 2
1—
:/ L 1—y?2—22+ Y aresin ————
,12 2 1—y2
1

2
= / 2y (arcsin 1 — arcsin(—1)) dy
—1

1
s
=— [ 1-4°d
2[1 Y- dy

2

3
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L’ensemble E représente la démi-boule d’unité. Donc

Vol(B1(0)) = 4?”.

12. Soient D = [-1,1] x [-1,1] et f(z,y) = max(1l — |z|,1 — |y|). Calculer le
volume de

E={(z,y,2) €ER®: (z,y) €D : et0< 2 < f(x,9)}.

Dessiner les ensembles de niveaux de f(x,y).

Corrigé. Par la symétrie du probleme on a

Vol(E) =4 [ f(a.y) dady,
[0,1]x[0,1]

donc
1 Yy 1
Vol(E):4/ (/ 1—:13dx+/ 1—ydm)dy

0 0 Y
1 Y2

=4/ y-5 +(1-y)’dy
0
1 2

:4/ y~|—y—dy
0 2

_8

=3

4
-1 05 W
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13. Calculer

// 1211181 ety
]RQ

Corrigé.

// o—l—11-1y| dxdy:/ e_lm_lldx~/ 1ol gy
R2 —o0 —o0
oo (oo}
:/ eIt dt~/ e~ vl dy
— 00 — 00
:4/ et dt-/ e Ydy
0 0

=4.

14. Calculer
ﬂ 2 2 dxd
R2 (1 + x° + 69) Y-

Corrigé.

Y T )
//R (1+a%+ev)? ”_/_oo</_oo(1+:r2+ey)2 y) !
[e's) 1 Yy=00
:/_mm

dx
(oo}
1
Ny
oo L+

y=—00
=00

= arctanx

T=—00

= T.
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15. Soit Br = {(z,y) € R? : 2% + 3? < R?}. Calculer

// xy dxdy, // 22 dxdy, // y? dady
Br Br Br

Corrigé. En untilisant des coordonnés polaires x = rcosf,y = rsinf

on a
R 27
// xy drdy = / </ r? cosfsin @ d9> rdr
Br 0 0
R 2w
= / 7“2(/ (sin?0)' /2 d@) rdr
0 0

=0.

R 2
// z? dedy = / (/ 2 cos? 0 d0> rdr
Br 0 0
R . 2
fcosf+ 0
_ / .2 (sm cosf + > rdr
0 2 0

R
=7r/ 3 dr
0

TR*
-

et

ou par symétrie

1 R*
// xdedy:// dexdyzi// x2+y2d$dy:7TT.
Br Br Br

16. Vérifier que
1

d o)
. (2 arctan (e )) = osh

1
————— dzdy.
//RQ cosh(z? + y?) vy

Corrigé. En untilisant des coordonnés polaires x = rcosf,y = rsinf

on a
1 <y

——————dxdy =2 —d

//]Rz cosh(z? + y2) e Tr/o coshr2 &

Calculer ensuite

17. Calculer
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Corrigé. En complétant le carré par rapport a y on a

// i dedy = e* // e~ (D)’ dxdy
R2 R2

et par le changement des variables (z,y + 1) — (z,y) nous obtenons
(invariance de R? sous translations)

// i dedy = et // e =Y dxdy = er
R2 R2

en suivant le calcul presenté au cours.

18. Calculer )
dxdy.
// Uta?ty-a22

Corrigé. Par invariance sous translations

1 1
dxdy = ———— dxd
// (Ita?+(y—o22 Y // (1+a2+22 Y

En untilisant des coordonnés polaires x = rcosf,y = rsinf on a

1 o0 r *© d 1
=92 _— = _ =
// A+ a2+ (y o ”/o (RS ”/o a1

19. Calculer
/// T+ y+ 2+ xyz dedydz.
(0,1]%[2,3] X [4,5]

Corrigé.

1
dydz

1.2
/// xda:ddeZ// —
[0,1]%[2,3] x [4,5] (2,3]x[4,5] 2 lo
// L gydz =
= 5 ayaz = -,
[2,3]x[4,5] 2 2

/// y dxdydz = // y dydz
[0,1]x[2,3] x [4,5] [2,3]x[4,5]

213
Y / 5 5
= _— z = —_ dZ = =,
/[4,51 2 |y [4,5) 2 2
et de la méme maniere

9
/// zdxdydz = —.
[0,1]% [2,3] % [4,5] 2
Finalement,

/// zyz dedydz = // vz dydz
[0,1] % [2,3] x [4,5] [2,3]x[4,5] 2
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Alors,

105
/// r4+y+ 2+ ryzdedydz = —.
[0,1]%[2,3] x[4,5] 8

20. Soit Br(0) = {(z,y, 2) € R3 : 2% + y? + 22 < R?}. Calculer

/// xy daxdydz,

Br(0)

/// 2% dedydz.
Br(0)

Corrigé. Par un changement des variables en coordonnés sphériques
/// xy dedydz = /// zy r? sin 0 drdfde
Br(0) [0,R] x [0,7] % [0,27]

= / / / r*sin® 0 cos ¢ sin ¢ drdfdg = 0
[0,R] x [0,7]x[0,27]

car .
/ cos ¢singp do = 0.
0

Ensuite

/// 2% dedydz = /// 2% r?sin 0 drdfdé

Br(0) [0, R] x [0,7] X [0,27]

= /// r* cos? 0 sin 0 drdfdé
[0,R] % [0,7] X [0,27]

=27 // r* cos? 0sin 0 drdf
[0,R]x[0,7]

R 39 0
= 277/ r4( _ ) dr
0 3 0
= 41 RT4 dr = 4nR>
3 Jo 15

Ou plus rapidement : Par symétrie

1 4 (B 4 RP
/// szxdydz:f/// r2dxdydz:—7r/ rddr = WR.
Br(0) 3 Br(0) 3 Jo 15
21. Calculer
/// e~ —2y7 -3 dxdydz.
R3
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Corrigé.

/// e~o -2’32 dxdydz = / e~ d:z:/ e=2v’ dy/ e=37 dz
R3 R R R
2

1 e~ 7 do E 67§ dy L efé dz
V2 )k 2 Jr V6 Jr
(2m)}

2
3 3
T2 T2

3 V66

=

22. Soit
E={(z,y,2) e R*: 2 €[0,1],y% + 2* < 2%}

Décrire E et donner |E| = Vol(E).

Corrigé. L’ensemble F représente un cone autour ’axe de . Le sommet

est (0,0,0).
1
|E\:7r/ wtde ==
0 3

23. Soit T est le triangle donné par les sommets A = (1,1), B = (4,1),
C = (3,3). Donner son bord T. Donner T par des inéquations. Calculer

A:// dxdy,xc:Afl//xdxdy, yC:Afl//yd:rdy
T T T

Corrigé 1 - ”Intégration dy et ensuite dz”. Le bord 0T est donné
par :

r={y=lLze[l,4}U{y=9—2z,z € [3,4]}U{y ==,z € [1,3]}.

Il en suit que nous pouvons représenter 1" comme la réunion de deux
triangles droites :

T={(z,y):1<y<zzell,2}U{(z,y):1<y<9-—2xx€[34]}.

Pour toute fonction f : T"— R continue

J[ s asiy= [Car [Caysen + [ [ s

Donc

32 -1

A:/lgdx(x—1)+/34das(8—2x): —24+8—(4*-3%)=3.

3 4
xc:A_l/ dr (2° — x) —|—/ dx (8z — 227%)

1 3

3¥—-1 -1 42-3 _4-3 8

=AY
3 2 2 3
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24.

et
3 2 4 2
-1 —2r) —1
Ye = /4‘* J/P dx z + J/P dx EE%AAAAAEZZAAAAA,
2 5 2
4
= A" / da ® —|—/ dz 40 — 18z + 222
3
-1 43-33 5
= A1 —14+40-9(4% -3%+2 =-.
Corrigé 2 - ”Intégration dx et ensuite dy”. Cette méthode permet

un calcul plus rapide. En utilisant les équations du bord (voir la premiere
partie) on peut écrire

T={@y:1<y<sy<e< Y}
Pour toute fonction f : T — R continue
3 2
// f(axy)dwdy:/ dy/ dz f(z,y)
T 1 Y
Donc 3 ) )
9 — 3y 3-32-3-1
A= d =9 — =3
/1 79 1
Pl (9-y)?
c:A—l d - .2
z /1y2( 5 V)
o (9—1)3—(9—3)3_33—13 _8
=47 24 6 )73
et

3 2
_ 9y — 3y
. =A"1 dy———
Y /1 Y 9

L9-(32-12) 3.(B-13. 5
:A 1 — == —.
( 4 6 ) 3
* Soit T est le triangle donné par les sommets A = (0,0), B = (1,0),

C = (z0,yo) tel que xg,yo > 0. Calculer

A= // dxdy,x. = A~ //xd:rdy, Yo = A" //ydxdy

Corrigé. Le segment AB est paralelle & I'axe z. Il est donc préférable
d’intéger d’abord la variable x (voir I’exercice ci-dessus). Avec les équations
oy = Yo, (1 — o)y = (1 — x)yo pour les deux autres segments on trouve

1
T={(r,y):0§y§yo7@Sxél—w}-
Yo Yo
on a pour toute fonction f: 7T — R continue

z9)y

//facy dacdy—/yody/lda:f(x,y).
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Donc comme avant
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Chapitre 7

Equations différentielles

7.1 Exercices
1. Pour z € R donner la solution générale de
Y (2) +y(x) = ™ 4+ e* + 3sinw.

2. Pour x > 0 donner la solution générale de

xy' (z) — 2y(z) = 5.

3. Pour z € R donner la solution générale de
y'(z) + 2tanx y(z) = sin .
4. Pour z € R donner la solution du probléeme de Cauchy
y'(z) + tanh x y(z) = sinhx, y(0) = 1.
5. Soient m, k, g > 0 constants. Pour ¢ > 0 donner la solution générale de
mo(t) + kv(t) = —mg.
Calculer

lim v(¢).

t—o0

Cette équation différentielle décrit la vitesse d’'une particule de masse m
soumise a une accélération constante g dans un potentiel gravitationnel
(”chute libre”) avec un frottement proportionnel & la vitesse.

6. Donner la solution y(x) du probleme de Cauchy

v =vy*, y(0)=yo>0.
Donner 'intervalle maximale I* sur lequel y(z) existe.

7. Soient y(z), z(x) les solutions des problemes de Cauchy
v =92 y0)=yo>0, 2 =2*+a(x), 200)=y>0
ol a : R — R, est une fonction continue. Montrer qu’il existe * > 0,

z* < yyt, tel que TILHQ z(z) = +o0.
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8. Pour z € R donner la solution y(z) du probleme de Cauchy

y'(r) =y(2—-y), y0)=1

Calculer
lim y(z) et lim y(x).

=00 z5+oo
9. Pour z € R donner la solution du probléeme de Cauchy
y(x)=1-y* y(0)=0.
Calculer
Jim y(x) et lim y(z).
10. Soient ¢,g > 0 constants. Pour ¢ > 0 donner la solution du probleme de

Canchy 3
o(t) = g<1 - ”(t)2>2, v(0) = 0.

c2

Pour la solution v(t) donner :

(%) |
e
et en déduire que v(t) < ¢ pour tout ¢ > 0.
(b) ©(0) et montrer que ©(¢) < v(0) pour tout ¢ > 0.
(¢) le développement limité d’ordre 3 autour de ¢ = 0.

()

Formules utiles.

11. Résoudre le probleme de Cauchy

y' =ylny, y(0)=yo>0.
Pour tout yg > 0 calculer lim y(x) et lim y(x).
Tr—r—00 Tr—00

12. Résoudre le probleme de Cauchy

v =—(y+2)?% y0)=yo.
13. Résoudre le probleme de Cauchy

y =1 +sinx)y(l-y), y(0)=1yo,yo €0,1].



CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 74

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Montrer que I’équation différentielle
-2z + ye®¥ + zeVy =0

est exacte. Donner la solution du probléeme de Cauchy si (a) y(1) = 0 et
(b) y(1) =In2.
Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

(a)
y'(t) +2y'(t) +y(t) =0, et y(0)=1,4(0)=0

(b)
y'(t) +2y'(t) + 5y(t) =0, et y(0)=3,4'(0)=1

(c)
y'(t) +29y(t) +0.36y(t) =0, et y(0)=1,9'(0)=0

Vérifier que u; (z) = exp(—22/2) est une solution de I’équation diférentielle
u” — 2%u+u=0.

Donner une autre solution linéairement indépendante de cette équation.

Donner une solution particuliere de
y"(t) +2y'(t) + y(t) = Ecos(wt)

ouF > 0.

Résoudre le probleme de Cauchy suivant :
u’(x) +2u(x) —2u(x)® =0, et wu(0)=0,4'(0)=1
Formule utile.

“ o1
/0 T dt = arctanh(u) pour |u| <1

Donner exp(At), si
01 0
A=10 0 1
0 0 O

Résoudre le probléeme de Cauchy x = Ax, x = x(t) € R3, x(0) = ae; +bes.
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7.2 Corrigés
1. Pour x € R donner la solution générale de
Y (2) +y(x) = e + e* + 3sinw.

Corrigé.

3e® 4 2¢2* — 9cosx + 9sinx
6 b

—Z

y(z) =ce ceR

2. Pour x > 0 donner la solution générale de
xy'(z) — 2y(z) = 5.

Corrigé.
5

y(m):ch—i-%, ceR

3. Pour z € R donner la solution générale de
y'(z) + 2tanz y(x) = sinx.
Corrigé.
y(xz) = ccos’x +cosx, cER
4. Pour z € R donner la solution du probleme de Cauchy

y'(z) + tanhz y(z) = sinhz, y(0) = 1.

Corrigé.
1 cosh x

y(w) = 2 coshx + 2

5. Soient m, k, g > 0 constants. Pour ¢ > 0 donner la solution générale de

mo(t) + kv(t) = —mg.

Calculer
lim v(t).

t—o0

Cette équation différentielle décrit la vitesse d’une particule de masse m
soumise a une accélération constante g dans un potentiel gravitationnel
(”chute libre”) avec un frottement proportionnel & la vitesse.

Corrigé.

pour tout ¢ € R. Par conséquent,

i __"g
tlggo v(t) = k-
Noter que la limite est la méme pour tout ¢ € R ( c’est-a-dire pour tout

vitesse initial).
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Remarque. Le frottement proportionnel a la vitesse apparait, par exemple,
pour le mouvement d’une boule dans une fluide. Dans ce cas, le coefficient

k dépend de la viscosité du medium et du rayon de la boule (voir sous loi
de Stokes dans un cours de physique générale)

6. Donner la solution y(x) du probléeme de Cauchy

v =vy% y(0) =y >0.

Donner intervalle maximale I* sur lequel y(z) existe.

Corrigé. L’équation différentielle est équivalente & (—y~ ') = 1 d’olt
ylx) = LU & =] — 00,y -
1 —yox

7. Soient y(z), z(x) les solutions des problemes de Cauchy

v =9y y0)=yo>0, 2'=z*+a(x), 2(0)=yy>0

ol a: R — Ry est une fonction continue. Montrer qu’il existe z* > 0,2* <
yo b, tel que lim z(x) = +oo.
r—x*

Corrigé. Par 'exercice précédent y(x) = P~ 0 existe si w < yo !

1 —yox
et

lim y(x) = +o0.
x—)y(;l
Par le théoreme d’existence et unicité locale il existe une unique solution
z sur un intervalle autour de 0. En prenant la différence w = z — y on
constate que w est une solution du probleme de Cauchy

w' = w? 4+ 2yw + a(x), w(0)=0.

Il en suit w’ > 2yw donc (we2 Jo u(s) ds)/ >0douw > 0six >0, cest-
a-dire z > y. Donc z n’existe pas si © > y; ' et z(z) diverge pour au
z* <yy L

Remarque. Pour justifier que ”z(z) diverge au z* < yal” on note qu’il
existe un intervalle maximale ]0, z*[ ,2* <y, ! dans R sur lequel z existe.
Par I’équation différentielle z/ > 0 donc lim z(x) existe dans ]0, 0.

T—x*

Supposons que cette limite soit finie. Alors, par le théoreme d’existence et
unicité locale il existe une unique solution z sur un intervalle |a* —r, z* 47|
en contradiction avec le fait que ]0, z*[ est 'intervalle maximale. Donc

lim z(z) = +oo.
r—x*

8. Pour z € R donner la solution du probleme de Cauchy

y'(r) =y(2—-y), y0)=1

Calculer
lim y(x) et lim y(x).

T—r—00 r—r+00
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Corrigé. Calcul de la primitive de m :

v 1 v 1 1 1
——ds = — 4+ ———ds=-Iny— - In(2—
/ s2—s5 " / 2 T ag s ¥ gy -5 -y)

Donc g
v = e
et

lim y(z)=0 et lim y(z)=2.

T——00 r—400

9. Pour z € R donner la solution du probleme de Cauchy

y'(z)=1-y y(0)=0.

Calculer
lim y(z) et lim y(x).

T——00 r—+00

Corrigé. Calcul de la primitive de ﬁ :
/y ﬁ ds = arctanhy = %ln%
Donc
y(z) = tanhz
et
fCEr_noo y(r) = -1 et xlgr_loo y(z) = 1.

10. Soient ¢,g > 0 constants. Pour ¢ > 0 donner la solution du

Canchy 3
o(t) = g<1 - ”(t)2>2, v(0) = 0.

2
Pour la solution v(t) donner :

(a)

lim v(t)

t—o0
et en déduire que v(t) < ¢ pour tout ¢ > 0.
(b) ©(0) et montrer que ©(¢) < v(0) pour tout ¢ > 0.
(¢) le développement limité d’ordre 3 autour de ¢ = 0.
(d)
¢
x(t) ::/ v(s) ds.
0

7

11 Y
=—1In
2 22—y

probleme de
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Corrigé. Intégrer I’équation différentielle :
o(t) 1 t
/0 (1_£)gdy=g/0 sds
Par le chamgement de variable y = cn et par la formule donnée on obtient

v(t) v(t

v z 1 n
— d :c/ S S, M —
/0 (1—%2)% Y 0 (1—772)% g V1—n?

0 1— v(t)? .

Par conséquent,

Résoudre pour v(t) :

Les propriétés de la solution v(t) :

(@ )
lim v(t) = lim ———= =c.
t—o0 t—o0 /1 + c2

g2t2

On a ©(t) > 0 ( par calcul direct en utilisant la forme explicite de

v(t)). Par conséquent, v(t) est strictement croissante et donc pour
toutt > 0

v(t) < limv(t) =c.

t—o0

(b) En utilisant I’équation différentielle

(0) :g(l— 0(02)2)3 :g<1—(c)z>g —g.

Encore par ’équation différentielle pour toutt > 0 :

o(t) = g(l - “(?2)3 <g=v(0).

C

(¢) Le développement limité d’ordre 3 autour de t = 0 est donné par

gt
o(t) = ———

1+ %

1 g%t? 4
gt(12 7 +O0t")

=

— +O@t0).
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11.

(d) Par un changment de variable 0 = £* respectivement s = %‘7 on

trouve que

:/ S
0 232

7/ _ %
V1+02
/ d\/1+02

1—1—02

0

2 2t2

¢ ( 1+9% 1)
g

Remarque. L’équation différentielle décrit le mouvement d’une parti-
cule soumise & une accélération constante g dans la théorie de rélativité
restreinte vue du point de départ ( par exemple, le vol d’une navette spa-
tiale vu de la terre). Ici la constante ¢ dénote la vitesse de la lumiere.
(a) démontre que la vitesse reste malgré d’une accéleration permanente
toujours en-dessous de c. (b) montre que vu du point de départ (ou plus
précisement de son référentiel) 'accéleration est toujours plus petit que au
départ (méme diminuante). La partie (¢) montre que pour ¢ petit ou c¢ tres
grand on a en premier ordre v = gt donc le résultat selon la mécanique de
Newton, et (d) donne la distance parcourue (I'intégrale de la vitesse).

Résoudre le probleme de Cauchy

Yy =ylny, y0)=yo>0

Pour tout yg > 0 calculer lim y(x) et lim y(x).
r—r—00

Tr—r00

Corrigé. Ce probleme admet pour yy > 0 une solution unique puisque
ylny est de classe C' donc localement lipschitzienne. Il y a un point
stationnaire : si yo = 1, alors y(x) = 1 pour tout x € R. Si yg # 1 le
probleme de Cauchy est équivalente a

-
o nlnn

Par la substitution 7 = e* on trouve

Y o dn /lnydz Iny
= — =In(Iny) —In(lnyy) = In —=
/ 1 (1ay) - In(ingo) = In 2

o nlnn nyo 2

d’ou
Iny

_ LT = _ ezlny[): et
Ty y(z) =e (v0)



CHAPITRE 7. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Les solutions existent pour tout z € R Il en suit pour les limites :

0<yo<1,alorsInyy <0 et

lim y(z) =1, limy(x)=0

Tr——00 Tr—00

Siyp > 1, alors Inyy > 0 et

lim y(z) =1, limy(z)= +oo.

r—r—00 r—r 00

12. Résoudre le probleme de Cauchy

/

Y =—(y+2)% y0)=1yo.

80

Si

On pose u(x) = y(x)+x. Alors, v'(x) = y'(x)+1 et on obtient le probleme

de Cauchy
u'=1-—u? u(0)=yo.

Sa solution est (voir les notes de cours) u(x) = tanh(z 4 arctanh yg) d’ont

y(x) = —x + tanh(z + arctanh yo).
13. Résoudre le probleme de Cauchy

Y = (1+sinz)y(l —y), y(0)=wyo,vo €]0,1[.

Corrigé. L’équation différentielle s’écrit comme suit :

dy
—~— = (1 +sinx)dr
y(1—y)
. 1 1 N .
En utilisant —— = — + on trouve apres l'intégration entre yo
yl-y) y 1-y

et y (respectivement 0 et =) on obtient en prenant ’exponentielle

L L (/x 1 +sintdt)
= exp sin =
y(1—y)  wyo(l—yo) 0

Yo(1 = o)
On résoud pour y :

Yo
1+ (1 —yg)exp(t —cost+ 1)

y=y(z)=

14. Montrer que ’équation différentielle

—2x + ye™¥ + xe™y =0

exp(t —cost+1).

est exacte. Donner la solution du probleme de Cauchy si (a) y(1) = 0 et

(b) y(1) =In2.

Corrigé. En utilisant les notations du cours on a f(z,y) = —2z + ye*?

et f(z,y) = xe™. L’équation différentielle est exacte puisque

of (z,y)
dy

dg(z,y)
ox

= zyye™’ =
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Pour trouver ”I’'Hamiltonien” H(z,y) tel que

S — fa, Y — glay)

en utilise (en prenant xp = yo = 0) :
1
H(z,y) = / fla-tyy- )z +g(x-t,y-t)y dt + const
0

1
= / —22%t + 2xyte””yt2 dt = —x° + Y + const
0
La constante additive est donnée par la condition initial ¥(0).
(a) Si y(1) =0, alors H(x,y) = H(1,0) d’ou

1 2
—2? e =0, y(z)= ne ,o > 0.
T

(a) Si y(1) =1In2, alors H(x,y) = H(1,In2) d’ou
In(1 + 2?)

—2? e =1, yla)= —"2,2>0.
x

Corrigé - Méthode alternative pour trouver H. On integre g(z,y)
par rapport & y (ou alternativement f(z,y) par rapport a y). La constante
additive déepend de x. Alors,

y

y
Hizy) = / g(,n) dn + ¢(x) = / ze™ dn+ ¢(z) = ™ + ¢(x)
1l faut que
T 6H 9 - /
f(x,y) = -2z +ye“‘y = éizy) — yeiyqs (l‘)

d’ott ¢(x) = —a? + const.
15. Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

(a)
y'(t) +2y' () +yt) =0, et y(0)=14'(0)=0

Corrigé. La matrice associée admet une Valeur propre double A =
—1. La solution générale est alors donnée par
y(t) = (c1 +cat)e™
Sa dérivée est donnée par
y'(t) = (—c1 — ot +ca)e” !

En ¢ = 0 cette solution doit vérifier les conditions initiales, d’oli on
obtient un systeme algébrique linéaire pour les coefficients ¢y, ¢y :

1=y(0)=c1 et 0=y (0)=c2—cy.
Par conséquent, c; =1, co =1 et

y(t) = (1+t)e "

y'(t) +2y(t) +5y(t) =0, et y(0)=3,4'(0)=1
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Corrigé. La matrice associée admet deux valeurs propres com-
plexes conjugés A1 = 1 + 2¢,Ao = 1 — 2¢. La solution générale est
alors donnée par

y(t) = cre " sin(2t) + coe " cos(2t)
Sa dérivée est donnée par
y'(t) = (=2co — c1) sin(2t)e ™" + (2¢; — ¢2) cos(2t)e ™"

En t = 0 cette solution doit vérifier les conditions initiales, d’ou on
obtient un systeme algébrique linéaire pour les coefficients ¢y, cs :

3=y(0)=ca et 1=19'(0)=2c; —ca.
Par conséquent, ¢c; =2, co = 3 et

y(t) = 2e " sin(2t) + 3e ™" cos(2t).

y'(t) +29y(t) +0.36y(t) =0, et y(0)=1,9'(0)=0

Corrigé. La matrice associée admet deux valeurs propres réelles
distincts Ay = —0.2,A2 = —1.8. La solution générale est alors donnée
par

y(t) — 61670.215 + 62671.815

Sa dérivée est donnée par
y'(t) = —0.2c1e7 %2 — 1.8coe™ 18!

En ¢t = 0 cette solution doit vérifier les conditions initiales, d’ou on
obtient un systeme algébrique linéaire pour les coefficients ¢y, cs :

1=y0)=c1+c2 et 0=1y'(0)=—-02c; — 1.8¢s.

Par conséquent, ¢; = 1.125 = , ¢, = —0.125 = —§ et

0e—0-2t _ o—1.8t

y(t) = 3

16. Vérifier que uy (x) = exp(—x2/2) est une solution de 'équation diférentielle

= z2Pu4u=0.

Donner une autre solution linéairement indépendante de cette équation.

Corrigé. Pour trouver une une autre solution linéairement indépendante
uz(x) noter que son wronskien

w(@) = ur (2)uh(2) — vy (2)ua (@) = ur (2)*(
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17.

18.

est constant (et non-nul) car w’(z) = uq (z)uf (x) —uf (z)uz(x) = 0. Posons
w(z) = ¢ nous voyons que us(x) vérifie I'équation différentielle du premier
ordre donnée par

)/ = cexp(z?)
d’ou .
us(x) =c exp(—m2/2)/o exp(t?) dt.
Donner une solution particuliere de
y"(t) +2y'(t) + y(t) = Ecos(wt)

oull > 0.

Corrigé. 1l est plus commode d’utiliser la représentation complexe
y'(t) + 20 (t) +y(t) = B’

pour trouver une solution particuliere. On essaie z,(t) = Ae’“ ! avec A € C
et on prend ensuite y,(t) = Re(z,(¢)). On trouve la condition

E  E(1 —w? — 2iw)

A: =
1—w? + 2iw (1+w?)?

Donc
1 —w?)cos(wt) + 2wsin(w t))
(14 w?)? '

yp(t) = Re(Ae'®?) = E(

Résoudre le probleme de Cauchy suivant :

u”’(x) +2u(x) —2u(x)® =0, et wu(0)=0,4'(0)=1

Corrigé. L’energie de u est donnée par

1 1
E(u,u') = iua +u? — §u4.

Elle est constante, donc pour la solution du probléeme de Cauchy on a

d’ou
u? = (1 —u?)?.
Comme u/(0) = 1 est positive nous cherchons donc la solution de
u=1-u?

dont sa solution est donnée par
dn= [ d§
/0 1—n? 0

arctanh(u(z)) = x.

i.e.

Par conséquent, u(x) = tanh(z) est la solution du probléme de Cauchy.
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19. Donner exp(At), si

0
A=1 0
0

SO =

0
1
0
Résoudre le probleme de Cauchy x = Ax, x = x(t) € R?, x(0) = ae; +bes.

Corrigé. En calculant

0 0 1
A2=10 0 0 |, A*=o,
0 0 O
4242 1t t2)2
on trouve exp(At) = 1+ At + 5 = 01 ¢ . La solution du
0 0 1
probléme de Cauchy est donné par x(t) = exp(At)x(0) :
1t t2)2 a a-+bt?/2
xt)=| 01 ¢ 0| = 0
00 1 b b



