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Série 24 : Corrigé

Exercice 1
Ona (y)N(d)=P(5;3) (d)NOx=S5(3,00 (y)N0Oy=(0,2).
(a) Pour v:y = f(x) =+/x + 4. Alors le volume engendré par f(x) est

5 5
25 65
v :w/ )2 dx=7r/ (@ +4) do = 7(2 +20) = 2
0 0 2 2
La droite d en tournant autour de 'axe Ox entre les points S et P engendre un cone de hauteur
2 et dont I'aire de la base vaut my? = 97. L’aire du cone est donc Vo = %9# -2 = 6m. Le volume
demandé vaut alors

Vx:%—%:z—?’m

(b) On va intégrer selon la variable y :
Courbe y:y=+vVr+4 = z=19y°>—-4=:g(y)
Droite (d) : 3z —2y—9=0 <= z=2y+3=:f(y)

Alors
s 2 s 2
Vo= [ 0P dy=n [ o dy
e 2 K 4 2
=7 §y +4y+9 | dy—m (y — 8y +16) dy
0 2

4 3 1 8 3
= 77[2—7313 + 2% + 9y]0 — w[gy5 - gy?’ + 16y]2
113 622

Exercice 2 , .
Ona f(z) =z~ 2 et donc f'(z) = —3 2~ 2. Dot

Y=00 =0 0 3
V= 7'('/ z’dy = 71'/ a? f'(x) do = 7r/ z? <—$
y=1 =1 =1 2

3r [° 3r (11 3 1
S :L‘_%dx: 7T/ — dx = IQ:L‘% = 3.
2 )i 2 Jo Vz 2 0

ot

) do

Exercice 3
On a bien évidemment x = apcosf et b = bpsin . le Jacobien de cette transformation vaut alors

acosf —apsinf

[det(o)] = bsin  bpcosb

‘ = abp.



De plus le quart de Dellipse est décrit dans les nouvelle coordonnées par les inéquations
0<p<let0<O<T
La surface du quart de l'ellipse devient

3 1 7 [ p? U rab
1-abpdpdf = ab - {} = —
/0 /0 212], 4

ce qui donne wab pour lellipse toute entiére.

Exercice 4 '
(a) Equation séparable : (y' +y)tanz =y = (y— +1)tanz = 1
Yy
' 1 Y Cos T
= = -1 c-a-d = = — —
Y tanx Y sinx

En intégrant, on obtient : In|y| =In|sinz| —x + K

ly| = Cenlsingl=e — = Csing - e

/

b) Equation séparable : zy’ —y = 3> y__Z
(b) Eq P v —y=y Fiy 1
1
Comme — = — — —— , l’équation peut étre écrite sous la forme :
v +y oy y+1
y_ v 1
y y+1 =z

et en intégrant, on obtient

Inlyl—Injly+1=nz|]+ K = In i =In|z|+ K
y+1
y K _ & y Cx
——|=e"=C(>0) ou ——=Czr = = .
x(y+1)‘ (>0) ou 75 Y71 Cx
Avec la condition initiale y(2) = —2, on trouve :
2C
9= —1
1-2C ¢
D’ou la solution cherchée .
y=1
-z

(c) La méthode de séparation des variables est applicable : en effet,

y+y
2y —

=r = y+y =22y—y)

o2 —1 3
Mta2)=y2r—1) = L= = 2
Y1t 2) = y(2x — 1) L =
En intégrant, on obtient
Inlyl=2z—-3mnjz+1+ K
06290

c’est-a-dire aussi : Y= (



Exercice 5
Soient P(z,y) un point courant de vy et T'(0, h) € 7 le point d’intersection de la tangente 7 en P par
I’axe Oy. La pente de 7 se calcule comme suit :

- —h
yp—yr _ Y =4y (en P).
rp —IT T

Or, par hypothése, on doit avoir h = 1/y; ’équation devient

1
Yy—3 1

x
C’est une équation différentielle séparable. En séparant les variables on obtient

y
y? -1

1
dy = —dx
x
En intégrant, on obtient

%ln|y2—1]:ln|x|—l—K — In|y? — 1| =2In|z| + 2K
-1 =22 —= +@@P-1) =22 — y*-1=0C2> CeR.
La solution est donc la réunion d’une famille d’ellipses et d’hyperboles d’équation
y?—Cz?=1
Si C > 0, on a une famille d’hyperboles. Si C' < 0, c’est une famille d’ellipses.

Exercice 6
C’est une équation linéaire inhomogéne. L’équation homogéne est la méme pour les points (1) - (3) :

/

1
Yr—y=0 = y - =0
On a a(z) = —1 et donc A(z) = —In |z|. Ceci donne la solution générale de I'équation homogéne :
w(z) = Ce ™A@ = C CeR.

Il reste a trouver une solution particuliére de I’équation inhomogene xy’ —y = h(x) pour chacun des
points (1)-(3).

(1) 2y —y = 1. En essayant une constante, on voit que y = —1 est une solution.
D’ou la solution générale de I'équation : y = Cx —1, C eR.

(2) L’équation est zy’ —y = 2. On essaie y= K3 = 3y = 3K 22.
L’équation devient : 3K 23 — K23 =23 ou 2Ka® =23 donc K = % .
Une solution particuliére est donc yp(z) = 3.

D’ott la solution générale de 1’équation inhomogéne :

1
y=Cux+ a3,
2
(3) on doit résoudre xy’ — y = x : on utilise la méthode de variation des constantes. On cherche
donc une solution de la forme yp(z) = c(z)w(x) avec w(z) = = (= solution générale de I’équation
homogene). On a alors yp(z) = zc/(z) + c¢(x) et 'équation devient

1
z(zd () + ¢(z)) —ze(z) =2 = 2%d(@)=2 — d@)=- = c(z)=Inlz|
x
On trouve donc yp(x) = zc(zr) = zln |x|.
D’ou la solution générale de ’équation inhomogéne : y = Cz + xln|z|.



Exercice 7
vy =4y + 22y (équation de Bernoulli avec n = %)
En posant u=.,/y = u? =y , on obtient :
21

2zur) = 4u? + 2Py = 2uu —du=2%(x) = - "u= 3%
x
, VT X _ 2 _1
C’est une équation linéaire inhomogeéne avec a(r) = —= et b(z) = 5.

(I) La solution générale de I’éq. homogene est uy(z) = Ce=A®) = Ce?l#l = C22. On a donc, pour

reprendre la notation du cours, w(x) = 2.

(IT) Pour une solution particuliére de 1’équation avec second membre, on utilise la méthode de

variation des constantes :
1 1
c(x) :/ b() dx:/ ialx:f'ln|as|
w(x) 2 z? 2

ce qui donne up(z) = c(z)w(z) = $2%In|z|. Ainsi la solution générale est

1
u=Cz? + §:L°2 In |x| .
En se souvenant de la transformation introduite, on peut alors exprimer y(x) :

1
u? =y = (Cx*+ 5:1:2111 2))? = y(z) = 2*(C +1In/|z|)?



