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Série 22 : Corrigé

Exercice 1 . —yz
et —e
On note f(z,y) = ——— . On a alors
x
1 —yz —yz
Fyly) =+ () - () = .
et —e Y g . —e T tye Y . :
(a) On a hr% z —° B hr% + = y — 1. La fonction & intégrer ne posséde donc
xr— X xr—>

pas d’asymptote en £ = 0 = aucun probléme en x = 0.
Pour x — o0, il faut vérifier les hypothéses (I) et (II) vues au cours. Fixons un b tel que 0 < b < 1.
Alors pour y > bet z > 1,0n a

- _ —yT
S < |7 4 [e7¥%| < 267" = ¢(x)

T

et ¢(x) est intégrable sur [1;4o0].
Pour fy(z,y), on utilise la majoration |fy(z,y)| < e b = ¥ (x) qui est intégrable sur [1; o0l
Le théoréme s’applique donc pour tout y plus grand qu’un b > 0. Notons d’ailleurs que ¢(0)

1
n’est pas définie car I'intégrale diverge (l'intégrant est essentiellement en —).
x

(b) Par le théoréme du cours, on a

s =[ st [Tera=[- )7 ]

(c) En intégrant, on a g(y) = Iny + C ou C est une constante & déterminer. En reprenant la
définition de g(y), on voit que g(1) = 0. Comme In 1 = 0, on en déduit que C' = 0. En conclusion

© =T _ =Y
o) = [ de =y,
0 X

De plus
oo ,—axr _ ,—bx oo ,—x _ ,—bx 0o ,—r _ ,—ar
I(a,b) = Hdm:/ H—/ C T
0 T 0 T 0 €z
b
=g(b) —g(a) =Inb—Ina =In—.
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Exercice 2 . ,
(a) On sait (formule donnée) que / e ™ dx = /m. Donc
—00

9(y) = / e v dr = / e gy LI / e du = \/F
0 2J 2) VY 2\y



, _i _ﬁ 13 __ﬁ 1 1 T
(b) Doncg(y)—dyg(y)— 5 2y T4 B 4\ 3

(c) D’autre part, par le théoréme du cours,

>0 2 o 2 > 2 1 s
9' () :/ ——e Y dx 2/ —z%e YV dx d’ou / eV dx = \/73
0o Oy 0 0 4Vy

oo
(d) On en conclut que / 22 dp =2 g(1) = \/27?
Pour applique le théoréme de la section 6.1, il faut vérifier les conditions (I) et (II) : soit 0 < b < 1.
Alors pour tout y > b, on a
M |f(z,y)| = \6_91’2\ <e b’ = ¢(x) et la fonction ¢(x) est intégrable a l'infini.
(ID) |fy(z,v)| = | — xQe_yIQI < g%e7 M = Y (x) et la fonction ¢ (x) est intégrable a l'infini (théoréme
d’Analyse I).
Ainsi le théoréme du cours sur les intégrales & paramétre s’applique pour y plus grand qu’'un certain
b>0.

Notons d’ailleurs que g(0) n’est pas défini car U'intégrale diverge!!

Exercice 3
Remarquons d’abord que g(0) = 0.
arctan(yx) 1
- p— .
10— MY =g mn s

On pose f(z,y) =

. arctan(yx) . yx
Enzxz —0,0onalim —=- =1lim ———— =y (car pour z =~ 0, on a arctanz ~ z). [l n’y a
z—0 l‘(l—f—l‘z) z—0 x(1+x2) y ( P ) Y

donc pas d’asymptote en = = 0.
Pour x — 0o, on a la majoration

arctan(yzx /2
arctan(ya)|  T/2Z_ o)
z(1 + 2?) x
et ¢(x) est intégrable pour x — oo.
Pour fy(z,y) on utilise la majoration |f,(z,y)| < 152 P(x). Et ¢(x) est intégrable a 'infini
x

(car le degré est > 1.)
On peut donc appliquer le théoréme de la section 6.1 :
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En intégrant on trouve alors g(y) = gln(l +y) + C. Comme ¢g(0) = 0 on en déduit C' = 0. Ceci

o0
t
/ AT g 1) = T 2,

montre que

Exercice 4



Par le théoréme du cours on a

Vo2 1+ 222 1+ 2y° v 1
o) — . dr i (152 ) o / S
g(y) /0 1+2:U2 1+y2+x2 ‘T+n<1+y2+y2 Yy 0 1+y2+x2 z
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=2y - ——— - arctan | ——
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Pour calculer la primitive, on peut poser u =

o=y 2y ) Y
= ——— -arctan | ——
=0 /1 + y2 /1 + y2
x .
———— pour faire apparaitre
V142
1

Y 1
. du
/o V12 1+a?

En passant a la limite on obtient
. / 7T
lim (y) = 3.

Yy—00

Exercice 5

g(y) = /y In (1 + cos(yx)) dx

Par le théoréme du cours on a

Jy) = /1;4 _m dx +In (1 + cos(y - y2)) -2y — In (1 + cos(_y5)) . (_4y3)

v gsin(ay)
- . ~dr+2yn(l 3) 4 4431n (1 5)
/y41+COS(a:y) 7+ 2yIn (1 +cosy”) +4y” In (1 4 cosy”)

y? .2 1 2 : 613 sin 3
J"(y) = _/ x” cos(zy)(1 + cos(zy)) + x;m(xy) sin(xy) dz +21n (14 cos y®) y smy3
gt (1 + cos(zy)) 1+ cosy
20y sin y°
1242 1n (1 ) - L
+ 12y n( +cosy) 1+ cos
y? 2 6v3 sin 3
——/ xidx—&—ﬂn(l%-cosy?’)—&ny?)
_yt 1+ cos(zy) 1+ cosy
20y sin y°
1242 1n (1 )y - L
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On a alors ¢’(0) =0 et ¢”(0) =2In2 > 0 ce qui prouve que y = 0 est un minimum local de g.

Comme ¢(0) = 0 de maniére évidente, 'approximation de 2¢éme ordre de g en 0 est

9(y) =2y + o(y?)

On trouve alors

g(0.01) ~1n2-(0.01)>=10"%-1n2

// x - sin(xy) dzdy.
D



Exercice 6

On a
m rl
// x - sin(xy) dA = / / x - sin(zy)dy dx
D 0 0

/0 —cos(xy)‘zié dx = /0 (1 —cosx) dx =[x —sinz]j = .

Exercice 7
La fonction f(z,y) est séparable. On obtient alors

2x+y Qm—l—y
dy d
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Exercice 8
On intégre d’abord en y et par parties avec f' =1 et g = arctan(y/x) :

1 y=1 1 1
/ 1 - arctan ( ) dy = yarctan(y/a:)‘ — / Y- /m2 dy
0 v=0 Jo = 144

Loy 1 2 oy |V
= arctan(1l/z) — x/o o dy = arctan(1/x) — 3% In (z° + y*) ‘y:()

1
= arctan(1l/z) — §xln(1 +2%) +zlnz.

Il reste & intégrer cette expression en x entre 0 et v/3. Pour le ler terme, on utilise une intégration
par parties et pour les termes 2 et 3 un changement de variables (u = 22) :

V3 1 V3 V3 —1/1‘ V3 V3 1
/O 1- arctan <x> dac::c-arctan(l/%))O+ —/0 T e \/gamtan(?,H/w T ®

T 1 T
-—+ —-In4 = - —+1n2.
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V3o 13 1 3 1
/ —:cln(1+x2)d:c:—/ (14w = (14wl +w)—1]] =—(nd—1)— .
.2 4/, 4 0 4

V3 13 1 . 3
zlnzder=—- [ Inudu=—[u(lnu—1)];=-(In3-1).
0 1/, 4 4

En sommant ces 3 termes on obtient le résultat cherché :

/ fxydxdy—\f f—ln2—|— ln3

On a utilisé pour calculer le 3éme terme que lim wlnwu = 0 (Analyse I) et pour le ler terme que
u—07t
7r
lim arctan(l/z) = —.
z—0t ( / ) 2



