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Buts du cours"Introduction aux éléments finis" (8 heures):

« Comprendre les principes de la méthode
des éléments finis appliguée au calcul
des contraintes et déformations et a
celui des écoulements souterrains.

 Avoir les bases nécessaires pour s'en
servir dans des cas simples.

Et non pas :

Etre capable d'écrire des programmes sur ordinateur relatifsa
cette méthode... Il faudrait pour cela un cours de 100 a 200
heures!

Méthode: approche physique par des cas particuliers
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Scalaire, vecteur, tenseur

En physique, lorsqu'un simple nombre suffit & définir une grandeur (température, densité, modul
élastique, par ex.), ce nombre estualaire

Si la grandeur a non seulement une dimension mais aussi une direction, on l'appelleezt@ors

Une force, une accélération, un déplacement sont des vecteurs. Dans un systeme d'axes cartésier
dimensions, il faut 3 composantes au moins pour définir un vecteur, soit par exemple deux angles
une intensité, ou 3 projections sur les axes du systéme choisi.

Une modification du systeme de référence induit une modification des 3 composantes définissant
vecteur. Il est cependant possible de dériver de ce vecteur une quantité scalaire qui est indépenda
de sa direction. Par exemple, si I'on considére un vecteur déplacement de compg@santds th

grandeur de ce vecteud:\ﬁdf +d? +d? est indépendante de sa direction; c'@svdriant du
vecteur.

La notion detenseurest plus abstraite. On pourrait lui donner la signification physique d'une repré-
sentation d'un champ: champ de vitesses, champ de contraintes par exemple. Dans la définition ¢
composantes d'un tel champ, nous devons nous rég&ugrfoisa des directions, par exemple, pour

un champ de contrainte: premiérement a l'orientation du solide élémentaire et deuxiemement

I'orientation des contraintes proprement dites sur les faces de ce solide. Il faudrait- @on®3
composantes pour définir un tel tenseur. Cependant un tenseur cartésien est symétrique et seule
composantes suffisent a le définir completement.

Si pour un vecteur il est possible de dériweiinvariant, un tenseur dontis invariants dans un
systeme a 3 dimensions.

Type Scalaire Vecteur Tenseur
Ordre de la matrice 0 1 2
Exemple poids déplacement contrainte
volumique

%ulg |:b-ll 012 013 D
Notations Y 0,0 a O» Oxnp

a:Ns By 0n Onf
Notations indicielles y d; aj
Nombre de
composantes dans up 0 1_ _
systeme de coordonA 3 3+=3 F=9
nées a 3 dimensions
Valeurs 1 3 9 en général
indépendantes -

6 avec symetrieoj; = gji

Invariants 1 1 3
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Les équations des contraintes et déeformations

Notation indicielle (d'Einstein) Notation xyz éqﬁgtri%ns incNogrneue<
1. Equations d'équilibre !
d a ._ T 00, 90yz , 00z OU tF=0 3 6
a0 ou i =1,2,3 = direction oX oy 0z Ox
L+7= + /=0 des normales qui s'écrit habituellement :
oXi  0x; aux faces dg. 0T ot ou
j=1,2,3 = direction X 472 Y2 422X 4724 R =0
des axes ox oy 0z  0x
o=0+u U= pression interstitielle !
F. = force par unité Ze volume Py +00y +0sz +0Uy =0
e ng( EY P (o0 = 0 ox 9y 0z Oy
n général, f (ou Fy) = F, (ou Fp) = ot '
sauf si forces d'inertie (séisme par ex.) OTyx +- Y2 +60Z +a—u+ F,=0
F, (ou Fy) = -p'g car sol = milieu pesant ox 0y 0z 0z A
2. Relations déformation-déplacement (équations géométriques)
. _1(0ux , duy| _duyx _du
_1(0ui , 0uj) =123 € = ( + =
g = + - 21ox  ox) ox ox 6 9
7 2lox ox) 17123 oy =
) U =U; Y=V hL=WwW
ui,j = vecteur des déplacements v ow
& =~ €=~
Formulation de Lagrange : la position d'un Y ay 27 0z u, v, w
point est décrite en fonction de ses coordon- P P P P €. €
nées initiales (avant déformation). £y = Yoy _ 1 (u + V) Voy = (u + V) Xy
Y= 2 2lay ox) ™ oy ox &
Par opposition & la formulation d'Euler ou 13 Yyz = (6\/ + 6W) Yxy: Yyz
position d'un point est décrite en fonction dg 0z oy Yzx
ses coordonnées aprés déformation. (6W au)
=+ —
Yox Z\ox © oz
. . . . Total intermédiaire
3. Relations contrainte-deformation | - 2 - 15
(lois constitutives, équations d'état, équations de déformabilité) il manque 6 eéquations
R, 05) = 0 oug; = f(oy) = 5 - 0 Ex Ox
i = direction deso, T €y Oy
j = direction des £
€. = z O: = 0-Z
5 = cte => loi linéaire i 79 gyy i~ Ya, 6 0
§j = f(o,¢e,t) => loi non linéaire € y
. y . yz Oyz
s;; est lamatrice du matériatet son inverse €% O,y
s;i1 lamatrice d'élasticité s est symétrique, 3 B
efle a donc, pour le cas le plus général d'un S11 S12 S13 S14 S15 Si6
matériau anisotrope : 36 - 15 = 21 termes. Sy
Exemples (élastiques linéaires) :
i 5= 3 et
GX MO—X 8X = Sll GX = 1/E0X J 841
s, 5 Ss1
| Se1 _
& =31 03=-V/IEQ, oy o
8y:53>203:_V/E02 o
€, = $303=1/Eq, z Dans le cas de la mécanique des sols,
voir § 2.2.3 du | leso des exemples seraient négatifs
Oz cours polycopié | (compression = +)
Total final 15 15
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Exemple d'un tenseur: le tenseur des contraintes

Ty i
oy X Txy

1, 2, 3 = axes des contraintes
principales
T =0 sur les faces

¥

tenseur des contraintes : tenseur des contraintes
principales :

O;( Txy TXZ OZI. 0 0

T, 0, T, 0O o, O

sz sz CTz 0 0 03
Ty ox
avec:T,, = 1,
Ty =T,

Invariants du tenseur des contraintegsans démonstration)
Il:O-x-i-a-y-i-a-z Il:O-1+O-2+OE%

— 2 L2 2 - + +
,=0,0,+0,0,+0,0,- T, ~ T, T, l, = 0,0, + 0,05+ 056,
;= 0,0,0,

xy “yz “zx

— 2 2 2
l, = o0,0,0,+27,,1,T,,— 0,1T,— 0,1, ~0,T,,

O' = contrainte effective

O =0-U O = contrainte totale
u = pression interstitielle
o Ty T, O Ty T, |lu0O o 0 0 g O 0 uoo0
T, O, T,|l=|T, O, T,[-[0 uoO 0O o O0|=|0 o0 O0]|-|10uo0
T, T, O T,, T, O, [0 O u 0O 0 o 0O O o3| |0 Ou

pression interstitielle =
tenseur sphérique
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Les équations et leur solution

Ecoulement souterrain

Contraintes-déformations

Conduction thermique
Champs électriques

1 dh dg' ou A
Oh=7" — — +— +F, =0 équilibre des forces
avec h= charge hydraulique avec O'= contraintes effectives
= temps U= pression interstitielle
= coefficient de F, = force volumique
consolidation X= axe cartésien quelconque
s = 1[0V, an relation déformation -
i “9law.  Ax.| déplacement
210% 0% P
avec V;; = vecteur des déplacements
&: = déformations

y

i
E=1(g’) relation contraintes - déformations

équilibre des déplacements

M-V+Kv = R-F+U (document No 15)

avec M = matrice des masses.
K = matrice de rigidité.
v= vecteur des déplacements.
R = vecteur des forces extérieures.
F = vecteur des forces intérieures
U = vecteur des pressions interstitielles.

\ | '

Cas geometriguement simple : solutions analytiques

\ ¥y y

Cas plus complexe: difféerences finies ou éléments finis

\

ﬁ

A Excavation avec paroi moulée
ws |
i s |
) couche 1 i
|
couche 2 |
| . |

Différences finies : document No 5

Eléments finis : document No 6
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Solution des éguations de contraintes et déformations

Charges simples pouvant conduire a une solution analytique :

Semi-infini
élastique

Solutions analytiques

<

Abaques et formules

Recordon Ed. (1980). Abaques du cours polycopié de mécanique des sols de I'EPFL.
Giroud J.-P. (1975). Tables pour le calcul des fondations, Tomes 1 et 2. Dunod, Paris.
Poulos H. G., Davis E. H. (1974). Elastic solutions for soil and rock mechanics. John Wyley & Sons.
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Différences finies

Ecoulement souterrain Contraintes-déformations
- ws |
o v |
puits ! = !
filtrant | cotiche & |
ws! |
= T couche 2 i
.
A
| y
oF _ Fir1j-Fia -2 i1 i+1  i+2
ox oA jt2| @ -#----e-—e--—-e
oF _ Fip1-Fija Y [ SR G S S
oy 2 L I
i 1 1 1 1 X
0% _ Fivaj- 2R+ Ra, | e O e e m s
o2 U s
S S SRR AR S
92F_ Fijr1-2Rj+ R O 5 EIA 5
ay? 2/2 j2| @& eY---o

F = contraintes, déformations, déplacements, températures, pressions, moments, charge hydraulique

] . Y
Exemple: écoulement souterrain Equation pour régime permanenf% +"_y2 =0
oxs 0
_a—Palplanche h = charge hydraulique = z + Wyl avec u = pression interstitielle

hg = hol4 + hg/2 + hy/4 a savoir;

h=24

24

Miotj= 20 ¥ Paj  Mjed - 20+ R 0
21? 212
hi-l,j + hi,j-l + hi+1,j + hi,j+1 B hi+hh+hg+hy
ij = ouhp= ———M
: 4 4
h
?4
- - h
. Cas particuliers aux limites ¢ o hle—b—o—o hs
|
imperméable o
hg = hy/4 + hg/4 + hy/2 ha

hg = /2 + hpl4 + hy/4 hg = hy/4 + hpl4 + hg/4 + hg/8 + hg/8 Excellent moyen = tableur



Calcul d'un écoulement souterrain avec un tableur

A B C D E F G H | J K L M N
1 X
2 z 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
3 24 24 24 24 24 24 24 24
4 22 24 | 23.92| 23.83 23.75 23.67 23.6[L 23.59
5 20 24 | 23.83| 23.66 23.49 23.32 23.19 23.14
6 18 24 | 23.74| 23.48 23.21 22.94 22.70 22.57 18 18 18 18 18 18
7 16 24 | 23.66| 23.31 22.94 22.53 22.10 21.75 18.36| 18.32 18.25 18.17 18.08 18
8 14 24 | 23.59| 23.16 22.70 22.15 21.4p 20.21 | 18.81 | 18.68 18.51 18.33 18.16 18
9 12 24 | 23.54| 23.0% 22.53 21.94 21.23 20.37 19.53 19/08 18.76 18.49 18.248
10| 10 24 | 23.50| 22.98 22.44 21.85 21.20 20.51 19.86 19/36 18.96 18.62 18.328
11 8 24 | 23.48| 22.94 22.39 21.82 21.2p 20.61 20.04 19/54 19.10 18.71 18.348
12 6 24 | 23.47| 22.92 22.37 21.81 21.24 20.68 20.14 19/65 19.20 18.78 18.398
13 4 24 | 23.46| 22.91 22.36 21.81 21.26 20.72 20.20 19/71 19.25 18.82 18.418
14 2 24 | 23.46| 22.91 22.36 21.82 21.28 20.75 20.23 19|74 19.28 18.84 18.428
15 0 24 | 23.46| 22.91 22.36 21.82 21.29 20.76 20.24 19,75 19.29 18.85 18.428
16
- —(E9+F10+G9+F8)/4
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Eléments finis

Ecoulement souterrain Contraintes-déformations

A A

"”15

puits
filtrant

I
| couche 1
I

couche 2

=)

O=X

Eléments
rectangulaires

h; = charge hydraulique u; = déplacements
g; = débit F, = forces
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Autres éléments finis
exemples parmi de nombreux autres

ajout 1997-06-24

barres

O—) O —)

seul I'effort de traction / compression est transmis

OO )

m ”teA

Efforts dans

le plarlT_]

o

Elément de
cisaillement

joints

joint
cinématique

T=c+0tgd

Intersection ?

corps 1




(

Cycle postgrad&Pﬂ : Géologie Appliquée a I'Ingénierie et a I'Environnempnt Document
Module B3-5:Introduction aux éléments finis M. Dysli No 8

Exemples de discrétisation en éléments finis

paroi

I
. X meétri
moulée 'X’<— axe de symétrie

of couche I

o « seulement déplacement

3 vertical

40/
4o

. 2D

Réseau initial

couche 2
o» o
couche 3
op
o
o
couche 4
op
A A A A A A A A A » y

‘; aucun déplacement possible

naissance du buton
apres étape excavation 2 fx~

*f couche I

e = étapes d'excavation

'

Réseau apres plusieurs

couche 3

pas d'excavation

couche 4

Elément

isoparamétrique
a 21 noeuds

De par la symétrie seul 1/4
de I'excavation est modélisée

3D
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(

iz

AR

Partie complexe d'un batiment
en encorbellement
(éléments 3D)

N

A}

T
! A...WWM\

I

%Y

R

Tour de refroidissement

(coque 3D)

Coque complexe

ts 3D)

2

cmen

1

Barrage voiite (é
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Fonctions de transformation et d'interpolation (%re partie)

Approche trés simple n'utilisant que les forces, les déplacements, les contraintes et les
déformations. Les mémes principes s'appliquent par analogie aux écoulements souterrains et a
tous les autres champs.

1) Compatibilité des déplacements entre les cotés
de deux éléments voisins _
mauvais

Em

2) Fonction de transformation géométrique:
Transformation des coordonnées réelles en coordonnées de référence
Exemple pour un élément triangulaire

AN h(&) =fonction de transformation géométrique
Par exemple, pour I'élément triangulaire :

Q — — _

0.1 x(§,nm) =hw(§,nx +h2(&,n) O + hs(&,n) Ok
0 De la méme
1,0 ¢ E 0 maniere : [y [
X ’ x(&,n) = , S5 00
Elément réel Elément de référence AN a E
k

Coordonnées locales Coordonnées naturelles




Cycle postgrade (Pﬂ Géologie Appliquée a I'Ingénierie et a I'Environnement Document
Module B3-5: Introduction aux éléments finis M. Dysli No 9a

modification 1997-06-24
Fonctions de transformation et d'interpolation (suite)

Approche tres simple n'utilisant que les forces, les déplacements, les contraintes et les
déformations. Les mémes principes s'appliquent par analogie aux écoulements souterrains et a
tous les autres champs.

3) Fonctions d'interpolation:
Passage des valeurs aux noeuds (variables nodales) a celles en tout point d'un élément
Exemple pour un élément triangulaire

u; jr = variables nodales = variables attachées aux noeuds de I'€lément réel comme des
déplacements, des forces ou une pression interstitielle.

Passage des valeurs aux noeuds (variables nodales u) a celles en tout point x,y ou f,n du triangle :

u;

ui u(éan) ={hl(§an) h2(§9n) h}(éan)} Uu.

u(x’y)={hl(xay) hz(X,y) h3(an)} l/l’- !
u., h( f,n )= fonction d'interpolation sur M

‘ _ . I'élément de référence
h(x) = fonction d'interpolation sur l'élément réel

Pour le triangle (interpolation linéaire) :
nn=5[00-3) (=)~ =000l | mEm=1-¢-n
hy (%) = 2—1A[(y,- )& =)= =)0 -9 | mEm=¢
ey =5510,-0)0-0- (=)0l | ncem=a
24= (5= x)0-3,)- (5= 20 - )

Elément:
isoparamétrique h&) =h©&)
sub-paramétrique ordre E(&) < ordre h(&)

Pour le triangle (interpolation linéaire) :

super-paramétrique ordre E(&) > ordre h(&)

4) Jacobien

Toutes les expressions des fonctions d'interpolation qui impliquent des dérivées de u (variable nodale) en
X, y sont transformées en dérivées de § et 1 grace a la matrice de transformation dite matrice jacobienne
ouJacobien J :

u = quelque chose

T
% dx dy| |du ﬂ

an onl Jy

Probleme lors de l'inversion si, par
exemple, le déterminant de J est nulle
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Matrices d'élasticité

Forme générale de la relatior0 - € pour un corps élastique:

Premiére solution décomposition du tenseur des contraintes en en tenseur spltgyigtien un
tenseur déviatorique,. Les tenseurs correspondant des déformationsEgpete.,.
L'indice o deO et€ est la lettre o et non pas le chiffre 0.

élasticité linéaire: |  élasticité non linéaire|:o avec. L
. . // K = coefficient de compressibilité

Oqn=3K" &, On=3K"&, '/ [kPa par ex.]

0,=2G. &, 0,=2G . & . | G=module de glissement ou de

cisaillement [kPa[

Deuxieéme solution:usage de vecteurs de contraintes et de déformations

& o, [Si1 Si» Si3 S Sis Sy
Sy O-y SZl
SZ 0—z S&;l ;
= i yZ;
SX)’ O-xy S41 etC
SyZ O—yz SSl
Exx Ox %1 ‘/X
g forme la plus utilisée Rappel: o,, =
& =5°0; et =STE P . pp 28)' _
sj-l est l'inverse de la matrieg xy = Yoy
Simplifications ( 2D ) y
Contraintes planesof, = 0) €,#0 o
| // |
o, . X
gx £ zx E ¥ \i (()) & =[D]& :6/ :
O =9% i y 0 v s =[D|E: s
] Txy ny ] (1 V2) (1-V) ! z
0 0 57| D =matrice d¢lasticité
Déformations planeses = 0) y
OX 8X E
o = (0] E=<E |
: Txyy ' Viy L (1+v) (1-2v)

aa
Mmoo
m

o[ &7 %97 @) (1)

T rz ny

m
@
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Relations entre les noeuds et l'intérieur de I'élément £1€ partie)
Approche trés simple n'utilisant que les forces, les déplacements, les contraintes et les déformations.

( Cycle postgradéPﬂ : Géologie Appliquée a I'Ingénierie et a I'Environnemgnt Document )

1) Relation entre les déformations a l'intérieur de I'élément et les Ju
déplacements aux noeuds : Matrice des déformations - déplacements E Ix E
0 & g
xy)=0 =g
document No 35 module B22£(X,y) 54 a9y o
[l
l

Une matrice B différente pour chaque point x,y

%
~<i<:
4_
Q)l%
xXI<

{e(xp =[B (XYy] {\‘ﬂ;ggzd (1)

Dimensions (lignes colonnes):
y 5 B u, Vv
3 36 6 élément triangulaire a 3 noeuds
3 38 8 élément rectangulaire a 4 noelids
3 316 16 élément rectangulaire a 8 noelids

2) Relation entre les contraintes a l'intérieur de I'élément et les forces aux
noeuds : Matrice des forces aux noeuds - contraintes

c’X
a( X y) = Oy
Ty
{Foed =[CxYI{O(x Y} @
Dimensions (lignes colonnes):
F C o
6 63 3 élément triangulaire a 3 noeuds
8 83 3 élément rectangulaire a 4 noelds
16 163 3 élément rectangulaire a 8 noelids

Pas utilisée par la suite

3) Points de Gauss et méthode des résidus pondérés

Dans le cas de I'élément isoparamétrique avec h = h > 1 (par exemple interpolation cubique) on peut
utiliser, pour passer des déplacements aux noeuds aux déformations a l'intérieur de I'élément, la méthc
d'intégration numérique de Gauss qui permet de calculer, avec une trés bonne approximation, les défor
mations et les contraintes en des points déterminésoiets de Gausslont les positions permettent
d'obtenir la précision maximale.

La méthode de Gauss fait partie d'un ensemble de méthodes démoéthuatle des résidus pondérés

Cette méthode générale d'intégration numérique — qui utilise des fonctions de pondérations — permet d
passer d'usysteme d'équations aux dérivées partidleseformulation intégralesn utilisant les

fonctions de d'interpolatiofpolynomiale par exemple). La précision de la formulation intégrale dépend
de la position du point considéré dans I'élément. Ces formulations intégrales sont nombreuses, par
exemple:

» méthode de Gauss déja citée

+ méthode de Ritz H
* méthode de Legendre O = environ Gauss
- méthode de Galerkine (a la mode aujourd'hui!) [
* méthode de Newton-Cotes => différente des autres et moins précises.
Dans la relation{ e (x,y) =[B(x.y] {\lﬂnoe% , la matrid® est formée de termes provenant des
noeu

fonctions de pondérations, des fonctions d'interpolation et des fonctions de transformation
géométrique. Un exemple de constitution de cette matrice est donné sur le document no 12.
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Relations entre les noeuds et l'intérieur de I'élément (suite)
Approche trés simple n'utilisant que les forces, les déplacements, les contraintes et les déformations.

4) Relation forces - déplacements avec usage de la matrice d'élasticité D et de la matrice B

_ U oeud _ . R, Dimensions de K (lignescolonnes):
{Fnoeud} - [K] {Vnoeu (3) aveC[K] - matlr[c,e de ”g'd'te 66 élément triangulaire a 3 noeuds
de I'élément 88 | élément rectangulaire & 4 noeuds
1616 | €élément rectangulaire a 8 noeuds

[K] :Is [B]T [D][B] dS (4) sans démonstration, intégration sur le surface de I'élément
dS=de{J dédn (5) &, n = coordonnées naturelles, J = Jacobien (document 9a), det = détermine
[K] =IS [Al d¢dn (6)  avec[A] = [B]" [D] [B] det[J]

[K] = % aij [Al;; (7) ou[A];; estévaluée & chaque pajnetn

[a] i sont des constantes qui dépendent des valedy élgy; (intégration de Gauss)

Il reste a assembler tous les éléments. La méthode générale utilisée pour cela fait I'objet du document
15. Nous allons avant dire encore quelques mots sur les méthodes d'intégration numérique, dont celle
de Gauss (document 12).
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Détermination de la matrice déformation - déplacement
Deux dimension, élément a 4 noeuds avec 4 points d'intégration (degré n = 2)

A Yy, Vv n Point de Gauss Fonctions d'interpolation: (sans démonstration)
i' Noeuds: 4 1 5 6 7 8 9
ihy = 1/4 (1 +E)(1+n)i Al ] -1/2hg | -1/4hy
-------- -E hy= 1/4 (1-E)(1 +n) ! -1/2hs | -1/2hg -1/4hg
: hg= 1/4 (1-§)(1-n) i ...... -1/2hg | -1/2h; -1/4hy
Y I hy= 14 @+)A-n) 1 oo -1/2ky | -1/2kg | -1/4hgy
08714 +1,0 R 26 ) B ORI RUURES FURU 1/4hy
déplacements he= 1/2 (1 -5)2(1 L T [P A (O -1/4hg
_ ’ hy= U2 (@L-ED@-N) |--oofee -1/4ky
. 4 hg= 12 (L +E)(L-N2) |- covecfevvvefoiins -1/4hg
hg=1/2 (1 -€%)(1 -n?
noeud 3 ' X:4 Xﬁ z=hz;+hyzp+hgzg+ ..+ hz; avecz=x,y,uouy
prd
ainsi:  x=1/4 (1 +&)(L +n)xq + 1/4 (1 -E)(L +n)xp + 1/4 (1 -&)(1 -n)xg + 1/4 (1 +&)(1 -n)x4
y =141 +§)(1 +n)yy +1/4 (1-8)A +n)yp + 1/4 (1 -§)(1 -n)yz + 1/4 (1 +E)(L -n)yy )
u=214 1+ +n)ug+ /4 (1-E)(L+n)uy + 1/4 (1 -€)(1 -n)ug + 1/4 (L +&)(1 -Nn)uy
v=1/4 (1 +&)(A +n)vy + 1A (1 -€)(A +n)vy + 1/4 (1 -E)(D - n)v3 +1/4 (1 +8)(1 -n)vy
Nous savons déja que (doc. No 11 ou module B22) :
_ du _ov Vow = au N ov
X~ 3y y_ v Xy_ v v
ox 9y TY Xk J9E = 1A (L +n)xy - A (L +n)xp - L4 (L -n)xg + 14 (L -N)xg
et que (Jacobien, document No 9a) : X /0N = 1/4 (1 +&)x1 + 1/4 (1 -E)xy - 1/4 (1 -E)Xg - 14 (1 +E)x4
O 0 Uox dy009 O oy 10€ = 1/4 (1 +n)y; - 1/4 (1 +n)yp - 1/4 (1 -n)yz + 1/4 (1 -n)y4
E‘TEE_ E'd_‘z 9% - HoxH 4 savoir en dérivant (1) 9y /00 = 1/4 (1 +€)y1 + 1/4 (1 -€)yp - 1/4 (1 -§)yg - 1/4 (1 +)y4 @)
09 o 9x 9ygndo 0u /08 = 1/4 (1 +n)uq - 1/4 (1 +n)uy - 1/4 (1 -n)ug + 1/4 (1 -n)u,
nono N onomoyo du /on = 1/4 (1 +&)uy + 1/4 (1 -E)up - 1/4 (1 -E)ug - 1/4 (1 +E)uy
O¢ O OO0 g 0OgO0O Ug O ov /08 = 1/4 (1 +n)vq - /4 (1 +n)vy - /4 (1 -n)vg + 1/4 (1 -n)vy
Jog 5 ] g son Doy 10080 avian = 1/4 (1 +E)vy + 14 (1 -E)vp - 14 (1-E)vg - 1/4 (1 +E)v,
nd g - pd.pginverse:nd 09 o
0ono 09yo 09yQ oono
1 ga i 0wy 0wy o 1y o] g o
i - PO XA - i i i Rl 7 : V.
: 0=-=1J Ol d 3 1
I ouy 4 2 j 11+& 0 1-&§ 0 -(1-§) 0 -(1+g) 0i| OvO ) Ouy
dyOdan=n, y= A v o
oo 0 T ovO HUs b
EI;TXE: 1[3] -1D0 1+4n; 0 -1+n) O -@-n) 0O 1-n el . D\JS 0
ovp 4o 1+ 0 1§ 0 1-&) 0 -1+&)| oy (4) EV4 :
0oyda n=n; 4
E=Ej

En évaluant les relations (3) et (4), on peut établir le matrice de transformation déformation - déplacement, a savoir la

matrice B, en un poing;, n; : &;

= Bij *u. Les indices i et j indiquent que la transformation est évaluée au f;pin}.

Par exemple, si les axes x et y de I'exemple & 4 noeuds sont confondus avec Egtaxes si I'élément est un carré de
dimension 2 de coté, le Jacobien est une matrice unitaire et ainsi:

&§=0%0=10 ovioy Odou:B=2| 0
%3 Buay+aviox 1+,

0 -1 +n;) 0 -(1-n)) 0 1-n; 0
1 +§; 0 1-§; 0 (1 +§) 0 -(1+)
1+n;  1-§ -(1+n) -@-§) -@-np -@+) 1-n;

On peut constater que les valeurs de la matrice B dépendent des coordonnées ni;wedjps
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Application numeérique

Y,V
nog\ud 2 T noeud 1
A T N En appliquant les relations (1) du document No 12:
o2 &N os4 x=3%F et y=2
. ; X u ox Y0 (23 920
m — : ¢ 0¢ =0¢ 0& - [B 0O
=J= D:
Jacobien =J % ﬂ%%ﬁg’é 620% B -
01 03 On on0O Odn dn
v o o) Dans ce cas particulier J est indépendant&lesn
noeud 3 noeud 4 (0,333 00
. 4 0,
|< 6m >| Son inverse) 20 0’59

Avec les relations (3) et (4) du document No 12, on peut maintenant déterminer la matrice B,
par exemple pour le point de Gauss NéiL—(-O,5774nj =-0,5774) :

Lould

T5x. 100,333 og1+n; 0 -(1+n) 0 -(L-n) O 1-n; O] 11 [014 0 014 0 053 0 053 g
DouE 4H 0 o8f1+g 0 1-& 0 (1-&) 0-(1+&)0|r,T 4|02L 0 079 0 -0.79 20.21 |60
09yQ —

LovO — — Kv ﬁ —
DoxH. 10,333 040 1+n; 0 -(1+n) O -(1-n) O 1-m \(O "1 6 014 0 -014 0 -058 0 08 A
Pvg 49 0 O.SE_O 1+§ 0 1-§ 0 -(1-&) 0-(1+&)|5y0 4|0 021 0 079 0 -0.79 0 -0.415,O
0dyo - -

—_/

Calculons enfin les déformations au point de Gauss 1€¢) pur le déplacement des noeuds suivant
(cas trivial pour contrdle) :

etainsiB= =|0 021 0 079 0 -079 0 -0

1 014 0 -014 0 -053 0 053
4 {021 014 079 -0.14 -0.79 -0.53 -0.21

noeud 2 noeud 1'

Cuy O 0o o
B B 0.5
0 oo
o&n  o2H ([0 o -014 o0 -053 0 053 0]Fen
&=0§0=BH20=5|0 021 0 079 0 079 0 -02"H
Oy 0 35 “4]o21 014 079 -0.14 -0.79 -0.53 -0.21 0.53 O
0D™0 g3 Og O
u
Y40 0% o
V40 00 o
Og0 O o O
0Xo O 0
&= ggy g= 5-0.1255 c.q.f.d.!
o%a o 0 o

Suite sur document No 14
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Application numeérigue (suite)

Il reste maintenant a constituer la matrice de rigidité K de I'élément au moyen de la relation (7) du
document No 11. Les coefficiertissont donnés sur le tableau ci-dessous (sans démonstration).

[K] = % a;; [Al ij =0 [A] 1+ 0y [A] o+ O3 [A] 5+ 0y [A] 4 NdbéeG‘;eugés £ a
Dans notre cafl; =0, =03=0,=1 2 0,0 2.0000
No des points de Gauss 4 | x0,5774 | 1.0000
6 |+0,7746 | 0,5555
Pour calculed, il faut connaitre la matrice d'élasticibé 0,0000 |  0,8888
En admettanE = 20'000 ev = 0,3 et des contraintes planes (doc. 10)/: 8 fg*g%é 8’2‘51;?

21'978 6593 0
[D] = | 6593 21978 0

0 0 769 _292.3 159.5 317.2 188.8 -1091.2 -595.2 481.7 246.9

1595 425.2 2469 1316.3 -595.2 -1587.2 188.8 -1%4.3
317.2 2469 19579 -595.2 -1183.9 -921.5 -1091.2 1269.8
(Al =[Bl" [DTBl = | 16, ‘cee> 11gso 7045 40720 22016 17978 b5
-505.2 -1587.2 -921.5 -4913.1 22216 5924.3 -7049 576.0
481.7 188.8 -1091.2 1111.2 -1797.8 -704.9 2407.4 -5P5.2
2469 -154.3 1269.8 -1587.2 -921.5 576.0 -595.2 11p5.5

24074 5952 -1797.8 7049 -1091.2 -1111.2 481.7 -188.8
595.2 1165.5 921.5 576.0 -1269.8 -1587.2 -246.9 -1%4.3
-1797.8 9215 40729 -2221.6 -1183.9 7049 -1091.2 595.2
[A] - 7049 576.0 -2221.6 59243 9215 -4913.1 5952 -1587.2

2 -1091.2 -1269.8 -1183.9 9215 19579 5952 317.2 -246.9
-1111.2 -1587.2 704.9 -4913.1 5952 5184.0 -188.8 13116.3
481.7 -246.9 -1091.2 5952 317.2 -188.8 2923 -139.5

etc. -188.8 -154.3 595.2 -1587.2 -246.9 1316.3 -159.5 4252
- 1. . . . — _ Mmatrice de rigidité
[K] = 1[A], + 1Al , + 1Al + 2[A], {Foud =[K] {Yre} [ = matice de
tkoy g g g !
N * - * - symétriquekij = kji
PO\ ey 3 7 uy O
Op 187305 35714 ! -2961.3 -2747  -43647 -3571.4 -14045 274717
DFylﬂ ' 3571.4 (1269900 : 2747 37846 -3571.4 -6348.7 -274.7 -101349 O
E XZE [-2961.3 2747 | 87305 -3571.4 -14045 -274.7 -4364.7 357142
oFy2g = [L-2747 37844 -3571.41 12699.0 2747 -101349 35714 -63482 [
OFx3 0 -4364.7 -3571.4 -14045 2747 87305 3571.4 -2961.3 -2 4 3%
OFy30 -3571.4 -6348.7 -274.7 -10134.9 3571.4 12699.0 274.7 3 5
EFX”E -1404.5 -2747  -4364.7 35714 -2961.3 2747 8730.5 -35 1]&' 40
OFsn L 2747 -10134.9 35714 63487  -274.7 3784.6 -3571.4 1269004 [ oo
désire connaitre les
O O Ou, O Ou, O |:|u O Ou, O
DEXlﬂ [k :|D o+ [klﬂm 20+ I:k]_?;ID O+ [k ] ‘0 forces
O%yi0 OviO Ov2O OV3O D"“rD etc. Les sous-matricés’sont S
0 Ou.0 Ou.0 O ~§—___| j=nonoeud ou les
|:| X2|:| k :||:|u1|:|+ |:k2é|Du 0+ |:k DU 0+ |:k :|Du4|:| aussi elles-mémes Symetrlqu%macements son
O y2|:| ave O Ovo 0O ava[Od OvaO connus
Appuis :

c, 0 c 0
noeud 2 noeud 1 Cl’ 02, Qg, C4 = constantes kl4: k41 = |:01 0:| k24: k42 = |:02 0:|

C c, 0
vy =0 dou/k34 K43 = |:3:| k44:|:4:|

., - N L — _ _ _ _ _ _10 0
Up=vg=0 dou -k14—k41—k24—k42—k34—k43—k44—[0 0]

noeud 4

noeud 3
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Principe de la résolution par le méthode des deplacements

ne figure pas

Point de calcul

dans I'équation R, desC, € \ /R2
Equation d'équilibre T 7
des déplacements 2 1|

(M-V+ K.v=R-F+ U) .

k k k3 k k
ko kg kpp ko ko kyy
Sig G Gl leg B8
k k k k k k k k
k Kk kg k
kig kK k
k k
k
1 symétrique
1
-
Matrice de rigidité de I'ensemble de la structure :
arrangement des sous-matridesen fonction de la
numeérotation globale de tous les noeuds du réseau.

Dans cette matrice les termks sont
en fait la somme des termes occupgnt
la méme position (provenant des
éléments voisins).

avec : M = matrice des masses.
= matrice de rigidité.

{g =[ol{¢

_ matrice d'élasticité
voire élasto-plastique

D = loi de comportement

Relation entre le vecteur des forces
aux noeuds F de I'élément et celui dds
déplacements correspondants :

{# =lxe] {v}

matrice [K]: voir document No 11a

— matrice de rigidité de I'élément

K11 K12 ki3 Kqa qui établit la relation entre le vec-
oo K teur des forces F et le vecteur des
e_ | "21 P22 kog kog déplacements v aux noeuds 1,2,34.

I(41

ka1 K32 Kaz Kaa

F=Ke&. v
42 Kaz Kaa sous-matrice relative a
— = chaque noeud, de dimensipn
I dl-dl dl = degrés de libert
du noeud

k

vecteur des déplacements, dénonimé
= vecteur des forces extérieures.

[l
HJ O dans les précédents documents.
Ll

= vecteur des forces aux noeuds du systeme; forces équivalentes aux contraintes

effectives.

= vecteur de la résultante aux noeuds des pressions interstitielles.
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FEM, BEM, KEM

FEM = Finite Element Method

MEF = Méthode des Eléments finis

> <
I Y : .
f ; T Un seul élément i Simulation creuse tunnel
o e eEmmmEEEE s avec résolution a |
isas HHy|_~ sa frontiére qui
3 EEE - sera "tué" pour ¢
> = == simuler I'excavation$
% jEessaisagingindisnina . BE(M) =Boundary Element
2 : I « (Method)
> «
o « 7 7
A A A 4 A 4 4 A A4 A A A2 A A 4 A A 4 A A A A 4 A 4 = (MethOde des) Elements
] S aux frontieres
Elément eau I I?IIemefr1ts avec résolution
avec resolution a leur frontiere (Méthode des éléments finis
a sa frontiére o L <
avec eléments spéciaux ou les
7 déplacements ne sont connus
— oo 00 —1 gu'a leurs "frontieres")
00 —
Effet séisme sur un barrage poids
7 - — |7 = 7 A KEM = Kinematic Element

Tous les éléments sont indépendants avec joints
cinématiques entre eux.

Method
Méthode des Eléments
cinématiques

(Méthode des éléments finis avec
eléments indépendants et joints
cinématiques)

Méthode dénommée aussi:
DEM = Discret Element Method



