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Introduction

Pourquoi il y a-t-il des transitions de phases ?
Une transition de phase = lorsque le système considéré passe d’une phase

à ? l’autre. Exemple :

1. liquide-gaz

2. transition magnétique (allignement des spins)
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Chapitre 1

Gaz de Van der Waals

Une faÁon très simple de mettre en évidence une transition de phase est
d’étudier un modèle connu sous le nom de gaz de Van der Waals.

On sait que les intéractions entre particules dans un gaz sont attractives
à longue distance, mais deviennent répulsives lorsque les particules sont trop
proches. L’idée de Van de Waals est d’étudier N particules de gaz sphériques
de rayon r0 contenues dans un volume V fixe, à une température T donnée.
Le potentiel d’intéractions considéré entre les particules est simplifié selon la
figure 1.

Aucune particule de peut donc se trouver à une distance inférieure à 2r0

de toute autre particule. Il y a donc un volume exclu autour de chaque par-
ticule de v0 = 2

3π(2r0)3. Ainsi Le volume à disposition d’une particule est
V −Nv0.

En étudiant la fonction de partition de ce système, Van der Waals a
trouvé une relation entre la pression et le volume du système, et un moyen
de déterminer les conditions de transitions de phases. Cependant, avant de
se lancer dans ce calcul, il est bon d’en faire un plus simple : étudier le cas o ?
il n’y a pas d’intéractions et voir si l’on retrouve la relation des gaz parfaits.

1.1 Système sans potentiel de VdW

1) L’énergie du système

E({~ri}, {~pi}) =
N∑
i=0

pi
2

2m
+ V({~ri})︸ ︷︷ ︸

=0 dans ce cas

. (1.1)

2) Définition de la fonction de partition ZN (T )
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Fig. 1.1 – Potentiel de Van der Waals

ZN (T ) =
1

N !h3N

∫
d~r1d~r2...d ~rNd~p1d~p2...d ~pNe−βE({~ri},{~pi}) (1.2)

=
1

N !h3N

∫
d~p1d~p2...d ~pN

N∏
i=0

e−β
pi

2

2m

∫
d~r1d~r2...d ~rNe−β·V(1.3)

Le facteur N ! dans le dénominateur vient du fait que les particules sont
indicernables, β = 1

kBT
. Effectuons premièrement l’intégrale sur les {~pi}.

∫
d~p1d~p2...d ~pN

N∏
i=0

e−β
pi

2

2m =
N∏
i=0

∫
d~pi e

−β pi
2

2m (1.4)

= [
∫
d~p e−β

p2

2m ]N (1.5)

= [
∫ +∞

−∞
dpx e

−β p
2
x

2m ]3N (1.6)

= (2πmkBT )
3N
2 (1.7)

L’expression de ZN (T ) devient donc :
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ZN (T ) =
1

λ3N N !

∫
d~r1d~r2...d ~rNe−β·

=0︷︸︸︷
V (1.8)

=
1

λ3N N !
V N (1.9)

λ = h√
2πmkBT

est la longueur d’onde thermique de de Broglie.

3) Par définition l’énergie libre vaut :

FN (T ) = −kBT ln (ZN (T )) (1.10)
= −kBT (N ln (V )− ln (N !)− 3N ln (λ)) (1.11)

Utilisation de la formule de Stirling :

N ! ' NN+ 1
2 e−N

√
2π (1.12)

=⇒ ln (N !) ' (N +
1
2

) ln (N)−N +
1
2

ln (2π) (1.13)

=⇒ FN (T ) = −kBT (N ln (
V

N
) + qqch (indép. de V)) (1.14)

4) A partir de cela, on trouve une expression pour la pression à partir de
la définition P = −∂F

∂V |T

⇒ P = kBT
N

V
(1.15)

ou PV = NkBT ] (1.16)

1.2 Système avec potentiel de VdW

On reprend le mÍme calcul, mais en ajoutant le potentiel d’intéractions
entre les particules de Van der Waals.

1) L’énergie est :

E({~ri}, {~pi}) =
N∑
i=0

pi
2

2m
+ V( ~{ri}). (1.17)

2) La fonction de partition se calcule...
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ZN (T ) =
1

λ3N N !

∫
d~r e−β·V({~ri}) (1.18)

=
1

λ3N N !

∫
d~r e−β·

P
i

P
j 6=i V(~ri, ~rj) (1.19)

=
1

λ3N N !

∫
d~r e−β·

P
i

P
j 6=i

R
d~r V(~r,~ri) δ(~r−~rj) (1.20)

δ(~r − ~rj) est la fonction de densité de la particule j-ème placée en ~rj :
ρ(~r, ~rj) . Maintenant, on fait l’approximation du champ moyen : ρ(~r, ~rj) = 1

V .
La particule peut Ítre partout avec la mÍme probabilité.

ZN (T ) =
1

λ3N N !

∫
d~r e−β·

P
i

P
j 6=i

1
V

R
d~r V(~r,~ri) (1.21)

∫
d~r V(~r, ~ri) est un nombre fini par hypothèse on le nomme -a. Par consé-

quent,

∑
i

∑
j 6=i
−a = −N

∑
j

a = −N(N − 1)
2

a ' −N
2a

2
= −N2a′ (1.22)

o ? a′ =
a

2
(1.23)

⇒ ZN (T ) =
1

λ3N N !

∫
d~r e

a′N2β
V (1.24)

=
1

λ3N N !
e
a′N2β
V (V −Nv0)N (1.25)

o ? v0 =
2
3
π(2r0)3 (1.26)

3) L’énergie libre vaut alors :

FN (T ) = −kBT ln (ZN (T )) (1.27)

= −kBT ln (
1

λ3N N !
e
a′N2

V kBT (V −Nv0)N ) (1.28)

= −a′N
2

V
− kBTN ln (

V − v0N

N
) + const. (1.29)
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4) Finalement, la pression vaut P = −∂F
∂V |T

⇒ (p+
aN2

V 2
)(V −Nv0) = kBTN (1.30)

Ceci est l’équation de Van der Waals. Pour l’obtenir il a donc fallu :
– Supposer un potentiel d’intéraction comme celui représenté en figure 1
– Introduire une notion de volume interdit autour de chaque particule

valant 2
3π(2r0)3

– Supposer une distribution des particules selon le champ moyen ρ(~r, ~rj) =
1
V

– Supposer
∫
d~r V(~r, ~ri) <∞

1.3 Classification des transitions de phases

Fig. 1.2 – Courbes de Van der Waals

Cette formule donne des courbes telles que celles présentées dans la figure
2. Selon ces courbes, lorsque l’on baisse la température, on trouve des régions
o ? ∂P

∂V > 0, ce qui est physiquement impossible. L’interprétation de Maxwell
est la suivante : Dans ces régions là, le système prend en réalité le chamin
vert (figure 2) et non le rouge, car le travail

∫ B
A pdV est ainsi minimisé. Ce

chemin vert s’interprète de la faÁon suivante : dans cette région, il y a un
mélange (une coexistence) des deux phases (exemple :liquide-gaz). Si l’on
regarde à présent le graphe de la densité ρ = N

V , qui est considérée comme
le paramètre d’ordre de ce système, en fonction de p, on obtient la figure 3

On remarque que ρ diverge en un certain point, appelé point critique. Un
point critique est, par définition, un point o ? il y a divergence des quantités
thermodynamiques. Les transition de phases peuvent Ítre classifiées de la
faÁon suivante (Classification d’Ehrenfest) :
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Fig. 1.3 – variation de la densité
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Transition du 1er ordre : discontinuité des dérivées premières des poten-
tiels thermodynamiques ;

Transition du 2ème ordre : dérivées premières continues ; dérivées secondes
discontinues ou divergentes.

Ainsi, la figure 3 représente une transition de 1er ordre, alors que la figure
4 représente une transition de 2ème ordre. Le système passe d’une transition
de 1er ordre à une transition de 2ème ordre lorsque T = TC , la température
critique.
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Chapitre 2

Modèle de Ising

2.1 Description du modèle

Dans le chapitre précédent, les transitions de phases liquide-gaz ont été
présentées. Mais il existe également des transitions de phases magnétiques.
C’est-à-dire des systèmes o ? les spins s’alignent automatiquement lorsque la
température devient inférieure à une certaine température critique. En effet,
des graphes de l’aimantation tel le shéma de la figure 5 ont été observés.

Fig. 2.1 – aimantation en fonction de T

Pour étudier de telles transitions, il est utile d’introduire le modèle de
Ising. C’est une simplification du système dans laquelle :

1. On considère des dipÙles magnétiques en intéractions.

2. Ces dipÙles sont placés sur les noeuds d’un réseau cristallin.

3. Les intéractions entre dipÙles sont à courte portée (proches voisins).
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4. L’orientation des dipÙles n’est que dans une direction (↑ ou ↓), et
non dans <3. On y associe alors la valeur si = ±1.

5. L’énergie d’intéraction est différente si les spins sont parallèles ou an-
tiparallèles.

6. L’aimantation externe est également prise en compte.

Ainsi, l’énergie du système en fonction du réseau de spins est définie par :

H = −J
∑
<i,j>

sisj − h
∑
i

si =: −1
2

∑
i

∑
j nn i

sisj − h
∑
i

si (2.1)

o ? J est l’énergie d’intéraction. Si J>0, le matériau est dit ferro-magnétique,
si J<0, le matériau est antiferro-magnétique. h est lié à l’aimantation externe.

2.2 Résolution en champ moyen

La fonction de partition liée à ce modèle est, selon la définition,

Z =
∑
{Γ}

e−βE[Γ] (2.2)

O ? Γ est une configuration possible du système. Si l’on considère N spins,
alors |{Γ}| = 2N .

Dans ce modèle, en d=1, il n’y a pas de transitions de phases lorsque
l’on ne considère que les proches voisins. En d=2, il existe des transitions de
phases.1

Dans le modèle de VdW, le paramètre d’ordre était ρ et l’on étudiait
ρ(P ). Pour Ising, le paramètre d’ordre est m, l’aimantation moyenne qui est,
en fait, la moyenne thermodynamique des spins définie comme

m :=
1
N

N∑
i=1

< si >=< si >=
1
Z

∑
{Γ}

si(Γ)e−βE[Γ] (2.4)

Et l’on étudie m(T). Dans le cas VdW, pour simplifier le problème, on
avait fait une approximation de champ moyen : < ρi >= 1

V . Pour Ising, on va
procéder de la mÍme faÁon, c’est-à-dire obtenir une solution "champ moyen"

1Il existe une forme plus générale du modèle de Ising o ? le couplage entre spins dépend
du site :

H = −
X
<i,j>

Jijsisj −
X
i

hisi (2.3)

Cette forme n’est pas étudiée dans le cadre de ce cours.
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du problème, en substituant, dans le calcul de Z, l’aimantation moyenne
<si> par un nombre fixe, m. Pour que cette démarche soit valable, il est
nécessaire que les fluctuations par rapport à la valeur moyenne (les ∆si,∆sj)
soient petites.

⇒ sisj =

∆si︷ ︸︸ ︷
(si− < si >)

∆sj︷ ︸︸ ︷
(sj− < sj >) +si < sj > (2.5)

+sj < si > − < si >< sj > (2.6)
= −m2 +m(si + sj) + ∆si∆sj︸ ︷︷ ︸

négligé

(2.7)

Avec cette simplification, on peut calculer l’énergie :

⇒ ECM = −J
∑
<i,j>

[−m2 +m(si + sj)]− h
∑
i

si (2.8)

= −Jm2
∑
<i,j>

1−mJ
∑
<i,j>

(si + sj)− h
∑
i

si (2.9)

Or,

∑
<i,j>

1 =
1
2

∑
i

∑
j nn i

1 =
zN

2
(2.10)

et
∑
<i,j>

si =
z

2

∑
i

si (2.11)

o ? z est le nombre de proche voisin d’un site, c’est-à-dire le nombre de
coordination du réseau.

⇒ ECM = −JzN
2

m2 − (mzJ + h)
∑
i

si (2.12)

Alors, la fonction de partition vaut :
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ZCM =
∑
{si}

e−βECM (2.13)

= e−β
zJN

2
m2

∑
{si}

eβ(mzJ+h)
P
i si (2.14)

= e−β
zJN

2
m2

∑
s1±1

∑
s2±1

...
∑
sN±1

N∏
i=1

eβ(mzJ+h)si

︸ ︷︷ ︸
N blocs indépendants et similaires

(2.15)

= e−β
zJN

2
m2

[
∑
si±1

eβ(mzJ+h)si ]N (2.16)

= e−β
zJN

2
m2

[2 cosh (β(mzJ + h))]N (2.17)

Cette dernière équation est l’expression du modèle de Ising, en champ
moyen. Rappel : On cherche à obtenir une expression de m en fonction de T,
car cela va donner l’équation de la courbe caractéristique de la transition de
phase (voir figure ?). Pour cela, on cherche une "self-consistency equation"
pour m (qui dépend bien s ?r de T). On l’obtient en utilisant la définition de
l’aimantation moyenne :

m = < si >CM (2.18)

⇒ m =

∑
{si} sie

−βECM

ZCM (m)
(2.19)

On connaÓt ZCM , il reste donc à calculer :

∑
{si}

sie
−βECM (2.20)

= e−β
zJN

2
m2

[2 cosh (β(mzJ + h))]N−1[
∑
si±1

sie
β(mzJ+h)si ] (2.21)

= e−β
zJN

2
m2

[2 cosh (β(mzJ + h))]N−12 sinh (β(mzJ + h)) (2.22)

⇒ m = tanh ((β(mzJ + h)) (2.23)

C’est l’équation de Weiss. Elle possède soit 2 solutions, soit 0. Cela dé-
pend de la pente de la tangente à l’origine.Voir figure ?

2.3 1ère discussion : h=0

à faire
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Fig. 2.2 – 6

2.4 2ème discussion : h 6=0
à faire
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Chapitre 3

Relation de Clausius-Clapeyron

Dans ce chapitre, on va montrer que lors d’une transition de phase du
2ème ordre, il n’y a pas de variation d’entropie, et donc que mÍme lors de
la transition, on est en présence d’une seule phase (pas de coexistence de
phases). Pour montrer que l’entropie est continue, on utilise le fait que lors
d’une transition de phase du 2ème ordre, au point critique, le volume est
continu. Par exemple dans le cas de VdW, Vgaz = Vliquide. Enfin, on utilise le
fait que le lien entre différence d’entropie et différence de volume est donné
par la relation de Clausius-Clapeyron :

dp

dT
|coex =

∆Sg−l|Tc
∆Vg−l|Tc

(3.1)

3.1 diagramme de phase

Fig. 3.1 – diagramme p-T

3.2 Preuve de la relation de Clausius-Clapeyron

Jusqu’à présent, on a travaillé avec l’énergie libre de Helmoltz : F(V,T).
Pour ce problème, il est plus simple d’utiliser sa transformée de Legendre 1,
qui est l’énergie libre de Gibbs G(p,T). Selon la relation de Gibbs-Guhem,
G(p, T ) = Nµ(p, T ), o ? µ est le potentiel chimique. Rappel :

p = −∂F
∂V
|T et V =

∂µ

∂p
|T et S = − ∂µ

∂T
(3.2)

1Cf. Cours de thermodynamique

17



Le point de coexistence de phases se trouve à l’équilibre thermique et à
l’équilibre chimique. Par conséquent, on a que Tg = Tl et µg = µl.C’est-à-dire
que l’énergie libre de Gibbs des particules ne baissent pas lorsque celles-ci
passent d’une phase à l’autre. A partir de l’équation de l’équilibre chimique,
on peut déterminer la relation de Clausius-Clapeyron :

µg(p(T ), T ) = µl(p(T ), T ) (3.3)

différentiation totale par rapport à T :

∂µg
∂T
|coex +

∂µg
∂p
|coex ·

∂p

∂T
|coex =

∂µl
∂T
|coex +

∂µl
∂p
|coex ·

∂p

∂T
|coex (3.4)

−Sgcoex + Vgcoex ·
∂p

∂T
|coex = −Slcoex + Vlcoex ·

∂p

∂T
|coex (3.5)

⇒ dp

dT
|coex =

∆Sg−l|Tc
∆Vg−l|Tc

] (3.6)

3.3 Discussion

1. Pour des raisons physiques, dPdT > 0.

2. Intuitivement, Vg > Vl, et donc lors d’une transition de phase à T<Tc
(C’est-à-dire une transition de phase du premier ordre), Sg > Sl. Ainsi,
l’entropie augmente lorsque l’on passe de la phase liquide à la phase
gazeuse, car le gaz est plus désordonné que le liquide.

3. Lorsque l’on se place au point critique, c’est-à-dire que l’on considère
une transition du 2ème ordre, Vg = Vl ⇒ ∆V = 0. Cependant, dans
un diagramme de phase p-T, on ne peut pas avoir une courbe telle que
dP
dT |Tc = ∞. Cela impose ∆Sg−l = 0. Ainsi, il n’y a pas de différence
d’entropie, donc pas de coexistence de phases.
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Chapitre 4

Divergence des dérivées
secondes et définition du
facteur de corrélation

On a vu que lors d’une transition de phase du 2ème ordre, il y a divergence
de la seconde dérivée des quantités thermodynamiques. Par exemple, dans
le cas de VdW, V = ∂µ

∂p , et la compressibilité isotherme est définie par :

κ = − 1
V
∂V
∂p ∝

∂2µ
∂p2

? C’est la compressibilité isotherme qui diverge. (voir
figure)

Fig. 4.1 – P-V

Dans le cas du modèle de Ising, la quantité qui est discontinue est la
susceptibilité magnétique χ, définie par :

χT :=
dm

dh
=

d

dh
(
∂f

∂h
) (4.1)

=
∂2f

∂h2
' |T − Tc|−1 (4.2)

La dernière étape étant une approximation pour mettre en évidence le
fait que χ diverge lorsque T → Tc. L’exposant -1 est ce qu’on appelle un
exposant critique. C’est ce nombre qui caractérise véritablement la transition
de phase, et non Tc 1.

1cf. chapitre 6
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Fig. 4.2 – χ-T

4.1 divergence de χ

Quel élément du modèle microscopique (donc du modèle de Ising) crée
la divergence de χ ? On va montrer que χ est proportionnelle à la somme
des corrélations du système. Et que le fait que χ diverge implique qu’au
point critique, la longueur de corrélation est infinie. C’est-à-dire que tous
les éléments du système sont corrélés les uns avec les autres, impossible de
"diviser le système" davantage.

Rappel :

m =< si >=
1
Nβ

1
Z

∂Z

∂h
et la définition de m =

∑
{si}

s0
e−βE({si})

Z(h, β)
(4.3)

χ :=
∂m

∂h
=

∑
{si}

s0[β
∑
i

si
e−βE

Z
− e−βE

Z?
∂Z

∂h
] (4.4)

= β
∑
{si}

(
∑
i

s0si)
e−βE

Z
− (

∑
{si}

s0
e−βE

Z
)

︸ ︷︷ ︸
m

1
Z

∂Z

∂h︸ ︷︷ ︸
Nβm

(4.5)

=
N

kBT
(

1
N

∑
i

< s0si > −m2︸ ︷︷ ︸
∗

) (4.6)

Pour évaluer le terme ∗, il est utile d’introduire la définition du facteur
de corrélation :

Cx,y :=< (x− < x >)(y− < y >) >=< xy > − < x >< y > (4.7)

Ainsi, le facteur de corrélation entre le spin du site 0 et le spin d’un site
quelconque i vaut :

C0,i =< (s0− < s0 >)(si− < si >) >=< s0si > −
m2︷ ︸︸ ︷

< s0 >< si > = ∗ (4.8)

Donc

χ =
N

kBT
[

1
N

∑
i

< s0si > −m2] =
1

kBT

∑
i

C0,i (4.9)

susceptibilité = somme des corrélations ] (4.10)

A continuer
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Chapitre 5

Champ moyen et corrélations

La susceptibilité magnétique χ peut Ítre interprétée physiquement soit
comme, χ =< M2 > − < M >2 la fluctuation de l’aimantation, soit comme
χ =

∑
i < s0si > l’intégrale des corrélations. Pour obtenir la solution champ

moyen du modèle de Ising au chapitre 2, les fluctuations avaient été négli-
gées. Le but de ce chapitre est de montrer que lorsqu’on considère l’énergie
selon le modèle de Ising et que l’on néglige le fait que les spins sont corrélés,
on retombe sur la solution champ moyen. Ainsi, c’est équivalent de négliger
les fluctuations ou de négliger les corrélations. Pour faire ce calul, on va :

1. Déterminer f à partir de :

(a) F = U − TS
(b) S = −kB

∑
{si} P ({si})ln(P ({si}))

(c) U =
∑
{si}E({si})P ({si})

2. trouver le paramètre variationnel m qui minimise f. C’est-à-dire poser
∂f
∂m = 0.

Rappel de mecanique statistique : Pour déterminer P ({si}), on cherche
à minimiser F ⇒ ∂F

∂P ({si}) = 0 (état d’équilibre). Ou mieux :

∂

∂P ({si})
[F − λ(

∑
{si}

P ({si})− 1)] = 0 (5.1)

Cette seconde faÁon d’écrire permet d’introduire la contrainte
∑

i P ({si}) =
1.

F = U − TS (5.2)

=
∑
{si}

E({si})P ({si}) + kBT
∑
{si}

P ({si})ln(P ({si})) (5.3)
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∂(F − λ(
∑
{si} P ({si})− 1))

∂P ({si})
= 0 (5.4)

E({si}) + kBT ln(P ({si})) + kBT − λ = 0 (5.5)

⇒ ln(P ({si})) =
λ− kBT
kBT

− E({si})
kBT

(5.6)

P ({si}) = e
λ−kBT
kBT︸ ︷︷ ︸

juste un nombre
·e−

E({si})
kBT (5.7)

= A(λ)e−
E({si})
kBT (5.8)

Mais A(λ) doit satisfaire la propriété que
∑
{si}A(λ)e−

E({si})
kBT = 1.

⇒ A(λ) =
1
Z

=
1∑

{si} e
−βE({si})

(5.9)

On retrouve la distribution de Boltzmann à laquelle on est habitué. On
peut à présent utiliser cela pour calculer F pour le modèle de Ising (on
considère le cas h=0 pour simplifier).

E({si}) = −J
∑
<ij>

sisj (5.10)

F =
∑
s1±1

∑
s2±1

...
∑
sN±1

[−J
∑
<ij>

P (s1...sN ) + kBTP (s1...sN ) ln (P (s1...sN ))]

(5.11)
Ici, on fait l’hypothèse que les variables sont non-corrélées :1

P (s1s2...sN ) ' P (s1)P (s2)...P (sN ) (5.13)

⇒ U = −J
∑
<ij>

∑
s1±1

∑
s2±1

...
∑
sN±1

sisjP (s1)P (s2)...P (si)...P (sj)...P (sN )

(5.14)
1Rappel mathématique : Si P (s1) et P (s2) sont indépendantes, alorsX

s1±1

X
s2±1

P (s1)P (s2) =
X
s1±1

P (s1)
X
s2±1

P (s2) (5.12)
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= −J
∑
<ij>

∑
si±1

∑
sj±1

sisjP (si)P (sj)

=1︷ ︸︸ ︷
N∏

k=1(6=i,j)

∑
sk±1

P (sk) (5.15)

= −J
∑
<ij>

[
∑
si±1

siP (si)][
∑
sj±1

sjP (sj)] (5.16)

= −J
∑
<ij>

[P (+)− P (−)]2 (5.17)

= −J Nz
2

[P (+)− P (−)]2 (5.18)

S = −kB
∑
s1±1

...
∑
sN±1

P (s1)...P (sN )
∑
i

ln (P (si)) (5.19)

= −kB
∑
i

∑
s1±1

...
∑
sN±1

P (s1)...P (sN ) ln (P (si)) (5.20)

= −kB
∑
i

∑
si±1

P (si) ln (P (si)) (5.21)

= −kB
∑
i

[P (+) ln (P (+))− P (−) ln (P (−))] (5.22)

= −kBN [P (+) ln (P (+))− P (−) ln (P (−))] (5.23)

dire qqch

⇒ f =
F

N
=
U − TS
N

(5.24)

= −J z
2

(P (+)− P (−))2 (5.25)

+kBT (P (+) ln (P (+)) + P (−) ln (P (−))) (5.26)

Mais 2

P (+) + P (−) = 1 et P (+)− P (−) = m (5.27)

⇒ P (+) =
1 +m

2
et P (−) =

1−m
2

(5.28)

⇒ f = −Jz
2
m2 + kBT [

1 +m

2
ln (

1 +m

2
) +

1−m
2

ln (
1−m

2
)] (5.29)

∂f

∂m
= 0⇒ −Jzm+

kBT

2
ln (

1 +m

1−m
) = 0 (5.30)

2m est le paramètre variationnel
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ln (
1 +m

1−m
) = 2Jzmβ (5.31)

1 +m

1−m
= e2Jzmβ (5.32)

⇒ m = tanh (Jzmβ) (5.33)

On retrouve la solution champ moyen que l’on avait obtenue en négligeant
les fluctuations.

24



Chapitre 6

Exposants critiques et classes
d’universalité

6.1 Définitions

Lorsque T → Tc, ξ(T ) → ∞ . Le système est infiniment corrélé, et les
fluctuations sont très grandes (puisqu’il y a changement de phases). L’ap-
proximation champ moyen n’est donc plus applicable. Pour caractériser la
transition de phase, la température critique Tc n’est pas adaptée, car elle
dépend du réseau considéré (carré, losange, triangle...), dépend si l’on consi-
dère les deuxièmes voisins,... Il faut donc trouver mieux pour caractériser la
transition. On remarque que les grandeurs thermodynamiques ...un compor-
tement selon des exposants. 6 exposants critiques. qui sont indépendans du
système considéré.

Les mÍmes valeurs des exposants critiques sont partagées par des groupes
de systèmes appelés classes d’universalité. Une classe d’universalité est défi-
nie par :

1. La dimensionalité du système.

2. La structure microscopique des degrés de liberté (≡ les symmétries).

Si deux systèmes appartiennent à la mÍme classe d’universalité, alors il
existe un moyen de passer de l’un à l’autre. Par exemple, le modèle de Ising
3D et le modèle du gaz de Van der Waals ont les mÍmes exposants critiques.
Il est, par conséquent, possible de passer de l’énergie définie selon VdW à
l’énergie de Ising 3D, comme le montre le développement réalisé dans la
section suivante.

6.2 Gaz de VdW et Ising 3D

L’objectif de cette section est de déterminer l’énergie d’un système de gaz
en 3D, avec des molécules agissant selon des potentiels de Van der Waals,
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Fig. 6.1 – grille

puis de montrer comment, en redéfinissant des constantes, on peut mettre
cette énergie sous forme de celle du modèle de Ising.

Premièrement, on considère que les molécules sont situées sur une grille
3D. Lorsque l’on regarde cette grille de très loin, les corrélations infinies
restent, mais les détails disparaissent. Cela correspond à passer d’un système
discret à un continu. Ainsi, le fait de placer les molécules sur un réseau n’est
pas contradictoire avec le modèle du gaz de Van der Waals. Deuxièmement,
on introduit la condition : une seule molécule par site. Cela correspond, dans
le continu, à la répulsion infinie à courte portée. Finalement, l’attraction à
courte portée est modélisée par le fait que les molécules n’intéragissent que
avec celles situées sur des sites proches voisins des leurs.

Chaque site prendra la valeur 1 ou 0 suivant s’il est occupé par une
molécule de gaz ou non.

(6.1)

Comme énergie du système, on prend l’énergie de l’ensemble gran-canonique :

E = −ε
∑
<ij>

ninj + µ
N∑
i=1

ni (6.2)

o ? ε est l’énergie d’intéraction entre les molécules des sites. N est le
nombre de molécules. Puisque N est fixe, cette énergie correspond, en termes
thermodynamiques, à l’énergie libre de Gibbs.

A partir de là, pour retrouver une énergie de la forme de celle du modèle
de Ising, on définit de nouvelles variables :

ni =
si + 1

2
⇔ si = 2ni − 1 (6.3)

Ainsi, si vaut +1 si le site est occupé, et -1 sinon. On substitue ces
nouvelles variables dans l’expression de l’énergie :
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E = −ε
∑
<ij>

(
si + 1

2
)(
sj + 1

2
) + µ

N∑
i=1

(
si + 1

2
) (6.4)

= − ε
4

∑
<ij>

sisj − 2
ε

4

∑
<ij>

si +
µ

2

∑
i

si + cstes (6.5)

On néglige les constantes, car ce (6.6)
n’est qu’un déplacement de l’origine (6.7)

= − ε
4

∑
<ij>

sisj −
εz

4

∑
i

si +
µ

2

∑
i

si (6.8)

= − ε
4︸︷︷︸

=:J

∑
<ij>

sisj −
1
2

(
εz

2
− µ)︸ ︷︷ ︸

=:h

∑
i

si (6.9)

En définissant J et h à partir des valeurs caractériques de l’ancien sys-
tème, on constate que la nouvelle expression de l’énergie a bien la forme de
celle du modèle de Ising.
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Chapitre 7

Exposants critiques du champ
moyen

Les exposants β, δ, γ et α du modèle champ moyen peuvent Ítre obtenus
très facilement. Par contre, pour trouver η et ν, il est nécessaire de faire
appel à la théorie de Landau-Ginzberg.

7.1 β et δ

Afin de déterminer β, on part de la solution champ moyen, et on introduit
la température critique Tc = Jz

kB
:

m = tanh (βJzm+ βh) (7.1)

= tanh (
Tc
T
m+ βh) (7.2)

On développe la tangente hyperbolique en série, en posant pour simplifier
que h=0, et en écartant la solution triviale m=0 :

m ' Tc
T
m− 1

3
(
Tc
T

)
3

m3 + ϑ(m5) (7.3)

1 ' Tc
T
− 1

3
(
Tc
T

)
3

m2 (7.4)

⇒ m2 ' 3(
T

Tc
)
3Tc − T

T
(7.5)

m ' a(Tc − T )

1/2︸︷︷︸
β (7.6)

Pour déterminer δ, on part également de la solution champ moyen de
Weiss, en se plaÁant dans le cas o ? T = Tc et en considérant m et h petits.
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m = tanh (m+ βch) (7.7)

m ' m+ βch−
1
3

(m+ βch)3 (7.8)

βch ' 1
3

(m+ βch)3 (7.9)

3(βch)1/3 ' m+ βch (7.10)

⇒ m ' 3(βc)
1/3h1/3︸ ︷︷ ︸

terme dominant pour h petit

−βch (7.11)

Puisque l’exposant δ est défini par m ∼ h1/δ à T = Tc, on a donc trouvé
que δ = 3.

Les calculs des exposants γ et α seront faits en séries d’exercices. Les
réponses sont α = 0 et γ = 1.

7.2 Théorie de Landau-Ginzberg pour déterminer
η et ν

7.2.1 énergie libre de Landau

Une méthode générale pour étudier le comportement d’un système proche
du point critique est de considérer l’énergie libre de Landau :1

f =
F

N
(7.12)

= −Jz
2
m2 + kBT [

1 +m

2
ln (

1 +m

2
) +

1−m
2

ln (
1−m

2
)] (7.13)

Lorsque T → Tc,m→ 0, on peut donc développer le logarithme en série :

ln (1±m) ' ±m− m2

2
± m3

3
− m4

4
± ... (7.14)

f ' −Jzm
2

2
+ kBT [− ln (2) +

1
2

ln (1−m2) +
1
2
m(ln (1 +m)− ln (1−m))](7.15)

' −Jzm
2

2
+
kBTm

2
[m− 1

2
m2 +

1
3
m3 − 1

4
m4 + ...] (7.16)

⇒ f ' a(T − Tc)m2 + bm4 + ϑ(m6) (7.17)
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Fig. 7.1 – énergie libre de Landau

De manière générale, pour tout système, f peut s’écrire sous la forme :

f =
∑
n

anm
2n (7.18)

o ? a1 doit changer de signe avec (T −Tc), et le terme m2n doit respecter
les symmétries du système.

7.2.2 Modèle de Landau-Ginzberg

Le modèle de Landau-Ginberg est une extension de modèle champ moyen
dans laquelle on prend en compte le fait que l’aimantation dépend de chaque
case du système. Lorsque l’on met en lien les différentes cases, une différence
(càd un gradient) de m va entraÓner une intéraction. La première étape est
de montrer que cette énergie d’intéraction entre les différentes cases vaut :
J̃ [∇m(~r)]2.

Rappel : L’énergie d’intéraction dans le modèle de Ising valait Eint =
−J

∑
<ij> sisj . On fait l’hypothèse champ moyen localisée, càd qu’on rem-

place < si > par mi :
1voir chapitre 5
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Eint = −J
∑
<ij>

mimj (7.19)

=
J

2

∑
<ij>

(mi −mj)2 − J

2

∑
<ij>

(mi
2 +mj

2) (7.20)

=
J

2

∑
<ij>

(mi −mj)2 − Jz

2

∑
i

mi
2 (7.21)

Alors, l’énergie libre du modèle Landau-Ginzberg vaut :

FLG =
J

2

∑
<ij>

(mi −mj)2 − Jz

2

∑
i

mi
2 (7.22)

+kBT
∑
i

[
1 +mi

2
ln (

1 +mi

2
) +

1−mi

2
ln (

1−mi

2
)] (7.23)

' J

2

∑
<ij>

(mi −mj)2

︸ ︷︷ ︸
∗

+
∑
i

[a(T − Tc)mi
2 + bm4] (7.24)

Le terme ∗ est l’énergie d’intéraction qui se calcule en passant dans le
continu.l0 est la longueur d’une case.

J

2

∑
<ij>

(mi −mj)2 =
J

2
l0

2
∑
<ij>

(
mi −mj

l0
)2 (7.25)

=
J

2
l0

2

2l0d
∑
i

l0
d

∑
j pr i

(
mi −mj

l0
)2 (7.26)

l0 → 0 (7.27)

=
J

4l0d−2︸ ︷︷ ︸
=:J̃

∫
dV (~∇m)2 ] (7.28)

L’énergie libre du système vaut donc (après passage dans le continu) :

FLG =
∫
d~r[J̃(~∇m(~r))2 + a(T − Tc)m(~r)2 + b(m(~r)4] (7.29)

Ca serait trop difficile de prendre en compte le terme en m4, alors on le
néglige. Pour calculer FLG, on passe dans l’espace de Fourier2.On remarque

2Rappel :

m̃(~k) =

Z
m(~r)e−i

~k~rd~r (7.30)

m(~r) =
1

(2π)d

Z
m̃(~k)e+i

~k~rd~k (7.31)
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que m̃( ~−k) = m̃∗(~k) et que

1
(2π)d

∫
ei(

~k1+ ~k2)~rd~r = δ( ~k1 + ~k2) (7.32)

On calcule la transformée de Fourier de FLG terme par terme :

m2(~r) = m(~r)m(~r) (7.33)

=
1

(2π)2d

∫
V
d~k1d~k2m̃( ~k1)m̃( ~k2)e+i( ~k1+ ~k2)~r (7.34)

⇒
∫
m2(~r)d~r =

1
(2π)d

∫
V
d~k1d~k2m̃( ~k1)m̃( ~k2)δ( ~k1 + ~k2) (7.35)

=
1

(2π)d

∫
d~km̃(~k)m̃( ~−k) (7.36)

=
1

(2π)d

∫
d~k|m̃(~k)|

2
(7.37)

A présent, on recherche la transformée de Fourier de
∫

(~∇m)
2
d~r. On sait

que :

F(~∇m(~r)) = −i~k ˜
m(~)k (7.38)

(~∇m)
2

= − 1
(2π)2d

∫
d~k1d~k2

~k1
~k2m̃( ~k1)m̃( ~k2)e+i( ~k1+ ~k2)~r(7.39)

⇒
∫

(~∇m)
2
d~r =

1
(2π)d

∫
d~kk2|m̃(~k)|

2
(7.40)

Et donc, finalement, l’énergie libre s’écrit, dans l’espace de Fourier :

FLG =
1

(2π)d

∫
d~k[J̃k2 + a(T − Tc)]|m̃(~k)|

2
(7.41)

On appelle cela le modèle Gaussian. m̃(~k) est bien une configuration du
système, car elle contient la mÍme information que m(~r).

Afin de calculer η et ν, ce que l’on désire obtenir est la fonction de
corrélation g(~r) du système. Pour cela, on défini le poids de Boltzmann de
m̃(~k) :

e−βFLG[m̃] = e−β
R
d~k[J̃k2+a(T−Tc)]|m̃(~k)|2 (7.42)

A partir de là, il est possible de montrer que :

32



< |m̃(~k)|
2
>= F [g(~r)] (7.43)

Cette équation exprime le lien entre les gradients de l’aimantation et leur
effet sur la fonction de corrélation. En effet, afin de déterminer g(~r), il faut
calculer < |m̃(~k)|

2
>, puis prendre sa transformée de Fourier inverse. Pour

trouver < |m̃(~k)|
2
>, on utilise le principe d’équipartition qui nous dit que3 :

[J̃k2 + a(T − Tc)] < |m̃(~k)|
2
>=

1
2
kBT (7.44)

⇒< |m̃(~k)|
2
>=

c

k2 + a′(T − Tc)
(7.45)

o ? a′ = a
J̃
et c = 1

2
kBT

J̃
.

7.2.3 calcul de η

Il suffit à présent de calculer la transformée inverse de l’équation (7.45),
pour déterminer g(~r) et trouver ainsi l’exposant η du modèle champ moyen.
Pour cela, on considère le cas o ? T = Tc, et on néglige les constantes :

g(~r) =
1

(2π)d

∫ +∞

−∞
d~k

1
k2
ei
~k~r (7.46)

=
A

(2π)d

∫ π

0
dθ sin (θ)

∫ ∞
0

dk
kd−1

k2
eikr cos (θ) (7.47)

=
A

(2π)d

∫ ∞
0

dkkd−3

∫ π

0

−ikr
−ikr

sin (θ)eikr cos (θ)dθ (7.48)

=
2A

(2π)d

∫ ∞
0

dk
kd−4

2ir
(−eikr cos (θ))|π0 (7.49)

=
2A

(2π)d

∫ ∞
0

dkkd−4 −e−ikr + eikr

2ir︸ ︷︷ ︸
sin (kr)

(7.50)

On effectue à présent le changement de variable y=kr, dk = dy
r :

g(~r) =
2A

(2π)d
1
r

∫ ∞
0

1
r
dyyd−4 1

rd−4
sin (y) (7.51)

=
2A

(2π)d
1

rd−2

∫ ∞
0

dyyd−4 sin (y)︸ ︷︷ ︸
cste

(7.52)

3Analogue à < 1
2
kx2 >= 1

2
kBT pour l’oscillateur harmonique.
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Fig. 7.2 – parcours d’intégration

En reprenant la définition de η,

g(r) ∼ 1
rd−2+η

e−r/ξ (7.53)

on en déduit que pour le modèle champ moyen, η = 0. En fait, l’ex-
posant η a été défini de telle sorte qu’il soit une mesure de la correction à
l’approximation du champ moyen.

7.2.4 calcul de ν

Finalement, on peut déterminer l’exposant ν, qui est défini tel que (pour
T > Tc) :

ξ ∼ (T − Tc)−ν (7.54)

Il s’agit donc de résoudre l’intégrale ci-dessous par le théorème des rési-
dus.

g(~r) = F−1[
c

k2 + a′(T − Tc)
] (7.55)

=
A

(2π)d

∫
C
d~k[

c

k2 + a′(T − Tc)
]ei~k~r (7.56)

Le pÙle est situé en :

k0
2 = −a′(T − Tc) (7.57)

⇒ k0 = i
√
a′(T − Tc)1/2 (7.58)

C’est un pÙle d’ordre 1. Par le théorème des résidus, l’intégrale selon le
parcours d’intégration de la figure vaut donc :
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g(~r) =
A

(2π)d
2πi · Rés(f, k0) (7.59)

=
A

(2π)d
2πi(

c

k2 + a′(T − Tc)
eikr(k − k0)|k=k0 (7.60)

=
A

(2π)d
2πi(

c

(k − k0)(k + k0)
eikr(k − k0)|k=k0 (7.61)

∝ ei(i
√
a′(T−Tc)1/2)r (7.62)

∝ e−
√
a′(T−Tc)1/2r (7.63)

∝ e
− r

(a′)−1/2(T−Tc)−1/2 (7.64)

Or, selon la définition de ξ,

g(r) ∝ 1
rd−2+η

e−r/ξ (7.65)

⇒ ξ = (a′)−1/2(T − Tc)−1/2 (7.66)

⇒ ν =
1
2

(7.67)
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Chapitre 8

Conditions de validité des
exposants du CM

L’approximation champ moyen, n’est valable que lorsque les fluctuations
thermiques sont négligeables, c’est-à-dire que l’énergie libre du système est
supérieure à l’énergie libre de fluctuations :

f > ffluct. (8.1)

Il est possible de déduire de cette inégalité une condition sur la dimension
du système.1

Ffluct. = kBT (8.2)

⇒ ffluct. =
kBT

V
=
kBT

ξd
' (T − Tc)νd (8.3)

Il faut exprimer f en fonction de (T −Tc). Pour cela, on utilise la chaleur
spécifique :

C ∝ ∂2

∂T 2
f (8.4)

Par définition de α, on sait que C ∝ (T − Tc)−α.

⇒ ∂2

∂T 2
f ' (T − Tc)−α (8.5)

Par double intégration de cette égalité, on obtient que :

f ' (T − Tc)−α+2 (8.6)

L’inégalité 8.1 nous donne donc que l’approximation champ moyen n’est
valable que lorsque :

1Toutes les approximations sont valables uniquement lorsque T est proche de Tc.
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(T − Tc)−α+2 > (T − Tc)νd (8.7)

⇒ −α+ 2 < νd (8.8)

d >
2− α
ν

(8.9)

Dans le cas des exposants du CM :

d >
2− 0
1/2

⇒ d ≥ 4 (8.10)

d est appelée la "dimension critique supérieure". L’égalité est aussi vraie,
mais est plus difficile à prouver.
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Chapitre 9

Théorème de Lee-Yang

Le théorème de Lee-Yang stipule qu’une transition de phase ne peut avoir
lieu que dans un système atteignant la limite thermodynamique, cest-à-dire
lorsque l’on considère V →∞.

Preuve : Une transition de phase correspond, mathématiquement, à une
non-analyticité de F. Or,

F = −kBT ln (Z) (9.1)

Il existe donc 3 causes possibles pour la non-analyticité de F :
– Z=∞
– Z est non-analytique
– Z=0
Mais

Z =
∑
{si}

e−βH({si}) (9.2)

La fonction exponentielle est toujours analytique, et une somme finie de
fonctions analytiques est analytique. Ainsi, la seule faÁon pour que F soit
non-analytique et que Z soit infinie, c’est-à-dire une somme sur un nombre
infini de termes. Il faut donc bien prendre la limite V→ ∞ pour qu’une
transition de phase puisse avoir lieu.
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Chapitre 10

Hypothèse de scaling

10.1 Définition et application

Dans les chapitres précédents, nous avons calculé les 6 exposants critiques
du CM. Voici un exemple d’autre set d’exposants, celui du modèle de Ising
2D : β = 1/8, α = 0, γ = 7/4, δ = 15.

La question qui se pose est de savoir si ces 6 exposants sont indépen-
dants ? On va montrer qu’en réalité, seulement 2 des 6 exposants le sont.

De plus, la thermodynamique donne 4 relations d’inégalités entre les
exposants critiques. Par exemple, la relation de Rushbrooke :

α+ 2β + γ ≥ 2 (10.1)

Or, l’expérience a vérifié que ces relations étaient toujours des égalités.
La théorie qui permet d’expliquer ceci, et de démontrer la dépendances des
exposants critiques est l’hypothèse de scaling. Cette hypothèse sera, par la
suite, prouvée par la théorie du groupe de renormalisation (RG).

macroscopique microscopique
thermodynamique → phys. stat.

hypothèse de scaling → groupe de renormalisation

Le RG est donc une vraie théorie de physique stat. qui explique, au ni-
veau microscopique (c’est-à-dire H), ce qui permet de décrire un système à
diférentes échelles. Tout ce qui suit n’est valable qu’au voisinage du point
critique.
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Fig. 10.1 – changement d’échelle

L’hypothèse de scaling dit qu’exactement au point critique (T = Tc, et
la longueur de corrélation est infinie), on peut changer l’échelle à laquelle
on regarde le système et, à des constantes multiplicatives près, les quantités
ne changent pas. Il est donc possible de définir un algorithme pour modi-
fier les paramètres du système (ex ∆T et h) en conséquence du changement
d’échelle.

Mathématiquement, changer d’échelle revient à considérer une longueur
r′ = r

b à la place de r. Comme illustration de cette hypothèse, il est possible
de montre que g(r’) est de la mÍme forme fonctionnelle que g(r) :

g(r) =
A

rd−2+η
(10.2)

g(r′) =
A

r′d−2+η
=

A

( rb )
d−2+η

(10.3)

= bd−2+η A

rd−2+η
(10.4)

= cste · g(r) (10.5)

g(r) est donc une fonction homogène à T = Tc.1

10.2 Hypothèse forte

L’hypothèse de scaling "forte" dit que g(r) est également homogène dans
un voisinage de Tc. A partir de cette hypothèse de scaling "forte", on peut
montrer que changer l’échelle spaciale est équivalent à considérer un système
dont la température est différente du précédent (plus ou moins proche de
Tc). En effet, soit t=|T − Tc|, alors

1Rappel : une fonction homogène est a(x) telle que

1

bω
a(
x

b
) = a(x) (10.6)
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g(r) ∼ e−r/ξ(t) o ? ξ(t) = at−ν (10.7)

changement d’échelle :

g(r′) ∼ e−r′/ξ′(t) = e−r/bξ
′(t) (10.8)

o ? ξ′(t) est tel que :

ξ(t) = bξ′(t) = abt′−ν = a (b−1/νt′)
−ν︸ ︷︷ ︸

t

(10.9)

Donc

t = b−1/νt′ ⇔ t′ = b1/νt (10.10)

Ainsi, lorsque l’observateur s’éloigne du système, b>1, donc ξ′ < ξ, et
donc t>t’. On s’est éloigné de Tc. Par contre, lorsque l’observateur se rap-
proche du système, b<1, donc ξ′ > ξ, et donc t<t’. On s’est rapproché de
Tc.

10.3 Hypothèse de scaling pour l’énergie libre

L’énergie libre est une fonction homogène (généralisée) par rapport à un
changement d’échelle. Exemple dans le cas du modèle de Ising : f=f(T,h).
On peut faire un développement autour du point critique :

f(T, h) = frég.(T, h) + fsing.(|T − Tc|, |h− hc|) (10.11)

= frég.(T, h) + fsing.(t, h) (10.12)

o ? t = |T − Tc|, et hc = 0 dans le cas de Ising. La partir régulière n’en-
gendre pas la transition de phase. Par conséquent, tout ce qui caractérise la
transition se trouve dans la partie singulière. Pour la suite, on ne considère
donc que cette dernière (f ≡ fsing.).

On considère le changement d’échelle L′ = L
b . Les conditions sur la nou-

velle énergie libre sont :

1. Après le changement d’échelle, on veut utiliser la mÍme fonction f (à
des constantes près).

2. L’énergie libre est extensive. Ceci implique un facteur multiplicatif :
b−d.
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3. Cependant, l’énergie libre ne change pas lorsqu’on la mesure. On est
donc forcé de définir de nouvelles variables t’=t’(t,b,h) et h’=h’(t,b,h)
telles que :

f(t, h) = b−df(t′, h′) (10.13)

4. Finalement, f est homogène, et t′ = by1t, h′ = by2h.

⇒ Par conséquent, la formulation de base de l’hypothèse de scaling pour
f est :

f(t, h) = b−df(by1t, by2h) (10.14)

10.4 calcul des exposants

L’idée, à présent, est d’exprimer les exposants critiques en fonction de
y1 et y2 (nommés, pour des raisons évidentes, exposant thermique et expo-
sant magnétique). Ceci est particulièrement utile, car lorsque les exposants
critiques sont exprimés comme des fonctions de y1 et y2, il est possible de
prouver qu’ils satisfont les 4 égalités de la thermodynamique.

Premièrement, on cherche β, défini par m ∼ tβ . Pour cela, on calcule
l’aimantation :

m =
∂f

∂h
|h=0 = b−d

∂

∂h
f(by1t, by2h)|h=0 (10.15)

= b−d+y2 ∂

∂(hby2)
f(by1t, by2h)|h=0 (10.16)

= b−d+y2 ∂

∂(hby2)
f(by1t, 0)|h=0 (10.17)

(10.18)

Comme le changement d’échelle (donc b) est arbitraire, on peut choisir
b = t−1/y1 .

⇒ m = t
d−y2
y1

∂f

∂h
(1, 0)︸ ︷︷ ︸

const.

(10.19)

⇒ β =
d− y2

y1
(10.20)

On peut déterminer δ de manière analogue :
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m = b−d
∂

∂h
f(by1t, by2h) (10.21)

Au point critique, t=0.

m = b−d
∂

∂h
f(0, by2h) (10.22)

= b−d+y2 ∂

∂(hby2)
f(0, by2h) (10.23)

On choisit b = h−1/y2 .

⇒ m = h
d−y2
y2

∂

∂h
f(0, 1) (10.24)

⇒ δ =
y2

d− y2
(10.25)

Il est possible de déterminer, de la mÍme manière, les autres exposants,
et de montrer qu’ils vérifient exactement les 4 relations de la thermodyna-
miques. C’est-à-dire que les inégalités sont en réalité des égalités, comme
l’avait montré l’expérience. Pour ce qui est du nombre d’exposants critiques
indépendants, de manière générale, ce nombre est égal au nombre de para-
mètres du système (ici 2 : T et h).
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Chapitre 11

Groupe de renormalisation
(RG)

Les exposants critiques sont très importants, car ils permettent de ca-
ractériser les classes d’universalité. L’objectif de la théorie du groupe de
renormalisation est de donner une faÁon opérative de calculer les exposants
critiques, et de donner une règle simple qui relie les descriptions microsco-
piques du système (H) à différentes échelles (homogénéité de f).

11.1 Procédure du RG :

1. Changer l’échelle du système et définir les variables "microscopiques"
de la nouvelle échelle (coarse graining).

2. Trouver le nouvel hamiltonien qui permet de préserver Z (c’est-à-dire
Z’=Z, donc F’=F : mÍme physique). Ce qui revient à déterminer les
nouvelles intéractions en fonction des anciennes. On peut devoir intro-
duire des intéractions qui n’étaient pas présentes auparavant (puisque
plus on se rapproche du point critique, plus tout est corrélé). Il y a
alors un problème de prolifération des intéractions. Cette prolifération
engendrerait un nombre infini d’équations à résoudre. Par conséquent,
on travaille généralement avec des approximations.
Le RG est donc une suite d’opérations que l’on applique pour passer de
Hn àHn+1. "L’itération fondamentale du RG" est donc, par définition :

Hn+1 = R(Hn) (11.1)

3. Rechercher les points fixes de cete itération, c’est-à-dire H∗ tel que
H∗ = R(H∗) (invariance d’échelle). H∗ est alors l’hamiltonien du point
fixe de toute la classe d’universalité qui converge vers lui.

Les conditions physiques prédisent l’existence de 3 points fixes :
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Fig. 11.1 – coarse graining

T =∞ Ce point fixe est toujours stable. Il correspond au cas o ?, peut im-
porte le nombre d’intéractions, le système les négligent.

T = Tc Ce point fixe est toujours instable. En ce point, il y a une parfait
invariance d’échelle, tout le monde est corrélé. Cela correspond à un
hamiltonien qui prend en compte un nombre infini d’intéractions.

T = 0 Ce point fixe est stable s’il existe un point de transition de phase,
sinon instable. En ce point, le système est parfaitement ordonné. Des
intéractions supplémentaires ne feraient que l’ordonner encore plus.

11.2 Exemple de coarse graining

On considère le modèle de Ising 2D. On rappelle que :

βH({si}) = −βJ
∑
<ij>

sisj − βh
∑
i

si (11.2)

⇒ ZN =
∑
{si}

e−βH({si}) (11.3)

⇒ FN = −kBT ln (ZN ) (11.4)

On va effectuer le changement d’échelle qui consiste à regarder le système
de plus loin. Ce qui correspond, sur la figure 11.1, à passer du réseau noir au
réseau bleu. Selon ce nouveau réseau, le nombre de spins est 4x plus petit
qu’avant. Dans chaque cercle rouge, il y a 4 spins (si1, si2, si3, si4). La valeur
du nouveau spin pour le point au centre du cercle rouge est :

s′i = g(si1, si2, si3, si4) (11.5)

Pour chaque nouveau spin s′i, on associe donc une valeur (±1), qui dépend
du quadruplet(si1, si2, si3, si4). Voici quelques exemples de fonctions g :
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1. Règle de la majorité : s′i=1 si
∑

i si > 0, -1 sinon
2. Choix arbitraire d’un spin du groupe
3. Spin central (s’il y en a un)

Puisque la physique du système est indépendante de l’échelle, il est né-
cessaire d’imposer que F ′N ′ = FN , et donc :

Z ′N ′ = ZN (11.6)∑
{s′j}

e−βH
′({s′j}) =

∑
{si}

e−βH({si}) (11.7)

Mais,

∑
s′j±1

δ(s′j , gj({si})) = 1 (11.8)

⇒
∑
{s′j}

∏
j

δ(s′j , gj({si})) = 1 (11.9)

Puisque ce terme vaut 1, on peut le rajouter dans la partie droite de
l’équation 11.7 .

⇒
∑
{s′j}

e−βH
′({s′j}) =

∑
{s′j}

∑
{si}

∏
j

δ(s′j , gj({si}))e−βH({si}) (11.10)

⇒ H ′({s′j}) = −kBT ln(
∑
{si}

∏
j

δ(s′j , gj({si}))e−βH({si}))(11.11)

On a donc défini le nouvel Hamiltonien H’ en fonction de l’ancien, et du
changement d’échelle. H’ et H ne sont pas égaux, mais décrivent le mÍme
système à différentes échelles. Ils appartiennent à la mÍme classe d’universa-
lité.

De manière générale, une fois que l’on a trouvé la relation entre H’ et H,
on cherche le point critique de ce système, c’est-à-dire le point de l’itération
caractérisé par une invariance d’échelle ; l’Hamiltonien ne change pas :

H ′∗({s′i}) ≡ H∗({si}) (11.12)

11.3 Exemple de prolifération des intéractions

Voici un nouvel exemple de changement d’échelle qui permet de mettre
en évidence le phénomène de prolifération des intéractions. On repart, une
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Fig. 11.2 – prolifération d’intéractions

fois de plus, du modèle de Ising, et l’on effectue le changement de réseau
présenté dans la figure 11.2.

H(s1, s2, s3, s4)→ H ′(s1, s3, s4, s5) (11.13)

e−βH
′

=
∑
s2=±1

e−βH (11.14)

=
∑
s2=±1

eβJ(s1s2+s3s2+s4s2+s5s2) (11.15)

= 2 cosh [(s1 + s3 + s4 + s5)βJ ] (11.16)
= ... (11.17)

= e

[βJ(s1s4+s1s3+s4s3)+g(βJ)(s1s3 + s4s5)︸ ︷︷ ︸
∗

+f(βJ)(s1s3s4s5)︸ ︷︷ ︸
∗∗

+...]
(11.18)

Ce terme est donc bien différent de ce qu’on aurait en regardant le nou-
veau système comme un "Ising tourné" :

e−βH
′

= eβJ(s1s4+s1s5+s4s3+s3s5) (11.19)

En effet, il y a beaucoup plus d’intéractions, car il faut y ajouter les
intéractions aux seconds voisins (*) et les intéractions "plaquette"(**).

11.4 Espace des ~J

L’itération fondamentale du RG est :
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Fig. 11.3 – espace des J

Hn+1 = R(Hn) (11.20)

et a comme point fixeH∗. Pour bien définir R etH∗, il faut que le nombre
d’intéractions soit le mÍme avant et après l’itération :

H(0) = −J0

∑
<ij>

sisj +

seconds voisins︷ ︸︸ ︷
J1

∑
<<ij>>

sisj +

plaquette︷ ︸︸ ︷
J2

∑
<<<ij>>>

sisj +... (11.21)

Evidemment, à H(0), seul le premier terme est non nul. Avec cette struc-
ture, à chaque H(i) est associé à un vecteur ~J i. Par exemple, le vecteur
corespondant à H(0) est simplement :

~J0 = [J0, 0, 0, 0, 0, ...]T (11.22)

La recherche du point fixe, correspond donc à effectuer l’itération

~J (n+1) = R( ~J (n)) (11.23)

jusqu’à obtenir le vecteur fixe ~J∗. Chaque H (donc chaque système), va
forcément évoluer vers un point fixe. On peut donc séparer l’espace des ~J en
bassins d’attractions des différents points fixes.
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Chapitre 12

Modèle de Ising en d=1 (h=0)

On considère le changement d’échelle représenté dans la figure 12.1.
Nous allons expliciter l’itération R, et déterminer mathématiquement

les points fixes. Dans ce cas, il n’y a pas de problème de prolifération des
intéractions puisque, par exemple, s3 et s4 ne peuvent pas agir au-delà de s2

et s5. Ils n’affectent donc ni s1, ni s6.

H = −J
∑
i

sisi+1 (12.1)

e−βH = e

:=K︷︸︸︷
βJ

P
i sisi+1 (12.2)

Z =
∑
{si}

eK
P
i sisi+1 (12.3)

=
∑
s2=±1
s5=±1
s8=±1

∑
s1=±1

∑
s3=±1
s4=±1

∑
s6=±1
s7=±1

· · · eK
P
i sisi+1 (12.4)

On considère un système infini, que l’on divise en blocs :

⇒ Z =
∑
{s′i}

· · ·
∑
s3=±1
s4=±1

eK(s′1s3+s3s4+s4s′2)

︸ ︷︷ ︸
1 bloc

· · · (12.5)

Fig. 12.1 – Ising 1D, facteur d’échelle 3
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On va calculer la valeur d’un des blocs. Pour cela, il faut remarquer que
les termes en eKsisj peuvent Ítre exprimés par des expressions en cosinus
hyperboliques :

eKsisj =
1
2
eK(1 + sisj) +

1
2
e−K(1− sisj) (12.6)

= cosh(K) + sinh(K)sisj (12.7)
= cosh(K)(1 + tsisj) o ? t = tanh(K) (12.8)

⇒
∑
s3=±1
s4=±1

eK(s′1s3+s3s4+s4s′2) = cosh3(K)
∑
s3=±1
s4=±1

(1 + t s′1s3)(1 + t s3s4)(1 + t s4s
′
2)

= cosh3(K)
∑
s3=±1
s4=±1

[1 + t(s′1s3 + s3s4 + s4s
′
2) + t2(· · · ) + t3(· · · )]

= 22cosh3(K)[1 + t3s′1s
′
2] (12.9)

Mais, à partir de l’expression 12.8, on peut réécrire :

eKsisi+1 = cosh(K)(1 + t sisi+1) (12.10)

⇒ (1 + t3︸︷︷︸
t′

s′1s
′
2) =

1
cosh(K ′)

eK
′s′1s

′
2 (12.11)

Et donc finalement,

⇒ Z = (
22cosh3(K)
cosh3(K ′)

)N︸ ︷︷ ︸
∗

∑
{s′i}

eK
′P

i s
′
is
′
i+1 (12.12)

Le terme (*) est une constante qui contribue uniquement à la partir
régulière de l’énergie libre f. Elle n’a donc aucun effet thermodynamique. Il
faut encore déterminer K’ en fonction de K. Plus généralement :

K(n+1) = R(Kn) (12.13)

La relation qui donne K’ est :

t′ = tanh(K ′) = t3 (12.14)

⇒ K(n+1) = arctanh[tanh3(Kn)] (12.15)
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Fig. 12.2 – Ising 1D, points fixes

A présent, la dernière étape consiste à trouver les points fixes de cette
itération : K* tels que tanh(K*)=tanh3(K*).

La figure 12.2 Présente l’évolution des fonctions tanh(K) et tanh3(K).
Comme tank(K) est inférieure à 1, on aura :

tanh3(K) < tanh(K) ∀K (12.16)

Par conséquent, les seuls points fixes du modèle Ising en dimension 1 sont
0 (stable) et∞ (instable). Pour interpréter cela, il est utile de se rappeler que
K = J

kBT
. Ainsi les points fixes peuvent Ítre vus sous deux angles différents :

1. Lorsque T est fixé : Le point K*=∞ (instable) correspond à J=∞ ; le
système est totalement ordonné. Et le point K*=0 (stable) correspond
à J=0 ; les spins sont découplés, le système est donc désordonné.

2. Lorsque J est fixé : Le point K*=∞ (instable) correspond à T=0 ; le
système est là aussi ordonné. Et le point K*=0 (stable) correspond à
T=∞ ; système désordonné.
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Chapitre 13

Ising sur réseau hiérarchique

L’objectif de ce chapitre est de trouver les points fixes du modèle Ising 2D,
afin de montrer qu’il existe un point fixe différent de 0 ou∞ qui correspond à
une transition de phase. Cependant, comme il serait trop difficile de réaliser
l’étude du chapitre précédent dans le cas 2D, on choisit de travailler sur un
modèle un peu plus facile, qui est le réseau hiérarchique. La construction de
ce réseau est présenté dans la figure 13.1. L’idée pour réaliser un changement
d’échelle dans ce modèle est de faire le chemin inverse de sa construction
(remplacer l’intéraction d’un carré par celle d’un simple "trait"). Ce système
est plus simple que le modèle Ising 2D, car il n’y a pas de prolifération des
intéractions. Néanmoins, la physique est équivalente.

A partir du changement d’échelle présenté en figure 13.2, on peut impo-
ser :

∑
s3=±1

∑
s4=±1

eK
n(s1s3+s1s4+s2s3+s2s4) = C eK

(n+1)

=s1s2︷︸︸︷
s′1s
′
2 (13.1)

En passant en cosinus hyperboliques (comme dans le cas Ising 1D), on
arrive à :

Fig. 13.1 – Construction du réseau hérarchique
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Fig. 13.2 – Indices pour le changement d’échelle

Fig. 13.3 – points fixes du réseau hiérarchique

tanh(K(n+1)) =
2tanh2(Kn)

1 + tanh4(Kn)
(13.2)

Figure 13.3 présente la résolution graphique de cette équation. On voit
que lorque :

1. K>Kc, K tend vers K*=∞.

2. K<Kc, K tend vers K*=0

3. K=Kc, Kc est un point fixe.

Le point fixe Kc = J
kBTc

sépare une région à basse température d’une
région à haute température. Tc est la température critique qui détermine la
transition de phase.
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Chapitre 14

Trouver les exposants critiques

Dans ce chapitre, on va montrer que l’on peut trouver une expression
des exposants critiques à partir des équations du RG. Et plus important
encore, on va montrer que les exposants ainsi déterminés ne dépendent pas
du facteur d’échelle.

On part de l’itération du RG :

Kn+1 = R(Kn) (14.1)

On introduit une petite perturbation par rapport à l’équilibre :

Kn = K∗ + δKn (14.2)

⇒ R(Kn) = R(K∗ + δKn) = K∗ + δKn+1 (14.3)

= R(K∗) +
∂R

∂K
|K∗ δKn = K∗ + δKn+1 (14.4)

⇒ δKn+1 = λ δKn , o ? λ =
∂R

∂K
|K∗ (14.5)

On va déterminer ν. Rapel :

ξ(t) ∼ (T − Tc)−ν (14.6)
ξ(Kn) = b ξ(Kn+1) (14.7)

ξ(Kn) = b ξ(Kn+1) (14.8)
ξ(K∗ + δKn) = b ξ(K∗ + δKn+1) (14.9)

= b ξ(K∗ + λ δKn) (14.10)
⇒ ξ(K∗ + δK0) = bn ξ(K∗ + λn δK0) (14.11)
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δK0 est un petit déplacement par rapport à Tc : δK0 = a t o ? t = |T−Tc|
Tc

.
A partir de tout cela, on peut récrire l’équation 14.6 :

t−ν ∼ ξ(K∗ + a t) = bn ξ(K∗ + a λn t) ∼ bn (λn t)−ν (14.12)

Comme le RG ne change pas le thermodynamique du système, les extré-
mités de gauche et de droite de l’expression ci-dessus doivent Ítre égales :

t−ν = bn (λn t)−ν (14.13)
1 = bn (λ−νn) (14.14)

⇒ b λ−ν = 1 (14.15)
ln(b)− ν ln(λ) = 0 (14.16)

ν =
ln(b)
ln(λ)

(14.17)

Si l’on s’arrÍtait là, on pourrait croire que ν dépend de b, mais en réalité
ce n’est pas le cas, car λ dépend également de b. Pour trouver le lien entre
λ et b, on choisit de faire deux changements d’échelle successifs b1 et b2 ( Le
changement d’échelle total serait b12 = b1 · b2) :

δKn+1 = λb1 δKn (14.18)
δKn+2 = λb2 δKn+1 = λb2 λb1 δKn (14.19)

Comme la physique devrait Ítre la mÍme si l’on effectue un seul change-
ment, on doit avoir :

λb1b2 = λb2 · λb1 (14.20)

La faÁon de résoudre cette équation pour un changement d’échelle quel-
conque est de poser : λb = by !

A présent, on insère l’expression de λ dans le calcul de ν :

ν =
ln(b)
ln(λ)

=
ln(b)
y ln(b)

(14.21)

=
1
y

(14.22)

Ainsi, on a montré que ν ne dépend pas de b. Il est possible d’obtenir
ainsi des expressions de tous les exposants et de montrer qu’ils sont tous in-
dépendants du changement d’échelle. Néanmoins, il faut distinguer la théorie
de la pratique, car en pratique, il y aura toujours une dépendance vu que
l’on travaille avec des équations approximées.
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Chapitre 15

Preuve de l’hypothèse de
scaling

Ce dernier chapitre commence par un rappel des points principaux de la
théorie du groupe de renormalisation, puis il y sera démontrer qu’il est pos-
sible de retrouver l’hypothèse d’échelle (qui est une hypothèse thermodyna-
mique), à l’aide de la théorie du RG (qui travaille au niveau microscopique).

Rappel :

1. Lorsque l’on fait un changement d’échelle b, on passe de Zn à Z ′n.
Puisque la physique est la mÍme, on impose : Zn = Z ′n. Ceci induit
Fn = F ′n, mÍme thermodynamique.

2. La base de la théorie du groupe de renormalisation est l’équation :

Hn+1({sn+1
i }, {Kn+1

i }) = Rbn [Hn({sni }, {Kn
i })] (15.1)

O ?, {si} est l’ensemble des jeux de variables, et {Ki} est l’ensemble des
jeux d’intéractions. Lorsqu’on écrit {Kn+1

i }, i=1....Mn+1. Puisqu’il y
a généralement prolifération des intéractions, Mn+1 > Mn. Aux points
fixes, Mn tend vers ∞.

3. Il faut trouver les points fixes de l’itération : H∗({s∗i }, {Ki}). L’équa-
tion des points fixes devient :

~Kn+1 = ~Rb( ~Kn)⇒ ~K∗ (15.2)

En théorie, il faudrait considérer un nombre infini d’intéractions. Mais
on fait généralement l’approximation ne n’en prendre en compte qu’un
nombre fini.

4. Lorsque l’on connaÓt le point fixe, on peut définir δKn, et l’équation
15.1 devient :

~K∗ + δ ~Kn+1 = ~Rb[ ~K∗ + δ ~Kn] (15.3)
= ~Rb[ ~K∗] + T δ ~Kn (15.4)
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O? T est le jacobien de ~Rb calculé en ~K∗ :

Tij =
∂( ~Rb)i
∂Kj

| ~K∗ (15.5)

On va montrer qu’en faisant l’analyse spectrale (valeurs propres et vec-
teurs propres) de Tb, on arrive à prouver l’hypothèse d’échelle. Soit {~Φαb}
l’ensemble des vecteurs propres de Tb, et {λαb} l’ensemble de ses valeurs
propres. Alors, par définition,

Tb~Φαb = λαb ~Φαb (15.6)

Soit maintenant {δ µn+1
α }, l’ensemble des coefficients de la décomposition

de δ ~Kn+1 sur la nouvelle base {~Φαb}. Alors,

δ ~Kn+1 =
∑
α

δ µn+1
α

~Φαb (15.7)

Mais c’est aussi égal à : (15.8)
= Tb δ ~Kn (15.9)

=
∑
α

δ µnα Tb~Φαb (15.10)

=
∑
α

δ µnα λαb
~Φαb (15.11)

⇒ δ µn+1
α = λαb δ µ

n
α (15.12)

⇒ δ µn+1
α = λnαb δ µ

1
α (15.13)

Il y a trois cas de figure possible :
1. |λ| < 1, cas dit "non pertinent".
2. |λ| = 1, cas dit "marginal". Important, mais ne sera pas discuté ici.
3. |λ| > 1, cas "pertinent".
On reprend une dernière fois l’expression de l’énergie libre par degré de

liberté :

f =
F

N
=︸︷︷︸
RG

F ′

bdN ′
= b−df ′ (15.14)

O ? N’<N. alors,

f( ~K) = b−df( ~K ′) (15.15)
⇒ f( ~K∗ + δ ~K) = b−df( ~K∗ + T δ ~K) (15.16)

⇒ f(δµ1, · · · , δµM ) = b−df(λ1δµ1, · · · , λMδµM ) (15.17)
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O? M est le nombre de valeurs propres pertinentes. Enfin, comme λb =
by, on a finalement :

f(δµ1, · · · , δµM ) = b−df(by1δµ1, · · · , byM δµM ) (15.18)

On retrouve bien l’hypothèse d’échelle ! Il ne reste plus qu’à identifier les
δµ1,δµ2,... avec les paramètres du système. Par exemple dans le cas de Ising,
ils correspondent à t,h,..
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