Meécanique Analytique
Série 8, corrigé 22/23 dcembre 2004

Exercice 1

Pour obtcmr le Hamiltonien on calcule premi¢rement les moments conjugués. Si £ = £({g;}, {4i}), les moments
sont p; = . Les relations obtenues doivent étre inversées pour obtenir ¢; = ¢;({p:}, {¢:}) ct le Hamiltonien est
donné par

H({g:}, {pi}) = Zméi({m}a {ai}) - L({ai} {ai({pi} {a D)

1) Le moment conjugué a 6 est pg = mR20, d'ott 6 = mpéz et donc:

1 2
H(0,p0) = 5 p;{z - %Rzuﬂ sin” @ — mgR cos §

2) Les moments conjugués sont pg = mR%6 et ps = mR2sin’6¢, d'ov 6 = Lhy et ¢ = %. Le Hamiltonien
est donc: )
2
Dy 1 Py
H(6 s + -—————— + mgRcosf
(. 9,p0,p9) = 2mR2 2mR2sin?g Y

3) Les moments conjugués sont p; = m#; et p» = mds. Le Hamiltonien est:

H(11112;P1;P2)—£+ + k + kz2+

om 2 2 k(zl - 12)

2
4) Les moments conjugués sont py, = (m +ma)i+malé cos ¢ et pg = mal2¢-+malis cos ¢, d’ot i = [(mlm" —pg cos ¢

et ¢ = &(m‘“"’);—m;m Le Hamiltonien est:

(m3+mima—m3Z cos? ¢)12 *

Fmz—ma cos? §)

(m1 + m2)p¢2p DuPg COS P P2
- i
H(u,¢:pupy) = 2mol2(my + mo sin’ ¢) l(rm + ms sin® ¢)  2(my +mo sin? @) maglcos ¢
Exercice 2
t
(i) Fi(g;,Q;) = quQk est une fonction génératrice du type 1 car
k=1
0*Fi(g;,Q;) an 8 < dq;
—— = = — ) ik = 7— = b 1
BqJBQ,- aq Z 6Qz 6(1]‘ k; kiQk aq] ij ( )
P r(3:,05) |
ct dct{W}lrl £0.
Le calcul de , ,
0F(q;,Q;) Oai
o= L) N~ Yk NS0 = O, 2
Pi o0 2 By Q ; kiQr = Qi ©)
et de , ,
OF(q5,Q;) 0Qr,
p=-21dk) =- ki = —ai 3
i 20 Z 30, kZ:ltIk ki = —qi ®)
donne la transformation canonique engendrée par Fy (q]-, Qj) :
- =
61 Q) =p ()

"p = Plg=-¢

¢ est la transformation qui échange les roles de g et p.

(ii) Pour trouver une fonction génératrice du type Fy(p;, P;) qui engendre cette transformation on écrit les relations

9F1(pj, P)) OFy(p;, Fj)
i = t i= —a—".
gi o et Qi oF,
D’aprés la définition (4) de ¢ on trouve :
_6F4(pj1Pj) 6F4(p],P)
b= ¢ P n

!
Par intégration on obtient Fy(p;, P;) = Zkak + C ou C est une constante quelconque.
k=1

Exercice 3
(i) Le scul crochet de Poisson non-trivial est le suivant:

dQoP 9P OQ _
(@, P]= Be oy gy =1 1m00=1 (5)

La transformation est donc canonique.

(ii) Pour trouver une fonction génératrice du type Fz(g, P,t) qui génére cette transformation, il faut resoudre le
systéme d’équations différentielles suivant:

) _OF

=% 9= (6)

La deuxi¢me relation donne immédiatement £y, = P - (g + ¢) + f(g,t), avec une fonction arbitraire f(g,t). La
prémiere donne maitenant Fy = P - (g + ¢) + h(t). On va poser h(l) = 0 dans la suite.

F
(iii) Le nouvel Hamiltonien est donné par K = H + % =w?PQ*+ P.
(iv) Les équations de Hamilton dans ces coordonneés sont données par
A oK N 22
0 = 55 = Q=wiQP+1, )
, K ,
P = —— P =-2"PQ. 8
0 = W' PQ ®
L’équation (7) s’intégre en séparant les variables:
_dQ 2 2°Q 1
PO A1 =di = Earctan % =t+t = Q-;tanw(L+tg). (9)

En utilisant ce resultat dans (8) on obtient également une équation séparable:
P >
= —2wtanw(l +1) = mWP(l)—Ilnc=2Incosw(t+1l) = Pt)=ccos’w(l+lo). (10)

(v) Finalement on trouve pour g(t) et p(t):

q(t)
p(t) = P(t) = ccos®w(t+lo). (11)

1
—tanw(l +to) — ¢,
w



