Meécanique Analytique
Série 11, corrigé 2/3 février 2005

Exercice 1

i) Entre deux collisions sur les parois les impulsions p, et p, sont conservées.
ii) entre deux collisions, nous sommes en présence de particules libres, nous avons donc :

1
= %(Pi +1;)

L’équation de Hamilton-Jacobi est donc donnée par :

1 [rar\? | (af\?] _
e |(32) + (51 ] =
Nous utilisons la séparation des variables, nous cherchons f(z,y) sous la forme f(z,y) = fi(z) + f2(y). Ceci

implique :
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Ce qui donne 4 solutions :

fia(z,y) = £V2masz £ /2m(ar — an)y

iii) Nous déterminons les variables actions I, et I, associées aux mouvements suivant z et y. Nous avons :

ﬂ = +/2mas
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donc
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Nous effectuons le méme type de calcul pour I,
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iv) Nous cherchons o :
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v) Nous cherchons les fréquences du mouvement :
nous avons obtenu une expression de la forme ay = f81(l, 1,). Les fréquences sont données par :

{w _ 961 _ I
= 81, =

w, = 01 = Ly
v = 3L, = mb?

Nous avons un mouvement globalement périodique si le rapport :'7" est un rationnel, donc si le rapport :
1” “ est un rationnel.

Sl 1c billard est carré, nous avons a = b, le rapport * doit étre rationnel.

Exercice 2

Nous avons le Hamiltonien suivant :
H=2 4y, (%)
T o2m o9 2a
i) Pour trouver la fréquence des petites oscillations, nous développons V autour de sa position d’équilibre z = 0
(V'(0) = 0):
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En utilisant le fait que £ = 2 = p=mictp= 7%’;—1, nous avons I’équation :
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ii) Nous cherchons W solution de 'équation de Hamilton-Jacobi :
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et donc —zpy <z <M

iii) Nous en déduisons Paction :
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Nous calculons A : nous posons tg (’;—f) = ,/vﬁz, donc 1/V£dz = (1 + g% ( )) dz', en reportant dans A,

nous avons :
Ao / \/ Vo V2mE — 2mE2? QmEz2 /2m / V1-2* zz
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donc

or

1l suffit de poursuivre le calcul, en utilisant le fait que
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ct nous trouvons :
A=2aV2m(\E +V, —/V,)

Ce qui donne pour le calcul de Paction :

1= e BV, - T
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(iv) Nous exprimons E = f(I) :
.2 Vo wl
= 8a2m 2m a
La fréquence w est donnée par :
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VI)E>»Vy=2w= l,/% (boite de longueur 2a)



