3.1

Représentation par variable d’état

L'état d'un systeme dynamique déterministe a un instant donné est I'information
minimale qui permet, a partir des entrées futures, de déterminer de fagon univoque le
comportement futur du systéme

état a

—® comportement pour t =t
u
[t()) @© )

En d'autres termes, I'état résume le passe€ d'un systeme nécessaire a la détermination de
son futur

Conditions 1nitiales d'un systeme d'eéquations dif férentielles : état du systeme a I'état
initial

u — y() V(1) = =3p(t) +2u(n)=(t)  ¥(0)

z(1) = 2y(1) - z(2) z(0)
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Exemple de variables d’état

» F

b)

=0

Pour déterminer de facon univoque le
mouvement du chariot pour 7 = ¢, 1l
faut connaitre

— Force F () ,t=¢,

- x(to)

L étaté tO
- x(t())

Etat : - courant a travers la bobine
- tension aux bornes du
condensateur



Modele d’état

Equation de mouvement

mx = mg—fx? x(0)

x(0)
\ mg
XV
2 variables d'état : X=X
Xy =X
Y= xl(O) = x(0) entrée ?
_ 1 2 sortie ?
2= e x,(0) = x(0)



Modele d’état

Ordre d’un systéme dynamique

nombre de variables d’état = nombre de conditions initiales

Etat n’est pas unique

x(1) mais aussi 2x(1) ou x(t)
x(t) 5)é(t) x(t)—2)é(t)
Etat de dimension infinie
y(t) = u(t—1) systéme d’ordre infini
u(t) y(t)
> —> s
M etatatO:u[IO_l’tO]

u t D



Sélection des variables d’état

. .. 2
aw -+ Ssin z Uy
Jv+cosz = u,
z+z ot
i grandeur Y ; ordre O; variables d’état
1 \% 1 X =v
2 W 2 Xy = W, X3 =W
3 z 1 Xy =2

Ordre du systeme:

%y = w = x

n=p;+pytps = 4

2

.. Ir2 .
X3 = w= 5[u1—sm(—x4+at)}

)'cl =y = (upy—cos z) = [uz—cos(—x4+oct)]2

3.5
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Modele d’état
x1(0) = filx, @), -y x, (0, uy (@), - u, (D), 1]
x() = folx,(0), ..., x,(0), uy (), ..., w,(1), t]
X(0) = fulx1 (@), o x, (0, uy (D), . u (), 1]
i) = g[x(0), ..., x,(0), u (1), ..., uy(0), t]

V() = golx1(®), ..., x, (), uy (1), ..., up(t), t]

V0 = g,[x,(), ...,);n(t), uy (1), -y u,(1), 1]

x(0) = X1.0
x,(0) = X5, 0
x,(0) = X0

3.6



Modele d’état (suite)

_xl(t)_ _”1(1)_ _)/1(f)_

x(f) = x,(?) u(t) = U, (1) W) = V()

x,,(1) 0] V()
Equation d’état Equation de sortie

X(t) - f[X(t), u(t)a t] X(O) - xO y(t) - g[X(t), u(t): t]



Modele d’état linéaire

x(t) = A@)x(t) + B(H)u(r)

(1) = COx(@) + D(O)u(r)

Modele multivariable non stationnaire

x(0) = x,

I/l(f) \—D

B(1)

+ %)

D(?)

x(1)

A(?)

C(1)

y(?)

3.8



Modeéle d’état linéaire

Modéle monovariable stationnaire

u(?)

WEON

x(2)

> 1(?)

3.9



3.10

Cuve de mélange

Y ) o\l
ﬁ%&l P ;&Q@
Cq Cr
40)
h() O D)
S q(?)
l@ c(?)
q(6) = kJh(2)
pS%h(t) = pq (1) T pq,(t) — pg(?) k?gJ
PS% Lc()h(2)] = pc,;q,() + pe,q,(6) — pe(D)g(®) :l%)}




3.11

Cuve de mélange (suite)

x, (1) = h(t) u (1) = q,() y() = h(h)
(1) = () uy(t) = g,(1) y,(1) = e(n)le,
() = é[ul(t)+u2(t)—k Fe ()] x,(0) = h(0)
IIIIIIIP>
() = — (e —0,0u (B + [ey - O]y (5] %20 = ¢(0)

Sx (1)



Cir cuit RLC
C
i L @ iC
- —(u
o ok
0 e (Dl e
| L — | _ L X1 +
Xy = Uc )(?.2 _1_ _L 12
C  RC
vy =i _ 1 0 _ _
Y2 = Ic }%) - R |7

S NI

3.12

iL(O) - iL,O
uc(0) = uc g
xl(o) - iL(O)

x2(0) = Uc(o)



3.13

Equation différentielle d’ordre n

n n—1
YWoy +a, "0+ ag@) = bu()

x1(t) = y() )C.l(t) - xz(t)

x(0) = 3 (0) X(1) = x5(0)

X, 1(.t) = y(n—Z)(t) x.n— l(t) - xn(t)

x, (1) = y(n - 1)(t) X,(0)=—a, x ()—a, ,x, ((t)—...—ax () + bu(r)



Equation d’état

x1(1)
X5()

)én— l(t)

50

Equation de sortie

_() | 0 o | x@ i
0O 0 ... 0 0 X5(9)

| : +
0 0 0 L x, @

—a, —ay --- =4, 5, —a, x,(2) L
x1(2)
x5(2)

o =11 0 .. 0 0o °
X, (D)
x,(2)

u(t)

3.14



3.15

Simulation

La simulation d’un systéme dynamique consiste a déterminer I'étatc(¢) et la sortie y(7)
pour ¢ = ¢, une fois 1’¢tat initial x(#) et 'entrée du systeme wu(¢) pour ¢ = ¢, specifics

Pour t = kh
x(kh) = f[x(kh), u(kh)] x(kyh) = x,

y(kh) = glx(kh), u(kh)]

Euler
(kh) = x(kh + hh) — x(kh) x(?)
x(1)
x(kh + h) = x(kh) + hf[x(kh), u(kh)] A x(kh)  X( kh+h2 - x(kh)
x(tp)
<

koh kh kh+h



3.16

Linéarisation exacte par rétroaction
Ah(t) = u(t) - kJh(2)
Définir v(¢) tel que u(t) —kJh(t) = Av(t)

= h(t) = v(1)

v u Systeme h
non linéaire '

Systeme linéaire



3.17
Linéarisation par approximation

f0
A exact
JE+OX) |emmo oo approché
JE+8f |rmmmmmmmmme - s _ _ _ _
' fx + 0x) = f(x) + g(x)ﬁx = f(x) + of
F@ t---—2 S | dx
| | B
X X + Ox
Trajectoires nominales Point de fonctionnement stationnaire
x =f[x(0), a(t), 1] x(0) = x, 0 =f1[%,i]

y(t) = glx(2), u(1), t] y = glx, ul



Procédure de linéarisation

x(t) = flx(2), u(t)] x(0) = x,
y(t) = glx(2), u(z)]

Point de fonctionnement stationnaire

X =0 = ([ ]

SR

= glx, u]

=

Développement en série de Taylor

(u—u) +tos

(x—5c)+gi

UG, x

)é=f[5c,a]+i
0X {3

u, X

y:g[)—c’ﬁ]+8_g (X—J_C)‘Fa—g (u—u) +tos
IX|g, X dujy, x

3.17



3.18

Procédure de linéarisation (suite)
Variables écart
ox(?) := x(t) — x
ou(t) = u(t) —u
Oy(r) = y(t) -y

Approximation linéaire

Ox = o 6x+ai Ou ox(0) = xy—x
ox i, X du i, X

oy = Jg 6x+a—g ou
ox ﬁ,i du ﬁ,)_(

x = Ax+ Bu x(0) = x,



Matrices du modele d’état 319

of o T /A—
0x5 ox,, du;  duy aMP
oh . A o o . dh
axz axn B: = g_f — al/ll auz al/lp

: : ; Ulg, x : : : ;
afn afn afn afn afn
R IR SR RN
) . 98 R TR
ax2 axn aul auZ aMP
g . 9% 08, 98 . 9%
axz axn D: = g—g = aMl auZ Bup

: : ; Ulg, x ; : : :
dgq  9¢q 08 98 . 98
a.xz axn dg, % (q < p) i aul auz aup Jg %



Exemple — Méthode 1

X =-2x+05(x+1)u x(0) =1

Point de fonctionnement
0 =-2x+05(x+1)u

Pour u = 2,onobtient x = 1
Approximation linéaire

xu=xu+u(x—x)+x(u—u)
Variables écart

Ox

x J—
Approximation linéaire de (1) - (2) oy =u-

S| =

X = [-2x+0,5(xu +udx +x0u) + 0,5u] —[-2x + 0,5xu + 0,51u]
= —20x + 0,5(udx + x0u) + 0,50u

OX =X

OxX = —Ox + Ou ox(0) =0

3.20

(D
2)

3)

4)
S)

(6)

(7)
(8)



Méthode 2

Systéme monovariable: n=p =1

B 8(—2x+0,5xu +O,5u)

A=
0x
8(—2x +0,5xu+ 0,5u)
B=
du
O0x=—-0x+0u

A=l

A=l

X

ol

=-2+0,5u =-1

=0,5x+0,5=1

321
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Cuve de mélange

. [q1<r> L ) a0
1 1+ F
140
h(t) C D c(r)
S
Sh=q,+q, —kIh h(0) = hg
q q
I =)+ L) c(0)=q
yp=h
C

q(1)
c(1)

3.22



Cuve de mélange (suite)

Point de fonctionnement (Z]l, ¢, h, E)

Systeme multivariable n=p=¢g=2

of; k of;
di1=—— =—F— ai~r =— =0
o only  2svn 27 9clg,
_dh| _ q N\ 9>
27 on T g2\ =€) gale
S/ 1 I T /)
2 0cly  ShSh

3.23



Temps de résidence

o | 1
buza—l ~ <
léq
b aﬁ _a~-¢
170, Sh
q1 éq
Cll —1
C21—0
sh o Ss\n

O:=—=
91+ 49; k

[5]

Cuve de mélange (suite)

of; |
by, = a_l =
q> éq
by, = % = ¢
an éq Sh
C12 = O
1
€22 =7~
€1

324



Modele linéaire

|

oh

oc

Cuve de mélange (suite)

3.25





