But

Définition

Transformation de Laplace

Relation algébrique liant I’entrée et la sortie d’un syst€éme dynamique

F(s) = LIfin]= | fiestdi
0

J(1) —F ()
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Transformée de Laplace de f(7) = Ae* (:+>0)

A
F — L Nl = Ae %eo—stdy = A —(s+a)tdr = — —(s+ o)t
(s) = LIf@)] = [Aeote [e ——¢ b
0 0
A —(a+ ot . - _ :
= — e [cos(bt) — jsin(bt)] s = a+bj
s+ o
0
A Si(a+)>0  a>-a
=4 S+
| neconvergepas si(a+a)<0 a<-o
Anm

s = a+bj

pas de convergence convergence

»

- o : abscisse de converge
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Cas particulier A=1, a=0

0 pour t<0
1 pour =0

e(t) =

o

le(t)] = [letdr =
0

G| -

&(t)

Abscisse de convergence 0

>
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&) =

0
1

Saut unité

pour <0
pour =0

&(t)

54

o0

Len] = [le=tdr = .

0

S

> !



Rampe

0 pour t<0
At pour 120

u(t) =

Uls) = Llu()] = [Atestdr = A{[_t_e_ﬂ
0

u(t)

1
S

(o o]

0

oo

_J‘_

0

le‘Stdt
S

}=

ol
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5.7

Exponentielle

—- () =
Ae ™ pourt=>0 (5) s+

u(t) = { 0 pour <0 L A

Sinus et cosinus

L Ao
() = { 0 | pour £ <0 Uls) = : 02
Asm(wyt) pourt=0 s+
L A
() = { 0 pour < 0 Uls) = : S :
Acos(wyt) pourt=0 ST+,
Utiliser erOt = cos(m,t) +jsin(w,t)
0 0
—j(oot

e = cos(wyt) —jsin(wyt)



Impulsion de Dirac

o)
A

T5(t)dt =1

oo 0+ oo
L[&1)] = j5(t)e—stdt = jcS(t)eOdH joe—stdt = 1
0 0 0+

> [
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Dictionnaire de la transformation de Laplace

n° Signal temporel Transformée Abscisse de

convergence
1 =0 ! (0, )
s
2 &?) 1 (—o0,00)
3 R0 " (oo ,00)
4 efr)e< — (-0, )
5 &(t)cos(wt) S2+w2 (0, o)
6 &(1)sin (@) SZ%)Z (0, =)
7 ety cos(or) (HSOC%)Z (~0t, o)
8  &ne*sin(wr) m (—at, 00)
9 ecos(ars@)  RI_ GO (0, <)
10 esin(or+ @) SSin;‘Zi “a’);’OSd’ (0, )
» s(;)!tn Sn1+ 1 (0, )
13 et 1 (<0t )




Intégration

par
parties

-2
Ld7?
- dn

Ldm

— M)

— M)

——

Dérivation temporelle

{p] - g0

= [fine™], - [iD)(=s)etdr
0

s2F(s) — sf(0) — C%f(O)

SPF(s) —s"~LA0) — ... —

—0) + Soff(t)e‘Stdt = sF(s) - f0)

dn—l
dfn_l

f(0)

Dériver le signal temporel f(t) correspond, dans le domaine de
Laplace, a multiplier sa transformée F(s) par s
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Intégration temporelle

Lﬁ j(f)d% ~ J{j f(’c)dr}e—”dt
0 0(0

st 3]

—%{ —“ff(f)dr eOIf(T)dr}l Jfesiar = £

- Jf(r)(—l)e—stdt

S

Intégrer le signal temporel f(t) correspond, dans le domaine de
Laplace, a multiplier sa transformée F(s) par 1/s
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Translation dans le domaine de Laplace : F(s + A)

(e o]

LleMn] = [eMAnestdt = [feG+Mids = F(s + A)
0 0

Multiplier le signal temporel f(?) par e_M correspond, dans le
domaine de Laplace, a remplacer I’argument s par (s + A)

5.12



Translation dans le temps f(¢ — 7)

A

 d
Cd
—”‘
=%

0

Lle(t—Dfit—1)] = |elt— Dfit— Destde = [fir— 1)estds

0
V=1[—-T

= e‘“ff(v)e‘s"dv = e STF(s)
0

Retarder le signal temporel f(?) de T correspond, dans le domaine de

Laplace, a multiplier sa transformée de Laplace F(s) par et
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5.14

Linéarité

Principe de superposition

LIf@®] = Fy(s)

LA = FAS) e e i+ ey = c1F(s)+ ¢, Fas)

c1 = const

02 = const

Mais LILWOHO] = [finf(0e ™ a
0

#F (s)F,(s)



5.15

Théoreme de la valeur finale

lim /(1) = lim sF(s)

t— oo

a condition que sF(s) reste fini pour toute valeur de s = a + bj avec a =20
(pas de poles de sF(s) dans la moitié droite du plan complexe, axe imagi-
naire compris)

Théoréme de la valeur initiale

lim £(¢)= lim sF(s)

t—0 S — oo



5.16

Convolution

) = [flogt-vdt = [fir- ng(ndr
0 0

oot oo t
H(s) = f{ff(f)g(f—f)df}e‘“dt = | [AiD)e(t - Destdrds
00

010

H(s) = TTf(T)g(t — TeStdrdt = Tf(r)ﬁg(t E T)e‘StdtJdT
01 0 T

T

avecv = (—7T A

H(s) = Tf(’t‘)e‘s{ofog(v)e‘s"dv}dr = Tf(f)e‘STG(S)dT
0

0 0

= Tf(f)e—”df G(s) = F(s)G(s)
0
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Grammaire de la transformation de Laplace

n° Signal temporel Transformée
I A1) F(s)
11 PIVAQ > ki F(s)
111 At/ ) |A| F(As)
IV e MAn) F(s+A)
V gt—1)fit-1) e STF(s)
VI E n _n—-1 _“._dn—l

dt“ﬂt) SUF(s) —s"~1A0) T £0)
VII HO*f(0) F(s)Fy(s)

t
VIII [Andz P%S)

0
IX 20 )" 9" £

dsn

X lim £(?) limo[sF (s)]

t—> oo s —
XI lim f(7) lim [sF(s)]

t—0 § —> oo




Exemple )

1

Déterminons la transformée de Laplace du signal
Solution 0 t
1™ approche

i T I

LIAN] = Jlestde+ Joestdr = <(1-€™)

0 T

2¢ approche

M) = &) -&lt-17)

o] = LoD = Lo
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Exemple

A b
Déterminons la transformée de
Laplace ainsi que la valeur finale
de f{(1)

t
0 —
Solution
Selon le dictionnaire . F(s) = ‘% -5 f 5 = S(;lfoc)
) T T Ao |
Valeur finale lim f(¢#) = lim [sF(s)] = lim [ ] = A
t — oo s—0 s—>0 S+

5.19
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1
(s +a)?

Soit F(s) =

Déterminons f(1)

Solution

Dictionnaire

Grammaire

Ailnsi

et

Exemple

o[t = lz

S

Lle*f(1)] = F(s+a)

1

_aty] —
el (s + a)?

fin=te” 120

5.20



Fonction de transfert

Systeéme Iscr

W) = { w(D)g(t— 1dt

Y(s) = G(s)U(s)

G(s) = Li{g(} = %

G(s) est indépendant de I’entrée

u(r) y(?) U(s)
—_—| 2(t) —

G(s)

Y(s)

5.21



5.22

Fonction de transfert

Systeme

e YO
dynamique

u(t) .

(m—1)

yW+a yO-Dy t+ayMtagy = bmu(m) +b o+ blu(l) + byu

m—1

avec des conditions initiales nulles

Gls) = Xs) _ bps +...+bis+b

n
S +...+als+a0

Causalité m<n (degr€ relatif = 0)



Fonction de transfert

y(8) +2y(1) + 3y(1) = u(t) —2u(r)
y(0) =yy  »(0) =z, u(0) = u

Dans le domaine de Laplace

L> [SZY(S)—S)/O—ZO]+2[SY(S)—)/O]+3Y(S) = [sU(s) —uyl —2U(s)

s—2 U(S)+Sy0+ 2o+ 2y — uyl

s +2s+3 s +2s+3

Y(s) =

réponse forcée réponse libre

La fonction de transfert correspond uniquement a la réponse forcée

G(s) = 2 s—2
s +25+3

5.23



5.24

Domaines temporel et de Laplace

u(t) __ |équation différentielle | Y(0)
domaine temporel —p lscr — >
A . A
Ll L! Ll L! L] L!
Y \

fonction de transfert

domaine de Laplace U(s) . G(s) — Y(s)




5.25

Transformation de Laplace inverse

2(s+3) _ _ 2(s+3)
sS+7s+6 (s+1)(s+6)

avec des conditions initiales nulles

Soit G(s) =

Déterminons la sortie y(z) pour I’entrée u(t) = e

Solution
1
Us) = s+ 2
Y(s) = Gs)U(s) = —25+3)

(s+1)(s+6)(s+2)
A B C
+ +
s+1 s+6 s+2




Transformation de Laplace inverse (suite)

Méthode 1 : Réduction au méme dénominateur et identification des coefficient
de méme puissance

2(s+3) = A(s+6)(s+2)+B(s+1)(s+2)+ C(s+ 1)(s+6)

s :0=A4A+B+C A = 0,8
s':2 = 84+3B+7C — B =-03
6 = 124+2B+6C C=-05

5.26



5.27

Transformation de Laplace inverse (suite)

Méthode 2 : Méthode des résidus

T Y 2(s+3) _
4= SILHEI(S-I_ D¥(s) = slgli1[(s+2)(s+6)] 0.8

T T 2(s+3) _
B = lm (s+6)¥s) = 52“16[<s+ 1)(s+2>] =0

L . 2(s+3) _
C= sliniz(Hz)Y(S) - slgl}z[(s+ 1)(S+6)] =03

0,8 03 05
s+1 s+6 s+2




5.27

Racines complexes

Soit Y(s) = s+ 1 Déterminons y(7)
s(s"+4s+35)
Solution
a) Y(S) — S+1 _ = 44_ C+Dj.+ C—Dj
S(s+2+7)(s+2—)) S s+24)] s+2—j

Es+ F
b) Y(s)=§+ .
s +4s+5



5.28

Racines complexes (suite)

Déterminons A, E et F (s+1) = A(s" +45+5) + (Es + F)s
>0 = A+E A =02
' 1 = 44+ F oo E = 02
s' 01 = 54 F =02

02 -02s+02 02 —02(s+2 ;
Y(S)=;+2S =5 T (2 4 062
s +4s+ 35 (s+2)+1 (s+2) +1

y(t) = 0,2-0,2¢ 'cost + 0,6¢ 'sint t >0



Racines doubles

Soit Y(s) = s+1 Déterminons y(t
) = G 26+ o
Solution
Y(S) _ s+ 1 - A + B + C

o (s+2)2(s+3) s+2 (s+2)2 s+3

Note - As+B’ _ A(s+2)+(B'-24) _ 4 . _B
(s +2)2 (s +2)2 S+2 (542)2

2
(s+2)2¥(s) = 351 = y542)+ B+ C+2)
+ s+3

(U S)

!

d 2 _ 2 _
I?[(S+2) Y(s)] = Gi3p A+ (s+2)0(s)

5.29



5.30

Racines doubles (suite)

Méthode des résidus

A= lim Ls+2)2v)] = i 2 _
SLHEZ dS[(S ) (S)] 55112 (S+3)2 2

B = lim (s+2)2Y(s) = lim 3*L = _q
SLH}2(S )71 (s) si>1132 s+3

C = lim (s+3)¥(s) = lim 2*L =
s — -3 s— -3 (S+2)

L2 1 2 _ _ _
1) = E[ - - }:2 2_te 223t 20
) s+2 (S+2)2 s+3 ¢ ¢ €



Meéme degré au numérateur et au dénominateur

Soit Y(s) = S(S+3§ Déterminons y(1)
(s+1)
Solution
43 1 A B
Y(s)=2S+S = 142 s = 1+ + 5
sS4+ 25+ 1 (s+1) s+1 - (541)

Déterminons A et B en réduisant au méme dénominateur
s—1 =A4A(s+1)+8B
dod s :1=4 4=1
s':-1=A4+B B =-2
1 2
s+l (51 1)2

() = &t)+e —2te >0

Y(s) = 1+

5.31



5.32

Systéeme non linéaire

$+2%+3x2=u  x(0) = ¥(0) = 0

Calculons la fonction de transfert G(s)

Solution
Linéariser autour d’un point de fonctionnement, par exemple v = 0,x = 0:
X+2X =u x(0) =x(0) =0

X(s) _ 1
— U(s) s(s+2)




5.33

Systéeme non linéaire

V2943 =u  p(0) = §(0) = 0
Calculons la fonction de transfert G(s)
Solution

Le systeme est non linéaire car le principe de superposition ne s’applique pas

Uy —>y;: Vi+2y+3 = u,

Uy —> Vs Vo+2y,+3 = u,

Uy +uy Ay +y,: W1 +) +2001+2) +6 = (U +uy)
Le terme «3» géne! Formulation lin€aire en redéfinissant I’entrée

u(t) = u(t)-3

y+2y =u y(0) = y(0) =0

Le concept de fonction de transfert ne s’applique qu’aux systemes lIscr





