
7.1

Réponse harmonique

La réponse harmonique est la réponse en régime permanent d’un système
dynamique excité par une sinusoïde de pulsation donnée. Le terme transitoire de la
réponse est donc négligé
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7.2

Système du premier ordre

u t( ) A ωt( )sin= L U s( ) Aω
s2 ω2+
-----------------=

y t( ) L 1–

Y s( )
U s( )-----------

K
τs 1+
--------------=

Y s( ) KAω
τs 1+( ) s2 ω2+( )

------------------------------------------
α1

τs 1+
--------------

α2s α3+

s2 ω2+
---------------------+= =

U(s) Y(s)K
τs 1+
--------------



7.3

Système du premier ordre (suite)

Avec  

Y s( ) KA
1 τ2ω2+
--------------------- ωτ2

τs 1+-------------- ωτs
s2 ω2+
----------------- ω

s2 ω2+
-----------------+–=

y t( )
KA

1 τ2ω2+
--------------------- ωτ

t
τ
--– 

  ωτ ωt( ) ωt( )sin+cos–exp=

y t( ) KAωτ
1 τ2ω2+
--------------------- 
  t

τ
--– 

  KA
1 τ2ω2+

------------------------- 
  ωt ϕ+( )sin+exp=

ϕ arctan τω–( ) arctan τω( )–= =

régime transitoire régime permanent

a sin(ωt) + b cos(ωt) = sqrt(a2+b2) sin(ωt+φ)   

φ = arc tan(b/a)   si a > 0  



7.4
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Système du premier ordre (suite)

En régime permanent

- amplitude A’ différente de celle du signal d’excitation RA = A’ / A
- même pulsation
- déphasage 

y t( )
t ∞→
lim y t( ) KA

1 τ2ω2+
------------------------- ωt ϕ+( )sin= =

ϕ ω– t ′=

ωt ϕ+( )sin ω t t’–( )[ ]sin=



7.5

Comportement thermique d’une cuve

Excitations sinusoïdales

P(t) = 10 sin(0.01 t)     [kW]            [°C]

P(t) = 10 sin(t)             [kW]        [°C]

moteur

P

q s

Ts

Te

q e

T

T s( )
P s( )-----------

0.29  °C/kW[ ]
20s 1+

--------------------------------=

T t( ) 2.84 0.01t 0.197–( )sin=

T t( ) 0.14 t 1.52–( )sin=

V = 1 m3

q = 0.05 m3/min

Tdésiré = 20˚C Te

= 10˚C

P 35 kW=

 = 2.84 sin [0.01(t - 19.7)] 



7.6

Système du deuxième ordre 

       

G s( ) Y s( )
U s( )-----------

K
τ1s 1+( ) τ2s 1+( )--------------------------------------------= =

u t( ) A ωt( )sin= L U s( ) Aω
s2 ω2+
-----------------=

Y s( ) G s( )U s( ) KAω
τ1s 1+( ) τ2s 1+( ) s2 ω2+( )

-------------------------------------------------------------------= =

α
τ1s 1+
-----------------

β
τ2s 1+
-----------------

γs δ+
s2 ω2+
-----------------+ +=



7.7

Système du deuxième ordre (suite)

Régime permanent  

En décomposant Y(s) via la méthode des résidus

avec 

Finalement    

        avec si R > 0

                  

Y s( ) γs δ+
s2 ω2+
-----------------=

Aω K
τ1s 1+( ) τ2s 1+( )--------------------------------------------

s jω=

γs δ+( )s jω= δ jωγ+= =

K
τ1s 1+( ) τ2s 1+( )--------------------------------------------

s jω=
R jI+=

Y s( ) γs δ+
s2 ω2+
-----------------

AIs
s2 ω2+
-----------------

AωR
s2 ω2+
-----------------+= =

y t( ) A R2 I2+ ωt ϕ+( )sin= ϕ arctan
I
R
---⎝ ⎠

⎛ ⎞=

A G jω( ) ωt ϕ+( )sin= ϕ G jω( ){ }arg=

travail avec nombres complexes

y ( t ) = A [I cos(ω t) + R sin(ω t)]

A ω R = δ

A ω I = ω γ

bonvin
Typewritten Text

bonvin
Typewritten Text
_



7.8

Calcul de la réponse harmonique

Première généralisation

Procédure

1) Remplacer s par jωωωω dans G
2) Exprimer G(jωωωω))))    sous la forme R + jI

3) Calculer   et  ou

RA G jω( ) A’
A
----- R2 I2+= = =

ϕ G jω( )[ ]arg

arctan I
R
---

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

si R 0>

arctan I
R
---

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

 ± π   si R 0≤
⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

= =

RA R2 I2+= ϕ arctan I/R( )= ϕ arctan I/R( ) ± π=

R

I

G(j   ) =  R + j I  =  |G| e 

Im

Re

|G|III

III IV
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7.9

Calcul de la réponse harmonique (suite)

Deuxième généralisation

z1 = a1 + jb1

z2 = a2 + jb2

z3 = a3 + jb3

Exemple

z
z1 z2
z3

---------------= arg z( ) arg z1( ) arg z2( ) arg z3( )–+=

G s( ) K
τ1s 1+( ) τ2s 1+( )

--------------------------------------------=

RA
K

jτ1ω 1+ jτ2ω 1+------------------------------------------------ K
1 τ1

2ω2+ 1 τ2
2ω2+

----------------------------------------------------= =

ϕ arg K( ) arg jτ1ω 1+( ) arg jτ2ω 1+( )–– 0 arctan τ1ω( )– arctan τ2ω( )–= =

z
z1z2
z3

---------=



7.10

Diagramme de Bode

Diagramme d’amplitude : représentation log - log du rapport d’amplitude RA 
en  fonction de la pulsation ωωωω

D

HRA

K

ω

[rad/s]

pente  =  - 1

ωb



7.11

Diagramme de Bode

Diagramme de phase : représentation semi - log du déphasage ϕϕϕϕ en fonction 
de la pulsation ωωωω

- 9 0

- 4 5

0

ω

ϕ [  ° ]

[rad/s]ωb



7.12

Système du premier ordre

            

A) Diagramme d’amplitude

Calcul des asymptotes

a) si τω << 1, alors
ou

b) si τω >> 1, alors  

ou

G s( ) K
τs 1+--------------= p 1

τ
---–=

RA
A'
A-----

K
1 τ2ω2+

-------------------------= =

RA K→

RA( ) K( )log→log

RA K/τω→

RA( ) K( ) τω( )log–log→log
D

HRA

K

ω

[rad/s]

pente  =  - 1

ωb
ωb p 1

τ
---– 1

τ
---= = =

log RA( ) → log K( ) – log τω( )

log(K/τ) - log(ω)



7.13

Système du premier ordre

B) Diagramme de phase

Calcul des asymptotes

a) si , alors (asymptote horizontale)
b) si , alors      (asymptote horizontale)

ϕ arctan τω( )–=

ω 0→ ϕ 0→
ω ∞→ ϕ π/2–→

- 9 0

- 4 5

0

ω

ϕ [  ° ]

[rad/s]ωb

ωb
1
τ
---= RA ωb( ) K

2
-------= ϕ ωb( ) 45°–=



7.14

Système intégrateur

p = 0

A) Diagramme d’amplitude

G s( ) K
s----

=

RA
A'
A-----

G jω( ) K
ω
----= = =

RA( )log K( ) ω( )log–log=

0.1  1 10
0.1

1

10

pente = -1

RA

ω

K

[rad/s]

G(jω) = -j K/ω



7.15

Système intégrateur

B) Diagramme de phase    ϕ G jω( )[ ]arg j K
ω
---- 

 arg– π
2---

–= = =

0.1 1 10

-90 °

-45 °

0 °
ϕ [°]

ω
[rad/s]



7.16

Système du deuxième ordre

  avec  

A) Diagramme d’amplitude

Calcul des asymptotes

1) si τ1ω << 1 et τ2ω << 1, alors 
asymptote horizontale passant par K à basses fréquences

2) si τ1ω >> 1 et τ2ω << 1, alors 
asymptote de pente –1 passant par K pour τ1ω = 1

3) si τ1ω >> 1 et τ2ω >> 1, alors 
asymptote hautes fréquences de pente –2 passant par  pour τ2ω = 1

G s( ) K
τ1s 1+( ) τ2s 1+( )

--------------------------------------------= τ1 τ2≥

RA( ) K( )log→log

RA( ) K( ) τ1ω( )log–log→log

RA( ) K( ) τ1ω( ) τ2ω( )log–log–log→log
K/τ1ω

RA -->  K

RA -->  K/(τ1 ω)

RA -->  K/(τ1τ2 ω2)



7.17

Système du deuxième ordre (suite)

ω

[rad/s]

pente = 0

pente = -2

pente = -1

K

1/ τ1 1/τ2

RA



7.18

Système du deuxième ordre (suite)

B) Diagramme de phase 

1)  si , alors                                      (asymptote horizontale)
2)  si , alors            (asymptote horizontale)

ϕ arctan τ1ω( )–= arctan τ2ω( )–

ω 0→ ϕ 0→
ω ∞→ ϕ π/2– π/2–→ π–=

- 1 8 0

- 9 0

0

ω

[rad/s]

ϕ
[ ° ]

1/τ21/τ1

ϕ

ϕ1

ϕ2



7.19

Système du deuxième ordre (suite)

G s( ) K
τ2s2 2τζs 1+ +
--------------------------------------=

G jω( ) K
1 τ2ω2–( ) j2τζω+

------------------------------------------------=

RA G jω( ) K
1 τ2ω2–( )2 2τζω( )2+

------------------------------------------------------------= =

ϕ G jω( )[ ]arg arctan 2τζω
1 τ2ω2–
--------------------- 
 –= =



7.20

Système du deuxième ordre (suite)

Calcul des asymptotes

1) pour τω << 1, on a:

 ou log(RA) = log(K)
(asymptote horizontale passant par K)

et 

2) pour τω >> 1, on a:

et log(RA) = log(K) – 2log(τω)

(asymptote de pente –2 passant par K pour τω = 1) 

et 

RA K→

ϕ 0→

RA
K
τω( )2--------------→

ϕ π–→



7.21

Système du deuxième ordre (  )ζ 1≥

0 .001

0 .01

0 .1

1

0 .01 0 .1 1 1 0 1 0 0

pente  =  - 2

(a)

(b)

(c)

(a)   ζ =  1
(b)   ζ =  2
(c)   ζ =  5

RA /K

1

1

 ω τ

[rad]

[ -]



7.22

Système du deuxième ordre (  )ζ 1≥

- 1 8 0

- 9 0

0

0 .01 0 .1 1 1 0 1 0 0

(a)

(b)

(c)

[rad]

ω τ

ϕ [ ° ]

(a)  ζ = 1
(b)  ζ = 2
(c)  ζ = 5 

1



7.23

Système du deuxième ordre (  )ζ 1<

0 .001

0 .01

0 .1

1

0 .01 0 .1 1 1 0 1 0 0

pente  = - 2

(d)

(e)

(f) (f)  ζ  =  0.8
(e)  ζ  =  0.4
(d)  ζ  =  0.2

R A/K

1

 ω τ

[rad]1

[ - ]
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Système du deuxième ordre (  )ζ 1<

- 1 8 0

- 9 0

0

0 .01 0 .1 1 1 0 1 0 0

                        

(d)

(e)

(f) (f)  ζ  =  0.8
(e)  ζ  =  0.4
(d)  ζ  =  0.2

ω τ

[rad]1

ϕ [ ° ]



7.25

Système d’ordre supérieur

 

G s( ) 3
10s 1+( ) 2s 1+( ) 0,1s 1+( )

-------------------------------------------------------------------- 3G1 s( )G2 s( )G3 s( )= =

G1 s( ) 1
10s 1+------------------=

G2 s( ) 1
2s 1+---------------=

G3 s( ) 1
0,1s 1+-------------------=

RA G jω( ) 3 G1 G2 G3
3

1 10ω( )2+ 1 2ω( )2+ 1 0,1ω( )2+
---------------------------------------------------------------------------------------------= = =

ϕ arg G jω( )[ ] G1( ) G2( ) G3( )arg+arg+arg= =
arctan 10ω( ) arctan 2ω( ) arctan 0,1ω( )–––=
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Système d’ordre supérieur (suite)

1 0
- 4

1 0
- 3

1 0
- 2

1 0
- 1

1 0
0

1 0
1

0 .001 0 .01 0.1 1 1 0 1 0 0

pente  =  - 1

pente  =  - 2

pente  =  - 3

pente  =  0

RA

3

100.50.1

ω

[rad/s]

1
10

1
2

1
0.1



7.27

Système d’ordre supérieur (suite)

- 2 7 0

- 1 8 0

- 9 0

0

0 .001 0 .01 0.1 1 1 0 1 0 0

ϕ

0.1 10 [ rad/s ]

ω

[ °]

ϕ1
ϕ2

ϕ3

1
10

1
2

1
0.1

- 45
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7.28

Système avec zéro

G1 s( ) 2s 1+
5s 1+
---------------= G2 s( ) 2s– 1+

5s 1+
-------------------=

Gnum1 s( ) 2s 1+= Gnum2 s( ) 2– s 1+= Gden s( ) 5s 1+=

RA1 RA2
1 ± 2ω( )2+

1 5ω( )2+
---------------------------------= =

ϕ1 arctan 2ω( ) arctan 5ω( )–=

ϕ2 arctan– 2ω( ) arctan 5ω( )–=



7.29

0 .1

1

0 .01 0 .1 1 1 0 1 0 0

pente =- 1

pente = 1

G
num1

= G
num2

1

G
1 
= G

2

ω

[ rad/s ]

R
A

[-]

1
5

1
2

G
den

Système avec zéro (suite)

RA1 RA2
1 ± 2ω( )2+

1 5ω( )2+
---------------------------------= =



7.30

0

0 .01 0 .1 1 1 0 1 0 0

ϕ
2

ω

[rad/s]

ϕ [ ° ]

1
5

1
2

- 45

-135

-90

-180

90

45

ϕ
1

ϕ
num1

ϕ
num2

ϕ
den

Système avec zéro (suite)

ϕ1 arctan 2ω( ) arctan 5ω( )–=

ϕ2 arctan– 2ω( ) arctan 5ω( )–=



7.31

Retard pur

Retard pur
y(t) = u(t - θ)u(t)

y t( ) u t θ–( )= L Y s( ) θs–( )U s( )exp=

G s( ) Y s( )
U s( )----------- θs–( )exp= =

RA jθω–( )exp 1= =

ϕ jθω–( )exp[ ]arg θω–= =



7.32

Retard pur (suite) 

1

0.1

0.01 0.1 1 10 [rad/s]

RA

ω
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Retard pur (suite) 

- 3 6 0

- 2 7 0

- 1 8 0

- 9 0

0

0 .01 0 .1 1 1 0

ω

ϕ [ °]

[rad/s]



7.34

Exemple

                                             G s( ) 2 s 1+( ) s–( )exp
10s 1+( ) 2s 1+( )

-------------------------------------------= RA 2 1 ω2+
1 10ω( )2+ 1 2ω( )2+

------------------------------------------------------------=

0.001

0 .01

0 .1

1

1 0

0 .01 0.1 1 1 010.1 [rad/s]

ω

RA

2

pente  =  - 2

pente  =  - 1

pente   =   0
pente  =  -1

1
10

1
2

1
1



7.35

Exemple

                  G s( ) 2 s 1+( ) s–( )exp
10s 1+( ) 2s 1+( )

-------------------------------------------= ϕ ω– arctan ω( ) arctan 10ω( ) arctan 2ω( )––+=

- 2 7 0

- 1 8 0

- 9 0

0

9 0

0 .01 0.1 1 1 0

ω

[rad/s]10.1

ϕ [ ° ]

1
10

1
2

1
1

ϕ1

ϕ3 ϕ4

ϕ2
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Diagramme d’amplitude en dB

RA 20logRA

100 40

10 20

1 0

0.1 -20

0.01 -40

10-1 100 101 10210-1

100

101

ω [rad/s]

R A

20
 lo

g(
R A

) [
dB

] 

-20

-10

0

10

20

Pente : - 1 décade/décade
            - 20 dB/décade



7.37

Diagramme de Nyquist

w = 0

wÆ •
0

Im

Re

w

R

I

G( jω)   =  R + j I = 

ϕ

Im

Re

 G

 G  e jϕ

0
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