Modgélisation mathématique

Systeme

~

lois physiques
connues et d'une
complexité abordable

l

>,

comportements
particuliers ou
dominants connus

'

modele de

CONNAISSANCE
déterminé analytiquement

modele de

REPRESENTATION
déterminé expérimentalement

Loi de Newton

2
mlzd—ze — _mgl sin®

dr
00)=6,; 60)= o

Observatlon

V\/\,,
'V V

0(r) = a)ox///g sin \/‘g7t)
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Modeéle de connaissance

Procédure

1) Structuration du probleme
2) Mise en équation en utilisant des lois connues de la nature, telles

- lois de conservation de type différentiel
- des relations connues de type algébrigue

3) Identification des parametres a partir de mesures expérimentales

4) Validation du modele en comparant sa prédiction avec certaines données
expérimentales
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Systemes mécaniques

Lois de mouvement de Newton

23

Inertie : opposition d’une masse a une accélération

position

vitesse

accélération

translation
X
_dx
y = =2
dz
_ d’x
“¢= =
d¢

rotation
0
do
o = ——
dz
_d%0
O = ——

\]



24

Systemes mécaniques (suite)

1) La quantit€é de mouvement mv ( ou Jw ) reste constante en 1’absence de forces ou
de couples extérieurs

2) La relation entre les forces F; ( ou couples M; ) appliquées a une masse et
la variation de la vitesse (acc€lération) qui en résulte s’écrit :

(my) = ZFi (o) = ZMi

3) A chaque action s’oppose une réaction de méme amplitude (Sipasd‘accélératior
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2.5

Elements mécaniques flexibles

modé€lisés par des ressorts

Mouvement de translation

p.x

Mouvement de rotation

I [\6 M
szm\/ C M=-M=-kb kI 9

NN



Elements mécaniques flexibles
modé€lisés par des ressorts

Ressort linéaire, sans inertie, ni frottement

I ;
ressort dur
A

ressort mou

2.6



2.7

Elements mécaniques dissipatifs

modélisés par des frottements

NN
|

NN
I

D

/
Frottement visqueux

linéaire, sans inertie, ni €lément flexible

Fe=—fv=— :11_’; [f] - NHTS
_ ¢ _ db . Nms
Mi=—fo==17 1t G



Elements mécaniques dissipatifs
modélisés par des frottements

Frottement sec non linéaire

/ frottement statique

\ frottement cinétique

Y,

2.8



2.9

Rotor en mouvement

S S
T

-
T e

frottement visqueux ; ®(0)=wy, w(t)="7?

Loi de Newton

d28 dw a
EM 72 = —fo ®(0) = oy

dt2

Evolution de la vitesse




2.10

Systéeme masse / ressort

- pas de frottement, ni de force extérieure

" - X(0) = Xo ‘M‘dt@=0

- X(t)=7?

I

Loi de Newton

m=—= =—-kx  x(0)=Xxo

Trajectoire

o

3

X(t) = Xo COS( JZ t) avec la pulsation naturelle o, =

E=



2.11

Masses couplées par des ressorts

- frottements visqueux
- pas de force extérieure
- conditions initiales?

Loi de Newton

2 d .
m (?—ZQ X1 = —le —k(Xl —X2) —f d_t X1 XI(O) xl(O)
d? d

m 5 Xo = — kx5 —k(x) —xy) = f RS X5(0) x,(0)

et si F(t) ?



Systeme flexible avec frottement

k m=1kg :
p 2 - frottement visqueux
/ —\VVV\— F© - ressort non linéaire
? klﬂ - force If)(t)
/ | » ) - y(t) =
y=0
By F A
be2l o
P —
/ y
- / 0 >
i d? vty =F) -k, & y(t)— g Y
Loi de Newton m 17 y(t) = F(t) — k4 5 y(t) — ks y(t) y(0)=0 1

2.12

(0)=0



E

Point de référence et variables écart

po

(=mgh

Ethermique =mc, AT =m Cp (T-Ter)

b) )

VYF

k(Xl — Xo) =mg k(X2 — Xo) =mg + F
k(X2 - Xl) =F

2.13
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Point de référence et linéarité

| 2F,
Fa A
2F 1+ :
:
Fi+ !
|
0 /101214



Source de tension

Source de courant

Résistance

Systemes électriques

A
[
B
A R B .
o—— —»—0 statique
l
=upg = Ri R|=Q=~
VA~ VB =Upp = Ri [R]=€=~+

2.15



Systemes électriques

Condensateur
C q = C(vp —vp) = Cupp
A B ._dg _ ~dusg
O O = — = C
II P di
Inductance
A L B VA_VB=uAB=L?T;
o—/ Y Y Y\,
Loi d’Ohm
u=71
Lois de Kirchhoff

loi des mailles
loi des noeuds

2.16

dynamique

dynamique
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Circuit RLC

X1 L
e YY)

@

D (4

II
Q(

Dy

2 entrées : les tensions u; et u,

2 sorties : les courants y; et y,

X1 : courant dans la bobine

X, : tension aux bornes du condensateur

2.17



Circuit RLC (suite)

Lois de Kirchhoff

- La somme des tensions dans la boucle 1 est nulle

dx,
dr
- La somme des tensions dans la boucle 2 est nulle

L +Ryl—111=0

Xs + Uy —Ry; =0

- La somme des courants au noeud A est nulle
X1—y1—y2=0

Condensateur

dx
y2=C—

2.18
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Circuit RLC (suite)

On €limine y et y, de fagon a obtenir une relation entre les entrées uy et u, et les
variables d’état x; et x,

1

)’J:R

(x> + uy) yZ:XI—% (x> + uy)

—» dquations dynamiques

dxl dx2 1
LE +x2+u2—u1:0 E:X]—I—Q(XZ-I—LQ)



Sous forme matricielle

x1(2) _ 0 L x1(2)
X5 (1) 1| [x(2)

&
x5 (1)

[y

1(9) _
y2(2)

Circuit RLC (suite)

+

2.20



Systemes électromécaniques

moteur €lectrique entrainant une charge mécanique

JO(t) = My@1 - [f0(1)

couple fourni couple de
par le moteur électrique frottement

couple résultant
(moteur + charge)

~
[

2.21
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Systemes électromécaniques (suite)

Couple moteur M, =KE¢i,
, i _ di,
Loi de Kirchhoff LRy, + L, 7 +E,—u,=0
Tension induite E =K,0
Bilan de puissance E, i, =M,0

(K&, 0)i, = (KSi,)0
K¢ = K¢ =K, [K, ] =Vs

2.22
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Systemes électromécaniques (suite)

Loi de mouvement de Newton

Jo =K., i,—fo avec =0
ou Jo = KmLL [um — ]-<1—(J(i) +fw)R,, — Kma)] —fo
T 1, K; K
ou encore rcu)+<1 +—>u)+<—+—> = —1U,,
Tm Tm  L_f JL,,
J
avec T. = } constante de temps de la charge
L ) ,
Ty = 7 constante de temps du moteur €lectrique



Systemes thermiques

de

Bilan thermique

‘/; p, Cp

S[Vpe, (0] = qu(t) - g1

d7’" _

Vpcpa =q,— g

2.24

ds

(W]

[W]

K] capacité thermique



2.25

Conduction thermique

\T
T+ dT
>
q
k
Al

dx

Loi de Fourier
q = — A% Relation constitutive

q : flux thermique [W]

k : conductivité thermique [mKJ



2.26

Convection thermique

W

I
I
_*_

1%

= hA(Ty-T")

T - T,
5

q:—ka

| L . [W
h : coefficient d’échange thermique [mZK}



2.27

Réservoir thermostatisé

BN

Modéele

- réservoir ( température T ) :

Vpcp% = hA(T, —T) + h A (T, —T) + h,A(T,~T) (W]



2.28

Réservoir thermostatisé

- manteau ( température T, ) :

dT ! /
Vinbnom 2 = Wepn(Tin = Tp) + BAT=T,,) + i, A, (T,-T,) [W]

- thermometre ( température T, ) :

dT
C, = =hA(T-T) (W]



2.29

Systemes a parametres répartis

a)
n ——
i)
hy hy Voe, Y = ¢ — gy = W A(T) = T) — hoA(T—T
______ . I R i Y AT =T) = A(T-T))
q, 9,
A Vpcp
b)
T d7T
1—‘ Tb Vapcpd_a =41 —Y9ap = h]A(T] - Ta) - habA(Ta - Tb)
T 4
T, >
hy Rab hy Vppc a7, =qap—9q2 = hgpA(T, = T},) —hy A(T), = T))
—————— > - 1----p Pqr 7 absita
A Va Vb




Systemes a parametres répartis (suite)

T |
VeI |Twar |
| T,
hl h2
————— > - |-
q4 q q+dq q,
A k
x=0 x=1

ar _ AT | _pyd
(Adx)pcpdt—q (g + dq) = kAdx [kAdx(T+dT)}

d7 _ ,d(T+dT)/dx - dT/dx
pepq, =K dx

Pour dx =0 : %_Tz k92T

4 pcp 8x2

Equation différentielle partielle pour T(x,t)

2.30
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Systemes a parametres répartis (suite)

Condition initiale

t=0: T(x, 0) = Ty(x)

Conditions aux limites

x=0: hy [T(t)=T(0, 1)] = —k 9L 1)
0x
x=0
x=1: _k %x_f) = h, [T(1, 1) — Tx(1)]
X
x=1

Approximation d’un systeme a parametres répartis par un systéme
a parametres localis€s



Systemes analogues

2z

Loi de mouvement de Newton

mx (t) = —kx(t) —fx (t) + F(t)

mx (t) + fx(t) + kx(t) = F(t)

conditions initiales x(0)=0
x(0)=0

X0
Vo

P

A
I
Il

Loi de Kirchhoff

di(t)
dt

i(t) =C

L

dy() _ dq(1)

dt

dt

2.32

+ Ri(t) + y(t) —u(t) = 0

q(t) = Cy(t)

Li(1) + Rg(t) + éq(r) = u(t)

q(0) =0
q(0)=0

q90
I
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Syst mes m@caniques

@ frottement 1 -
A inertie m / A
Jl ] K

dt
v A‘t 1/k

8

Elément disspatif : f ——p  Puissance dissipative : Pp = Fv = fi”
Elément capacitif : 1/k —p  Energie capacitive  : E-= 0.5 kx’

Elément inductif : m ——p  Energie inductive cEr=0.5 my?



2.34

Systemes électriques

@ résistance R -
inductance/ A
f d

o

2
Elément disspatif : R ——®  Puissance dissipative : Pp = Fy = RV = %

Elément capacitif : C ——  Energie capacitive : Eq = F?

v2

Elément inductif : L. ——  Energie inductive By =



2.35

Variables généralisées

(—*—=
A

2
Elément disspatif : R ——®  Puissance dissipative : Pgr =Fv = RV = %

Elément capacitif : C ——  Energie capacitive : Eq = F?

v2

Nlhl\)lQ

Elément inductif : L. ——  Energie inductive By =



2.36

Systéme Force Vitesse Quantité Déplacement Eléments Grandeur Variables
mouvement R C L conservée d'état
F v p=Fdt| x =vdt F=Rv x=CF p=Lv typiques
translation force vitesse quantité de position frottement ressort inertie quantité de
mécanique mouvement visqueux mouvement X,V
F[N] v[%] p [Ns] x [m] Fr=-fv Fo=-kx | ZF=m & p=mv (X, X)
1
Ry,=f Cph= X L,=m
rotation couple vitesse quantité de position frottement ressort inertie quantité de
mécanique angulaire mouvement angulaire visqueux mouvement 0,
M [Nm] 0} [%] angulaire 0 [rad] M;=-fw M, =-k6 SM=] %—? h=Jo (0, é)
1
h [Nms] R, =f Cim =1 L,=J
électrique tension courant flux charge résistance condensateur | inductance flux
magnétique
u[V] i[A] Y [Wb] q [C] u=Ri q=Cu u:L% v =Li u, 1
R, =R C.=C L.=L charge (9.9
électrique
q==Cu
thermique différence de flux énergie échange accumulation énergie
température thermique thermique thermique - T
AT [K] q W] - Q] q=hAAT |Vpc, %—T =Xq Q
_ 1 -
Rt = m Ct = Vp CP
Sfluidique différence de débit moment de volume orifice accumulation | transport dans masse
(hydraulique, pression volumique pression (linéarisé) de fluide tube V,p
; 1 dp dq
pneumatique) Ap [Pa] q [mT3] r [N_;] V [m3] q= R_pr Cy m =%q | Ap=L; n m=pV
m
p \/E dIn P pL
Rf =) = Cf =V d Lf = ?
C, Ay P




Analogie mécanique / électrique

R - C m«> L

1 application de la lo1 1 boucle €électrique
de mouvement de Newton avec inductance



Tableau 2.3 Lois d’arrangements en série de deux éléments mécaniques et €électriques.

Elément M¢écanique Electrique

Résistif 11,1 R =R, +R,
fo fvo h

Capacitif 1. l+l 1 i+i
ke ko ky ¢, ¢ G

Inductif m=my + m, L=L+L,

Masses en séries B
Ressorts en série -
Frottements en séric -

Inductances en série
Capacités en parallele
Résistances en parallele

Yvy






