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Exercice # 1 (Modélisation) Soit la réaction chimique endotherme A + B — C ayant lieu dans le
réacteur gaz-liquide de la figure 1 équipé d’un corps de chauffe. Le composant A transfere du gaz vers le
liquide avec le flux Na(t) = kypa(t) ot ky (kmol s~ atm™!) est le coefficient de transfert de masse et
pa (atm) la pression partielle du gaz A. La variation de volume du liquide due au transfert de masse du
composant A est négligeable. La phase liquide est alimentée par un débit volumique variable g (t) (m?
s71) de concentration cg. (kmol m~—3) et température Tg. (K) constantes. De méme, la phase gazeuse
est alimentée par un débit volumique variable g4 (t) de concentration ca. constante. Les débits de sortie
correspondants, qis et gqs, sont maintenus constants par une pompe. La température du gaz T, varie peu
et peut étre considérée comme constante. Les volumes du réacteur, de la phase gazeuse et de la phase
liquide sont respectivement V,., V,, et V; (m?®). La puissance de chauffe est P(t) (kW).

dgs; CgA (t)

4ge (t)7 CAe

qle(t)7 CBe, TBe

Qis, cla(t), as(t), ac(t), Ti(t)

Figure 1: Réacteur gaz-liquide.

La réaction chimique est caractérisée par I'enthalpie de réaction AH > 0 (kJ kmol~1!) et la vitesse de
réaction r(t) (kmol s~ m™3):

%) ca(t) as(t),

ou T (t) représente la température de la phase liquide.

r(t) = ko ea:p(

a. Indiquer les suppositions et modéliser ce systéme dynamique. (Point 1.5)

b. Identifier les variables d’entrée, les variables d’état ainsi que les grandeurs constantes. (Point 0.5)



Solution # 1

(a) Les suppositions: (i) Les phases gazeuse et liquide sont homogenes, (ii) les pertes thermiques sont
négligeables, (iii) ¢, et p; sont constants.

Modélisation du systeme dynamique

La phase liquide:

Bilan de masse:

d(pl;/tl ®) = pqe(t) — pras
d‘zlft) = qe(t) — qs (1)
Bilan molaire pour le composant A:
w — Vi) dclgl“t(t) + d‘glft) cia(t = =Vi(t) r(t) + Na(t) — qiscia(t)
Vi(t) dcl(?t(t) = —Viko exp(RZFl]ft))CzA(t) ap(t) + Na(t) — qscra(t) — (qe(t) — as)a
dcl;t(t) = —ko e:cp(R;ft))CzA(t) as(t) + ]if((tt)) - (il/le((tt)) ca(t) (2)

Bilan molaire pour le composant B:

w - v dcl;t ®) . ‘“Zt(t) an(t) = =Vi(t) r(t) + qe(t)ce — qscn(t)
dcljt(t) = —ho ean( R;ft))cm(t) ap(t) + q‘lfl((f)) (cpe — ap(t) ®)
Bilan molaire pour le composant C:
AeclP) — el Blac) = Vit () - awaictt)
dc%t(t) = ke exp( R;ft))cm(t) ap(t) - q‘z((f)) cc(t) 4)
Bilan d’énergie:
%W = e (Vl(t)%t(t) + %t(t)ﬂ(t))
= (=AHWVIt) 7 (t) + prcp@ie(®)Tre — pi cp s Ti(t) + P(t)
ﬂ;t(t) B % b (R;lj?t))cm(t) as(t) + ?lfz((tt)) (Tae ~Tle)) + %(th)(f) ®)

La phase gazeuse:

dvy(t) _ _ avi
Dans la phase gazeuse, Vg (t) =V, — Vi(t) et % =- dlt(t).




Bilan molaire pour le composant A:

AearOVO) -y Zeol®) o B0 1) = gelen = Nal) — dgecoa(t)
dega(t) _ gge(t) Na(t) cga(t)
dt - ‘/g(t) CAe — Vg(t) + (qle(t) —qis — QQS) Vg(t)

Le flux Ny4(t) peut s’écrire comme suit avec la loi des gaz parfaits:

Na(t) =kgpa(t) =kgcga(t) RT,.

(b) Grandeurs caractéristiques:

e parametres constants: R, ko, E, AH, V;., ¢y, p1, kg
e variables constantes: Ty, qgs, Qis, CAes CBe, 1Be
e variables d’entrée: gc(t), gge(t), P(t)

e variables d’état: cga(t), Vi(t), cia(t), (), ac(t), Ti(t)



Exercice # 2 (Linéarisation) Considérons le systeme de deux bacs donnée & la figure 2. Les
bacs sont connectés entre eux par une vanne. Les débits volumiques de sortie sont gour,1 = k1v/h1 et
Qout,2 = kav/ha (m® s71) ot hy et hy (m) représentent les niveaux du liquide dans les bacs 1 et 2. Les
coefficients de proportionnalité sont ky = k2 = 0.1. La fraction o du débit de sortie goyt,1 est retournée
vers le bac 2. Le débit volumique entre les deux bacs est qi2 = ki2v/h1 — ho avec le coefficient de
proportionnalité k12 = 0.05. On dispose de 'information suivante: o = 0.35 et la surface de section des

bacs S= 2 m?.
ql’mﬂEL‘ @ Gout,1(t)
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Figure 2: Schéma du systeme 2 bacs.

a. Indiquer les suppositions et modéliser ce systéme dynamique. (Point 0.5)

b. Linéariser ce systeme autour du point d’équilibre h; = 2.18 m et hy = 1.08 m correspondant &
Gin,1 = 0.2 m3s~ ! . (Point 0.5)



Solution # 2

(a) Supposition: p est constant.

Bilan massique Bac 1:

dh (t)
S dt
dha (#)
dt

Bilan massique Bac 2:

dhs (1)
dt
dhs (%)

dt

pS

(b) On désire linéariser le modele pour le point d’équilibre hy = 2.18 m, hy = 1.08 m. On a ainsi:

fi =
f2 =

= PGin,1(t) — pq12(t) — pgout,1(t)

= %(Qin,l(t) — k12\/h1(t) — hz(t) — kl\/hl(t))

= pQQOut,l(t) + PQ12(t) - pqout,Q(t)

(Oékl \ hl (t) + k12 \ hl (t) - hg(f) - kg\/ hg(t))

Nl

(Gin1 (t) = k12v/ha(t) — ha(t) — k1y/ha (1))
5 (ak1 v hl(t) + klgx/ hl (f) - hg(t) - kz\/ hg(t))

| = Wl =

On obtient les matrices A et B pour le point d’équilibre:

air =

a2 =

a1 =

a22 =

biy =

by =

Avec les matrices A et B, on obtient I’équation dynamique suivante:

Sho

g—]ﬁeq = %(— . }_1:112_ =- 2%) — —0.029
‘;_}J;leq - %(ﬁ) =0.012
g—]{jeq = %(— . }_1:112_ =- 2:“/%) — —0.036
At =5 =0
[shl} _ {—0.029 0.012] {6111] {0.5} Sgin 1
0.018  —0.036] [ohy| T | 0 | 2%m



Exercice # 3 (Régulateur P)

Soit un systeme modélisé par deux compartiments du premier ordre en série:

U(s)

_—

1

Ts+1

X(s)

e

2

T,5+1

Y(s)

 —

a) Pour le cas o 74 = 0.5 et 7o = 1.5, calculer le gain statique, la constante de temps équivalente et
le coefficient d’amortissement du systeme. Ce systéme est-il sur-amorti (justifier votre réponse)? (Point

0.5)

b) Vous étes chargé(e) de concevoir un régulateur Gg pour ce procédé, comme indiqué ci-dessous:

Y (s) E(s)

—_—>
+

U(s)

1 2

Y(s)

G, (s)

Ts+lT,s+1

Votre nouveau collaborateur (qui n’a pas suivi le cours CP) vous propose d’utiliser un régulateur P avec
un gain proportionnel Kr. Montrez lui pourquoi ¢a ne marcherait pas bien, et donnez lui la valeur de
Perreur statique en fonction de K pour un saut unité de la consigne. (Point 0.5)



Solution # 3

a) Le gain statique est donné par K = K1K9 = 1-2 = 2. La constante de temps équivalente est 7 =

V7172 = 1/(0.5)(1.5) = 0.866. Pour analyser amortissement, on calcule ( = 2t =

qui nous indique que le systeme est effectivement sur-amorti.

b) La réponse en boucle fermée est donnée par:

_ GrGp

14+ GgrGp
avec

Gr=Kpg
o 2 B 2
P 05s+1)(15s+1)  0.75s2+2s + 1
ce qui donne:
2K
v sl 2Kr 1

It R s 0758?24+ 25+ 1+ 2Kp s

Avec le théoreme de la valeur finale:

lim s (5)] = I 9Kp 1 29K g
1im S = 1m |Ss — e —
sl s—0 707552 +2s + 1+ 2Kps| 1+2Kgn

Donc, un régulateur P n’arrive pas a éliminer le statisme, lequel est défini comme 1
et disparaitra uniquement pour K — oo (un choix peu réaliste).

2

2(0.866)

2KRr

1+2Kr ~

1.155, ce

1
1+2KR’



Exercice # 4 (Réponse temporelle)

0.7¢—1:68
2s+1

Pour un systéme exprimental, vous avez identifié la fonction de transfert G(s) =

a) Vous désirez appliquer l'entrée suivante & ce systéme. Donner expression pour U (s). (Point 0.5)

Uy

A 4

b) Calculer la réponse correspondante y(¢). (Point 0.5)



Solution # 4

a) Un échelon de durée finie peut étre exprimé comme (pour un saut u* et durée 4 s):

*

U(s) = u—(l —e %)
s
b) La réponse pour la sortie peut étre écrite comme le produit de G(s) et U(s):

e—1.65 u*
V() = Gs)U(s) = L& "W (1 _ gmsy = 0,707

—1.6s _ _—5.6s
2s+1 s s(2s—|—1)(e ‘ )

On décompose et obtient:

1 A B

s(2s +1) PRI

1=A(2s+1)+ Bs

Ce qui donne A =1et B= -2, et:

1.6s 5.65 * 1.6s 1.6s 5.6s 5.6s
- = 0.7u*(~ SR - - +—
)(6 c ) v (Se S+05e Se S+O.5e )

1
s+ 0.5

Y(s) = O.7u*(§ -

En prenant la transformation de Laplace inverse de chaque terme, on obtient:

t—1.6 t—5.6

> e(t—16)—e(t—56)+e =2 e(t—5.6).

y(t) = LY (s)] = 0.7u*[e(t — 1.6) — e~



