
Cuve de mélange
u1 = q1 u2 = q2

c2c1

x1 = V

y2 = x2 = c

y1 = h =
1
S

x1

�������

ẋ1(t) = u1(t) + u2(t)−K
�

x1(t)
S

ẋ2(t) = 1
x1(t)

{[c1 − x2(t)]u1(t) + [c2 − x2(t)]u2(t)}

�����
y1(t) = 1

S x1(t)

y2(t) = x2(t)

1

Nous avons vu sa commande par 
placement des valeurs propres, optimale 
et LQR après linéarisation par la tangente

ũ (k) = −
�

k1 k2

k3 k4

�
x̃ (k)

C’est aussi possible de faire du découplage non linéaire

Cuve de mélange: Modèle inverse
u1 = q1 u2 = q2

c2c1

x1 = V

y2 = x2 = c

y1 = h =
1
S

x1

��������

ẏ1(t) = 1
S ẋ1(t) = 1

S

�
u1(t) + u2(t)−K

�
x1(t)

S

�
≡ w1(t)

ẏ2(t) = ẋ2(t) = 1
x1(t)

{[c1 − x2(t)]u1(t) + [c2 − x2(t)]u2(t)} ≡ w2(t)
2

�������

ẋ1(t) = u1(t) + u2(t)−K
�

x1(t)
S

ẋ2(t) = 1
x1(t)

{[c1 − x2(t)]u1(t) + [c2 − x2(t)]u2(t)}

�����
y1(t) = 1

S x1(t)

y2(t) = x2(t)



Cuve de mélange: Modèle inverse
u1 = q1 u2 = q2

c2c1

x1 = V

y2 = x2 = c

y1 = h =
1
S

x1

��������

ẏ1(t) = 1
S ẋ1(t) = 1

S

�
u1(t) + u2(t)−K

�
x1(t)

S

�
≡ w1(t)

ẏ2(t) = ẋ2(t) = 1
x1(t)

{[c1 − x2(t)]u1(t) + [c2 − x2(t)]u2(t)} ≡ w2(t)
���������

u1(t) = 1
c2−c1

�
[c2 − x2(t)]

�
w1(t)S + K

�
x1(t)

S

�
− w2(t)x1(t)

�

u2(t) = 1
c2−c1

�
w2(t)x1(t)− [c1 − x2(t)]

�
w1(t)S + K

�
x1(t)

S

��

3

Cuve de mélange: Modèle inverse

4

x(t)

Système
MIMO

u(t) y(t)

u(t) y(t)w(t)
�������

ẋ1(t) = u1(t) + u2(t)−K
�

x1(t)
S

ẋ2(t) = 1
x1(t)

{[c1 − x2(t)]u1(t) + [c2 − x2(t)]u2(t)}
���������

u1(t) = 1
c2−c1

�
[c2 − x2(t)]

�
w1(t)S + K

�
x1(t)

S

�
− w2(t)x1(t)

�

u2(t) = 1
c2−c1

�
w2(t)x1(t)− [c1 − x2(t)]

�
w1(t)S + K

�
x1(t)

S

��
�����

y1(t) = 1
S x1(t)

y2(t) = x2(t)

w1(t) y1(t)

Intégrateurs

w2(t) y2(t)

1/s

1/s



Implantation discrète

5

w1(t) y1(t)

Intégrateurs

w2(t) y2(t)

1/s

1/s

ẏi(t) = wi(t)
xi(t) = yi(t)
ẋi(t) = 0xi(t) + 1wi(t)

Φ = eAh = e0 = 1
Γ =

� h
0 eAηdηB =

� h
0 dηB = h

xi(k + 1) = xi(k) + hw(k)

6
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Titre du cours: Systèmes multivariables
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Documents de référence (polycopié, feuilles distribuées,..)

Polycopié Systèmes multivariables, édition Septembre 2010

Nature de l’examen

Écrit! ! Durée: 3h00 

Documents autorisés pendant l’examen

Tous

Chapitres

Chapitres 1 à 7, annexe A et Slides (inclus inégrateurs et estimation optimale)

Remarques sur le déroulement de l’examen

Pas de discussion
Pas d’échange de documents
Pas de téléphone
Pas d’ordinateur portable ni de PDA/Smartphone avec WiFi

Bonus

0.5 pt pour un rapport accepté sur la dernière séance d’étude de cas. 

Sélection des variables d’état
Selection of the state variables

aω̈(t) + sin ż(t) = u2
1(t)

�
v̇(t) + cos ż(t) = u2(t)

ż(t) = αt

Ne pas prendre en considération les dérivées des entrées

8



Modèle d’état/State-space Model

Analogique/Continuous Discret/Discrete

N
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L
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e
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v
a
ri

a
n

t

L
in

é
a
ir

e
L

in
e

a
r ẋ (t) = A (t) x (t) + B (t) u (t)

y (t) = C (t) x (t) + D (t) u (t)
x (k + 1) = Φ (k) x (k) + Γ (k) u (k)

y (k) = C (k)x (k) + D (k) u (k)

ẋ (t) = f [x (t) , u (t) , t]
y (t) = g [x (t) , u (t) , t]

x (k + 1) = f [x (k) , u (k) , k]
y (k) = g [x (k) , u (k) , k]

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t)
y (t) = Cx (t) + Du (t)

9

Résumé linéarisation par la tangente

Modèle d’état non linéaire
et stationnaire

f [x, u]
g [x, u]

Modèle d’état
linéarisé

Ax̃ + Bũ
Cx̃ + Dũ

u

y

x

ũ ỹ

ū ȳ

u

y

− +

10



Résumé linéarisation par la tangente

Analogique Discret

N
o

n
li

n
é

a
ir

e
T

ra
je

ct
o

ir
e

n
o

m
in

al
e

P
o

in
t 

d
e

fo
n

ct
io

n
n

e
m

e
n

t

x̃(t) = x(t)− x̄(t)
ỹ(t) = y(t)− ȳ(t)
ũ(t) = u(t)− ū(t)

x̃(k) = x(k)− x̄(k)
ỹ(k) = y(k)− ȳ(k)
ũ(k) = u(k)− ū(k)

˙̄x (t) = f [x̄ (t) , ū (t)]
ȳ (t) = g [x̄ (t) , ū (t)]

x̄ (k + 1) = f [x̄ (k) , ū (k)]
ȳ (k) = g [x̄ (k) , ū (k)]

˙̄x (t) = ˙̄x = 0 x̄ (k + 1) = x̄ (k) = x̄ ∀k

0 = f [x̄, ū]
ȳ = g [x̄, ū]

x̄ = f [x̄, ū]
ȳ = g [x̄, ū]

M
o

d
è

le
li

n
é

a
ri

sé

˙̃x (t) = ∂f
∂x

���
x̄,ū

x̃ (t) + ∂f
∂u

���
x̄,ū

ũ (t)

ỹ (t) = ∂g
∂x

���
x̄,ū

x̃ (t) + ∂g
∂x

���
x̄,ū

ũ (t)

x̃ (k + 1) = ∂f
∂x

���
x̄,ū

x̃ (k) + ∂f
∂u

���
x̄,ū

ũ (k)

ỹ (k) = ∂g
∂x

���
x̄,ū

x̃ (k) + ∂g
∂x

���
x̄,ū

ũ (k)
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ẋ (t) = f [x (t) , u (t) , t]
y (t) = g [x (t) , u (t) , t]

x (k + 1) = f [x (k) , u (k) , k]
y (k) = g [x (k) , u (k) , k]

Systèmes intrinsèquement linéaires

Analogique Discret

P
o

in
t 

d
e

fo
n

ct
io

n
n

e
m

e
n

t

x̃(t) = x(t)− x̄(t)
ỹ(t) = y(t)− ȳ(t)
ũ(t) = u(t)− ū(t)

x̃(k) = x(k)− x̄(k)
ỹ(k) = y(k)− ȳ(k)
ũ(k) = u(k)− ū(k)

˙̄x (t) = ˙̄x = 0 x̄ (k + 1) = x̄ (k) = x̄ ∀k

M
o

d
è

le
“l

in
é

a
ri

sé
”

ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t)
y (t) = Cx (t) + Du (t)

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

0 = Ax̄ + Bū
ȳ = Cx̄ + Dū

{ū, x̄, ȳ} = {0, 0, 0}

˙̃x (t) = Ax̃ (t) + Bũ (t)
ỹ (t) = Cx̃ (t) + Dũ (t)

x̃ (k + 1) = Φx̃ (k) + Γũ (k)
ỹ (k) = Cx̃ (k) + Dũ (k)

x̄ = −A−1Bū x̄ = (I − Φ)−1 Γū

x̄ = Φx̄ + Γū
ȳ = Cx̄ + Dū

12



Linéarisation par contre-réaction

u yw
MM−1

yi = gi(x) i = 1, . . . , p
...

y(di)
i = g∗i (x, u) di = 0, . . . , d̄i

y(d̄i)
i = wi

yw

1
sd1

1
sdp

w1 y1

wp yp

x

13

Solution complète de l’équation d’état

ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t)

réponse libre     +     réponse forcée
                               (produit de convolution)

x (t) = eA(t−t0)x (t0) +
t�

t0

eA(t−τ)Bu (τ) dτ

14



Discrétisation de systèmes stationnaires

Modèle linéaire Modèle non linéaireModèle non linéaire

LinéarisationLinéarisation

Contre-
réaction Tangente

   Discrétisation exacte   Discrétisation exacte   Discrétisation exacte

˙̃x (t) = Ax̃ (t) + Bũ (t)
ỹ (t) = Cx̃ (t) + Dũ (t)

x̃ (k + 1) = Φx̃ (k) + Γũ (k)
ỹ (k) = Cx̃ (k) + Dũ (k)

ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t)
y (t) = Cx (t) + Du (t)

ẋ (t) = f [x (t) , u (t)]
y (t) = g [x (t) , u (t)]

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

Φ = eAh Γ =
h�

0

eAηdη B

15

Systèmes discrets linéaires et stationnaires

x (k) = Φk−k0x (k0)� �� �
Réponse libre

+
k−1�

l=k0

Φk−l−1Γu (l)

� �� �
Réponse forcée

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

Matrice de transfert et stabilité

Solution

Y (z) =
�
C (zI − Φ)−1 Γ + D

�
U (z) = H (z) U(z)

H (z) =




H11 (z) . . . H1r (z)

...
...

Hp1 (z) · · · Hpr (z)



 = [Hij (z)] =
�

H
∗
ij (z)

det (zI − Φ)

�

Pôles zi des Hij solution de: det (zI − Φ) = 0

Valeurs propres vi de Φ solution de: det (λI − Φ) = 0

zi = vi

Asymptotiquement stable si: |vi| < 1 pour i = 1, . . . , n
16



FT → Modèle d’état

w (k + 1) =





−a1 −a2 . . . −an−1 −an

1 0 . . . 0 0

0 1
...

...
...

. . . 0 0
0 . . . 0 1 0





� �� �
Φw

w (k) +





1
0
...
0
0





� �� �
gw

u (k)

y (k) =
�

b1 − a1b0 b2 − a2b0 . . . bn − anb0

�
� �� �

cT
w

w (k) + b0u (k)
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H (z) =
Y (z)
U (z)

=
b0 + b1z

−1 + b2z
−2 + . . . + bnz

−n

1 + a1z
−1 + a2z

−2 + . . . + anz−n

Modèle d’état physique → artificiel

w (k + 1) =





−a1 −a2 . . . −an−1 −an

1 0 . . . 0 0

0 1
...

...
...

. . . 0 0
0 . . . 0 1 0





� �� �
Φw

w (k) +





1
0
...
0
0





� �� �
gw

u (k)

y (k) =
�

b1 − a1b0 b2 − a2b0 . . . bn − anb0

�
� �� �

cT
w

w (k) + b0u (k)

det (λI − Φw) = det (λI − Φ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . . + anλ + an = 0

w = Px

= PΦP−1 = Pg

= cT P−1

G =
�

Ig Φg . . . Φn−1g
�

G−1 =





eT
1

eT
2
...

eT
n




P =





eT
nΦn−1

eT
nΦn−2

...
eT
n I





18



Modèle d’état physique → artificiel

v(k + 1) =





−a1 1 0 . . . 0

−a2 0 1
...

...
...

. . . 0
−an−1 0 . . . 0 1
−an 0 . . . 0 0





� �� �
Φv

v(k) +





b1 − a1b0

b2 − a2b0

bn−1 − an−1b0

bn − anb0





� �� �
gv

u(k)

y(k) =
�

1 0 . . . 0 0
�

� �� �
cT

v

v(k) + b0����
d

u(k)

Q−1 =
�

e1 e2 . . . en

�

R =
�

Φn−1en . . . Φen Ien

�Q =





cT I
cT Φ

...
cT Φn−1





x = Rv

= R−1ΦR
= R−1g

= cT R

det (λI − Φv) = det (λI − Φ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . . + anλ + an = 0
19

Commande d’état
Système
à régler

Régulateur

Système à
régler avec
AD & DA

x̃ (k + 1) = Φx̃ (k) + Γũ (k)
ỹ (k) = Cx̃ (k) + Dũ (k)

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

ũ (k) = −Kx̃ (k)u (k) = −Kx (k)

-K

Système à
régler avec
AD & DA

-K

y (k)

y (k)

u (k)

u (k)

x (k) x (k)

x̃ (k)

ỹ (k)ũ (k)

x̄

ȳū

+

-

-

20



Résumé Commande d’état SIMO

u (k) = −Kx (k)

Système à régler

Commande

Système en boucle 
fermée (BF)

Formule d’Ackermann

αc (λ) = det (λI − Φbf ) = (λ− λ1) (λ− λ2) . . . (λ− λn)
= λn + α1λn−1 + . . .λan−1 + αn = 0

x (k + 1) = Φx (k) + gu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

x (k + 1) = (Φ− gK)x (k) = ΦBF x (k)

K =
�

0 . . . 0 1
�
G−1αc (Φ)

=
�

0 . . . 0 1
� �

Ig Φg . . . Φn−1g
�−1

αc (Φ)

21

Gouvernabilité et observabilité

22

G = C =
�

Γ ΦΓ . . . Φn−1Γ
�
∈ Rn×nr

Un système est gouvernable ou commandable si et seulement
si le rang de sa matrice de gouvernabilité ou matrice de 
commandabilité vaut n

Le système est observable si et seulement si le rang de la matrice 
d’observabilité suivante vaut n

Q = O =





C
CΦ
...

CΦn−1




∈ Rpn×n



u (k)

x (k)

Régulateur avec intégrateur (livre 14.3.3)

Système

Intégrateurs

+

+ ux

23

x (k + 1) = Fx (k) + gu (k)
y (k) = cTx (k)

yc

−�T

�i

i (k + 1) = i (k) + ε (k)

ui

i(k)

ε (k) = yc − y (k)

-

i(0) = 0

i (k + 1) = i (k)− cTx(k) + yc

�
x (k + 1)
i (k + 1)

�
=

�
F 0

−cT 1

�

� �� �
F∗

�
x (k)
i (k)

�
+

�
g
0

�

� �� �
g∗

u (k) +

�
0
1

�
yc

u (k) = −
�
�T �i

�
� �� �

�T∗

�
x (k)
i (k)

�
= ux + ui

Estimation d’état

Observateur x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k) + L [y (k)− ŷ (k)]

Erreur d’estimation

Système à observer x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)

y (k) = cT x (k)

δ (k + 1) =
�
Φ− LcT

�
δ (k) = Φeδ (k)

Système

αe (λ) = det (λI − Φe) = (λ− β1) (λ− β2) . . . (λ− βn) = det(λI−Φ+LcT ) = 0

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
cT

Installation physique

Calculateur

Modèle
cT

-x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k)
+L [y(k)− ŷ(k)]

  Prédiction
+correction

u (k) y(k)

x̂ (k) ŷ(k)
x̂ (0) = 0

x (k)

24



Résumé estimation d’état SISO

Formule d’Ackermann pour l’observateur

Observateur x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k) + L [y (k)− ŷ (k)]

Erreur d’estimation

αe (λ) = det (λI − Φe) = (λ− β1) (λ− β2) . . . (λ− βn) = 0

L = αe (Φ) Q−1





0
...
0
1




= αe (Φ)





cT

cT Φ
...

cT Φn−1





−1 



0
...
0
1





Système à observer x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)

y (k) = cT x (k)

δ (k) = x̂ (k)− x (k)
δ (k + 1) = x̂ (k + 1)− x (k + 1)

= Φx̂ (k) + Γu (k) + LcT [x (k)− x̂ (k)]− Φx (k)− Γu (k)
=

�
Φ− LcT

�
δ (k) = Φeδ (k)

25

Structure complète de la commande d’état

Système
linéaire ou
linéarisé

AD

Installation physique

Calculateur

Observateur

+

u (k) y(k)
DA

-

ū(k)

ȳ(k)

ỹ(k)Saturation

ũ (k)

ˆ̃x (k)

Contre-
réaction
d’état

ˆ̃x (k + 1) = Φˆ̃x (k) + Γũ (k)
+L

�
ỹ(k)− C ˆ̃x (k)

�−K

x̃ (k + 1) = Φx̃ (k) + Γũ (k) and ỹ(k) = Cx̃ (k)

ˆ̃x (0) = 0

26



Commande optimale: Principe
Séquence d’état x (k) , k = 1, . . . N, x (0) = x0 connu

Séquence de commande u (k) , k = 0, . . . N − 1, u (N) = 0 imposé

Trouver la séquence de commande qui minimise la fonction coût

tout en respectant la dynamique propre du système (contrainte)

−x (k + 1) + Φx (k) + Γu (k) = 0, ∀k

J = 1
2

N�
k=0

�
xT (k)Q1x (k) + uT (k) Q2u (k)

�
avec Q1 et Q2 diagonales

= 1
2

N�
k=0

�
q11x2

1 (k) + . . . + q1nx2
n (k) + q21u2

1 (k) + . . . + q2ru2
r (k)

�
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Commande optimale: Algorithme

Conditions finales

Opérations à rebours depuis 

S (N) = Q1, K (N) = 0

k = N

R (k) = Q2 + ΓT S (k)Γ

M (k) = S (k)− S (k) ΓR−1 (k) ΓT S (k)

K (k − 1) = R−1 (k) ΓT S (k) Φ

S (k − 1) = ΦT M (k) Φ + Q1

k → k − 1

28

S (k) = Q1+ΦT
�

S (k + 1)− S (k + 1)Γ
�
ΓT S (k + 1)Γ + Q2

�−1
ΓT S (k + 1)

�
Φ



Commande optimale: LQR

Linear Quadratic Regulator

Solution stationnaire de l’équation de Riccati

N →∞, S (k) = S (k + 1) = S∞

Deux solutions, prendre celle définie positive

Matlab [K∞, S∞, E∞] = dlqr (Φ,Γ, Q1, Q2)

S∞ = ΦT



S∞ − S∞Γ



Q2 + ΓT S∞Γ� �� �
R∞





−1

ΓT S∞



Φ + Q1

K∞ = R−1
∞ ΓT S∞Φ

J =
1
2

N�

k=0

�
xT (k) Q1x (k) + uT (k) Q2u (k)

�
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Exemple d’examen
30
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Prochaine et dernière séance

Etude de cas

Labo ME A0 392


