Cuve de mélange

ur = q1 U2 = 42

= [

I 1:1:V

1

Tl Yya = X2 = ¢

yi(t) = 21(t)

Yy2(t) = z2(?)

w1(t) = ur(t) + ua(t) — Ky/ 28

2(t) = s Ller — za(O)] wa(t) + ez — w2 (8)] u2(t)}

bk Nous avons vu sa commande par
(k)= — [ k:l k:2 ] Z (k) placement des valeurs propres, optimale
30 et LQR apres linéarisation par la tangente

C’est aussi possible de faire du découplage non linéaire

Cuve de mélange: Modéle inverse

ur = q1 U2 = 42

ylzhz—ﬂi] x1:V

Tl Yo = T2 = ¢

yi(t) = g71(t)

Yy2(t) = z2(1)

i1 (t) = ui(t) +us(t) — K mlT“)

2(t) = s Uler — z2(O)] ua(t) + ez — w2 (t)] u2(t)}

Ya(t) = d2(t) = 7y {ler — 22 (O] ur (t) + [e2 — w2 ()] ua(t)} = wa(t)



Cuve de mélange: Modeéle inverse

Ul = 41 U2 = g2

=] -

y1=h= 5> 1=V

Tl Y2 =T =¢C

Ui(t) = £a1(t) = £ [ul(t) +us(t) — K f“T(t)] = w (t)

Cuve de mélange: Modéle inverse

() el SYSETE ey 1)

v I (t)

@y (t) = ug (t) + ua(t) — K\/@ y(t)
2a() = #(‘) {ler = 2] wa (t) + ez — 22(t)] ua(t)} I

y1(t) = $x1(t)

y2(t) = 22(2)

) = 5 {fea = 200 [wn )5 + 5y 2] - walorn ()}
ut) = ke (s fr — 0] [wn(0 + 280} I

Intégrateurs

w1 (1) —p e 20
O I e G




Implantation discréte

k k
ORIV ELCN g B iy P ON YN .0

Figure 3-10 Systéme équivalent vu au travers de convertisseurs AD et DA.

w(k) M) u(k) DA u?) I () AD k)

Figure 3-11 Schéma fonctionnel équivalent correspondant a 1’implantation réelle.

Intégrateurs

(1) — Y, — 111
ws (1) 1 )_} ()

Ah __

yz(t) — wz(t) d=e¢ = 6 =1
zi(t) = vi(t) T = ["eAdnB = ['dyB = h
x;(t) = 0x;(t) + 1w;(¢) zi(k+1) = z;(k) + hw(k)
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Pas de téléphone
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Bonus

0.5 pt pour un rapport accepté sur la derniére s€ance d’étude de cas.

Sélection des variables d’état
Selection of the state variables

ai(t) +sinz(t) = u?
VO(t) +cos2(t) = us(t)
2(t) = ot
i grandeurs Y, ordres p; variables d’état
1 v 1 X =v
2 w 2 Xo = W,X3 =W
3 z 1 X4 = 2

i=1

Ne pas prendre en considération les dérivées des entrées
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Modele d’état/State-space Model

Non linéaire
Nonlinear

Linéaire
Linear

Linéaire et
stationnaire
Linear and
time-invariant

Analogique/Continuous Discret/Discrete
z(t) = fle(t),u(t),] z(k+1) = flz(k),uk), K
y(t):g[a:(t),u(t),t] y(k)zg[sv(k),u(k),k]
i) =A®)z®)+B®ult) |vk+1)=2ok)zk)+T (k) uk)
y) =C )z () +D(t)u(t) y (k) =C(k)z (k) + D (k) u (k)
z(t) = Ax(t)+ Bul(t) z(k+1) = ®x(k)+Tu(k)
y(t) = Cuz(t)+ Du(t) y(k) = Cx(k)+ Du(k)

Résumeé linéarisation par la tangente




Non
linéaire

Trajectoire

Point de

linéarisé fonctionnement

Modéle

Point de
fonctionnement

Modeéle
“linéarisé”

nominale

Résumeé linéarisation par la tangente

Analogique Discret
(t) = flz@),u®),] z(k+1)=flzk),uk),k
y(t) =glz(t),u(?),] y (k) =glz(k),u(k),k,
I(t) = x(t) — z(t) Z(k) = x(k) — z(k)
y(t) = y(t) — () y(k) = y(k) — y(k)
() = u(t) — ult) (k) = u(k) — a(k)
Z(t)=f[z(t),u ()] z(k+1) = fz(k),u(k)]
y(t)=glz(t),u(?)] y(k) =glz(k),u(k)
F(t)=2=0 zk+)=z(k)=z Vk
O:f[faa] j:f[jﬂz]
g:g[f,ﬂ] g:g[f,ﬂ]
)= z@)+L a@|zk+1)=% __a(k)+ ol (k)
i) =3 so+| an| iw=%| @+ a®
Systemes intrinsequement linéaires
Analogique Discret
z(t) = Ax(t)+ Bu(t) x(k+1) = ®x(k)+Tu(k)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) y(k) = Cx(k)+ Du(k)
F(t) = z(t) — Z(¢) #(k) = (k) — z(k)
y(t) = y(t) —y(t) y(k) = y(k) — y(k)
a(t) = ult) — u(t) (k) = u(k) — a(k)
r(t)=x=0 zk+1)=xz(k)=z Vk
0 = AZ + Bu T =0z +Tu
y=Cz+ Di y=Cz+ Du
{a,z,y} ={0,0,0}
z=—-A"'Bu T=(-®) 'I'u
T(t) = AZ(t)+ Bu(t) F(k+1) = ®&(k)+Tak)
g(t) = Ci(t)+ Di(t) j(k) = Cz(k)+ Da(k)




Linéarisation par contre-réaction

X

y§di) =g (z,u) d;=0,...

yz@) = W

Solution complete de I’équation d’état
z(t) = Ax (t) + Bu (t)
t
z (t) = ety (tg) + /eA(t_T)Bu (1) dt
to

réponse libre  +  réponse forcée
(produit de convolution)



Discrétisation de systemes stationnaires

Modéle linéaire Modeéle non linéaire
$(t) = flz@),u(®?)
y@t) = glz(t),u(t)
Linéarisation
féoa::::; Tangente
@(t) = Ax(t)+ Bu(t) F(t) = Ai(t)+ Bu(t)
y(t) = Cz(t)+ Du(t) g(t) = Cz(t)+ Du(t)
h
Discrétisation exacte O = Al I'= [ e*dn B
/
v(k+1) = &z (k)+Du(k) F(k+1) = @i(k)+Tak)
y(k) = Cxz(k)+ Du(k) j(k) = Ci(k)+ Da(k)

Systemes discrets linéaires et stationnaires

Solution 1
e(k+1) = ®x(k)+Tu(k) x (k) = " Fog (ko) + ) @F1Tu (1)
Yy (k) = Cx (k) + Du (k) Réponse libre iZkO y
Répon;; forcée
Matrice de transfert et stabilité
Y (2) = [c (2 —®)7'T + D} U(z) = H(2)U(2)
H ... Hq,
I et et B 1
(2) = : : = [Hi; (2)] = det (21 — @)]
Hpy(2) --+ Hpr(2)

Poles z; des H;; solution de: det (2 —®) =0
Valeurs propres v; de ® solution de: det (Al — ®) =0
2i = V;

Asymptotiquement stable si: |v;| <1 pouri=1,...,n
16



FT @ Modeéele d’état

[ —a; —ay ... —Gn_1 —an | -1
1 0 0 0 0
w(k+1)= 0 1 : : wk)+ | | u(k)
: ' 0 0 0
0 0 1 0 | [ 0
N ~~ J N——
P Jw
y (k) =] by —aibo by—asby ... by —anby |w(k)+bou (k)
T

Y (2) _bo+ biz 4+ boz 24 ... +b,27 "
U(z) 1+az7l4az2+.. . +a,z "

H(z) =

Modele d’état physique — artificiel

T el T [ elopn—1 7]
el el @n—2
G=[1Ig ®9 ... ®"1g ] Gl=| P = .
| e | e
w = Px
[ —a1 —a9 —Qp—1 —anp } 1
1 0 0 0 0
wk+1)= 0 1 wk)+ | | u(k)
: 0 0 0
0 0 1 0 | [ 0
h ~~ 4 S~——
w=POP! gw = Py
y(k) =] b1 —aiby by —azby ... bp—anby |w(k)+ bou (k)

N J

det (A — ®,) =det M — @) = A"+ A" P+ a)\" ? +...+apA+a, =0 o



Modele d’état physique — artificiel

- T
TP Q! = [ e1 ey ... ey }
Q=
CT<I>'”_1 R=[®" e, ... Pe, Iey |
=R [ - 1 cor 0] _ i
T v aq 0 0 by — arb
—az 0 1 : b2 — a,2b0
vk+1)= ; v(k) + u(k)
: 0 b —_1—aQ _1b0
—Qnp—-1 0o ... 0 1 nb —anb
| —a, 0 ... 0 0| L o J
g ~ -, - 1
s, — R-'OR w=H"y
yk)=[1 0 ... 0 0 ]v(k)+ by u(k)
< — 2 ~~
I =c'R d

det M — @) =det A — @) = \" +a; A" P+ a2 +... +a, A +a, =0
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Commande d’état

Systeme x (k+1) = &z (k)+Tu(k) z(k+1) = &z(k)+Tu(k)
a régler y(k) = Cx(k)+ Du(k) (k) = Cz(k)+ Dul(k)
Régulateur u(k)=—Kux (k) u(k)=—Kz (k)
u Y
y(k
u (k) Systéme a y (k) Systeme a - (k)
régler avec » régler avec '*
AD & DA AD & DA k
y (k)
(k) * x (k)
-K

20



Résumé Commande d’état SIMO

Systéme a régler z(k+1) = ®x(k)+ gu(k)
y(k) = Cx(k)+ Du(k)
Commande u(k) =—Kzx (k)

Systtme en boucle  z(k+1) = (® — gK)x (k) = ®ppz (k)
fermée (BF)

ac(A) = det(M —Dpr) = A=A)(A=X2)...(A—=Ap)
= N4+ N+ a1+ a, =

Formule d’Ackermann

K = [0 ... 0 1]Ga.(?)

Gouvernabilité et observabilité

Un systéeme est gouvernable ou commandable si et seulement
si le rang de sa matrice de gouvernabilité ou matrice de
commandabilité vaut n

G=C=[T &r ... o"'I' e RV

Le systeme est observable si et seulement si le rang de la matrice
d’observabilité suivante vaut n

Q=0= _ € RPX™

21
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Régulateur avec intégrateur (livre 14.3.3)

' i(k) |
Ye )g—' Intégrateurs > U i(0) =0

e (k) =ye —y (k) N
) 4 u(k) ‘
i(k+1)=1i(k)+e(k) (“)_> Systéeme

z(k+1) = Fz(k)+ gu(k) ' x (k)
y(k) = c'z(k) 4T

A 4

— —
- fem ],
-1 [ 18] |
eT*

Estimation d’état

Systéeme a observer x(k+1) = &z (k) + Tu(k)
y(k) = c'z(k)
Observateur T(k+1)=®z(k)+Tu(k)+ Lly(k)— 7 (k)]

Erreur d’estimation §(k+1)=[®— Lc"] 5 (k) = .6 (k)
o (\) = det AT — @) = (A—B1) (A —B2) ... (A= Bn) = det(A\[— D+ LeT) = 0

Installation physique

u (k) e 1) y(k)
» T 2 >
z(k+1)=®x (k) + Tu(k)
Calculateur (k?) A(kz)
x Yy
7 (O) —0 Modeéle ’ p > (")
»| i (k+1) = ®i (k) + Tu (k) - Prédiction
> +L[y(k) — §(k)] +correction

24



Résumeé estimation d’état SISO

Systéme a observer x(k+1) = @z (k)+Tu(k)
y(k) = c'z(k)
Observateur & (k+1) =3 (k) + Tu(k) + Ly (k) — 9 (k)]
5 (k) = & (k) — (k) Erreur d’estimation
d(k+1) z(k+1)—x(k+1)

= &z (k)+Tu(k)+ Lt [z (k) — 2 (k)] — @2 (k) — Tu (k)
= [®— L") 6 (k) = D6 (k)

ae (A) =det (M = @) = (A= 1) (A=f2)...(A=Bn) =0

Formule d’Ackermann pour 'observateur

— 0 — — CT — — 0 —
. cT'd
L=a.(®)Q 1| | =a.(®) :
0 : 0
1 CT(I)n 1 i 1 ]

- B B 25

Structure compléete de la commande d’état

Installation physique

u <k) Systeme
gH linéaire ou »
linéarisé

= C# (k)

y(k)

z(k+1)=®z(k)+Ta(k) and g(k)

Observateur
«E‘— i (k+1) = ®3 (k) + T (k)
+L [g(k) —C3 (k)}

Saturation Contre-
réaction A
d’état z(0)=0

Calculateur

26
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Commande optimale: Principe
Séquence d’état = (k), k=1,...N, z(0) = z¢ connu

Séquence de commande wu(k), k=0,...N —1, u(N) =0 imposé

x(k) u(k)
A A
Inconnus Inconnues
Connu @
Imposée
[ [ | | > Kk : : % : o > K
0 1 2 s NN 0 1 2. wwe; IN=1 N
Trouver la séquence de commande qui minimise la fonction colt
N
J = 3 (27 (k) Qiz (k) + u” (k) Qou (k)] avec Q1 et Q» diagonales
k=0
LN
= 5 2 et (k) + ...+ gy (k) + garuf (k) + ... + 200 (k)]
k=0

tout en respectant la dynamique propre du systeme (contrainte)
—x(k+1)+®x (k) +Tu(k)=0, Vk

28

Commande optimale: Algorithme
S (k) = Q1+ {S(k+1) —S(k+1)T [FTS(k+1)F+Q2]_1FTS(k+1)}<I>

Conditions finales S(N)=@1, K(N)=0

Opérations a rebours depuis k= N

R(k) = Qu+TTS(k)T

M(k) = S(k)—S(k)TR(k)TTS (k)
K(k—1) = R(k)ITS (k)
S(k—1) = ®TM (k) ®+Q

k — k-1
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Commande optimale: LQR

J = % Z (27 (k) Qi (k) +u” (k) Qau (k)]

k=0

Linear Quadratic Regulator

Solution stationnaire de I'équation de Riccati
N —oo, S(k)y=Sk+1)=>5«
-1

S =0T | S — ST | Qs + TS T TS| & +Q

Roo

Deux solutions, prendre celle définie positive
Koo = RJTTS @

Matlab [K o, Seos Eoo] = dlgr (®,T,Q1, Q2)
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Exemple d’examen

Dans certaines applications particuliéres d’entrainement, la vitesse @ est obtenue
indirectement au moyen d’une mesure d’accélération o . Les équations qui décrivent
un tel systéme sont:

@ (1) = aw(t) + bu(t)
a(t)=a(r)
y(t)=oa(r)

Le signal u(t) est la tension de commande du moteur a courant continu et les
grandeurs scalaires a et b sont des constantes.

1) Représenter ce systéme sous forme de modeéle d’état.

2) Déterminer le modéle d’état discret qui prend en compte les convertisseurs
AD & DA.

3) Déterminer le gain d’un observateur d’état a réponse pile.

4) Monter que la présence d’un terme proportionnel a ’entrée dans 1’équation de
sortie  { y(k)=c x(t)+ Du(k)} n’a pas d’impact sur la synthése de
I’observateur tel que défini au paragraphe 6.1.2 du polycopié.



Prochaine et derniere seance

Etude de cas
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