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Rappels: Motivation

w = q uz = g2
Cuve de mélange ¢ #l I# ¢
PETRRT —
) I
vt 2= § 5 Jaw+ |17 o
Commande d’état [ 1}; EZ; ] = — [ Z; :i ] [ ;; EZ; }

Placement des valeurs propres «. (A) =det(Al —®+TK) =0
A2 + [rky + sko + 1ks + vky —a — B] A

~

0
+ia6 — (Skz -+ vk:4) — ﬁT’ (k?l + k’3) +r (’U — 8) (k1k4 — kgkg)}/ = )2
0
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7.1.4 Commande MIMO optimale: Principe
Séquence détat z(k), k=1,...N, z(0) = z¢ connu

Séquence de commande u(k), k=0,...N —1, u(N) =0 imposé

x(k) u(k)
A
Inconnus Inconnues
Connu
Imposée
I I | i 4 f f : : ® > k
0 1 2 s N—1.'N 0 1 2 - N-1 N
Trouver la séquence de commande qui minimise la fonction colt
N
J = 3 [z (k) Qi (k) + u” (k) Qou (k)] avec Q1 et Q2 diagonales
k=0
LN
= 3> [quat (k) + ...+ @nad (k) + qu (k) + ... + qoru? (k)]
k=0

tout en respectant la dynamique propre du systeme (contrainte)
—x(k+1)+®x (k) +Tu(k) =0, Vk
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7.1.5 Commande MIMO optimale: Solution

Multiplicateurs de Lagrange A (k), k=0,...N —1

N
Io= 3 2 [T () Qur () + u (k) Quu ()
N
+ > M (k+1){—z(k+1) 4+ ®x (k) + Tu(k)}]
k=0
Solution i 88_J(’k) an(,k)
Ul , —«’El ,
= 0J =0, Vk : = 8J =0, Vk
Ou (k) - oz (k)
oJ’ oJ
L Ju,(k) Oz, (k)
B y oJ’
A1 (k+1
(. +1) o -
' S oAN(k+1) 7
8J’
L X, (k+1)
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7.1.7 Commande MIMO optimale: Riccati
Variable auxiliaire symétrique A (k) = S (k) z (k)

S(k):Q1+<I>T{S(k+1)—5(k+1)r[FTS(k+1)r+Q2}‘1FTS(k+1)}@

Calculée a rebours depuis S (N) = Q1

w(k+1) = [T+TQ;'TTS(k+1)] " da(k) 2(0) = o

AK) =Qua(k) + ®TA(k + 1 AN +1)=0

(9 =Quak) + BT Ak + 1) R

u(k) = = [Q2 + T S(k+ 1)I] " TTS(k+ )P a(k) u(N) =
K (k)

Par construction, la séquence de commande est proportionnelle a I'état !
S(k)=Q1+ " M(k+1)®
Mk+1)=Sk+1)—Sk+1)TR Y (k+1)I'TS(k+1)
Rk+1)=TTS(k+1)T + Q2
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7.1.8 Commande optimale: Algorithme

Conditions finales S(N)=@Q1, K(N)=0

Opérations a rebours depuis k£ = N

R(k) = Q+TTS(k)T

M(k) = S(k)—S(k)TR™&)TTS (k)
K(k—-1 = R'KTITS(k)®
Sk—-1) = "M (k)®+Q:

k — k-1
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7.2 Commande optimale: Allure

Cas SISO
S(k) 4

K__ = cte: Gain optimal
det[A/—-DP+TK_] =
valeurs propres optimales!
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7.2 Commande optimale: LQR
1
= ) Z k) Qi (k (k) Q2u (k)}

k=0

Linear Quadratic Regulator

Solution stationnaire de I'équation de Riccati
N—-o00, S(k)y=Sk+1)=>5«
—1

Soo = @1 |Soo = Secl [ Qe +TTS T [ THS| @4 Qs

Roo

Deux solutions, prendre celle définie positive
Koo = RTTS @

Matlab (K, Seo, Eoo] = dlgr (®,T,Q1, Q2)
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7.3.2 Exemple cuve de mélange

up = qi U2 = g2
Cuve de mélange ¢ #l I# s
Y1 = h= %x] I = 1%
I Y2 =22 =¢
Modéle linéarisé et discrétisé
i+ =] % Ylam+| " " law
0 g s v
Commande d’état
u (k) _ ki1 ko z1 (k)
s (k) ks ky Zo (k)
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oe

oe

oo

oe

oe

oo

7.3.2 Cuve de mélange optimale

clear

Valeurs nominales

A=-[K*sqgrt(xlo/S)/2 0 ; 0 ulo+u2o0]./xlo;
B=[1 1 ; (cl-x20)/xlo (c2-x20)/xlo];
C=[1/S 0 ; 0 1];

D=[0 0 ; 0 0];

Modéle linéarisé discrétisé

[F,G]=c2d(a,B,h);
CI=[-0.1;0];
a=A(1,1);
b=A(2,2);
p=B(2,1);
g=B(2,2);

oe

oe

Regulateur optimal
Ql=[1 0;0 1];
02=[10 0;0 100];

N=30;
S(1:2,1:2,N)=01;
K(1l:2,1:2,N)=[0 0;0 0];

for i=N:-1:2
Si=s(1l:2,1:2,1i);
R(1:2,1:2,1)=0Q2+G'*Si*G;
Ri=R(1:2,1:2,1i);
M(1:2,1:2,1)=Si-Si*G*inv(Ri)*G'*Si;
K(1:2,1:2,i-1)=inv(Ri)*G'*Si*F;
S(1:2,1:2,i-1)=F'*M(1:2,1:2,1)*F+Q1;

end

for i=1:N
sll(i)=S(1,1,1i);
s12(i)=s(1,2,i);
s21(i)=s(2,1,i);
$22(1)=S(2,2,1);
end
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7.3.2 Cuve de mélange optimale

N=30
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7.3.2 Cuve de mélange optimale

% Valeurs nominales

xlo=1;
x20=1.25;
ulo=0.015;
u20=0.005;
cl=1;
c2=2;

S=1;
K=0.02;

% Modele linéarisé analogique

%

A=-[K*sqrt(x10/S)/2 0 ; 0 ulotu2o]./x10;
B=[1 1; (c1-x20)/x10 (c2-x20)/x10];

C=[1/S0;01];
D=[00;00];

% Modéle linéarisé discrétisé
%
h=2;
[F,G]=c2d(A,B,h);
CI=[-0.1;0];
a=A(1,1);
b=A(2,2);
p=B(2,1);
a=B(2,2);
Fex=[exp(a*h) 0;0 exp(b*h)]

Gex=[(exp(a*h)-1)/a (exp(a*h)-1)/a;
p*(exp(b*h)-1)/b g*(exp(b*h)-1)/b]

% Regulateur optimal

() S Al b
Q1=[10;0 1];
Q2=[10 0;0 100];
[Ks,Ss,E]=dlqr(F,G,Q1,Q2);
[t.x,y]=sim('SimCuve',100);
u=x*Ks";
plot(t,x)
pause
plot(t,u)
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7.3.2 Cuve de mélange optimale
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7.3.2 Cuve de mélange optimale
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Exemple de solution LQR analytique

Soit le systeme décrit par:

ok +1) = l .0 }x(/ﬂw { ’ }u(k:) — Ba(k) + Tu(k)

1
La commande optimale stationnaire pour ()1 = l 0 ? } et (J2 = c est

ROOZQ2+FTSOOF=C+[6 0 ] { 881 882 } {8}:C+b281

My = Soo — SooTRITT S

ur s]l? SIHEIEY

c+ b%sy

sic+ 623% sc+ b%ssy B bzs% b%ssq
sc+ b%ss;  soc+ b%s1S9 b%ss;  b%s?

c+ b%sy
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Exemple de solution LQR analytique

1
La commande optimale stationnaire pour )1 = l 0 (1) ] et (J2 = c est

B 1 s1c sc
e+ b%s

Seo — Q1 = T M D

s1—1 s _ 1 a 1 sic sc a 0
s so—1 | ¢c¢+b2s |0 0 sc¢ soc+ b%s1s9 — b%s? 1 0
(s1 — 1)(c+b%s1) s(c+b%sy)
s(c+b%s1) (s2 — 1)(c+b?sy)
_ [ asic+ sc  asc+ soc + b2s1s9 — b%s? ] [ a 0 }
o 10

0 0

_ [ a’sic+ 2asc + soc + b%s1s9 — b%s2 0 ]
- 0 0

_ &T
s¢  Soc+ b%s159 — b?s? } Soo = @ Moc® + (1
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Exemple de solution LQR analytique

: . . 1 0

La commande optimale stationnaire pour )1 = 0 1

Seo — Q1 = "M ®

(51— 1)(c+b%s1) s(c+ b%s1)
S(C “F b281) (82 — 1)(6 aF b281)

- a’sic+ 2asc + sac + b%s1s9 — b%s% 0

- 0 0

cFb2se=0 ou s=0 soc + b%s159 —c —b%s; =0

s1 = —7z pas définie (s —1)(c+b%s1) =0

positive car c>0 sp =1

(51 — 1)(c+ b?s1) = a®sic + 2asc + sac + b?s159 — b?s?
b2s? — c+ s1c — b2%s; = a?sic+ c+ b?s;

b2s? + (c — 2b% — a%c)s; —2¢ =0

_ —(c—2b2—a20):|:\/(c—2b2—a20)2+8b2c

= 22

S1

]etQQ:c est
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Dualité Commande & Estimation MIMO

x(k+1) = dx(k) + Tu(k)
y(k) = Cu(k)

u(k) = —Kz(k)

2(k+1) = (& - TK) (k)
Oprp=¢-T'K

K =R TTS®
R=T7TST + Q,

S=&T[S—STR'TTS] &+
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Dualité Commande & Estimation MIMO

2(k+1) = ®x(k) + Tu(k)  &(k+1) = ®a(k) + Tulk) + L [y(k) — 9(k)
y(k) = Cx(k) o(k) = (k) — z(k)
u(k) = —Kuz(k) d(k+1)=(®—LC)d(k)
z(k+1)=(®-TK)x(k) o, =0 - LC
Opp =0 -TK o7 = T — CTLT

b — pT

I - CT

K« LT

1 -1 1
K =R T7S% LT =1 TCS_?
R=TTST+Q, (rxn) L=25C R
R=CSCT+@Q, (xp)

— T _ —1T
S= @IS STRITIS| @4 Qo g5 SOTR-10S] 07 1 Q)

(n xn) (n x n)
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Dualité Commande & Estimation MIMO

b — T
I —-C7T
K~ LT
T -1 T
K = RTITTS5® L7 =nh" O5®
R—T7ST 4 Oy L=®SCTR
R=CSCT +Q,

— T _ —1T
S= @IS STRTTIS| @+ o g5 SOTR-10S] 0T 1 Q)

G'=[r @r ... o"'T ]
7 C
o r’eT Co 0
7 (67)" Cpnt

Gouvernabilité < Observabilité
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Entrainement avec observateur optimal

a

Modéle physique Choix des variables d’état

o(t) = — L (K ) ke 1 (t) = 0(t)

oty = —3 (5 +F)w®) + Fzu®) ) = ol

w(t) = 6(t) y(t) = 0(t)

Modele d’état: équation d’état Modéle d’état: équation de sortie

#1(t) = 22 (t) yi(t) = 1(?)

ia(t) = =3 (% + 1) 2(0) + Frult) y2(t) = z2(1)

21
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Entrainement avec observateur optimal

a

Modeéle d’état: équation d’état Modeéle d’état: équation de sortie
z1(t) = zo(t

1(t) 2§ ) - . y1(t) = x1(1)
Po(t) = —— | — 2o (1) -+ —— u(t Ya2(t) = x2(t)

o(0) = =5 (% + ) 220+ )

N ~ v ~~~
o b

Modeéle d’état: équation d’état Modeéle d’état: équation de sortie

ECI R bl Y O kg i)

22

Tuesday, December 7, 2010



Entrainement avec observateur optimal

u (k) 5 u(t)|s = [g Hﬁ{g]u y(t)A y (k) { z(k+1) = ®x(k)+Tuk)

— > > —
ol y = [1 O}x 2 y(k> = C'T(k)
1 1 (eth -1 Lieah — 1) —h
P =l = a ( ) = b a ( ) exemple: 4.1.12
0 6ah a (eah __1)
oo Commande [Ko, Soc, Boc] = dlgr (8,T, Q1, Qs)
' —<C
Ko T Observation [LZO,SOO,EOO] = dlgr (@T,C’T,Ql,Qg)
Bloc observateur (k +1) = @i(k) + Lu(k) + L [y - C(
pour Simulink 2(k+1)=(® - LO)2(k) + [

23
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Entrainement avec observateur optimal

clear .
% Observateur optimal

% Modéle analogique

01=[1 0;0 1]

a=-5; 02=100%[1 0;0 1]

b=1;

A=[0 1;0 a];
B=[0;b];
C=[1 0;0 11;
D=[0;0];

[M,S,R]=dlgr(F',C"',01,02);

L =M';

% Modele discret

Band-Limited
h=25e-3; White Noise Product
e=exp(a*h); o vnECxinyDun) _____,[:]
F=[1 (e-1)/a;0 e]; n@m’l)-m(n)fm(n) Add Scope

Moteur

G=[-b*(h-e/a+l/a)/a;b*(e-1)
al;

Mestre bruitée
% Commande

$ ———————— Keul Y{nFCxinDuin)
° (1 EAx(n)Buin) "

A AR 4

Contre-réaction d'état Observateur optimal
s = -1.8+3.12%7; =
zl = exp(h*s); ’
z2 = exp(h*s'); Etat estimé
K = acker(F,G,[zl,z2]);
24
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Entrainement avec observateur optimal

Etat réel bruité

10

! I
] 915

1 I 1
6.5 7 1.5

25
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Entrainement avec observateur optimal

Etat réel non bruité et
état estimé a partir de
I’état bruité
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