
Structure complète de la commande d’état

Système
linéaire ou
linéarisé

AD

Installation physique

Calculateur

Observateur

+

u (k) y(k)
DA

-

ū(k)

ȳ(k)

ỹ(k)Saturation

ũ (k)

ˆ̃x (k)

Contre-
réaction
d’état

ˆ̃x (k + 1) = Φˆ̃x (k) + Γũ (k)
+L

�
ỹ(k)− C ˆ̃x (k)

�−K

x̃ (k + 1) = Φx̃ (k) + Γũ (k) and ỹ(k) = Cx̃ (k)

ˆ̃x (0) = 0
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Exemple balançoire

2

Modèle d’état

Jϕ̈(t) = mgr sin(θ)

u(t) = θ(t)
x1(t) = ϕ(t)
x2(t) = ϕ̇(t)

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = mgr
J sin u(t) = b sin u(t)

y(t) = rx1(t)



Exemple balançoire
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Linéarisation par contre-réaction

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = mgr
J sin u(t) = b sin u(t)

y(t) = rx1(t)

y(t) = rx1(t)
ẏ(t) = rẋ1(t) = rx2(t)
ÿ(t) = rẋ2(t) = rb sin u(t) ≡ w(t)

u(t) = arcsin w(t)
rb

Nouveau modèle équivalent

ÿ(t) = w(t)
x1(t) = y(t) = rϕ(t)
x2(t) = ẏ(t) = rϕ̇(t)

ẋ1(t) = ẏ(t) = x2(t)
ẋ2(t) = ÿ(t) = w(t)

y(t) = x1(t)

|w(t)| ≤ rb

Exemple balançoire
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Nouveau modèle équivalent

ÿ(t) = w(t)
x1(t) = y(t) = rϕ(t)
x2(t) = ẏ(t) = rϕ̇(t)

ẋ1(t) = ẏ(t) = x2(t)
ẋ2(t) = ÿ(t) = w(t)

y(t) = x1(t)

C’est le double intégrateur bien connu

Modèle discret du double intégrateur (4.2.4)

x(k + 1) =
�

1 h
0 1

�
x(k) +

�
h2

�
2

h

�
w(k)

y(k) =
�

1 0
�
x(k)



Exemple balançoire
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Observateur à réponse pile

Commande par placement des valeurs propres

αe(λ) = λ2

L = αe(Φ)
�

cT

cT Φ

�−1 �
0
1

�
= Φ2

�
1 0
1 h

�−1 �
0
1

�
=

�
2

1/h

�

αc(λ) = λ2 − 1.6λ + 0.7

K =
�

0 1
� �

g Φg
�−1

αc(Φ) =
�

0.1
h2

0.35
h

�

Gouvernabilité et observabilité

6

G = C =
�

Γ ΦΓ . . . Φn−1Γ
�
∈ Rn×nr

Un système est gouvernable ou commandable si et seulement
si le rang de sa matrice de gouvernabilité ou matrice de 
commandabilité vaut n

Le système est observable si et seulement si le rang de la matrice 
d’observabilité suivante vaut n

Q = O =





C
CΦ
...

CΦn−1




∈ Rpn×n



u (k)

x (k)

Régulateur avec intégrateur (livre 14.3.3)

Système

Intégrateurs

+

+ ux
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x (k + 1) = Fx (k) + gu (k)
y (k) = cTx (k)

yc

−�T

�i

i (k + 1) = i (k) + ε (k)

ui

i(k)

ε (k) = yc − y (k)

-

i(0) = 0

i (k + 1) = i (k)− cTx(k) + yc

�
x (k + 1)
i (k + 1)

�
=

�
F 0

−cT 1

�

� �� �
F∗

�
x (k)
i (k)

�
+

�
g
0

�

� �� �
g∗

u (k) +

�
0
1

�
yc

u (k) = −
�
�T �i

�
� �� �

�T∗

�
x (k)
i (k)

�
= ux + ui

3.3.5 & 3.3.6 Cuve de mélange: Modèle d’état
u1 = q1 u2 = q2

c2c1

x1 = V

y2 = x2 = c

y1 = h =
1
S

x1

�������

ẋ1(t) = u1(t) + u2(t)−K
�

x1(t)
S

ẋ2(t) = 1
x1(t)

{[c1 − x2(t)]u1(t) + [c2 − x2(t)]u2(t)}

�����
y1(t) = 1

S x1(t)

y2(t) = x2(t) 8



Cuve de mélange: Point de fonctionnement
u1 = q1 u2 = q2

c2c1

x1 = V

y2 = x2 = c

y1 = h =
1
S

x1

�����
y1(t) = 1

S x1(t)

y2(t) = x2(t)
�������

0 = ū1 + ū2 −K
�

x̄1
S

0 = 1
x̄1

{[c1 − x̄2] ū1 + [c2 − x̄2] ū2}

�������

ẋ1(t) = u1(t) + u2(t)−K
�

x1(t)
S

ẋ2(t) = 1
x1(t)

{[c1 − x2(t)]u1(t) + [c2 − x2(t)]u2(t)}

�����
ȳ1 = 1

S x̄1

ȳ2 = x̄2
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Cuve de mélange: Modèle d’état linéarisé
u1 = q1 u2 = q2

c2c1

x1 = V

y2 = x2 = c

y1 = h =
1
S

x1

� ˙̃x1
˙̃x2

�
= − 1

x̄1

�
K
2

�
x̄1
S 0

0 ū1 + ū2

�

� �� �
2

4 a 0
0 b

3

5

�
x̃1

x̃2

�
+

�
1 1

(c1−x̄2)
x̄1

(c2−x̄2)
x̄1

�

� �� �
2

4 1 1
p q

3

5

�
ũ1

ũ2

�

�
ỹ1

ỹ2

�
=

�
1
S 0
0 1

� �
x̃1

x̃2

�

10



4.1.14 Cuve de mélange: Modèle d’état discrétisé
u1 = q1 u2 = q2

c2c1

x1 = V

y2 = x2 = c

y1 = h =
1
S

x1

Γ =
� h

0
eAηdηB =

�
1
a (eah − 1) 1

a (eah − 1)
p
b (ebh − 1) q

b (ebh − 1)

�
≡

�
r r
s v

�
C =

�
1
S 0
0 1

�

Φ = eAh =
�

eah 0
0 ebh

�
≡

�
α 0
0 β

�
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7.1.2 Commande optimale: Motivation

Cuve de mélange

Modèle linéarisé et discrétisé

x̃ (k + 1) =
�

α 0
0 β

�
x̃ (k) +

�
r r
s v

�
ũ (k)

Commande d’état
�

ũ1 (k)
ũ2 (k)

�
= −

�
k1 k2

k3 k4

� �
x̃1 (k)
x̃2 (k)

�

u1 = q1 u2 = q2

c2c1

x1 = V

y2 = x2 = c

y1 = h =
1
S

x1

12



7.1.2 Commande optimale: Motivation

Identification terme-à-terme (Ackermann ne fonctionne pas si r > 1)

2 équations et 4 inconnues ! degrés de liberté à utiliser !

Placement des valeurs propres αc (λ) = det(λI − Φ + ΓK) = 0

Dynamique imposée en BF, par exemple: αc (λ) = λ2

����

�
λ 0
0 λ

�
−

�
α 0
0 β

�
+

�
r r
s v

� �
k1 k2

k3 k4

����� = λ2

λ2 + [rk1 + sk2 + rk3 + vk4 − α− β]� �� �
0

λ

+ {αβ − α (sk2 + vk4)− βr (k1 + k3) + r (v − s) (k1k4 − k2k3)}� �� �
0

= λ2
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7.1.2 Commande optimale: Motivation
1ère stratégie: seule la 1ère vanne est manipulée k3 = k4 = 0

�
ũ1 (k)
ũ2 (k)

�
= −

�
k1 k2

0 0

� �
x̃1 (k)
x̃2 (k)

�
=

�
−k1x̃1 (k)− k2x̃2 (k)

0

�

2ème stratégie: seule la 2ème vanne est manipulée k1 = k2 = 0
�

ũ1 (k)
ũ2 (k)

�
= −

�
0 0
k3 k4

� �
x̃1 (k)
x̃2 (k)

�
=

�
0

−k3x̃1 (k)− k4x̃2 (k)

�

k1 =
α2

r (α− β)
= 25 et k2 = − β2

s (α− β)
= 97

�
ũ1 (k)
ũ2 (k)

�
= −

�
k1 0
0 k4

� �
x̃1 (k)
x̃2 (k)

�
=

�
−k1x̃1 (k)
−k4x̃2 (k)

�

k3 =
α2

r (α− β)
= 25 et k4 = − β2

v (α− β)
= −32.35

3ème stratégie: u1 fonction de x1 et u2 fonction de x2, soit k2 = k3 = 0

k2
4

�
vs− v2

�
+k4 (2βv − αs− βs)−β2 = 0 → k4 =

�
0.99
0.33 et k1 =

�
0.25
0.74

14



7.1.3-4 Commande optimale: Principe
Séquence d’état x (k) , k = 1, . . . N, x (0) = x0 connu

Séquence de commande u (k) , k = 0, . . . N − 1, u (N) = 0 imposé

Trouver la séquence de commande qui minimise la fonction coût

tout en respectant la dynamique propre du système (contrainte)

−x (k + 1) + Φx (k) + Γu (k) = 0, ∀k

J = 1
2

N�
k=0

�
xT (k)Q1x (k) + uT (k) Q2u (k)

�
avec Q1 et Q2 diagonales

= 1
2

N�
k=0

�
q11x2

1 (k) + . . . + q1nx2
n (k) + q21u2

1 (k) + . . . + q2ru2
r (k)

�
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7.1.5 … Commande optimale: Solution

Multiplicateurs de Lagrange λ (k) , k = 0, . . . N − 1

Solution




∂J�

∂u1(k)
...

∂J�

∂ur(k)



 =
∂J �

∂u (k)
= 0, ∀k





∂J�

∂λ1(k+1)
...

∂J�

∂λn(k+1)



 =
∂J �

∂λ (k + 1)
= 0, ∀k





∂J�

∂x1(k)
...

∂J�

∂xn(k)



 =
∂J �

∂x (k)
= 0, ∀k

J � = 1
2

N�
k=0

�
xT (k) Q1x (k) + uT (k) Q2u (k)

�

+
N�

k=0

�
λT (k + 1) {−x (k + 1) + Φx (k) + Γu (k)}

�

16



7.4 Commande optimale: Rappels math.

Forme quadratique réelle

A, matrice réelle, symétrique (aij = aji),de dimensions n× n

x et y, vecteurs réels, de dimension n

xT Ax =
n�

i=1

n�

j=1

aijxixj =
� � � � � �

= [ ]

A est définie positive si

xT Ax > 0 pour x �= 0
xT Ax = 0 pour x = 0

Les valeurs propres d’une matrice réelle symétrique sont réelles

Si A est définie positive, ses valeurs propres sont réelles positives et A 
est régulière (inversible)

scalaire!
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7.4 Commande optimale: Rappels math.

Dérivée d’une forme quadratique réelle

A, matrice réelle, symétrique (aij = aji),de dimensions n× n

x et y, vecteurs réels, de dimension n

Cette forme est un vecteur colonne

Rappel

∂

∂x
xT Ax = 2Ax =

�
2xT A

�T
=





∂
∂x1
...
∂

∂xn



xT Ax� �� �
[ ]

=




f1 (x)

...
fn (x)





(AB)T = BT AT

18



7.4 Commande optimale: Rappels math.

Forme bilinéaire

A, matrice réelle, symétrique (aij = aji),de dimensions n× n

x et y, vecteurs réels, de dimension n

Dérivée d’une forme bilinéaire

xT Ay =
n�

i=1

n�

j=1

aijxiyj =
� � � � � �

= [ ] scalaire!

∂

∂x
xT Ay = Ay =

� � � �
=

� �
vecteur colonne!

comme A est symétrique AT = A

∂

∂x
yT Ax = AT y =

� � � �
=

� �
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7.1.5 … Commande optimale: Solution

pour k = N, Q2 u (N)� �� �
0

+ΓT λ (N + 1) = 0 → λ (N + 1) = 0





∂J�

∂u1(k)
...

∂J�

∂ur(k)



 =
∂J �

∂u (k)
= Q2u (k) + ΓT λ (k + 1) = 0, ∀k





∂J�

∂λ1(k+1)
...

∂J�

∂λn(k+1)



 =
∂J �

∂λ (k + 1)
= −x (k + 1) + Φx (k) + Γu (k) = 0, ∀k

on retrouve la contrainte!

J � = 1
2

N�
k=0

�
xT (k) Q1x (k) + uT (k) Q2u (k)

�

+
N�

k=0

�
λT (k + 1) {−x (k + 1) + Φx (k) + Γu (k)}

�
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7.1.5 … Commande optimale: Solution

termes contenants x (k)

J � = 1
2

N�
k=0

�
xT (k) Q1x (k) + uT (k) Q2u (k)

�

+
N�

k=0

�
λT (k + 1) {−x (k + 1) + Φx (k) + Γu (k)}

�

J � = . . . + λT (k) {−x (k) + Φx (k − 1) + Γu (k − 1)}

+ 1
2xT (k) Q1x (k) + 1

2uT (k) Q2u (k)

+λT (k + 1) {−x (k + 1) + Φx (k) + Γu (k)} + . . .





∂J�

∂x1(k)
...

∂J�

∂xn(k)



 =
∂J �

∂x (k)
= −λ (k) + Q1x (k) + ΦT λ (k + 1) = 0, ∀k

pour k = N, −λ (N) + Q1x (N) + ΦT λ (N + 1)� �� �
0

= 0 → λ (N) = Q1x (N)
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7.1.5 … Commande optimale: Résumé

J � = 1
2

N�
k=0

�
xT (k) Q1x (k) + uT (k) Q2u (k)

�

+
N�

k=0

�
λT (k + 1) {−x (k + 1) + Φx (k) + Γu (k)}

�

Condition initiale

Conditions finales u (N) = 0, λ (N + 1) = 0, λ (N) = Q1x (N)

Système d’équations 
à résoudre

Q2u (k) + ΓT λ (k + 1) = 0

−x (k + 1) + Φx (k) + Γu (k) = 0

−λ (k) + Q1x (k) + ΦT λ (k + 1) = 0

u (k) = −Q−1
2 ΓT λ (k + 1)

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k) = Φx (k)− ΓQ−1
2 ΓT λ (k + 1)

λ (k) = Q1x (k) + ΦT λ (k + 1)

x (0) = x0

22



7.1.5 … Commande optimale: Riccati
Variable auxiliaire symétrique λ (k) = S (k) x (k)

λ (N) = S (N) x (N) → Q1x (N) = S (N)x (N) → S (N) = Q1

x (k + 1) = Φx (k)− ΓQ−1
2 ΓT λ (k + 1)

x (k + 1) = Φx (k)− ΓQ−1
2 ΓT S (k + 1) x (k + 1)

�
I + ΓQ−1

2 ΓT S (k + 1)
�
x (k + 1) = Φx (k)

x (k + 1) =
�
I + ΓQ−1

2 ΓT S (k + 1)
�−1 Φx (k)

λ (k) = Q1x (k) + ΦT λ (k + 1)
S (k) x (k) = Q1x (k) + ΦT S (k + 1)x (k + 1)

S (k) x (k) = Q1x (k) + ΦT S (k + 1)
�
I + ΓQ−1

2 ΓT S (k + 1)
�−1 Φx (k)

S (k) = Q1 + ΦT S (k + 1)
�
I + ΓQ−1

2 ΓT S (k + 1)
�−1 Φ

Lemme d’inversion
�
A−1 + BCD

�−1 = A−AB
�
DAB + C−1

�−1
DA

S (k) = Q1 + ΦT S (k + 1)
�

I − Γ
�
ΓT S (k + 1)Γ + Q2

�−1 ΓT S (k + 1)
�

Φ
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7.1.5 … Commande optimale: Riccati

S (k) = Q1+ΦT
�

S (k + 1)− S (k + 1)Γ
�
ΓT S (k + 1)Γ + Q2

�−1
ΓT S (k + 1)

�
Φ

Calculée à rebours depuis S (N) = Q1

La commande est donnée par

Q2u (k) = −ΓT λ (k + 1) = −ΓT S (k + 1) x (k + 1)

Q2u (k) = −ΓT S (k + 1) [Φx (k) + Γu (k)]
�
Q2 + ΓT S (k + 1) Γ

�
u (k) = −ΓT S (k + 1) Φx (k)

u (k) = −
�
Q2 + ΓT S (k + 1)Γ

�−1
ΓT S (k + 1)Φ

� �� �
K(k)

x (k)

Par construction, la séquence de commande est proportionnelle à l’état !

comme u (N) = 0, K (N) = 0
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