Structure compléete de la commande d’état

Installation physique

u (k)

y(k)

Systeme
DA linéaire ou *
linéarisé

i (k+1) = 7 (k) + Ta (k)

and g(k) =Cz (k)

Observateur
«E‘— i (k+1) = 3 (k) + i (k)
+L [g(k) —C3 (k)}

Saturation Contre-
réaction N
d’état 2(0)=0

Calculateur

J@(t) = mgrsin(0) #1(t) = xa (1)

u(t) = 0(t) To(t) = ™ sinu(t) = bsinu(t)
I t) = t

ngtg = z&% y(t) = raa(t)



Exemple balancoire

Linéarisation par contre-réaction

i1 () = x4 y(t) = rx(t)

: " m(f). . y(t) = riy(t) = ras(t)

To(t) = M sinu(t) = bsinu(t) i(t) = rio(t) = rbsinu(t) = w(t)
y(t) = raa () u(t) = arcsin w’r_lf)

lw(t)| <rb

Nouveau modéeéle équivalent

Exemple balancoire

Nouveau modéele équivalent

i(6) = () (6 = 90) = i)
z1(t) = y(t) = ro(t) 2\t) = Yit) =
) =9t = 1) = 218
C’est le double intégrateur bien connu
ﬂ» 2 ﬂ»

1 /s

Modeéle discret du double intégrateur (4.2.4)

sk+1) = [(1) Hx(k)+[h2h/2]w(k)

y(k) = [ 1 0 ]=z(k)



Exemple balancoire

Observateur a réponse pile

ae(N) = A2
I 170 ,f1 077 To 2
I E R F R Y
Commande par placement des valeurs propres

ae(A) = A2 — 1.6A + 0.7

K=[0 1][g @g]"

ot

O‘C(@):[% %]

Systéme équivalent
» asinw—(b@ —| P Balangoire 9|\ >
w(k) 7 u) 8(») BA0)]
w(k)
(k)
x(k) <
-K [4—Observateur
‘—

Gouvernabilité et observabilité

Un systeme est gouvernable ou commandable si et seulement
si le rang de sa matrice de gouvernabilité ou matrice de
commandabilité vaut n

G=C=[T oI ... &' | eR™"™

Le systeme est observable si et seulement si le rang de la matrice
d’observabilité suivante vaut n

Q=0-= , € RPX1




Régulateur avec intégrateur (livre 14.3.3)

ycag—' Intégrateurs Z'(k): l; i(0) =0
g(k):yc_y(k) +v Zu(k)
i(k+1)=1(k)+e(k) +<“>_’ Systeme >
x(k—|—1) = F:B(k)—l—gu(k) ’ ZC(k)
y(k) = cz(k) T
i(k+1)=1i(k)—c"z(k)+y
vk+1) ] _ [ F 0]k g 0
[i(kﬂ) }_[—cT 1} i (k) }*[”U(kﬁH[l]yc
— —
e 1[0 ] s
w0 == 6|5 [
0T *

3.3.5 & 3.3.6 Cuve de mélange: Modele d’état

Uy = q1

U2 = 42

l"l(t) = Ul(t) + Ug(t

) — K

ml(t)

S

2(t) = 7y {ler — z2(®)]wa(t) + [z — z2(t)] ua(t)}



Cuve de mélange: Point de fonctionnement

uUp = (1 U2 = q2
= [
1
y1=h = gflfl =V

Tl y2 g (L’2 = C
1(t) = ur(t) + ua(t) — K/ 24 y1(t) = Lz (t)
2(t) = 57y Her — z2(®)] ua(t) + [e2 — 22(t)] ua(t)} y2(t) = z2(?)
0=1u1 +us — Ky/% U= +T1

Y2 = X2

0= x—ll {ler — @) Uy + [c2 — T2] Ua}

Cuve de mélange: Modele d’état linéarisé

Uy = qi U2 = 42

+= "

I $1:V

Z1 1 1 uq
.fiQ + (Cl‘;i'g) (82;152) '&Q

~ 4 ~~

o 0] B

1
S <
N =
—_
I
| —|
O W~
)
| F—
1
K XN
N =
1



4.1.14 Cuve de mélange: Modele d’état discrétisé

U1 = qi U2 = g2
= ST =
1
ylzh:§x1 =V

ah
o=t =[G = [§ 5]
h 1 h 1/ _ah 1
B B a(ea 1) ~(e )| _ r | s 0
F—/OQA”"B‘{%@MM %(ebh—l)]:{ ] C‘{S 1}

7.1.2 Commande optimale: Motivation

U1 = q1 U2 = (2
Cuve de mélange 1 #l l# o

1

Modele linéarisé et discrétisé
skan=| g 5 lame| ] |am

Commande d’état



7.1.2 Commande optimale: Motivation
Placement des valeurs propres a. (A) =det(A\]l —® +TK) =0
Dynamique imposée en BF, par exemple: o, (\) = \?

Identification terme-a-terme (Ackermann ne fonctionne pas sir > 1)
A0 a 0 ror ki ke || _ 2
Lo 3]-18 5]+ o]l w =

A2+ [rky + ska + rks + vky —a — B A

A

-~

0
+ia6—a(sk2+vk4)—ﬁr(kl+k3)+r(v—s)(k:1k4—k2k:3)}; = )\

0

2 équations et 4 inconnues => degrés de liberté a utiliser !

7.1.2 Commande optimale: Motivation

| ere stratégie: seule la | ére vanne est manipulée k3 = k4 =0
uy (k) _ ki ko 71 (k) _ —k1%1 (k) — koo (k)
s (k) 0 O Zo (k) 0
042 52

ki=——--=25 et ko=—

@0 sa—p T

2éme stratégie: seule la 2éme vanne est manipulée ki = ky =0

R R R Bt B

B 042 B B 62
BT e TP T )

3éme stratégie: u; fonction de x; et uy fonction de xo, soit ko = ks =0
[al(k:)]:_[kl O][il(k;)]:{—klizl(k)]
s (k) 0 ky Zo (k) —kaZo (k)

0.99 0.25
k:i (vs —v2)+k4 (26v — as —55)_52 =0 — k= { 0.33 et ki = { 0.74

= —-32.35



7.1.3-4 Commande optimale: Principe

Séquence d’état z (k), k=1,...N, x(0) = z¢ connu

Séquence de commande wu (k), k=0,..

x(k)
A

Connu i

0 1

Trouver la séquence de commande qui minimise la fonction colt

N
J =

N

k=0

M=

1
2

k=0

tout en respectant la dynamique propre du systéme (contrainte)
—x(k+1)+Qx(k)+Tu(k) =0, Vk

Inconnus

|
2

| —» k
N-1 N

N —1, u(N) =0 imposé

u(k)
A

Inconnues

Imposée

(27 (k) Qz (k) + u” (k) Qou (k)] avec Q1 et Q2 diagonales

lqi1a? (k) + ...+ qupz2 (k) + ga1u (k) + ... + goru? (k)]

7.1.5 ... Commande optimale: Solution

Multiplicateurs de Lagrange A\ (k), k=0,...N —1

J =

Solution

b 3 [o7 (B) Qua (k) + u” (k) Qou (k)]

o

N
k=
N

+ 3 M (k+1){—z(k+1)+ Pz (k) + Tu(k)}]

k=0

aJ’
duy (k)

aJ’
Ou.-(k)

aJ’
o1 (k+1)

OAn(k+1)

vk

aJ’
8%1 (k)

aJ’
Oz (k)




7.4 Commande optimale: Rappels math.

A, matrice réelle, symétrique (a;; = aj;),de dimensions n x n

x et y, vecteurs réels, de dimension n

Forme quadratique réelle
2T Ax = ZZaijxi:cj = [ } [ ] [ ] =[] scalaire!
i=1 j=1

A est définie positive si

2T Az > 0 pour = # 0

xT Az = 0 pour x =0
Les valeurs propres d’'une matrice réelle symétrique sont réelles

Si A est définie positive, ses valeurs propres sont réelles positives et A
est réguliere (inversible)

7.4 Commande optimale: Rappels math.

A, matrice réelle, symétrique (a;; = a;;),de dimensions n x n

x et y, vecteurs réels, de dimension n

Dérivée d’'une forme quadratique réelle

9 e f1(z)

— 2T Ax = 2Ax = (Z:UTA)T = X 2l Ax = :

aZE . N—— .
e | L] fn (2)

Cette forme est un vecteur colonne

Rappel (AB)" = BT AT



7.4 Commande optimale: Rappels math.

A, matrice réelle, symétrique (a;; = aj;),de dimensions n x n

x et y, vecteurs réels, de dimension n

Forme bilinéaire

n

:L’TAyzzzn:aijxiyj =] ] [ ] [ ] =[] scalaire!

i=1 j=1

Dérivée d’une forme bilinéaire

ngAy:Ay = [ ] [ ] = [ ] vecteur colonne!
Oox
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7.1.5 ... Commande optimale: Solution

N

J = % > [QCT (k) Qe (k) +u” (k) Qzu(k)]

k=0

+ > [MEk+1){-z(k+1)+ Pz (k) +Tu(k)}]

k=0
8J’
aul(ki) aJ’
3 Pu () Qau (k) +T XN (k+1)=0, Vk
8J
Our (k)

pour k = N, Qeu(N)+TTA(N+1)=0 — AXN+1)=0

——
0
aJ’
ox (h+1) 5.7
: =——=—x(k+1)+Px (k) +Tu(k) =0, Vk
H ST — kD)@ (k) T (k) =0,
Xy (kF1)

on retrouve la contrainte!



7.1.5 ... Commande optimale: Solution

N

J = %k ) 2T (k) Quz (k) + u” (k) Qau (k)]

_|_

M=

AN (k+1){—2(k+ 1)+ Pz (k) + Tu(k)}]

k=0

termes contenants x (k)

J = o+ XN (k) {—z(k)+ Pz (k—1)+Tu(k—1)}
+527 (k) Qua (k) + zu” (k) Qau (k)
XN (k+ 1) {-z(k+1)+ Pz (k) + Tu(k)} +...

ol
. _ _ T _
: = o) AE)+Qix(k)+ @ A(k+1)=0, Vk

pour k=N, -A(N)+Qz(N)+dT"AX(N+1)=0 — X(N)=Qz(N)
0

7.1.5 ... Commande optimale: Résumé

J= S [T (0 Que (h) + o (1) Qau (1)
+ gj A (k+1){—z(k+ 1)+ ®x (k) + Tu(k)}]

=

Condition initiale x (0) = g
Conditions finales  «(N) =0, A(N+1)=0, XN)=Qiz(N)

Systéeme d’équations Qou (k) +TTX(k+1) = 0
a resoudre —x(k+1)+ 0z (k) +Tulk) = 0
“Ak) + Qix (k) + ®TA(k+1) = 0
u (k) = Q' TTX(k+1)
r(k+1) = dx(k)+Tu(k) = &x(k)-TQ;'TTA(k+1)

A (k) = Qi (k) +®TX(k+1)
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7.1.5 ... Commande optimale: Riccati
Variable auxiliaire symétrique A (k) = S (k) z (k)
AN)=8(N)z(N) — Qz(N)=5(N)z(N) — S(N) =

z(k+1) = ®xk)-TQ;'TTA(k+1)
z(k+1) = ®xk)-TQ;'TTS(k+1)x(k+1)
[I+TQ;'TTS(k+1)]|z(k+1) = ®x(k)
r(k+1) = [[+TQy'TTS(k+1)] &z (k)
Ak) = Qua(k)+dTA(k+1)
Skyz(k) = Qix(k)+®TS(k+1)x(k+1)
Sk)z(k) = Quz(k)+dTS(k+1)[I+TQ;'TTS (k+1)] " (k)
S(k) = Q4TS (k+1)[I+TQ;'TTS(k+1)] " &

—1

Lemme d’inversion (A_l + BCD) =A— AB (DAB + C’_l)_1 DA

S(k) = Qi+0TS(k+1) {I—F[FTS(k+1)r+Q2]‘1rTS(k+1)}<1>

24

7.1.5 ... Commande optimale: Riccati

S (k) = Q1 +®7 {S(k:+ 1)~ S (k+ 1T [T7S(k+1)T+ Q] TTS (k + 1)}@
Calculée a rebours depuis S (N) = Q1

La commande est donnée par

Q2u (k) = TN (k+1)=-TTS(k+1)z(k+1)
Qau (k) - —ITS (k+ 1) [®z (k) + Tu (k)]
[Q2+TTS (k+1)T|u(k) = —ITS (k+1)®z (k)
w (k) = —le+FTS(k+1)F}_1FTS(k:+1)Qix(k:)
K (k)

Par construction, la séquence de commande est proportionnelle a I’état !

comme u(N) =0, K(N)=0



