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Résumé commande d’état SISO

u (k) = −Kx (k)

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

Système à régler

Commande

Système en boucle 
fermée (BF)

Formule d’Ackermann

x (k + 1) = (Φ− ΓK)x (k) = Φbfx (k)
y (k) = (C −DK) x (k) = Cbfx (k)

αc (λ) = det (λI − Φbf ) = (λ− λ1) (λ− λ2) . . . (λ− λn)
= λn + α1λn−1 + . . .λan−1 + αn = 0

K =
�

0 . . . 0 1
�
G−1αc (Φ)

=
�

0 . . . 0 1
� �

Γ ΦΓ . . . Φn−1Γ
�−1

αc (Φ)
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Estimation d’état

Observateur x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k) + L [y (k)− ŷ (k)]

Erreur d’estimation

Système à observer x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)

y (k) = cT x (k)

δ (k + 1) =
�
Φ− LcT

�
δ (k) = Φeδ (k)

Système

αe (λ) = det (λI − Φe) = (λ− β1) (λ− β2) . . . (λ− βn) = det(λI−Φ+LcT ) = 0

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
cT

Installation physique

Calculateur

Modèle
cT

-x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k)
+L [y(k)− ŷ(k)]

  Prédiction
+correction

u (k) y(k)

x̂ (k) ŷ(k)
x̂ (0) = 0

x (k)
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Résumé estimation d’état SISO

Formule d’Ackermann pour l’observateur

Observateur x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k) + L [y (k)− ŷ (k)]

Erreur d’estimation

αe (λ) = det (λI − Φe) = (λ− β1) (λ− β2) . . . (λ− βn) = 0

L = αe (Φ) Q−1





0
...
0
1




= αe (Φ)





cT

cT Φ
...

cT Φn−1





−1 



0
...
0
1





Système à observer x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)

y (k) = cT x (k)

δ (k) = x̂ (k)− x (k)
δ (k + 1) = x̂ (k + 1)− x (k + 1)

= Φx̂ (k) + Γu (k) + LcT [x (k)− x̂ (k)]− Φx (k)− Γu (k)
=

�
Φ− LcT

�
δ (k) = Φeδ (k)
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Structure complète de la commande d’état

Système
linéaire ou
linéarisé

AD

Installation physique

Calculateur

Observateur

+

u (k) y(k)
DA

-

ū(k)

ȳ(k)

ỹ(k)Saturation

ũ (k)

ˆ̃x (k)

Contre-
réaction
d’état

ˆ̃x (k + 1) = Φˆ̃x (k) + Γũ (k)
+L

�
ỹ(k)− C ˆ̃x (k)

�−K

x̃ (k + 1) = Φx̃ (k) + Γũ (k) and ỹ(k) = Cx̃ (k)

ˆ̃x (0) = 0
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Gouvernabilité (livre 13.10.1)

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

Système MIMO
(polycopié)

Est-il possible de passer d’un état arbitraire connu                  à un état
donné      quelconque en appliquant une séquence finie de     commandes
                                          telle que                    ?

x (0) = x0

6

Notation livre ! x (k + 1) = Ax (k) +Bu (k)

x1 K
u (0) , u (1) , . . . , u (K − 1) x (K) = x1

Le système est gouvernable ou commandable si et seulement
si le rang de la matrice de gouvernabilité ou matrice de 
commandabilité vaut

C =
�
B AB . . . An−1B

�
∈ Rn×nr

G =
�
Γ ΦΓ . . . Φn−1Γ

�
∈ Rn×nr Notation polycopié !

n

Wednesday, December 1, 2010



Gouvernabilité (livre 13.10.1)

7

x1 = x(K) = AKx(0) +
K−1�
�=0

AK−1−�Bu(�)

x1 −AKx(0) = AK−1Bu(0) +AK−2Bu(1) + . . .+ABu(K − 1) +Bu(K − 1)

x1 −AKx(0) =
�
B AB . . . AK−2B AK−1B

�





u(K − 1)
u(K − 2)

...
u(1)
u(0)





Pour K = n et si la matrice de gouvernabilité est régulière, ce système
de n équations possède une solution (unique si r = 1, multiple sinon)

Un changement de base dans l’espace d’état n’affecte pas la gouvernabilité
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x (k + 1) =
�

a1 0
1 a2

�
x (k) +

�
0
1

�
u(k)

8

C =
�
B AB

�
=

�
0 0
1 a2

�

Gouvernabilité (livre 13.10.1)
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Gouvernabilité (livre 13.10.1)

x (k + 1) =

�
a1 0
1 a2

�
x (k) +

�
1
0

�
u(k)

C =
�
B AB

�
=

�
1 a1
0 1

�
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Observabilité (livre 13.10.2)

Le système est observable si et seulement si le rang de la matrice 
d’observabilité suivante vaut n

Ce système est observable si, pour tout état initial x(0), il existe un entier 
fini K tel que la connaissance des vecteurs d’entrée 
et des vecteurs de sortie                                           permet de déterminer 
de façon unique l’état initial x(0)

10

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

Système MIMO
(polycopié)

Notation livre ! x (k + 1) = Ax (k) +Bu (k)
y (k) = Cx (k) +Du (k)

u (0) , u (1) , . . . , u (K − 1)
y (0) , y (1) , . . . , y (K − 1)

O =





C
CA
...

CAn−1




∈ Rpn×n
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Observabilité (livre 13.10.2)

11

y(k) = Cx(k) +Du(k) = CAkx(0) + C
k−1�
�=0

Ak−1−�Bu(�) +Du(k)

y(k)− C
k−1�
�=0

Ak−1−�Bu(�)−Du(k) = CAkx(0)

ỹ(k) = CAkx(0)

pour k = 0, 1, . . . ,K − 1 :





ỹ(0)
ỹ(1)
...

ỹ(K − 1)




=





C
CA
...

CAK−1




x(0)

… pK équations algébriques dont l’inconnue est le vecteur x(0)

Si le rang de la matrice d’observabilité vaut n et en posant K = n, alors nous 
avons n équations linéairement indépendantes qui permettent de déterminer 
de manière unique x(0)
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x (k + 1) =
�

a1 1
0 a2

�
x (k)

y (k) =
�

0 1
�
x (k)
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Observabilité (livre 13.10.2)

O =

�
C
CA

�
=

�
0 1
0 a2

�
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x (k + 1) =
�

a1 1
0 a2

�
x (k)

13

Observabilité (livre 13.10.2)

y (k) =
�
1 0

�
x (k)

O =

�
C
CA

�
=

�
1 0
a1 1

�
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u (k)

x (k)

Régulateur avec intégrateur (livre 14.3.3)

Système

Intégrateurs

+

+ ux

14

x (k + 1) = Fx (k) + gu (k)
y (k) = cTx (k)

yc

−�T

�i

i (k + 1) = i (k) + ε (k)

ui

i(k)

ε (k) = yc − y (k)

-

i(0) = 0

i (k + 1) = i (k)− cTx(k) + yc

�
x (k + 1)
i (k + 1)

�
=

�
F 0

−cT 1

�

� �� �
F∗

�
x (k)
i (k)

�
+

�
g
0

�

� �� �
g∗

u (k) +

�
0
1

�
yc

u (k) = −
�
�T �i

�
� �� �

�T∗

�
x (k)
i (k)

�
= ux + ui
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u (k)

x (k)

Régulateur avec intégrateur (livre 14.3.3)

Système

Intégrateurs

+

+ ux

15

yc

−�T

�i

i (k + 1) = i (k) + ε (k)

ui

i(k)

ε (k) = yc − y (k)

-

i(0) = 0

x∗(k + 1) = F ∗x∗(k) + g∗ u (k)����
−�T∗x∗(k)

+

�
0
1

�
yc

Imposer les n + 1 valeurs propres de F ∗
bf = F ∗ − g∗�T∗
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Entraînement: Exemple 14.7 (livre)
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Entraînement: Exemple 14.7 (livre)
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Entraînement: Exemple 14.7 (livre)
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Entraînement: Exemple 14.7 (livre)
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