
Commande d’état
Système
à régler

Régulateur

Système à
régler avec
AD & DA

x̃ (k + 1) = Φx̃ (k) + Γũ (k)
ỹ (k) = Cx̃ (k) + Dũ (k)

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

ũ (k) = −Kx̃ (k)u (k) = −Kx (k)

-K

Système à
régler avec
AD & DA

-K

y (k)

y (k)

u (k)

u (k)

x (k) x (k)

x̃ (k)

ỹ (k)ũ (k)

x̄

ȳū

+

-

-

1

Résumé commande d’état SISO

u (k) = −Kx (k)

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
y (k) = Cx (k) + Du (k)

Système à régler

Commande

Système en boucle 
fermée (BF)

Formule d’Ackermann

x (k + 1) = (Φ− ΓK)x (k) = Φbfx (k)
y (k) = (C −DK) x (k) = Cbfx (k)

αc (λ) = det (λI − Φbf ) = (λ− λ1) (λ− λ2) . . . (λ− λn)
= λn + α1λn−1 + . . .λan−1 + αn = 0

K =
�

0 . . . 0 1
�
G−1αc (Φ)

=
�

0 . . . 0 1
� �

Γ ΦΓ . . . Φn−1Γ
�−1

αc (Φ)
2



6.1.1 Estimation d’état (MISO)

Observateur

Erreur d’estimation

Système à observer x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)

y (k) = cT x (k)

Système

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
cT

Installation physique

Calculateur

Modèle
cT

  Prédiction

u (k) y(k)

x̂ (k) ŷ(k)
x̂ (0) = 0

x (k)

3

x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k)

x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k)

δ (k) = x̂(k)− x(k)

δ (k + 1) = x̂(k + 1)− x(k + 1) = Φδ (k)

6.1.2 Estimation d’état

Observateur x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k) + L [y (k)− ŷ (k)]

Erreur d’estimation

Système à observer x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)

y (k) = cT x (k)

δ (k + 1) =
�
Φ− LcT

�
δ (k) = Φeδ (k)

Système

αe (λ) = det (λI − Φe) = (λ− β1) (λ− β2) . . . (λ− βn) = det(λI−Φ+LcT ) = 0

x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)
cT

Installation physique

Calculateur

Modèle
cT

-x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k)
+L [y(k)− ŷ(k)]

  Prédiction
+correction

u (k) y(k)

x̂ (k) ŷ(k)
x̂ (0) = 0

x (k)
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6.1.3 Double intégrateur

x(k + 1) =
�

1 h
0 1

�

� �� �
Φ

x(k) +
�

h2
�
2

h

�
u(k)

y(k) =
�

1 0
�

� �� �
cT

x(k)

DA AD
1
s

1
s

Observateur 
d’état

u yẏ

x̂1 = ŷ

x̂2 = ˆ̇y

αe(λ) = det [λI − Φe] = (λ− β1) (λ− β2) = det
�
λI − Φ + LcT

�
= 0

����

�
λ− 1 −h

0 λ− 1

�
+

�
L1

L2

� �
1 0

����� = λ2 − 0.8λ + 0.32 = 0

L1 = 1.2 L2 =
0.52
h

����

�
λ− 1 + L1 −h

L2 λ− 1

����� = λ2 + (L1 − 2)� �� �
−0.8

λ + (L2h− L1 + 1)� �� �
0.32

= 0

5

A.2.1 FT → Modèle d’état

H (z) =
Y (z)
U (z)

=
b0 + b1z

−1 + b2z
−2 + . . . + bnz

−n

1 + a1z
−1 + a2z

−2 + . . . + anz−n

v(k + 1) =





−a1 1 0 . . . 0

−a2 0 1
...

...
...

. . . 0
−an−1 0 . . . 0 1
−an 0 . . . 0 0





� �� �
Φv

v(k) +





b1 − a1b0

b2 − a2b0

bn−1 − an−1b0

bn − anb0





� �� �
gv

u(k)

y(k) =
�

1 0 . . . 0 0
�

� �� �
cT

v

v(k) + b0����
d

u(k)

det (λI − Φv) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . . + anλ + an = 0
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A2.2 Modèle d’état physique → artificiel

�����
x (k + 1) = Φx (k) + gu (k)

y (k) = cT x (k) + du (k)
Transformation

Quelle matrice de transformation R choisir ?

�����
x = Rv

v = R−1x

�����
Rv(k + 1) = ΦRv(k) + gu(k)

y(k) = cT Rv(k) + du(k)

�����
v(k + 1) = R−1ΦRv(k) + R−1gu(k)

y(k) = cT Rv(k) + du(k)

��������

v(k + 1) = R−1ΦR� �� �
?

v(k) + R−1g� �� �
?

u(k)

y(k) = cT R����
?

v(k) + du(k)

7

Modèle d’état physique → artificiel

Construction de

Q−1 =
�

e1 e2 . . . en

�

R =
�

Φn−1en . . . Φen Ien

�

I = QQ−1cT R





1 0 . . . 0

0 1
...

...
. . . 0

0 . . . 0 1




=





cT Ie1 cT Ie2 . . . cT Ien

cT Φe1 cT Φe2 . . . cT Φen
...

...
...

cT Φn−1e1 cT Φn−1e2 . . . cT Φn−1en





cT R =
�

cT Φn−1en . . . cT Φen cT Ien

�
=

�
1 0 . . . 0

�
= cT

v

Q =





cT I
cT Φ

...
cT Φn−1




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Modèle d’état physique → artificiel

I = R−1R =
�

R−1Φn−1en . . . R−1Φen R−1Ien

�
=





1 0 . . . 0

0 1
...

...
. . . 0

0 . . . 0 1





R−1ΦR =
�
R−1Φ

�
R =

�
R−1Φnen . . . R−1Φ2en R−1Φen

�

R−1Φnen =





−a1

−a2
...

−an−1

−an





R−1ΦR =





−a1 1 0 . . . 0

−a2 0 1
...

...
...

. . . 0
−an−1 0 1
−an 0 . . . 0 0




= Φv

9

Modèle d’état physique → artificiel

v(k + 1) =





−a1 1 0 . . . 0

−a2 0 1
...

...
...

. . . 0
−an−1 0 . . . 0 1
−an 0 . . . 0 0





� �� �
Φv

v(k) +





b1 − a1b0

b2 − a2b0

bn−1 − an−1b0

bn − anb0





� �� �
gv

u(k)

y(k) =
�

1 0 . . . 0 0
�

� �� �
cT

v

v(k) + b0����
d

u(k)

Q−1 =
�

e1 e2 . . . en

�

R =
�

Φn−1en . . . Φen Ien

�Q =





cT I
cT Φ

...
cT Φn−1





x = Rv

= R−1ΦR
= R−1g

= cT R

det (λI − Φv) = det (λI − Φ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . . + anλ + an = 0
10



6.2 Estimation d’état: Méthode constructive
Système à observer

Erreur d’estimation

v(k + 1) = Φvv(k) + Γvu(k) =





−a1 1 0 . . . 0

−a2 0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

−an−1 0 . . . 0 1
−an 0 . . . 0 0




v(k) + Γvu(k)

y(k) = cT
v v(k) =

�
1 0 . . . 0

�
v(k)

δv (k + 1) =
�
Φv − L�cT

v

�
δv (k) = Φveδv (k)

Φve =





−a1 − L�
1 1 0 . . . 0

−a2 − L�
2 0 1

. . .
...

...
...

. . . . . . 0
−an−1 − L�

n−1 0 . . . 0 1
−an − L�

n 0 . . . 0 0





αe (λ) = α�
e (λ) = det(λI − Φve) = λn + α1λ

n−1 + . . . + αn−1λ + αn = 0

det(λI − Φv + L�cT
v ) = λn + (a1 + L�

1)λn−1 + . . . +
�
an−1 + L�

n−1

�
λ + (an + L�

n) = 0

v(k) = R−1x(k)

L�
i = αi − ai

x̂ (k + 1) = RΦvR−1x̂ (k) + RΓvu (k) + RL�
����

L

[y (k)− ŷ (k)] 11

v̂(k + 1) = Φv v̂(k) + Γvu(k) + L� [y(k)− ŷ(k)]

6.2.1 Formule d’Ackermann

L = RL� = R




α1 − a1

...
αn − an



 = R




α1
...

αn



 + R




−a1

...
−an





� �� �
R−1Φnen

L =
�

Φn−1en . . . Φen en

�
� �� �

R




α1
...

αn



 + Φnen

L = Φnen + α1Φn−1en + α2Φn−2en + . . . + αnIen

L =
�
Φn + α1Φn−1 + α2Φn−2 + . . . + αnI

�
� �� �

αe(Φ)

en

L = αe (Φ) Q−1





0
...
0
1




= αe (Φ)





cT I
cT Φ

...
cT Φn−1





−1 



0
...
0
1




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Double intégrateur 

x(k + 1) =
�

1 h
0 1

�

� �� �
Φ

x(k) +
�

h2
�
2

h

�
u(k)

y(k) =
�

1 0
�

� �� �
cT

x(k)

DA AD
1
s

1
s

Observateur 
d’état

u yẏ

x̂1 = ŷ

x̂2 = ˆ̇y

L = αe(Φ)
�

cT

cT Φ

�−1 �
0
1

�

L =






�
1 2h
0 1

�

� �� �
Φ2

−0.8
�

1 h
0 1

�

� �� �
Φ

+0.32
�

1 0
0 1

�





�
1 0
1 h

�−1 �
0
1

�
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Observateur à réponse pile

Observateur x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k) + L [y (k)− ŷ (k)]

Erreur d’estimation

Système à observer x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)

y (k) = cT x (k)

14

δ (k + 1) = x̂ (k)− x (k) =
�
Φ− LcT

�
δ (k)

Annuler l’erreur d’estimation après n périodes d’échantillonnage, avec

x(0) = 0, δ(0) = −x(0) = −x0

L’équation d’erreur étant une équation d’état homogène, sa solution est

δ(n) = (Φ− LcT )nδ(0) = 0
δ(n) = (RΦvR−1 −RL�cTv R

−1)nδ(0)
δ(n) =

�
R
�
Φv − L�cTv

�
R−1

�n
δ(0)

δ(n) = Rn
�
Φv − L�cTv

�n �
R−1

�n
δ(0)



Observateur à réponse pile

15

δ(n) = Rn
�
Φv − L�cTv

�n �
R−1

�n
δ(0)

Avec les valeurs propres régissants la dynamique d’estimation placées au 
centre du cercle unité

αe(λ) = λn

L�
i = αi − ai = −ai

Φve = Φv−L�cTv =





−a1 − L�
1 1 0 . . . 0

−a2 − L�
2 0 1

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

−an−1 − L�
n−1 0 . . . 0 1

−an − L�
n 0 . . . 0 0




=





0 1 0 . . . 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0





C’est une matrice nilpotente

(Φve)
n =

�
Φv − L�cTv

�n
= 0 donc δ(n) = 0

Résumé estimation d’état SISO

Formule d’Ackermann pour l’observateur

Observateur x̂ (k + 1) = Φx̂ (k) + Γu (k) + L [y (k)− ŷ (k)]

Erreur d’estimation

αe (λ) = det (λI − Φe) = (λ− β1) (λ− β2) . . . (λ− βn) = 0

L = αe (Φ) Q−1





0
...
0
1




= αe (Φ)





cT

cT Φ
...

cT Φn−1





−1 



0
...
0
1





Système à observer x (k + 1) = Φx (k) + Γu (k)

y (k) = cT x (k)

δ (k) = x̂ (k)− x (k)
δ (k + 1) = x̂ (k + 1)− x (k + 1)

= Φx̂ (k) + Γu (k) + LcT [x (k)− x̂ (k)]− Φx (k)− Γu (k)
=

�
Φ− LcT

�
δ (k) = Φeδ (k)
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6.5 Structure complète de la commande d’état

Système
linéaire ou
linéarisé

AD

Installation physique

Calculateur

Observateur

+

u (k) y(k)
DA

-

ū(k)

ȳ(k)

ỹ(k)Saturation

ũ (k)

ˆ̃x (k)

Contre-
réaction
d’état

ˆ̃x (k + 1) = Φˆ̃x (k) + Γũ (k)
+L

�
ỹ(k)− C ˆ̃x (k)

�−K

x̃ (k + 1) = Φx̃ (k) + Γũ (k) and ỹ(k) = Cx̃ (k)

ˆ̃x (0) = 0
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