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22 novembre 2019

p-Groupes

Exercice 1. Soit p un nombre premier. Montrer qu'un groupe fini G est un p-groupe si et
seulement si |G| = p* pour un certain k € N.

Solution. Soit G un groupe fini. Si G est un p-groupe, supposons par l'absurde qu’il existe
un nombre premier g # p tel que ¢ divise |G|. Alors, par le premier théoreme de Sylow, il
existe un g-sous-groupe de Sylow de G qui contient (au moins) un élément d’ordre ¢" pour un
certain n > 1. Cela contredit le fait que G soit un p-groupe, puisque tous les éléments d’un
p-groupe sont d’ordre une puissance de p. Donc le seul premier qui divise |G| est p. Inversément,
supposons que |G| = p* pour un certain k& € N. Alors, 'ordre de chaque élément de G divise pF.
En particulier, 'ordre de chaque élément de G est une puissance de p, ce qui prouve que G est
un p-groupe.

Exercice 2 (A rendre pour le 29 novembre). Soient p un nombre premier et G un groupe fini.
Montrer que:

()
(b)
()

si G # {e} est un p-groupe, alors Z(G) # {e}.
si G n’est pas abélien, alors G/Z(G) n’est pas cyclique.

si |G| = p?, alors G est abélien.

Solution.

(a)

On a I’équation des classes

Gl =12(@)+ Y [G:Calx)).
2€G\Z(G)

Pour = ¢ Z(G), le sous-groupe Cg(x) est strictement contenu dans G, i.e. [G : Cg(x)] # 1.
De plus, comme |G| = p* pour k € N, par 'Exercice 1, et [G : Cg(z)] divise |G|, alors
[G : Cg(x)] est aussi une puissance de p. Ainsi p divise |G| et p divise chaque [G : Cg(x)]
pour x ¢ Z(G), ce qui implique que p divise également |Z(G)|. En particulier, |Z(G)| # 1.

On montre que si G/Z(G) est cyclique, alors G est abélien. Soit z € G tel que G/Z(G) =
(xZ(G)). Pour g € G, il existe m € N tel que ¢Z(G) = (zZ(G))™ = 2™ Z(G). Donc il
existe z € Z(G) tel que g = z™z. Soient g,h € G et soient m,n € N et y,z € Z(G) tels
que g =ax™y et h = a"z. Alors

gh — .CCmy(lZnZ — xmxnyz — wnxmzy — xnzxmy _ hg
Donc G est abélien.

Par I'Exercice 1, si |G| = p?, alors G est un p-groupe. Supposons que G ne soit pas
abélien. Alors G # Z(G) et, par (a), Z(G) # {e}. Donc |Z(G)| = p. Ainsi |G/Z(G)| =
G : Z(GQ)] =pet G/Z(G) est cyclique. Par (b), on obtient une contradiction. Donc G est
abélien.



p-Sous-groupes de Sylow

Exercice 3. Soient p un nombre premier et G un groupe fini qui admet au moins un p-sous-
groupe de Sylow. Montrer que:

()
(b)

le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G divise |G].

le groupe G admet un unique p-sous-groupe de Sylow P si et seulement si P est normal
dans G.

Solution.

()

Soit {Pi,...,P,,} 'ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G. Alors G agit par conju-
gaison sur cet ensemble puisque le conjugué d’un p-sous-groupe de Sylow est également
un p-sous-groupe de Sylow. De plus, tous les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués
entre eux, donc il n’y a qu'une seule orbite pour I'action de G sur {P,..., P, }. Ainsi
n, = |0p,| =[G : Ng(P1)] et n, divise |G].

Supposons que G admette un unique p-sous-groupe de Sylow P. Comme gPg~ ! est aussi

un p-sous-groupe de Sylow pour tout g € G, alors gPg~! = P pour tout ¢ € G. Cela
montre que P est normal dans GG. Supposons maintenant que P soit un p-sous-groupe de
Sylow normal dans G. Soit @ un autre p-sous-groupe de Sylow. Alors il existe g € G tel
que Q = gPg~!' = P puisque P est normal. Donc P est I'unique p-sous-groupe de Sylow
de G.

Exercice 4. On dit qu'un groupe G # {e} est simple s’il n’admet aucun sous-groupe normal
autre que {e} et G. Montrer que:

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

il n’existe aucun groupe simple d’ordre 30.
il n’existe aucun groupe simple d’ordre 36.
tout groupe d’ordre 40 admet un sous-groupe normal.

tout groupe d’ordre 42 admet un sous-groupe normal.

Solution.

(a)

Supposons que G soit un groupe simple d’ordre 30. On a la décomposition 30 =2 -3 - 5.
Le nombre ns de 5-sous-groupes de Sylow de G est tel que ns = 1(mod 5) et ns divise 30.
En regardant les différentes possibilités, on voit que ns € {1,6}. Comme G n’admet
aucun sous-groupe normal autre que {e} et G, alors nz # 1, car sinon le 5-sous-groupe
de Sylow est normal dans G par 1’Exercice 3 (b). On conclut que ns = 6. Par un méme
raisonnement, on trouve qu’il y a ng3 = 10 3-sous-groupes de Sylow dans G. Comme chaque
5-sous-groupe de Sylow est d’ordre 5 et donc cyclique, les 5-sous-groupes de Sylow sont
d’intersection triviale. Ainsi on compte 6 - 4 = 24 éléments d’ordre 5, car chaque 5-sous-
groupe de Sylow contient 5 éléments dont 1’élément neutre. De méme, comme chaque
3-sous-groupe de Sylow est d’ordre 3 et donc cyclique, les 3-sous-groupes de Sylow sont
d’intersection triviale. Et on compte 10 - 2 = 20 éléments d’ordre 3, car chaque 3-sous-
groupe de Sylow contient 3 éléments dont ’élément neutre. On a compté 42 éléments dans
G, ce qui est absurde.



(b) Supposons que G soit un groupe simple d’ordre 36. On a la décomposition 36 = 22 - 32.
Comme G est simple, il contient au moins deux 3-sous-groupes de Sylow P et ) distincts,
car sinon l'unique 3-sous-groupe de Sylow est normal par ’Exercice 3 (b). Si I'intersection
PN Q est trivial, alors |[PQ| = |P|-|Q] = 9-9 = 81 > 36, ce qui est absurde. Donc
PN @ # {e}. On considére le normalisateur Ng(P N Q). On a que P et @ sont des sous-
groupes de Ng(P N Q), puisque P et @ sont d’ordre 32 donc abéliens par I'Exercice 2 (c).
En particulier, Pordre de Ng(P N Q) est un multiple de 9. De plus, comme P # @Q, alors
INa(PNQ)| > 9 et il divise 36, par le théoreme de Lagrange. Donc [Ng(PNQ)| € {18,36}.
Si [Ng(P N Q)| = 18, alors Ng(P N Q) est d’indice 2 dans G et est donc normal. Si
ING(PN Q)| = 36, alors Nog(PNQ) = G et PNQ est normal dans G. On obtient une

contradiction.

(c) Soit G' un groupe d’ordre 40. On a la décomposition 40 = 23 - 5. Le nombre ns de 5-
sous-groupes de Sylow de G est tel que ns = 1(mod 5) et ns divise 40. En regardant les
différentes possibilités, on voit que ns = 1. Donc 'unique 5-sous-groupe de Sylow de G
est normal, par I’Exercice 3 (b).

(d) Soit G un groupe d’ordre 42. On a la décomposition 42 = 2 -3 - 7. Le nombre n; de
7-sous-groupes de Sylow de G est tel que ny = 1(mod 7) et ny divise 42. En regardant les
différentes possibilités, on voit que n7 = 1. Donc 'unique 7-sous-groupe de Sylow de G
est normal, par ’Exercice 3 (b).

Exercice 5. Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes normaux de G tels que HNK = {e}
et G = HK. Montrer qu’on a un isomorphisme de groupes H x K = G.
Astuce: se rappeler de I’Ezxercice 7 (e) Série 3.

Solution. On considere 'application
f: Hx K — G, (h,k)— hk.

Alors f est surjective, puisque G = HK. De plus, f est injective, car si f(h,k) = e, alors hk = e
eth =k '€ HNK = {e}, dott h = k = e. Finalement, on montre que c’est un homomorphisme
de groupes. Par I’Exercice 7 (e) Série 3, comme H, K sont des sous-groupes normaux de G tels
que HN K = {e}, alors hk = kh pour tous h € H et k € K. Soient h,h' € H et k, k" € K. Alors

F(h, k)W K)) = f(hH, kK') = hi'kK = hkW'E = f(h, k) f (W, K).

Donc f est bien un homomorphisme. On conclut que H x K = G.

Exercice 6. Soient p # g deux nombres premiers et G un groupe fini d’ordre p™¢"™, oun, m € N.
Supposons que G a un unique p-sous-groupe de Sylow P et un unique g-sous-groupe de Sylow Q).
Montrer qu’on a un isomorphisme de groupes G = P x Q.

(Plus généralement, on peut montrer que si G a un unique p-sous-groupe de Sylow pour chaque
premier p qui divise G, alors G est isomorphe au produit de ses sous-groupes de Sylow.)

Solution. Comme P consiste seulement en des éléments d’ordre une puissance de p et ) seule-
ment en des éléments d’ordre une puissance de ¢, on a que PN Q = {e}. De plus, P et Q
sont normaux dans G par I'Exercice 3 (b). Par le deuxiéme théoréme d’isomorphisme, on a que

PQ/Q = P/(PNQ) et donc [PQ| = [gH3l = |P| Q| = pg™ = |G, puisque PNQ = {e}. On

obtient que P@Q = G. Par I’Exercice b, on conclut que G = P x Q.
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