THEORIE DES GROUPES - SERIE 7

1€ novembre 2019

Actions de groupes

Exercice 1. Soit G un groupe qui agit sur un ensemble X. Montrer que, si z,y € X et g € G
sont tels que g - x = y, alors les groupes d’isotrope G, et Gy sont conjugués dans G. Que se
passe-t-il si G, est un sous-groupe normal de GG, pour un certain x € X7

Solution. On montre que G, = gGzg~t. On calcule

x=g~ 1
9Gog t=g{h|h-z=a}g ' ={ghg |h-a=a} "L Y{ghg ' |hgTt - y=g" -y}
={ghg ' |ghg™ y=g9  y=y}={0 |1 -y=y}=G,.

Soit x € X tel que G, < G est un sous-groupe normal. Alors G, est égal a tous ses conjugués
par définition. Donc tous les éléments dans l'orbite de x ont le méme groupe d’isotropie.

Exercice 2. Soit G un groupe qui agit sur un ensemble X et soit H < GG un sous-groupe normal.
On note X = {z € X | h-x = 2, Vh € H} I'ensemble des H-points fixes de X. Montrer que
action de G sur X induit une action de G/H sur X

Solution. On définit une action de G/H sur X7
(G/H)x X% 5 Xt (gH ) — g-z.
Cette application est bien définie:

e PourgeG,zc Xt ethecH,onah-(g-2)=gg 'h-(9g-2)=g-(¢g7'hg-x) = g-x, car
g 'hg € H puisque H est normal dans G. Donc g -z € XH.

e Pour ¢g,¢ € G tels que gH = ¢'H, il existe h € H tel que g = ¢’h. Pour z € X, on a
gH-x=g-x=¢gh-2=¢ -(h-2)=¢ -2 =g H-z. Donc l'action de gH ne dépend pas
du choix de g.

Elle définit bien une action de G/H sur X:
e Powrze X onaH z=¢-z=uza.

e Pourg,d €cGetzc X onagH-(¢H 2)=gH-(¢-x)=g-(¢-x) =99 -2 =gg'H-x.

Exercice 3 (A rendre pour le 8 novembre). Soient k un corps et k[x1,...,z,] 'ensemble des
polyndémes de n variables & coefficients dans k.

(a) Montrer que l'application

Sn X k[z1, ... 2] = klxe, ... 2],

(0,9(w1, .. 20)) = g7 (15, Tn) = G(To(1)s - - 5 Ta(n))

est une action de groupe.



(b) Soit
Ap(z1, ... xn) = H (x; — xj).

1<i<j<n
Calculer le groupe d’isotropie (Sp)a,, et lorbite Oa  du polynémme A, (z1,...,zy,). Véri-
fier que |Oa,| = [Sn : (Sn)a,]-
Solution.
(a) Soit g(x1,...,zy) € klx1,..., 2] et solent 0,7 € S,,. Alors
id-g(z1,...,20) = g%z, .., 20) = g1, ..., 20);
o-(t-g(x1,...,20) =0-g (21,...,20) =0 - g(x7(1)> cee xr(n)) = ga(xr(l)v e 7xT(n))
= g(xaT(l)v s 7x¢7’r(n)) = gO—T(xl’ S 7xn) = (UT) ’ g(xlv <o 7$n)'

Donc (o, g) — ¢° définit bien une action de S, sur k[z1,...,zy].

(b) Soit o € S,,. Alors

U'An($17-"a$n) :Ag(xla"w:vn) :An(xa(l)a---axo(n)) = H (wa(i) _ma(j))'

1<i<j<n

Comme o est une bijection, chaque terme x; — x;, pour tous 1 <7 < j < n, apparait une
fois dans le produit A7 a signe pres. 1l est facile de voir qu'une transposition 7 € S, est
telle que 7-A,, = —A,, (Faire les calculs!). Comme toute permutation de S,, s’écrit comme
un produit de transpositions, on obtient alors que o - A,, = €(0)A,,, pour tout o € S, ou
(o) est le signe de o. Ainsi le groupe d’isotropie de A, est

(Sp)a, ={c€Sn|o- A=A} ={0c€S,|el0) =1} =A,.
De plus, 'orbite de A, est Op, = {0 - A, | 0 € Sp} = {£A,}. Donc on a bien

2=|0a,|=[Sn:(Sn)a,] = [Sn: Anl.

Exercice 4. Soit G un groupe. On considere I'action par conjugaison de G sur lui-méme.
(a) Calculer le noyau de I'action
v: G — Aut(G), g— 4
ol yy(z) = gxg~! pour tout g,z € G. Qu’en déduit-on par le premier théoréme d’isomorphisme?
(b) On note Int(G) I'image de v. Montrer que Int(G) est un sous-groupe normal de Aut(G).
(c) Calculer Aut(Ss) et Int(S3).
(d) Soit Q le groupe des quaternions (défini & I’Exercice 8, Série 3). Calculer Int(Q).
Solution.

(a) On montre que Ker(y) = Z(G). Soit g € Z(G). Alors grg~! = xgg~' = x pour tout z € G.
Dot 74 = idg et g € Ker(y). Inversément, soit g € Ker(y). Alors v, = idg. Donc, pour
tout z € X, grg~! =, i.e. gr = xg. Ainsi g € Z(G). Cela montre que Ker(y) = Z(G).
Par le premier théoreme d’isomorphisme, P obtient que G/Z(G) = Im(y) = Int(G).



(b) Comme Int(G) est 'image de 'homomorphisme +, c’est un sous-groupe de Aut(G). Il
reste & vérifier qu’il est normal. Soit v, € Int(G) avec g € G et ¢ € Aut(G). On calcule
¢yt Soit z € G. On a

$1g0 " (2) = B¢ (@)g™") = dlg)p(d~ " (2))d(9) ™" = B(9)2d(9) ™ = p(9)(2)-
Donc ¢y4¢~" = 74(g) € Int(G) et Int(G) est bien normal dans Aut(G).
(c) Comme Z(S3) = {id}, alors Int(S3) = S3/Z(S3) = Ss.

On rappelle que S3 = (o, p), ot 0 = (12) et p = (12 3). Donc I'image d’'un homorphisme
f: S35 — S3 est entierement déterminée par f(o) et f(p). Comme un automorphisme
préserve l'ordre des éléments, un automorphisme f: S5 — S3 est tel que f(o) est un
élément d’ordre 2 et f(p) est un élément d’ordre 3. Donc on a au plus 3 choix pour f(o) et
au plus 2 choix pour f(p). Ainsi il y au plus 2 - 3 = 6 automorphismes de S3. On obtient
Aut(S3) = Int(53) = 53.

(d) On rappelle que le groupe des quaternions est le groupe Q = {£1, +a, +b, £ab} d’ordre 8
tel que a® = b?> = —1 et ab = —ba. Comme a,b et ab ne commutent pas, Z(Q) = {£1}.
Donc Int(Q) = Q/{+£1}. Dans le quotient Q/{=%1}, les éléments a, b et ab sont d’ordre 2.
En effet, a?{#+1} = (—1){£1} = {&1}, etc. On obtient que

Int(Q) & Q/{£1} = Z/2Z x Z/2Z.

Exercice 5. Soient G un groupe et X,Y deux G-ensembles. On considére l'ensemble F'(X,Y)
des applications f: X — Y. On définit une action

GxF(X,Y) = F(X,Y), (9, f) = g* f
ot (g* f)(x) =g-f(g~' ) pour tous g € G, f € F(X,Y) et x € X.
(a) Montrer que cela définit bien une action du groupe G sur FI(X,Y).

(b) Une application f: X — Y est appelée G-équivariante si f(g-x) = g - f(z) pour tous
g € G et x € X. Montrer que 'ensemble des points fixes F(X ,Y)G est I’ensemble de
toutes les applications G-équivariantes de X vers Y.

(c) On pose X =Y =R et on considere l'action de Z/2Z sur R telle que 1-x = —x pour tout
x € R. Qu’est-ce qu'une application Z/2Z-équivariante R — R?

Solution.
(a) Soit f € F(X,Y). Il est clair que e f = f. Soit g,h € G. On a
gx(hx f)@)=g-(hxf)g-a)=g-(h-f(h™"- (g7 -2))) =gh-f(h'g™" )
= gh- f((gh)™" - z) = (gh = [)(x)
pour tout x € X et donc g (h* f) = gh f. On a donc bien une action de G sur F(X,Y).
(b) Soit f € F(X,Y)%. Alors, pour tout g € G, g+ f = f. Soit g€ Get z € X. On a

f@)=(g*Nz)=g-flg7"a) <= g7 fla)=flg~" ).
Donc f est bien G-équivariante. Supposons maintenant que f € F'(X,Y") soit G-équivariante.
Alors, pour g € Get x € X, on a

(g f@)=g-flg7"a)=g-(¢g7" fl@) =gg " f(z) = f(a).

Donc g* f = fet f € F(X,Y)%. 5



()

Soit f: R — R une application Z/2Z-équivariante. Alors, pour tout z € R, f(—z) =
f(l-x2)=1-f(z) = —f(z). Clest donc une application impaire.

Transitivité

Définition. Soit G un groupe qui agit sur un ensemble X. L’action de G sur X est transitive
si elle n’admet qu’une seule orbite, i.e. pour tous =,y € X, il existe g € G tel que g -z = y.

Exercice 6. Soit G un groupe qui agit sur un ensemble X. Montrer que G agit transitivement
sur chacune des orbites de X.

Solution. Soit © € X et soit O, son orbite. On montre que G agit transitivement sur O,. Soit
Y,z € Op. Alorsil existe g,h € Gtelsquey = g-z et z=h-2. Donconaz=h-r = hg lg-z =
hg~'-(g-z) = hg~'-y. Cela montre que G agit transitivement sur O,.

Exercice 7. Soient G un groupe et a: G — Perm(X) une action de G sur un ensemble X. On
note g -« = a(g)(x) pour tous g € G et z € X. Soit K = Ker(a).

(a)
(b)
()

(d)

Montrer que K est l'intersection de tous les groupes d’isotropie G, avec z € X.
Montrer que G/K agit sur X par laction gK -z = g - x pour tous g € G et z € X.

Montrer que si action de G sur X est transitive, alors 'action de G/K sur X est aussi
transitive.

Montrer que si G agit transitivement sur X, alors |K| < %

Solution.

(a)

(b)

Soit g € K = Ker(a). Alors a(g) = idx et donc, pour tout x € X, on a gz = x. Ainsi
g € G pour tout z € X. Cela montre que K C (,cx Gz. Inversément, soit g € (,cx Gz-
Alors g-o = x pour tout € X. Donc a(g) =idx et g € K. Donc on a bien K = (,cx G-

L’action de G/K sur X est bien définie, car si g,¢' € G sont tels que gK = ¢'K, alors il
existe k € K tel que g = ¢’k et donc

gK v=g-v=¢k-z2=¢ - (k-2)=¢ -2 =¢K -z,

pour tout x € X. De plus, c’est bien une action de groupe, car K -x = e-x = x et
9K - (JK -2)=gK (¢ -2)=g- (¢ 2) =99 -2 =g9K - =

Supposons que G agit transitivement sur X, i.e. pour tous x,y € X, il existe g € G tel
que y = g - . On montre que G/K agit aussi transitivement sur X. Soient z,y € X et
soit g € G tel que y = g-x. Alors y = g-x = gK - . Donc Paction de G/K sur X est
aussi transitive.

Comme G agit transitivement sur X, on a une seule orbite O, = X pour tout x € X. Soit
x € X quelconque. Par une proposition du cours, on a |X| = |0,| = [G : G5]. Comme
K est l'intersection de tous les groupes d’isotropies, alors on a K C G et, en particulier,
|K| < |Gy|. Ainsi

_l6l _ |6l

X|=[G: G, >
X =162 Gl =g 2 &)
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