THEORIE DES GROUPES - SERIE 5
18 octobre 2019

Groupes résolubles

Exercice 1. Soit G un groupe. Montrer que:

(a)

(b)

si H < G est un sous-groupe normal de G tel que G/H est abélien, alors [G,G] C H, ou

G, G) = ([x,y] | z,y € G, [z,y] = ayz~ 'y~ ),

G est résoluble si et seulement s'il existe des sous-groupes GO, GW .. G"™) oum > 1,
tels que GU™ = {e} et les G*) sont définis inductivement par

GO =G et GUY =[aW a0

Solution.

()

On consideére I'application quotient 7: G — G/H et on montre que [G, G| est contenu
dans le noyau de 7. Soit z,y € GG. Alors

-1

m([z,y) = w(zyz 'y ™) = n(2x)w(y)n(z) 7 (y) T = equu

puisque G/H est abélien. Donc [G,G]| < H = Ker(w), puisque [G, G] est le sous-groupe
engendré par les commutateurs et [x,y] € H pour tous z,y € G. .

Supposons que G soit résoluble. Alors il existe une suite de sous-groupes normaux G =
Hy > Hy > ... > H, = {e} tels que H;/H;y; est abélien, pour tout 0 < i < r. On
montre que G < H; pour tout 0 < i < r, ce qui implique que G = {e}. Clairement,
G = G < G = Hy. Supposons par récurrence qu’on ait G < H; pour i > 0. Par a),
comme H;/H;i1 est abélien, on a que [H;, H;] C H;11. Ainsi

G = (GO, W] ¢ [Hy, Hi) € Hyyy.

Supposons maintenant qu’on ait une suite de sous-groupes G0, GV ... G de G tels
que G = {e}, GO = G et GHD = [GD,GD] pour tout 0 < i < m. Alors GO+ =
[G®, GD] est normal dans GO et GO /G = GO /[GH), GW)] est abélien, pour tout
0 <i < m (voir Exercice 1 Série 6). Donc G est résoluble.

Exercice 2. Soit B, C GL,(R) le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieures, i.e.
A € By, si et seulement si A € GL,(R) et A;; = 0 pour tous @ > j € {1,...,n}. Montrer que
B,, est un groupe résoluble.

Solution. On note que si A € B,, alors A;; € R*, puisque det(A) = [[;=; Ai # 0. On considere
I’application

f: By = (RY)*", A (Ai)ie,.

11 est facile de vérifier que f est un homomorphisme de groupes surjectif. Soit U,, = Ker(f) son
noyau. Par le premier théoreme d’isomorphisme, B, /U, = (R*)*" et donc B,,/U,, est abélien.
Remarquez que U, est le sous-ensemble de B,, qui contient les matrices triangulaires supérieures

qui n’ont que des 1 sur la diagonale.
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On trouve une suite de sous-groupes {Hy | 0 < k < n — 1} de U, tels que Hy = Up,,
H,_ 1 =1{I,}, H; < Hp_1 est normal et Hy_q/H} est abélien. Pour 0 < k <n — 1, on définit

Il est facile de vérifier que les Hj sont des sous-groupes de U, tels que Hp < Hj_1 pour tout
1 <k<n-—1ceque Hy = U, et H,_1 = {I,}. En effet, Hj consiste en les matrices
triangulaires supérieures avec que des 1 sur la diagonale et que des 0 dans les k premieres
diagonales supérieures. Il reste & montrer que Hy < Hy_; est normal et Hy_1/Hj est abélien,
pour tout 1 <k <n—1. Pour 1 <k <n — 1, on considere ’application

frr Himp = RF A s (A 0) i,

qui envoie une matrice de Hj_; sur sa k¢ diagonale supérieure. On vérifie par des calculs
élémentaires que f, est un homomorphisme de groupes (Attention, R"* est muni de I’addition!).
De plus, fi est clairement surjectif et son noyau est Hi. Ainsi Hj est normal dans Hy_q et
Hy_1/Hy, =2 R"* est abélien.

On conclut que B, est résoluble en considérant la suite de sous-groupes

{I.}=Hn-1<H, 2<...<H <Hy=U,< By.

Exercice 3. On dit qu'un groupe G est simple s’il n’a pas d’autres sous-groupes normaux que
{e} et G. Montrer que, si un groupe non abélien G est simple, alors il n’est pas résoluble.

Solution. Soit G un groupe simple. Alors [G, G| est un sous-groupe normal de G. Comme G
est simple, on a soit [G, G| = {e} soit [G,G] = G. On sait que G/[G, G] est abélien, donc si
|G, G] = {e} on obtient que G est abélien, ce qui est absurde. Ainsi [G, G| = G et, par 'Exercice
1 (b), G n’est pas résoluble.

Permutations
Exercice 4. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Pour x € G, on définit 'application
T,: G/H — G/H, yH — zyH.
Montrer que:
(a) T, est une permutation de G/H,

(b) lapplication
T:G — Perm(G/H), x+— Ty

est un homomorphisme de groupes,
(c) le noyau K de T est un sous-groupe de H,
(d) si [G: H| = n, alors |G/K]| divise n!,

(e) si G est fini et [G : H| est le plus petit nombre premier divisant |G|, alors H est normal
dans G.



Solution.

(a) L’application T, est bijective d’inverse T,-1.

(b)

()

Soit z,y € G. On montre que Ty = T, o Ty,. Soit zH € G/H, alors

Toy(zH) = (zy)zH = x(y2)H = Ty (yzH) = T o Ty(2H).

Comme T est un homomorphisme, K est un sous-groupe de G. Il reste a montrer que
K C H. Soit x € K. Alors T, = idg,p, i.e. pour tout yH € G/H, zyH = yH. En
particulier, xtH = H et donc = € H.

Comme |G/H| = n, alors |Perm(G/H)| = n!. Par le premier théoreme d’isomorphisme, on
aque G/K =2 Im(T), ou Im(T) est un sous-groupe de Perm(G/H), i.e. G/K est isomorphe
a un sous-groupe de Perm(G/H). Par le théoréme de Lagrange, |G/K| divise n!.

Soit p = [G : H] le plus petit nombre premier qui divise |G|. On montre que K = H
et donc H est normal dans GG, puisque le noyau d’'un homomorphisme est un sous-groupe
normal. Soit ¢ un nombre premier qui divise [G : K]. Alors ¢ divise |G| et donc g > p.
Mais ¢ divise également p! par (d). Or p est le plus grand nombre premier qui divise
pl=p-(p—1)---2-1. Donc q < p et ainsi ¢ = p, ce qui montre que p est le seul nombre
premier qui divise [G : K]. Soit r > 1 tel que [G : K] = p". Comme p" divise p!, on obtient
directement que r = 1. Ainsi [G : K] = p =[G : H| et donc K et H ont le méme ordre,
car GG est fini. Par (c), comme K < H, on conclut que K = H.

Remarque: Ce résultat est une généralisation du fait qu’un sous-groupe d’indice 2 est
normal.

Exercice 5. On considére le groupe symétrique S7. Ecrire:

(a)
(b)

(135)(23)(456) et (327)(142)(13) comme composition de cycles disjoints,

(32756) sous la forme de composition de transpositions.

Solution.

(a)
(b)

(135)(23)(456)=(132564) et (327)(142)(13)=(12)(347),
(32756) = (36)(35)(37)(32).

Exercice 6. On considere le groupe symétrique S,, ou n > 1.

()
(b)
(c)

Soient o € S, et T = (i1 g --- i}) un k-cycle, pour k < n. Calculer o7o L.

Calculer le centre Z(S,,) = {0 € S, | o7 = 7o pour tout 7 € S,,} de S,,.

Soient 7; = (i i+ 1) € S, pour i = 1,...,n — 1. Montrer que S,, = (71,...,7T,—1) et que
Ti Tit1 Ti = Tit1 Ti Tit1-



Solution.

V=0(iyig - ig)o~ ! = (0(i1) o(ia) --- o(ix)). Pour 1 < j < k, on

(a) On montre que o170~
calcule que
o(iviy - ip)o to(iy) = o(in iz - i) (ij) = oij41)
O’(il 19 - Z’k)oﬁlo'(ik) = O'(il 19 - Zk)(lk) = U(il).
Soit j & {o(i1),...,0(ix)}. Alors il existe ¢ ¢ {i1,...,ir} tel que o(i) = j, car o est une
bijection. Alors

oliyig - ig)o 1)) = o(iy ig - ix)o to(i) = o(iyig - i) (i) = o (i) = j.

Cela termine la preuve.
(b) Pour n = 1,2, on a clairement Z(S,) = S,. Soit n > 2. On montre que Z(S,) = {id}.
Supposons par 'absurde qu'il existe o € Z(S,) tel que o # id. Alors il existe i,j €

{1,...,n} tels que i # j et o(i) = j. Comme n > 3, il existe k € {1,...,n}\ {7,5}. On
consideére la transposition 7 = (i k) € S,,. Alors

o7(i) = o(k) # j=7(j) = 7o(i)
puisque o (i) = j et o est injective. Donc o7 # 7o et on obtient une contradiction.

(c) On sait déja que S, est engendré par les transpositions. Il suffit donc de montrer que toute
transposition s’écrit comme une composition des 7;. Soit i < k € {1,...,n}. Alors

(k)= i+1)G+1i+2)- (k=2 k—-1)k-1k(k=-2k—-1)---(Gi4+1i+2)( i+1)
=TiTi+1 " " Te—2Tk—1Tk—2 "~ Ti+1Tj-

Donc on a bien S, = (71,...,7—1). De plus, comme chaque transposition est son propre
inverse, par (a), on obtient

TiTi1 7 = (i(i + 1) T(i+2)) = (i i+2)

Tir1 Ti Tirl = (Tip1(4) Tipa(i4+1)) = (4 i +2)

ce qui montre ’égalité du point (c).

Exercice 7. Montrer que les groupes symétriques S3 et S4 sont résolubles.

Solution. On rappelle que tout groupe d’ordre < 5 est abélien (Série 3, Exercice 3).

S3: On note 0 = (1 2) et p = (1 2 3). On écrit A3 = (p) le groupe cyclique d’ordre 3
engendré par p. On montre que {id} < As < S3 est une suite de sous-groupes normaux tels que
chaque quotient est abélien. Comme [S3 : A3] = 2, A3 est normal dans S3 et S3/A3 est aussi
abélien, car il est d’ordre 2. De plus, As est abélien, vu qu’il est cyclique.

S4: On définit les sous-groupes suivants de Sy:

Ay ={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23),(123),(132),(134),(143),(124),(142),(234),(243)},
Vi = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.

On montre que {id} < Vj < Ay < Sy est une suite de sous-groupes tels que chaque sous-
groupe est normal dans le suivant et chaque quotient est abélien. Comme |A4] = 12, on a
que [Sy : A4 = 2 et ainsi Ay est bien un sous-groupe normal de S;. De plus, Si/A4 est
abélien vu qu’il est d’ordre 2. Par I'Exercice 6 (a), pour o € Sy et {3,j,k,l} = {1,2,3,4}, on
aoc(ij) kot = (a(i) o(4))(o(k) o(l)) € V4, donc Vj est un sous-groupe normal de A4. De

plus, A4/Vy est abélien vu qu’il est d’ordre 3. ljlinalement, V4 est abélien vu qu’il est d’ordre 4.



Exercice 8 (A rendre pour le 25 octobre). Soit G un groupe abélien fini et p un nombre premier.
Montrer que si p divise |G|, alors G a un élément d’ordre p.
Astuce: faire une récurrence sur n = |G|, en commengant par n = p.

Solution. Soit p un nombre premier qui divise |G|. On proceéde par récurrence sur n = |G|.
Si n = p, alors tous les éléments de G (sauf ’élément neutre) sont d’ordre p et donc G' a un
élément d’ordre p. Sin > p, soit © € G avec = # e. Si p divise ord(z) = m, alors 2™/P est un
élément d’ordre p dans G. Si p ne divise pas ord(z) = m, on pose H = (z) le groupe cyclique
engendré par x. Remarquez que comme G est abélien, H est normal dans G. Alors p divise
G : H] = % = % = % Comme [G : H] < |G| et p divise [G : H|, alors G/H contient un
élément d’ordre p par induction. Soit y € G tel que yH € G/H un élément d’ordre p et soit
k = ord(y). Alors y* = e, d’ott (yH)* = H et donc p divise k. Ainsi %/ est d’ordre p dans G.

Exercice 9. Soit G un groupe d’ordre 6. Montrer que:
(a) il existe g,h € G tels que g est d’ordre 2 et h est d’ordre 3,
(b) G est soit cyclique, soit isomorphe au groupe symétrique Ss.
Solution.

(a) Les éléments du groupe G sont d’ordre 1, 2, 3 ou 6. Si G a un élément = d’ordre 6, alors
g = 23 est d’ordre 2 et h = x? est d’ordre 3. Supposons maintenant que G n’ait aucun
élément d’ordre 6. Par 1'Exercice 4 (a) Séries 142, G contient au moins un élément g
d’ordre 2, puisque G est d’ordre pair. Supposons par I'absurde que tous les éléments de
G\ {e} soient d’ordre 2. Alors G est abélien par I'Exercice 4 (b) Série 14-2. Par 1’Exercice
8, comme 3 divise 6, on obtient que GG a un élément h d’ordre 3. Contradiction.

(b) Si G a un élément d’ordre 6, alors G est cyclique. Supposons maintenant que G n’ait
aucun élément d’ordre 6. Par (a), il existe g, h € G tels que g est d’ordre 2 et h est d’ordre
3. Le groupe cyclique (h) engendré par h est d’indice 2, donc il est normal dans G. Ainsi
ghg=' € (k). On a que ghg™! est d’ordre 3, car (ghg~!)™ = gh™g~! pour tout m € Z.
Donc on a soit ghg™! = h soit ghg~! = h%. Supposons que ghg~! = h. Alors gh = hg et
donc gh est d’ordre 6. En effet, (gh)™ = ¢g™h™ pour tout m € Z, car g et h commutent.
On vérifie facilement que gh n’est pas d’ordre 1, 2 ou 3, puisque g est d’ordre 2 et h est
d’ordre 3. Donc gh est d’ordre 6. On obtient une contradiction vu que G n’a pas d’élément
d’ordre 6. Ainsi ghg™' = h?. Ainsi on peut écrire

G = {e,g,h,h? gh, gh*}

et on trouve un isomorphisme de groupes f: G — S3 donné par f(g) = (1 2) et f(h) =
(12 3). En effet, c’est bien un homomorphisme de groupes car

(12)(123)(12) = f(9)f(h)f(9) = fghg) = f(h*) = (13 2).



