THEORIE DES GROUPES - SERIES 1+2
20 et 27 septembre 2019

Groupes

Exercice 1. Soit (G, -, e) un groupe. Montrer que:
(a) sig-ra=g-boua-g=1>b-g,alors a=b, pour tous a,b,g € G,

(b) I’élément e est I'unique élément de G tel que e- g = g = g - e pour tout g € G,

)
)
(c) chaque élément g € G a un unique inverse h € G tel que h-g = e = g-h; on écrit h = g1,
(d) (g7H)~1 =g, pour tout g € G.

(e) P'unique élément tel que g - g = g est 1’élément e.

Solution.

(a) Soit h 'inverse de g. Alors
a=e-a=(h-g)-a=h-(g-a)=h-(g-b)=(h-g)-b=e-b=0b.
On prouve 'autre cas similairement.
(b) Supposons qu’on ait f € G tel que f-g=g=g- f pour tout g € G. Alors
c=c-f=1,
en utilisant les équations pour e et f respectivement.
(¢c) Soit h' € G tel que ' -g=e=g-h'. Alors

h=n-e=h"-(g-h)=(h-g)-h=e-h=h.

g=g-e=g-(g () =@ gH g H ' =e(gH't=@H"

(e) Supposons qu’on ait g € G tel que g - g = g. Par (a), on obtient directement que g = e
puisque g-g=g=g-e.

Exercice 2. Déterminer si chacune des structures suivantes est une structure de groupe. Si oui,
déterminer si la structure est abélienne.

a) les ensembles N, Z, Q et R munis de ’addition;

(a)

(b) les ensembles N*| Z*, Q* et R* munis de la multiplication;
)
)

(c

(d) Pensemble des parties P(X) = {A | A C X} d’un ensemble X muni de la différence
symétrique A+ B = (A\ B)U(B\ A), pour A, B C X;
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I'ensemble S! = {z € C | |z| = 1} muni de la multiplication;



(e) T’ensemble GL, (R) des matrices inversibles de taille n x n muni de la multiplication ma-
tricielle;

(f) étant donné un groupe abélien G et un groupe non-abélien H, leur produit cartésien G x H
muni de la loi (g,h) - (¢', 1) = (g9, hI);

(g) l'ensemble R muni de la loi -y = xy + 1, pour z,y € R;
(h) I’ensemble R? muni de la loi (a,b) - (c,d) = (ac, bc + d), pour (a,b), (c,d) € R?;
Solution.

(a) On vérifie que 'addition donne une structure de groupe a Z, Q et R. En effet, elle est
associative, I’élément neutre est 0, et l'inverse d’un élément = est —x. Ces groupes sont
clairement abélien. En revanche, N n’est pas un groupe muni de I’addition, car n € N\ {0}
n’admet pas d’inverse dans N, vu que tous les éléments de N sont positifs.

(b) On vérifie que la multiplication donne une structure de groupe a Q* et R*. En effet, elle
est associative, ’élément neutre est 1, et 'inverse d’un élément x est % Ces groupes sont
clairement abélien. En revanche, N et Z ne sont pas des groupes munis de la multiplication.
Par exemple, 2 n’admet pas d’inverse pour la multiplication dans N ou Z, car % n’est pas

entier.

(c) On vérifie que S est un groupe. En effet, si z,w € S!, alors |zw| = |z| - |w| = 1 et donc
zw € S, ce qui montre que la multiplication est bien définie. De plus, elle est associative
d’élément neutre 1. Finalement, l'inverse d'un élément z € S! est son conjugué z, qui
appartient aussi & S' vu que |z| = |z| = 1. Clairement, S* est abélien.

(d) On vérifie que P(X) forme un groupe. La différence symétrique est associative, vu que la
réunion et 'intersection sont associatives, ’élément neutre est ’ensemble vide () et I'inverse

de AC X est A. En effet, A+ A= A\ A =(. Clairement, P(X) est abélien.

(e) On vérifie que GL,(R) forme un groupe. La multiplication matricielle est associative,
Pélément neutre est donné par la matrice identité I,,, et U'inverse de A € GL,(R) est
A=l Par contre, GL,(R) n’est pas abélien, car la multiplication matricielle n’est pas
commutative.

(f) Le produit cartésien G x H est un groupe. L’associativité découle de I'associativité des
structures de groupe de G et H. L’élément neutre est donné par (1g,1py), ou lg est
I’élément neutre de G et 1y celui de H. L’inverse d'un élément (g,h) est donné par
(g7 ', h™1). Par contre, G x H n’est pas abélien, puisque H ne l’est pas.

(g) L’ensemble R muni de cette loi n’est pas un groupe. En effet, il n’y a aucun élément neutre
pour cette relation. Supposons par I’absurde qu’il existe e € R tel que e X x = x pour tout
x € R. Alors

-1
ecrx=x VreR < ex+1=2 VreR «<— e:L Vr e R
T

ce qui est absurde.

(h) L’ensemble R? muni de cette loi forme un groupe. On montre I’associativité: pour tous
(a,0),(c,d), (e, f) € R?, on a

((a,b) - (c,d)) - (e, f) = (ac,bc+d) - (e, f) = (ace, (bc + d)e + f) = (ace, bce + de + f)
= (a,b) - (ce,de —i—%") = (a,b) - ((¢,d) - (e, f)).



L’élément neutre est donné par (1,0): pour tout (a,b) € R? on a

(1,0) - (a,b) = (a,b) = (a,b) - (1,0).

L’inverse d’un élément (a,b) € R? est donné par (%, —g), puisque
1 b 1 b

b) - (=, —2) = (1,0) = (=, —2) - (a,b).

@8 =2y = (1,0)= (-, ~2) - (@)

Par contre, ce n’est pas un groupe abélien. Par exemple,

(1,1)-(2,0) = (2,1) #(2,2) = (2,0) - (1, 1).

Exercice 3. Soit G un ensemble. On suppose que G admette deux structures de groupes (-, €)
et (x, f) telles que, pour tous a,b,c,d € G,

(a-b)x(c-d)=(axc)-(bxd).
Montrer que:

(a) les deux structures de groupe sur G coincident, i.e. e = f et g-h = gxh pour tous g, h € G,

(b) le groupe G muni de ces structures est abélien.

Solution. On prend a =d=e et b =c = f, ce qui donne

f=fxf=( - fix(f-e)=(exf) - (frxe)=c-e=e.

Ainsi e = f et on écrit e pour ’élément neutre de * également. Soit g, h € G. On prend a = g,
d=h et b= c=e et on obtient

grh=1(g-€e)x(e-h)=(gxe)-(exh)=g-h,

ce qui prouve que les deux structures - et * coincident. Il reste & montrer que g-h = h - g. On
prend a =d =e et b =g, c = h et on obtient

g-h=gxh=(e-g)x(h-e)=(exh)-(g*xe)=h-g.

On conclut que G est abélien.
Remarque: Ce résultat s’appelle l'argument de Eckmann-Hilton.

Exercice 4. Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrer que:

a) si n est pair, alors le nombre d’éléments d’ordre 2 est impair. En particulier, G' contient
p P p
au moins un élément d’ordre 2.

(b) si tous les éléments (sauf I’élément neutre) du groupe G sont d’ordre 2, alors G est abélien.
Solution. On écrit ord(z) pour 'ordre d’un élément x € G.

(a) On pose A= {x € G|ord(z) =2} et B={z € G |ord(z) > 2}. Alors G\ A= BU {e}.
Or B est de cardinalité paire, car on peut coupler chaque élément avec son inverse. Ainsi,
comme n = #G = (#A) + (#B) + 1 et #G = n et #B sont pairs, alors #A est impair.
En particulier, #A vaut au moins 1.
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(b) Pour chaque z € G, on a que z° = e, donc x est son propre inverse. Ainsi, pour z,y € G,

ay=(zy) =y o =ya

et G est abélien.



Sous-groupes
Exercice 5. Vérifier ou réfuter les affirmations suivantes.

(a) L’intersection de n’importe quelle famille de sous-groupes est un sous-groupe.
(b) La réunion de n’importe quelle famille de sous-groupes est un sous-groupe.
(¢) L’intersection d’'un nombre fini de sous-groupes est un sous-groupe.

(d) La réunion d’un nombre fini de sous-groupes est un sous-groupe.

Solution. Les affirmations (a) et (c¢) sont vraies et les affirmations (b) et (d) sont fausses.

On prouve (a) et (c) découle directement de (a). Soit G un groupe et {H; | i € I} une
collection de sous-groupes de G indexée par un ensemble /. On montre que H = (\;c; H; est
un sous-groupe de G. Soit h,k € H. Alors h,k € H; pour tout ¢ € I. Comme chaque H; est
un sous-groupe, alors h™' € H; et hk € H; pour tout i € I. Ainsi h~' € H et hk € H, ce qui
montre que H est bien un sous-groupe.

On trouve un contre-exemple pour les affirmations (b) et (d). On considere le groupe Z
avec l'addition. Alors 2Z et 3Z sont des sous-groupes de Z (vérifiez!). Or 2Z U 3Z n’est pas un
sous-groupe, car 2,3 € 2Z U 3Z, mais 2+ 3 =5 ¢ 2Z U 3Z.

Exercice 6. Déterminer si chacun des sous-ensembles suivants est un sous-groupe.
(a) munis de addition, NCZ,ZCQ, QCRet Ry CR,ouR; ={zx e R |z >0};
(b) munis de la multiplication, Z* C Q*, Q* C R* et R} C R*, ou R} = {z € R |z > 0};

(c) le sous-ensemble p,, = {z € C | 2 = 1} C S' des racines n°™° de I'unité, muni de la
multiplication;

(d) le sous-ensemble SL,(R) = {A € GL,(R) | det(4) = 1} C GL,(R) muni de la multiplica-
tion matricielle.

Solution.

(a) Munis de 'addition: N n’est pas un sous-groupe de Z, car par exemple —2 est I'inverse
de 2 € N mais n’appartient pas a N. Z est bien un sous-groupe de Q, car l'inverse d'un
élément n € Z est —n € Z et la multiplication de deux entiers reste entiere. Q est bien un
sous-groupe de R, car I'inverse d’'un élément ¢ € Q est —g€ Qet § + 5 = “dljg'lbc € Q, pour
tous a,b,c,d € Z. Ry n’est pas un sous-groupe de R, car par exemple —7 est I'inverse de
m € R4 mais n’appartient pas a R;..

(b) Munis de la multiplication: Z n’est pas un sous-groupe de Q, car par exemple % est I'inverse
de 2 € Z mais n’appartient pas a Z. Q* est bien un sous-groupe de R*, car 'inverse d’un
élément ¢ € Q,oua,b € Z, est 3 €Qet 7-5 =77 € Q, pour tous a,b,c,d € Z. R} est bien
un sous-groupe de R*, car 'inverse d'un élément r € R est % € R% et la multiplication
de réels strictement positifs reste strictement positive.

(¢) pp est bien un sous-groupe de S. En effet, si z € p”, alors 2" = z"2" = (zz)" = 1" = 1.
Donc 27! = z € . De plus, si z,w € py, alors (zw)"™ = 2"w" = 1 et 2w € fiy.

(d) SL,(R) est bien un sous-groupe de GL,(R). Si A € SL,(R), det(A~!) = (det(4))"! =1
et A7 € SL,(R). Et, si A, B € SL,(R), det(AB) = det(A)det(B) =1 et AB € SL,(R).
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Homomorphismes de groupes

Exercice 7. Soit f: (G,-,e) — (H,*,€') un homomorphisme de groupe. Montrer que:

(b) sige G, alors f(g~') = f(g9)~,

(c) si f est bijectif, alors son inverse f~': H — G est aussi un isomorphisme de groupes.
Solution.

(a) On a que f(e) x f(e) = f(e-e) = f(e). Par 'Exercice 1 (e), on obtient f(e) = ¢'.

(b) Pour g € G, on a que f(g) * f(¢7') = f(g-g7') = f(e) = €. Par unicité de I'inverse
(Exercice 1 (c)), on obtient f(g~') = f(g)~ %

(c) On montre que, pour tous h, b’ € H, f~1(h*h') = f~1(h)- f~1(R'). Soit g, ¢’ € G tels que
flg)=het f(¢)=h". Alors
FHhx ) = 7 )+ fld) = FH(flg g =g-g' =) fTHH).

Donc f~! est aussi un homomorphisme de groupes.

Exercice 8. Soit f: (G,-,e) = (H,*,€') un homomorphisme de groupe. Vérifier ou réfuter les
affirmations suivantes.

a) Le noyau de f est un sous-groupe de G.

(a)

(b) L’image de f est un sous-groupe de H.

(c) La préimage f_l(K) d’un sous-groupe K C H est un sous-groupe de G.
)

(d) L’image f(L) d’un sous-groupe L C G est un sous-groupe de H.
Solution.

(a) VRAIL On rappelle que Ker(f) = {z € | f(z) = €'}. Soit z,y € Ker(f). Alors
fla=t)y = f(x) P =€ et fz-y) = fla)* fly) = ¢’ x€ = ¢. Donc a et ax-y
appartiennent bien a Ker(f).

(b) VRAIL Soit a,b € Im(f). Alors il existe z,y € G tels que f(z) =a et f(y) =b. On a que
a~t = f(z)"' = fa7!) € Im(f) et axb= f(z) * f(y) = f(z-y) € Im(f).

(c) VRAL Soit x,y € f~1(K). Alors f(z7!) = f(z) ' € K et f(x-y) = f(z)* fy) € K
puisque K est un sous-groupe de H et f(z), f(y) € K. Donc 27! et x - y appartiennent
bien & f~1(K).

(d) VRAL Soit a,b € f(L). Alors il existe z,y € L tels que f(x) =a et f(y) =b. On a que

al=flx)t=fla=l) e f(L) et axb= f(x)* f(y) = f(z-y) € f(L) puisque L est un
sous-groupe de G.

Exercice 9. Vérifier si les applications suivantes sont des homomorphismes de groupes. Si tel
est le cas, calculer leur noyau et leur image. 5



(a) lapplication f: Z — Z, k — n -k, ou Z est muni de 'addition et n € N est fixé;

(b) Tinclusion f: {0,1} — Z, ou Z est muni de 'addition et {0,1} est tel que 0 est I’élément
neutre et 1 + 1 = 0;

(c) Tapplication f: Z — {0, 1} qui envoie un nombre pair sur 0 et un nombre impair sur 1, ol
Z et {0, 1} sont définis comme ci-dessus;

(d) l'application f,: R — S, 2 — exp(irz), ott R est muni de I'addition, S est muni de la
multiplication et r € R est fixé;

(e) lapplication exp: R — R*, x — exp(x), ou R est muni de l'addition et R* de la multipli-
cation;

(f) T'application exp: C — C*, z — exp(z), ou C est muni de 'addition et C* de la multipli-
cation;

1

(g) lapplication v,: G - G, g~ x-g-x~ ", ou G est un groupe et = € G est fixé.

Solution.

(a) Pour k,l€eZ,ona f(k+1)=n-(k+1)=n-k+n-1= f(k)+ f(I). Donc f est bien un
homéomorphisme. Le noyau est {0} et 'image nZ = {n -k | k € Z}. En particulier, par
I’Exercice 8, on remarque que nZ est un sous-groupe de Z pour tout n € N.

(b) L’application f n’est pas un homomorphisme de groupe, car 0 = f(0) = f(1 + 1) #
fH+fH)=1+1=2.

(¢) Soit n,m € Z. On considere différents cas.

e si n et m sont pairs, alors n 4+ m est pair et f(n+m)=0=04+0= f(n) + f(m);

e si n est pair et m est impair, alors n + m est impair et f(n+m) =1 =041 =
f(n) + f(m);
e si n et m sont impairs, alors n +m est pair et f(n+m) =0=14+1= f(n)+ f(m).

Donc f est bien un homéomorphisme. Son noyau se constitue de tous les entiers pairs,
i.e. son noyau est 2Z. Son image est {0, 1}.

(d) Pour z,y € R, on a f.(z +y) = exp(ir(x + y)) = exp(irz + iry) = exp(irx) exp(iry) =
fr(x) fr(y). Donc f, est bien un homéomorphisme. Son noyau est {27“ ‘n|n€Z}et
I’application est surjective.

(e) Pour z,y € R, on a exp(z + y) = exp(z) exp(y), donc exp est bien un homomorphisme.
Son noyau est nul et I'application est surjective. En particulier, ¢’est un isomorphisme de
groupe.

(f) Pour z,y € C, on a exp(x + y) = exp(x) exp(y), donc exp est bien un homomorphisme.
Son noyau est {2min | n € Z} et l'application est surjective. Remarquez que ce n’est pas
un isomorphisme de groupe!

(g) Pour g,h € G,onaquey(g-h)=x-g-h-z ' =x-g-27'-x-h-27' =7.(9) - v(h).
Donc 7, est bien un homomorphisme. C’est un isomorphisme d’inverse v,-1.



Exercice 10 (A rendre). Soit G un groupe.

1

(a) Montrer que G est abélien si et seulement si I'application f: G — G, g — g~ est un

homomorphisme de groupes.

(b) Supposons que G soit fini. Soit f: G — G un isomorphisme tel que

(i) si f(g) =g, alors g = e, et
(ii) f o f est l'identité sur G.

Montrer que G est abélien.

Astuce: remarquez que tous les éléments de G sont de la forme g~ - f(g).
Solution.

(a) On observe que, pour tout groupe G et pour tous g,h € G, (gh)™" = h™1g7!. Si G est
abélien, alors pour g,h € G

flgh) = (gh) ' =n"lg =g~ 'n7t = f(g) f(R).

Donc f est bien un homomorphisme. Réciproquement, si f est un homomorphisme, alors
pour tous g, h € G,

gh=fgHf(hH =flg'h Y= 'h ! = hyg.
Donc G est abélien.

(b) On montre que I'application G — G, g + g~' - f(g) est bijective. Comme G est fini, il
suffit de montrer l'injectivité. Soit g,h € G tels que g=' - f(g) = h=1- f(h). Alors

Flgh ™) = Fl@) f(hY) = Flo) f(h) "t =gg flg) fF(R) T =g-h t f(h)-fF(h) "t = g-h™ .

Par (i), on a donc g- h™! = e, i.e. g = h, ce qui prouve l'injectivité. Ainsi tout élément de
r € G est de la forme z = g~ - f(g). On a donc

f@)y=flg  fo)=f@) - f@)=flg) " -g=(" flg) ' =a"".

Comme f est un homomorphisme par hypothése, on conclut par (a).

Exercice 11. On pose

()

Montrer que G est un groupe muni de la muliplication matricielle. Construire un isomorphisme
entre G et C* (muni de la multiplication).

z,y € R, x2+y27é0}.

Solution. On montre que G est un sous-groupe de GLy(R), ce qui prouve que G est bien un

groupe. Soit
A= ( 3 y) €G.

7



Alors det(A) = 22 + y? # 0, par hypothése. Donc G C GL3(R). Soit z,y,2,t € R tels que
22 +1y? #£0 et 22 +t2 # 0. Alors on calcule

T oy z t\ [ xz—yt at+tyz
—y x) \—t z) \—at—yz x2-—yt

avec (2 — yt)? + (vt + y2)? = (22 + y?) (2% + t?) # 0. Donc la multiplication de deux éléments
de G reste dans GG. De plus, 'inverse d’un élément est donné par

a=(" YVeg at=_ L (T Y

£0,dott A~! € G. Donc G est bien un groupe muni de la multiplication

avec det(A~!) =
matricielle.
On construit une application

1
2 _|_y2

) * x Yy .
f:G—=C", <—y x>r—>:c+zy.
Clairement, f est bijective. On montre que c¢’est un homomorphisme de groupe. On a
T Yy z B rz —yt xt+yz o B .
. . oy r vy z 1
—(:c+zy)(z+zt)—f<<_y x>>f<<—t z))

On a donc un isomorphisme de groupes entre G et C*.



