TOPOLOGIE - SERIE 9

L’exercice 2 peut étre rendu pour le ler mai 2019.

Exercice 1 (Implication inverse du Lemme d’Urysohn). Soit (X,7) un espace topolo-
gique. On suppose que, pour tous A, B C X fermés et disjoints, il existe une application continue
[ (X, T)— ([0,1], Ts) telle que f(A) = {0} et f(B) = {1}. Montrer que (X,7) est normal.

Solution. Soit A, B C X deux fermés disjoints. On cherche deux ouverts U,V € T tels que
ACU,BCVetUNV = @. Par hypothese, il existe une application continue f: X — [0, 1]
telle que f(A) = {0} et f(B) = {1}. Soit £ > 0. On pose U = f~1([0,¢[) et V = f~1(]1 —¢,1]).
Comme f est continue, U, V sont bien ouverts. De plus, A C f~1({0}) CUet B C f~1({1}) C V.

o

Exercice 2. Démontrer que le Théoréme d’extension de Tietze implique le Lemme d’Urysohn.
Preuve. Soit X un espace normal et A, B C X fermés et disjoints. La fonction

0 zc A

f:AUB—>[O,1],x&—>{1 e B

est continue par le lemme de recollement et, par le Théoreme de Tietze, on peut ’étendre a une
fonction f: X — [0, 1], ce qui prouve le Lemme d’Urysohn. o

Exercice 3. Donner une preuve directe du Lemme d’Urysohn dans le cas d’un espace métrique
(X,d) en définissant f: X — [0, 1] par

d(xz, A)
d(z,A) +d(z,B)’

flx) =
Preuve. Soit (X, d) un espace métrique. Alors X est normal. Soit A, B C X deux fermés disjoints
de X. Soit f: X — [0,1] définie par

d(xz, A)
d(z,A) +d(z,B)’

fz) =

Alors f est continue, car A et B sont disjoints, et, clairement, f(x) = 0 pour tout x € A et
f(z) = 1 pour tout x € B. 0

Exercice 4. Une application du Théoréeme de Tietze.
Montrer qu’un espace métrique X est compact si et seulement si toute application continue
X — R est bornée.

Preuve.

[=>] Si X est compact, pour toute fonction continue f : (X,7T;) — (R, 7s), on a que f(X)
est un compact de R par rapport a la topologie standard. Du coup, par le Théoréme de
Heine-Borel, on sait que f(X) est borné et donc f est bornée.

[<=] Montrons maintenant que si X n’est pas compact, alors nous pouvons construire une
fonction continue qui n’est pas bornée. Soit X un espace métrique qui n’est pas compact.
Alors il existe une suite (z,),en qui n’admet aucune sous-suite convergente, c’est-a-dire,
pour tout = € X, il existe un voisinage qui ne contient aucun z,, (sauf x). Par conséquent
si 'on pose A := {z,, | n € N}, alors
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— chaque z,, est isolé et donc A est discret;

— A est fermé dans X.
Sans perdre de généralités, on peut supposer que x, # T, lorsque n # m. Considérons
la fonction f : A — R définie par z,, — n € R. Elle est continue parce que la topologie de
A est discréte. On peut étendre f a tout 'espace X, en utilisant le Théoréeme d’extension
de Tietze. Clairement, une telle fonction f n’est pas bornée.

Exercice 5. Une application du Théoréme de Métrisabilité.
Soit (X, T) un espace compact de Hausdorff. On va montrer que, si X s’écrit comme une réunion
X =AUB avec A, B C X fermé et métrisable, alors X est aussi métrisable.

(a)
(b)
()

Montrer que X est métrisable si et seulement s’il admet une base dénombrable.
Traiter le cas ou AN B = @.
Traiter le cas ot AN B # @.

Preuve.

(a)

Si X est métrisable et ¢ € Qxg, les boules B(z,q) avec x € X forment un recouvrement
ouvert de X, qui a donc un sous-recouvrement fini B,. En utilisant 1’axiome du choix, on
choisit pour tous ¢ € Q>0 un tel By et alors B := (J,cq., By est une base dénombrable
pour X. Réciproquement, si X a une base dénombrable, on peut appliquer le théoreme
de métrisabilité d’Urysohn parce que tout espace compact de Hausdorff est régulier.

Noter d’abord que A, B, étant deux sous-espaces fermés de X, sont compacts et donc
par (a) possedent deux bases dénombrables A et B. Mais maintenant, vu que A et B
sont disjoints, ils sont aussi ouverts et donc AU B est une base dénombrable de X, ce qui
montre (encore une fois par (a)) que X est métrisable.

Soyent A et B deux bases dénombrables de A et B. Pour U € A, on note que

U:=UU(X\A4) et U\B

sont ouverts dans X (en fait, U’ est le plus grand ouvert de X avec ANU’' = U). En
effet, si U C X est un ouvert tel que U N A = U, alors

U=UUX\A)=UnNAUX\A)=UU(X\A)
U\B=UNAN(X\B)=UN(X\B) (car X\ BC A)
sont ouverts dans X. De fagon similaire, pour V € B
V"=V U(X\B) et V\A

sont ouverts dans X. Pour prouver 1’énoncé, montrons que la collection C de tous les
sous-ensembles de la forme

Unv” U\B,V\A avec Ue A VeRB

est une base pour X. Alors, soit W C X ouvert et x € W. Si x € A mais x ¢ B, on trouve
UcAtelquez e U CWNA. Doncx c U\BC W et U\ B €C.Idem pour z € B\ A.
Finalement, si x € AN B, on a quil existe U € Aet V € Bavecx € U C W N A,
xeV CWNBEB et donc

zeUNV'=UnV)UU\B)U((V\A) CW.



Exercice 6. Dans la preuve du Théoréme de Métrisabilité d’Urysohn, on a montré qu’un espace
régulier (X,7) qui admet une base dénombrable peut étre plongé dans ([0, 1], xx75;). Dans cet
exercice, on va montrer qu'on peut également plonger (X,7) dans ([0,1]N,7,), ol p est la
métrique définie par
p(x,y) = sup{|zn — yn|},
neN

S|

pour x,y € [0,1]N. Procéder de la méme maniére, mais en supposant de plus que f,(z) <
pour tout z € X et n € N (en divisant par exemple chaque fonction f, par n).

Preuve. Comme dans la preuve du Théoreme de Métrisabilité d’Urisohn, il existe une famille
d’applications continues {f,: (X,7T) — ([0,1], 7s) | n € N} telle que:

pour tout U C X ouvert et tout = € U, il existe n € N tel que f,,(z) > 0,
fuly) < % pour tout y € X et f,(y) =0 pour tout y € X \ U.

(Diviser chaque fonction f, par n pour oobtenir la condition supplémentaire.) On définit
Fo(X,T) = (0,1N,7,), F(z) = (fa(@))nen.

Comme dans la preuve du Théoreme de Métrisabilité, on peut montrer que F' est injective. De
plus, la corestriction de F' a Im(F') est ouverte, car la topologie 7, est plus fine que la topologie
produit *n7st- Il reste & voir que F' est continue.

Soit x € X et € > 0. On doit trouver un ouvert U C X tel que z € U et

p(F(y), F(z)) < e, pour tout y € U.

Soit N > 0 tel que % < §. Pour n=1,---, N, par continuité de f,, il existe un ouvert U, C X
tel que x € Uy et |fn(y) — fu(x)| < §, pour tout y € Uy,. On pose U = Uy N --- N Uy. Montrons
que U satisfait la condition ci-dessus. Soit y € U. Si n < N, comme y € U,, on a que

€

2

Sin > N, comme f,(X) C[0,1], on a que
< l <
N ~X

SRS
| ™

‘fn(y) - fn(x)‘ <

Ainsi on obtient

p(F(y) — F(z)) = sup |fn(y) — fu(2)| <

<e€

| ™

et on conclut que F est bien continue et donne un plongement de (X, T) dans ([0,1]N,7,). o

Définition. Soit (X, 7 ) un espace topologique.

(a) On dit que (X, 7) satisfait le deuxiéme axiome de dénombrabilité si 7 admet une
base dénombrable.

(b) On dit que (X, 7T) est séparable s’il contient un sous-ensemble dense et dénombrable,
i.e. ¢’il existe un sous-ensemble D C X dénombrable tel que D = X.

Exercice 7. Par rapport aux topologies qu’on a vues sur R (sauf la topologie du complément
dénombrable), quand est-ce qu’il satisfait le deuxiéme axiome de dénombrabilité? Et quand est-il
séparable?

Preuve.



Est-ce que R satisfait le deuxiéme axiome de dénombrabilité?
(a) Topologie grossiere: OUI, parce que la topologie est finie.

(b) Topologie standard: OUI, parce qu'une base dénombrable est donnée par les ouverts
(a,b) avec a et b rationels.

(c) Topologie discrete: NON. Toute base de la topologie discrete doit contenir tous les
singletons, et donc il n’existe aucune base dénombrable.

(d) Topologie de la limite supérieure: NON, et les détails sont donnés dans l'exercice
8(b).

(e) Topologie supérieure: OUI, parce qu'une base dénombrable est donnée par les ouvert
(—o0,q) avec ¢ rationel.

(f) Topologie Tx: OUI, parce qu'une base dénombrable est donnée par les ouverts (a, b)
et (a,b) \ K avec a et b rationels.

(g) Topologie du complément fini: NON. S'il existait une base dénombrable B := { B, } nen,
on peut toujours supposer B C P(R) \ {@}. Alors tout R \ B, est fini, et

F:=|JR\B,CR
neN
est une réunion dénombrable d’ensembles finis, et du coup un sous-ensemble dénom-

brable de R. Soit x € R\ F. Alors R\ {x} est un ouvert qui ne contient aucun B,,.
Contradiction.

e Est-ce que R est séparable?

On remarque d’abord que si X est séparable par rapport a une topologie T, alors il I'est
aussi par rapport a une topologie 7’ moins fine que 7. Maintenant, c’est clair que Q
est une partie dense dénombrable dans R par rapport a Tjimsup, €t donc les topologies
de la limite supérieure, T, standard, du complément fini, supérieure et grossiére sont
séparables . Ensuite, la topologie discrete n’est pas séparable, parce pour tout ¢ C R
dénombrable, I'on a que I'adhérence de @ coincide avec ), qui est strictement contenu
dans R.

Exercice 8. Comment est-ce que le deuxiéme axiome de dénombrabilité se comporte par rap-
port aux constructions entre espaces topologiques? Démontrer ou réfuter les enoncés suivants.

Si (X, 7T) admet une base dénombrable, et f : (X, T) — (X', T') est continue, alors f(X)
muni de la topologie de sous-espace en admet une aussi. Et si f est aussi ouverte?

Si (X’,T’) admet une base dénombrable, et f : (X,T) — (X', T’) est continue, alors
f7H(X") muni de la topologie de sous-espace en admet une aussi.

Si (X,T) admet une base dénombrable et A C X, alors A muni de la topologie de
sous-espace en admet une aussi.

Si (X,T) admet une base dénombrable, et T’ est une topologie plus fine que T, alors
(X,T’) en admet une aussi.

Si (X,7) admet une base dénombrable, et T’ est une topologie moins fine que 7, alors
(X, T’) en admet une aussi.

Si (X,7T) et (X',T") sont des espaces topologiques admettent une base dénombrable,
alors X x X’ muni de la topologie produit en admet une aussi.

Si (X,7) admet une base dénombrable, et ~ est une relation d’équivalence sur X, alors
X/ ~ muni de la topologie quotient en admet une aussi.



Solution.

(a)

OUI, mais seulement si la fonction est ouverte aussi. En effet, un contre-exemple lorsque
la fonction n’est pas ouverte est donnée par

IdR : (Ra 7gt) — (R7 7:20f)-

Par I'exercice 6, (R, Tcof) ne satisfait pas le deuxiéme axiome de dénombrabilité, alors que
(R, Tst) le satisfait.

Supposons ensuite que f : (X,7) — (X’,T’) soit une application ouverte vérifiant que
(X,T) admet une base dénombrable B := {B; | i € N}. Montrons que la collection
dénombrable {f(B;) | i € N} est une base de (f(X), (T")¢(x)). On va utiliser la caracté-
risation des bases vue en cours. Soit U’ N f(X) € (T")fx) et soit 2’ € U' N f(X). Ainsi,
il existe x € X tel que f(x) = 2’. Par continuité de la fonction il existe U € T tel que
x € U C f~Y(U"). Enfin en utilisant la caractérisation de base B, on sait qu’il existe un
1 € N tel que B; € B vérifiant € B; C U. Ainsi,

o' = f(x) € f(Bi) C f(U) C F(f7HU)) CU"

Finalement, comme f est ouverte, {f(B;) | i € N} est bien une sous-collection de T telle
que, pour tout U’ € T'yxy et 2’ € U', il existe i € N tel que 2’ € f(B;) € U’, donc
finalement bien une base dénombrable de (f(X), 7" f(x))-

NON. En effet, un contre-exemple est donné par
IdR : (Rylniisc) — (R77gt)

OUI. Soit B := {B; | i € N} une base dénombrable de (X, T). Alors, B4 := {B;NA | i € N}
est une base de dénombrable de A. Pour commencer, B4 est bien une sous-collection de
Ta. Soit UN A € Ty un ouvert (donc U € T) et soit x € U N A. Alors par défini-
tion et comme x € U alors il existe B; € B tel que x € B; C U. Ce qui implique que
x € BiNACUNA. Par la caractérisation des bases, B4 := {B; N A | i € N} est bien une
base dénombrable de (A, 74).

NON. (R, Ts) admet une base dénombrable alors que (R, Tjisc) non et on vérifie bien que
7;‘5 g 7:1150-

NON. (R, Ts) admet une base dénombrable alors que (R, 7¢of) non et on vérifie bien que
Teof € Tst-

OUI. Soit Bx la base dénombrable de (X,7) et Bxs la base dénombrable de (X', 7).
Montrons que
BXXX’ = {B X B/ ’ B S BX and B/ c BX’}

est bien la base recherchée. En effet, c’est une sous-collection dénombrable de T * T, car
un produit d’ensemble dénombrable est dénombrable. Finalement, soit U x U’ un ouvert
de T x T, et soit (z,y) € U x U'. Alors, par le fait que Bx est une base, on sait qu’il
existe B € By, tel que z € B C U. De méme, par le fait que By est une base, on sait
qu’il existe B’ € By, tel que y € B’ C U’. Ainsi, (z,y) € Bx B' CU x U’, ce qui conclut
la preuve, par la caractérisation.

NON. Prendre R muni de la topologie standard, et R/Z le quotient de R par rapport a
la relation déquivalence

x~y <— A{x,y} CZouxz=y.



On peut voir ce quotient comme une fleur avec un nombre infini de pétales. On montre
que R/Z ne satisfait pas le deuxiéme axiome de dénombrabilité. Supposons qu’il existe
une base dénombrable pour la topologie quotient. On considere la famille {Up, }nen de
tous les éléments de cette base qui contiennent [0]. On va construire un ouvert U du
quotient qui contient [0] et qui ne contient aucun U,, ce qui contredit le fait qu’on ait
commencé avec une base.

Comme tout U, est ouvert dans le quotient et contient [0], 7~1(U,,) est ouvert dans R et
contient Z. En particulier, il existe 0 < d,, < 3 tel que [n — dp,n +d,] C 7~ 4(U,). On

pose alors
oo

Vi=|J(n—dun+dy) CR.
n=0
Comme 7~ 1(7(V)) = V est un ouvert dans R qui contient Z, alors U := 7(V) est un
ouvert du quotient qui contient [0]. Pourtant U ne contient aucun U,. En fait, si U
contenait U, pour quelque n, alors
1 1

(n—dn,n+dn):Vﬂ(n—§,n+§)zwfl(U)ﬂ(n—f,n—l——)

ce qui donne une contradiction.

Exercice 9.

(a)
(b)

Montrer qu’'un espace métrisable et séparable admet une base dénombrable.

Conclure que (R, Tjimsup) n'est pas métrisable (alors qu'’il est normall).

Solution.

(a)

Si (X, d) est un espace métrique avec ) une partie dense dénombrable, il suffit de consi-
dérer la base donnée par

1
B:= {BX(Q7 E)}(q,n)EQXI\U
qui est bien dénombrable.

Le sous-ensemble Q est dense dans (R, Tiimsup), car chaque ouvert de base (a,b] doit
nécessairement contenir un nombre rationnel. Ensuite, on montre que chaque base de
topologie pour (R, Tiimsup) est indénombrable. Soit B C Tiimsup une base pour Tiim sup-
Pour chaque z € R il existe B, € B tel que = € B, C (z — 1, z|. Lorsque x > y, on a que

z >y =max(y — 1,y] > max B,,.

En particulier z € B, \ By et B, # B,. Autrement dit, la correspondance = — B, définit
une application injective R — B, et donc |R| < |B|. Ainsi (R, Tiimsup) 1’est pas métrisable.



