Topologie algébrique
Série 9

29.04.2019

L’exercice 2 est a rendre le 06.05.2019.

1. (Produits tensoriels de complexes de chaines)

(a) Soient C' = (C,d.) et C' = (C},d.,) des complexes de chaines sur Z.
Définir C® C' = ((C® "), D,) par (CRC" ) = @y pyen Ce®@C),
avec différentielle D,, : (C ® C"),, = (C ® C"),,—1 donnée par

Dp(c®d)=dic@d + (-1)cxd,,

pour ¢ € Cy and ¢’ € C/.. Montrer que C' ® C’ est bien un complexe
de chaines.

(b) Trouver un ensemble de modeles dans Top x Top par rapport auquel
les deux foncteurs

(S:(=) ® Si(—))" : Top x Top — Ch*

et
S(—= x =) : Top x Top — Ch®

sont libres et acycliques. Justifier.
2. (Equivalences d’Eilenberg-Zilber et d’Alexander-Whitney)

(a) Montrer que pour tout couple d’espaces topologiques X et Y, il existe
des équivalences de chaines naturelles et mutuellement inverses

Vxy : (Se(X)®S.(Y)) = S5(X xY)

et
Txy  SS(X x V) = (Su(X) ® S.(Y))".

En déduire que
(X < V) 2 H ((S.(X) @ 8.(1))),

de fagon naturelle en X et Y.
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(b) Montrer que le diagramme

e Vx,y®lds, (z)
_—

(S+(X) @ 8.(Y) © S.(2)) (S.(X xY)® 8.(2))°

IdS*(X)®vY,Z\L leXY,Z

Vx,yxz

(S:X ® S.(Y x 2))° S:(X xY x Z)

commute & homotopie de chaines pres.

3. Une algébre graduée (sur Z) consiste en une famille A, = {A,}n>0 de
groupes abéliens, munie d’une famille d’homomorphismes

s = {,un : @ A@ & Anz — An}nZO
l+m=n

et d'un homomorphisme 7 : Z — Ag vérifiant ['axiome d’unité, i.e., les

composées
A4, 0L 2 A 9 Ao P Ao An £ 4,
L+m=n
et 1d
A2 Z® A, T2 Ag0 Ay @D Ar® An 5 A,

{+m=n

sont égales a l'identité pour tout n > 0, et associativité, i.e.,

Do<m<n bn-—m®Ida,,

@k‘ﬂ-"m:n Ak @ AZ © Am ®0Sm§n Anfm ® Am
Do<i<n IdAk@#R_ki J{un
®0S/€Sn Ap @ Ap_i, i A,

commute pour tout n > 0.

Montrer que l’existence de la transformation naturelle V implique que si
G est un groupe topologique (i.e., I'inversion G — G : g — g~ ! et la
multiplication G x G — @ sont continues), alors H5"5(G) est une algtbre
graduée.

4. Montrer que tout espace topologique contractile est acyclique et que tout
produit fini d’espaces acycliques est acyclique.



