TOPOLOGIE - QUIZ 9

Question 1. Petites révisions... Compléter le tableau. On pose X un ensemble quelconque et
J un ensemble indénombrable.

Espaces

T

Hausdorff

Régulier

Normal

Base dénombrable

Métrisable

%%%%%%
u>(>
€
=




TOPOLOGIE - SERIE 10

L’exercice 2 peut étre rendu pour le 8 mai 2019.

Exercice 1. Montrer que étre connexe par arcs est une propriété topologique.

Exercice 2. Démontrer que D? = {(z,y) € R?|z? + y*> < 1} n’est pas homéomorphe a
Sti={(z,y) € R¥2% +¢y* = 1}.

Exercice 3. Comment est-ce que la connexité (par arcs) se comporte par rapport aux construc-
tions entre espaces topologiques? Démontrer ou réfuter les énoncés suivants.

(a) Si (X,T) est connexe (par arcs) et f : (X,7T) — (X', T’) est continue, alors f(X) l'est
aussi.

(b) Si (X', T") est connexe (par arcs) et f : (X,T) — (X', T") est continue, alors f~1(X")
I'est aussi.

) Si (X, T) est connexe (par arcs) et A C X un sous-espace, alors A 'est aussi.

) Si (X, T) est un espace topologique et A C X est connexe (par arcs), alors A 'est aussi.

) Si (X, T) est connexe (par arcs) et 7' est plus fine que T, alors (X, T”) 'est aussi.

) Si (X, T) est connexe (par arcs) et 7' est moins fine que T, alors (X, 7”) l'est aussi.

) Si (X, T) et (X',T') sont connexes (par arcs), alors (X x X', 7 xT') 'est aussi.

)

Soit (X, 7T) un espace topologique et A, B C X deux sous-ensembles tels que X = AU B.
Si A et B sont connexes (par arcs), alors X l'est aussi. Et si AN B # @7

(i) Soit (X,7) un espace topologique et A, B C X deux sous-ensembles. Si A et B sont
connexes (par arcs), alors AN B 'est aussi.

(j) Si (X,T) est connexe (par arcs) et ~ est une relation d’équivalence sur X, alors X/
Pest aussi.

Exercice 4. (a) Est-ce qu’un ensemble fini est connexe par arcs par rapport a la topologie
du complément fini?

(b) Est-ce que R est connexe par arcs par rapport a la topologie du complément fini? Et par
rapport a la topologie du complément dénombrable? Indication: Utiliser que Q NI est
dense dans I et dénombrable pour montrer que chaque arc dans (R, Tgen) est nécessaire-
ment constant.

Exercice 5. Voici deux applications du Théoreme de la valeur intermediaire.
(a) Soit g: (51, (Tat)s1) — (R, Tst) une application continue.

e Considérer I'application G: (S, (Tst)s1) — (R, Tat),  — g(x) — g(—x). Que peut-on
dire sur sa continuité?

e Montrer qu’il existe un x € St tel que g(z) = g(—x).
(b) Soit f: ([0, 1], (Tst)j0,1]) — ([0, 1], (Tst)[0,1)) une application continue.

e Considérer Papplication graphe F': ([0, 1], (Tst)0,1]) = (R?, Tat), @ = (z, f(2)). Que
peut-on dire sur sa continuité? Et sur la continuité de G(z) := f(z) — 27

e Montrer qu’il existe un z € [0, 1] tel que f(x) = x.
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