TOPOLOGIE - SERIE 8

L’exercice 3 peut étre rendu pour le 17 avril 2019.

Exercice 1. (*) Montrer que le cube de Hilbert X = [[y[0, 1] muni de la topologie produit
est homéomorphe & 'espace métrique X’ = []y][0, %] muni de la topologie induite de la distance

d(z,y)

=V o —yn)? Vz,ye X'

Preuve. Considere I'application f : X' — X donnée par f(x;) = kxg. Comme [ est une appli-
cation bijective, X est de Hausdorf et X’ est compact, il suffit de montrer que f est continue
pour conclure que c¢’est un homéomorphisme. Soit

U:i= (a1 —¢c,a1+¢) x...x(ap —e,ar +¢€) x [0,1] x [0,1]...

un ouvert dans X. Alors f~1(U) est de la forme

ag g ag 9 1 1

(a1—€7a1+€)X...X(i—f,i‘i_*)x[o,m}><[07m]....

On va montrer qu’il est ouvert, i.e. si  := (2,)nen appartient & f~1(U), alors il existe d > 0 tel
que B(z,d) C f~H(U). 11 suffit de choisir d < min,<p{|z, — % + £[}.

Exercice 2. Montrer que

(a)
(b)
()

(R, Tsin) est Ty (tout singleton est fermé), mais n’est pas de Hausdorff.
(R, Tx) est Hausdorff & base dénombrable, mais n’est pas régulier.

(R, Thim sup) €st normal.

Solution.

(a)

Soit = € R. Le singleton {x} est fermé par rapport a 7gy, car fini. Donc (R, 7gy) est T;.
Soit z # y € R et soit U,V € Tgy, tels que z € U et y € V. Par définition, il existe
Tlyeoo s TnyYl,--->Ym € R tels que

U=R\{z1,...,zn} et V=R\{y1,...,ym}

SiUNV = @, alors R = {z1,...,2n,Y1,...,Ym} est fini, ce qui est absurde. Donc
UNV # @ et (R, Tan) n'est pas de Hausdorff.
L’espace topologique (R, 7x) est de Hausdorff, car Ty, C Tk et (R, Ty ) est de Hausdorff.
On sait que (R, 75) est & base dénombrable. Soit B une base dénombrable de (R, 7g). On
pose

B =BU{B\ K| B ec B}.
Alors B’ est une base dénombrable de (R, Tx) (& vérifier!).
Par définition de la topologie sur (R, 7x), 'ensemble K est fermé. On montre qu’on ne
peut pas séparer 0 et K. Soit U,V € Tk tels que 0 € U et K C V. Alors il existe ¢ > 0
tel que 0 € |—¢,e[\ K C U. Soit n € N* tel que = < e. Comme + € K C V, il existe
a,b € R tels que % € ]a,b[ C V. Mais alors

@ # (|-, e[ \K)NJa,b[ CUNV.

On en déduit que (R, 7x) n’est pas régulier.
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(c) Soit A, B C R deux fermés par rapport a Tiimsup tels que AN B = @. On pose
Xo:={zeR|]z,a]NB =0}
pour a € A et
Vo :={yeR|[]y,b|nA=0o}

pour b € B. Ces ensembles sont non vides, car, sia € A C X \ B, alors il existe z € R tel
que |x,a] € X \ B (car X \ B est ouvert) et de méme pour b € B. Alors

AQU::U U]x,a] et BQV::U U]y,b]

a€AzxeX, beB yeY,

et les ensembles U et V sont des ouverts disjoints. En effet, si on a z € U NV, il existe
a€A xe€ X, beBetyceY,tels que z € |x,a]N]y,b]. Ainsi a € |y, b], ce qui contredit
la définition de Xjp. O

Exercice 3. Par rapport aux topologies qu’on a vues sur R, quand est-ce qu’il est régulier? Et
normal?

Solution.

(a) Lorsque l'espace R est muni de la topologie grossiére, supérieure, du complément fini et
du complément dénombrable, il n’est pas de Hausdorff. Donc il n’est ni régulier ni normal.

(b) Lorsque 'espace R est muni de la topologie standard ou discréte, il est métrisable. Donc
il est normal et régulier.

(c) Lorsque l'espace R est muni de la topologie 7, il n’est pas régulier (par I’Exercice 2 (b))
et donc pas normal non plus.

(d) Lorsque l'espace R est muni de la topologie de la limite supérieure, il est normal (par
I’Exercice 2 (c)) et donc également régulier. 0

Exercice 4. On définit les éléments suivants de R2:

amn = (5o )y Mo €N = (5,0), m €N*, p=(0,0).

'n
Posons
X = ( U {am,n}) U ( U {xm}) u{p}.
m,neN* meN*
On définit une base de topologie B sur X comme le sous-ensemble des parties de X contenant:
e les singletons {aym} pour tous n,m € N*;
e les ensembles By, (zpm,) = {m} U {am i | kK = n} pour tous n,m € N*;
e les ensembles By, (p) := {p} U U, >n{@mk | K € N*} pour tout n € N*.

On va montrer que X est un exemple d’espace topologique a base dénombrable et de Hausdorff
qui n’est pas métrisable.

(a) Vérifier que B définit bien une base de topologie sur X. On peut alors munir X de la
topologie engendrée par B.

(b) Vérifier que X est a base dénombrable.
(c) Montrer que X est de Hausdorff.



(d)
(e)

Montrer que {x,, | m € N*} est un sous-espace fermé de X.

Montrer que X n’est pas régulier. En déduire que X n’est pas métrisable.

Solution.

(a)
(b)

Il est facile de vérifier que B définit une base de topologie.

On a que
B={{amn}|mneN}U{B,(zm)|mneN}U{B,(p) |neN}

Donc B est une base dénombrable de X.

Pour tous « # y € X, on montre qu’il existe deux ouverts disjoints U,V € B tels que
reUetyeV.

Pour x = apmp et y = a5 avec (m,n) # (r,s), on pose U = {amn}t et V = {a,s}.

Pour z = am, et y = z,, on choisit N > n et on pose U = {amn} et V = By(z,).

Pour x = ap,,, et y = p, on choisit M > m et on pose U = {amn} et V = By (p).

Pour x = z, et y = x, avec m # r, on choisit n € N* et on pose U = By (z,,) et
V = By(z,).

Pour z = x,, et y = p, on choisit M > m et n € N* et on pose U = By (z,) et V = By (p).
Alors X est bien un espace topologique de Hausdorff.

On note F' = {z,, | m € N*}. On a que

X\F= | {amn}U{p}
m,neN*
Or, pour chaque m,n € N*, on a {am,} C X \ F et B,(p) C X\ F, ot {amn} et By(p)
sont des voisinages ouverts de a, ,, et p respectivement. Donc X \ F est ouvert et F est

fermé.

On va montrer que p et F' ne sont pas séparables. Soit U,V des ouverts de X tels que
F CUetpeV. Alors il existe une suite {n,, }men+ d’entiers telle que

U Bulim) = U G} Uams | 5> nn}) CU

meN* meN*

et il existe NV € N* tel que

By(p) ={p}U |J {amp |k eN} C V.
m>N
Mais
@ # |J Bun(zm)NBy(p) CUNV.
meN*

Ainsi X n’est pas régulier. Comme tout espace métrisable est régulier, en particulier
X n’est pas métrisable. O

Exercice 5. Soit (X,7) un espace topologique. Montrer que

(a)
(b)

si (X,7T) est normal et A est un fermé de X, alors (A, T4) est aussi normal.

si T est la topologie cofinie sur X, alors (X, 7) est régulier si et seulement s’il est normal.

Preuve.



(a)

Soit F,G C A des fermés disjoints de (4, Ty). 1l existe des fermés F', G’ de (X, T) tels
que FF=F'NAet G=G NA. Alors F, G sont des fermés de (X, 7)), puisque A est fermé.
Comme (X,7) est normal, il existe deux ouverts disjoints U,V € T tels que F' C U
et G C V. Finalement, U N A et V N A sont deux ouverts disjoints de (A4, T4) tels que
FCUNAetGCVNA.

Il a été vu en cours qu’'un espace normal est régulier. Supposons donc que X soit régulier
et montrons que cela implique que X est normal.
Soit A, B C X deux fermés, alors A, B sont finis. On écrit

A={ai,...,an}.

Comme X est régulier et B est fermé, pour chaque 1 < i < n, il existe des ouverts
disjoints U;, V; tels que a; € U; et B C V. Alors

ou U,V sont des fermés disjoints. En effet, si x € U NV, alors il existe 1 < i < n tel que
x € U;. Or, par définition de V, on a aussi z € V;, ce qui est absurde vu que U; N V; = &.
On conclut que X est normal.

Exercice 6. Soit J un ensemble indénombrable. On va montrer que R’ muni de la topologie
produit % ;75 n’est pas normal. Posons X = (N*)7. Alors X est un sous-espace fermé de R” et il
suffit donc de montrer que X n’est pas normal (Exercice 5 (a)). On regarde les éléments z € X
comme des fonctions z: J — N*.

(a)

Soit x € X et B C J un sous-ensemble fini. On pose
U(z,B) :={y € X | y(a) = z(«) pour tout o € B}.

Montrer que les ensembles U(z, B) forment une base de X.

On définit P, comme le sous-ensemble de X contenant les fonctions z € X qui sont
injectives sur J \ z7!(n) pour chaque n € N*. Montrer que P; et P sont fermés et
disjoints.
Soit U,V deux ouverts de X tels que P, C U et P» C V. Montrer qu’il existe une suite
{a;}ien+ d’éléments de J et une suite 0 = ng < n1 < ng < ... d’entiers telles que, si on
définit

B,L' = {al,...,am}

et x; € X par les équations

zi(aj) =7 pour tout 1 < j < njg
zi(a) =1 pour tout o ¢ B;_1,

pour chaque i > 1, alors U(x;, B;) C U pour tout i € N*.
Indication: Remarquer que x1(a) = 1 pour tout o € J et trouver By C J fini tel que
U(x1,B1) C U. Procéder par récurrence.



(d)

Soit A = {«; | i € N*} construit en (c). On définit y € X par les équations

y(aj) =j pour tout oj € A
y(a) =2  pour tout a ¢ A.

Trouver B C J fini tel que U(y, B) CV et i € N* tel que BN A C B;. Montrer que
U(ziy1, Biv1) NU(y, B)

est non vide. En déduire que U NV est non vide et que X n’est pas normal.

Solution.

(a)

Il est facile de vérifier que I'ensemble des U(x, B) satisfait les axiomes d’une base de
topologie. Il reste & montrer que la topologie engendrée par cette base est bien la topologie
produit sur X. Soit V' un ouvert de la base de la topologie produit. Alors V =[] ; V,, ou
A ={a € J|V, #N*"} est un ensemble fini. Soit z € V. Alors on a que U(z, A) C V.
Ainsi la base formée des U(z, B) engendre bien la topologie produit sur X.

Six € PN Py, alors z € P; et la restriction de z & J\ 271(1) est injective. En particulier,
il existe au plus un élément envoyé sur 2 par z, i.e. |z7!(2)] < 1. Comme = € P, la
restriction de z & J \ #71(2) est également injective et donc on doit avoir que I’ensemble
J\ z71(2) est dénombrable (car I'image de x est contenue dans N*), ce qui est absurde
puisque J est indénombrable et z71(2) est fini. Ainsi Py N P, = @.

On montre encore que P, est fermé pour tout n € N*. Soit € X \ P,. Alors il existe
a,B € J\ z7(n) tels que z(a) = z(B). 1l s’en suit que U(z, {a, B}) € X \ Py, ce qui
prouve que X \ P, est ouvert.

Donc P; et P, sont bien des fermés disjoints.

Comme z1(«) = 1 pour tout o € J, on a que 1 € P; C U. Comme U est ouvert, il existe
un ensemble fini By = {ai,...,an, } C J tel que U(x1,B1) CU.

Pour ¢+ € N*, supposons qu’on ait définit 0 = np <n; < ... <n;et ag,...,an, € J tels
que U(xj, Bj) C U pour tout 1 < j <i. On a que ;41 € X est défini par les équations

zit1(aj) =7 pour tout 1 < j < ny
ziy1(a) =1  pour tout a ¢ B;.

En particulier, on a que z;11 € Py C U et il existe Bj, | C J fini tel que U(x;41, Bj ) C U.
On pose Bjy1 = BiUBj ; ={a1,...,ap,,,} C J. Alors

U(xip1, Biy1) € U(xiy1,Bi) CU.

(Remarque: quitte & rajouter un indice, on peut supposer que By # & et B; C B;y1.)

On remaque d’abord que y € P, C V. Donc il existe B C J fini tel que U(y, B) C V. De
plus, comme
BnA=Bn J B
1eEN*
et B est fini, il existe i € N* tel que BN A C B;. On montre que

U(ziv1, Bi+1) NU(y, B) # @.

Comme z;41(oj) = j = y(ay) pour tout a; € B; = {ov,..., 0, } et BNB;11 € BNA C By,
si on définit z € X par les équations

z(aj) =j pourtout 1 <j<ny
z(aj) =1 pour tout n; < j < nipq
z(a) =2  pour tout a ¢ By,



alors z € U(2j4+1, Bi+1) NU(y, B). On en déduit que U NV # & et ainsi que X n’est pas
normal. 0

Exercice 7. Comment est-ce que les propriétés de séparation se comportent par rapport aux
constructions entre espaces topologiques? Démontrer ou réfuter les enoncés suivants.

(a)

Si (X, T) est régulier (resp. normal) et f: (X,7) — (X', T") est continue, alors f(X) est
régulier (resp. normal).

Si (X', T") est régulier (resp. normal) et f : (X,7) — (X', T") est continue, alors f~1(X")
est régulier (resp. normal).

Si (X, T) est régulier (resp. normal) et A C X, alors A est régulier (resp. normal).

Si (X, T) est régulier (resp. normal) et 7’ est une topologie plus fine que T, alors (X, 7”)
est régulier (resp. normal).

Si (X, T) est régulier (resp. normal) et 77 est une topologie moins fine que T, alors (X, T")
est régulier (resp. normal).

Si (X, Ti)ier est une famille d’espaces topologiques réguliers (resp. normaux), alors leur
produit ([T;c; Xi, *icr 7i) est régulier (resp. normal). Et si le produit est fini?

Si (X, T) est régulier (resp. normal) et ~ est une relation d’équivalence sur X, alors X/
est régulier (resp. normal).

Solution.

(a)
(b)
()

NON. Considérons 'application Idg : (R, 7qisc) — (R, Tx). L’image n’est pas un espace
régulier (et n’est donc pas normal), alors que le domaine est normal (donc régulier).
NON. Considérons 'application Idg : (R, Tx) — (R, 75 ). La préimage n’est pas un espace
régulier (donc pas normal), alors que le codomaine est normal (donc régulier).

OUI pour la régularité. On a vu dans le cours qu'un sous-espace d’un espace régulier est
toujours régulier.

NON pour la normalité. Comme un produit d’espaces compacts est compact et un produit
d’espaces de Hausdorff est de Hausdorff, on a que le produit [[z[0, 1] est compact et de
Hausdorff. Par un théoreme du cours, cela implique qu’il est normal. Or, par ’Exercice 6,
on a que le produit []]0, 1] n’est pas normal, puisque qu’il est homéormorphe au produit
[Iz R. Ainsi []]0, 1] est un sous-espace non normal de 'espace [[][0, 1].

NON. Considérons les topologies 75t € Tx sur R. On sait que I'espace R muni de la
topologie standard est normal (donc régulier), or il n’est pas régulier (donc pas normal)
lorsqu’il est muni de la topologie Txk.

NON. Considérons les topologies Tgr € Tgt sur R. On sait que I'espace R muni de la
topologie standard est normal (donc régulier), toutefois il n’est pas régulier (donc pas
normal) lorsqu’il est muni de la topologie grossiére.

OUI pour la régularité. On a vu dans le cours qu’un produit d’espaces réguliers est toujours
régulier.

NON pour la normalité. Le produit [[; R muni de la topologie produit x;7s n’est pas
normal lorsque J est indénombrable (Exercice 6). La normalité ne marche pas non plus
avec les produits finis, car le produit (R x R, Tiim sup * Tlimsup) 1’est pas normal, alors que
(R, Tiimsup) P'est (Exercice 1 c).

NON. Considérons l'espace X = {—1,1} x [—1,1] muni de la topologie standard et la
relation d’équivalence ~ introduite dans I’Exercice 2 (b) de la Série 8. Alors 'espace X
est métrisable et donc normal (donc régulier), toutefois on a montré que le quotient n’est
pas de Hausdorff, donc pas régulier (donc pas normal).



Exercice 8. Trouver un exemple d’espace topologique (X, 7T) tel que le singletons {x} ne sont

pas tous fermés mais Vo € X et VB C X \ {z} fermé, 3 U,V ouverts t.q. z € U, B C V et
unv =g.

Solution. Un exemple est X := {1,2,3,4} muni de la topologie {&, {1,2},{3,4}, X }. o



