TOPOLOGIE - SERIE 3

L’exercice 6 peut étre rendu pour le 13 mars 2019.

Exercice 1. Soit (X,7) un espace topologique, et soit Y C X.
(a) Montrer que si B est une base de T, alors {BNY | B € B} est une base de Ty

(b) Soit A C Y. Montrer que I’adhérence de A par rapport & Ty est égale & ANY, ou A est
son adhérence par rapport a 7.

Preuve. (a) Pour tout y € Y, il est vrai que y € X, car Y C X et donc comme B est une
base, il existe B € B tel que y € B (par Bl). D’'ou,y € Y et y € B, et alors y € BNY.

Ensuite, soit B1NY et BaNY tel que By, By € Bet soit y € (B1NY)N(B2NY). Remar-
quons alors que (B1NY )N (B2NY) = (B1 N By)NY, par associativité et commutativité
de l'intersection. Par la propriété B2 de la base B, on sait qu il existe Bs € B tel que
y€ B3 C BiNBy. Maisalorsy € BsNY C (B NY)N(B2NY).

Donc, {BNY | B € B} est bien une base, vérifions qu’elle engendre bien 7y. Soit B; € B,
pour tout j € J. Alors, U, (B;jNY) = (Ujes Bj)NY (par les propriétés de I'intersection
et I'union démontrés précédemment), donc comme B engendre 7, on a bien que cette
base engendre la topologie Ty .

(b) On calcule

a7 = N C par définition
ACCCY, C fermé de Y
= N (BNY) parce que C = BNY pour B fermé de X

ACBNYCY, B fermé de X

B|INnY
ACBNY CY, B fermé de X

= N B|lNY parce que ACY
ACB, B fermé de X

= ANY. par définition

Exercice 2. Par rapport aux sept topologies sur R qu’on a vues dans la Série 1, dire quand la
topologie de sous-espace induite sur N est discréte. Et sur K7 Et sur K U {0}?

Solution.
Pour N:
e 7y Non.
o Tsup: Non.
e Tin: Non.
o Tgi: Oui.
® Tlimsup: Oui, parce qu’il 'est par rapport a 7.
e Tx: Oui, parce qu’il U'est par rapport a Tg.
e Tisc: Oui. 0
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Pour K:
e 7o Non.
e Tsup: Non.
o Tgn: Non.
e Ty: Oui.
® Tlimsup: Oui, parce qu’il 'est par rapport a 7.
e Tx: Oui, parce qu’il I'est par rapport a Tg.
® Tgisc: Oui.
Pour K U {0}:
e 75: Non, parce que {0} n’est pas ouvert dans K U{0} par rapport a la topologie standard.
e 7o Non.
e T.up: Non, parce qu’il ne 'est pas par rapport a 7.
e Tin: Non, parce qu’il ne I'est pas par rapport a 7.
e Ti: Oui.
® Tiimsup: Oui, parce qu’il 'est par rapport a Tk
e Tiisc: Oui.

Exercice 3. Soient (X,d), (Y,d) deux espaces métriques et f: X — Y une application. Prouver
que f est continue par rapport & 7g et Tx si et seulement si elle est continue au sens e-6:

Ve XVe€ RygIo € RyoVa' € X: d(z,2") <6 = d'(f(z), f(2))) <e.
Preuve. On remarque d’abord que la condition au-dessus est equivalente & la suivante:
Vee XVee RypId€ Rug: f(Bx(x,0)) C By (f(z),e).

[=>] Puisque f est continue, on a que pour tout z € X et r > 0 la préimage de la
boule ouverte By (f(z),e) C Y est ouverte et elle contient z. En particulier, on a qu'’il existe
une boule ouvert dans X de la forme Bx(x,6) tel que By (z,8) C f~'(By(f(x),¢)), et donc
F(Bx(2,8)) € By(f(x),2).

[<=] Soit U C Y un ouvert, tel que f~(U) n’est pas vide. On va montrer que f~(U) est
ouvert. Soit z € f~1(U). Puisque U est ouvert et il contient f(z), il y a une boule By (f(z), €) qui
est contenue dans U. En utilisant I’hypotheése on obtient 6 > 0 tel que f(Bx(z,d)) € By (f(x),¢),
et donc Bx(x,6) C f~Y(By (f(z),¢)) € f~Y(U). Donc f~(U) est ouvert. 0

Exercice 4. Montrer que la fonction f: R — R, définie par

|| siz e

est continue seulement en 0, par rapport a la topologie standard sur R.

Preuve. Posons T = Tg.

La fonction est continue en 0. En effet, soit U’ € T tel que f(0) =0 € U’, on écrit U’ =|a, b]
(dans la topologie standard) avec a < 0 < b. On calcule f(]a,b[) = [0, max(]al,|b|)) N Q. Or ceci
est bien inclus dans |a, b[. D’ou, YU’ € T tel que f(0) € U’, il existe

U := (— min{|al, |b|}, + min{]al|, |b|}) € T



tel que 0 € U et f(U) Cla, b|.
Soit maintenant, z € Q \ {0}, alors
f(z) = |z| €]lz| —&,|z| +e[=U" €T,

avec € = |z|/2 > 0. Ainsi, observons que 0 ¢ U’. Mais, par densité de Q dans R, on a 0 € f(U)
pour tout U € T tel que x € U, car il existe y € R\ Q tel que y € U, et donc f(y) =0 € f(U).
Ainsi, la fonction n’est pas continue en = € Q.

Pour finir, prenons x € R\ Q. Alors, f(z) = 0 €] — ¢,¢[, avec € = |z|/2 > 0. Alors pour
tout U € T tel que z € U, il existe (z,)22, C QN U, une suite croissante (lorsque x positif,
décroissante lorsque z négatif) telle que lim,, o, = x (par densité de Q dans R). Ainsi, il
existe N tel que |[xy—z| < e. Ainsi, |zn| > |z|—|zy—z| > |z|—c = |2]|/2 = €. Donc |zy| € f(U),
n’appartient pas a | — e,¢[. Ainsi, f n’est pas continue en x € R\ Q. o

Exercice 5. Soient f: R — R et g : R — R définies par
f(z) =2z et g(z) := —u.

Par rapport aux sept topologies sur R qu’on a vues dans la Série 1, dire quand f et g sont des
homéomorphismes.

Pour f:

e Tiisc: Oui.
o Ty Oui.
o 7gi: Oui.

e Taup: Oui, parce que pour tout @ € R on a que f~!(—o00,a) = (—o0, %), qui est ouvert et
(f Y)Y (~o0,a) = f(—o00,a) = (—o0,2a) qui est ouvert.

Ten: Oui, parce que f et f~! sont bijective et respecte la cardinalité.
p q ] p

Tiimsup: Oui, parce que pour tout a,b € R on a que f~1([a,b)) = ([5, g)), qui est ouvert
et (f~H71([a,b)) = f([a,b)) = [2a,2b) qui est ouvert .

Tk Non, parce que (f1)"'(R\ K) = R\ {Z};0, qui n’est pas ouvert car aucun voisi-
nage de 0 n’est contenu dans R\ {%}k>0- Remarquez que f est cependant continue, car
R\ {57 }k>0 est ouvert dans Tk (cela vient du fait que {57 }x>0 est contenu dans K).

Pour g¢:

® Tiisc: Oui.
o Tgr: Oui.
e Tg: Oui.

e Taup: Non, parce que g~ !(—00,0) = (=0, 4+00), qui n’est pas ouvert.
1

Tan: Oui, parce que g et g~ sont bijective et respecte la cardinalité.

Tiimsup: Non, parce que g~ 1([0,1)) = ((—1,0]), qui n’est pas ouvert.
e Tx: Non, parce que g }(R\ K) =R\ {—%}Ioo, qui n’est pas ouvert.

Exercice 6. Montrer que, par rapport a la topologie standard, tous les intervalles ouverts de R
qui ne sont pas vides sont homéomorphes. Et les intervalles fermés?



Solution. On montre que tout intervalle ouvert (a,b) avec a < b est homéomorphe a (0,1). Il
suffit de considérer 'application

-1
(a,b) — (0,1) définie par = z

—_— (1/ :
Elle est bijective avec inverse
(0,1) — (a,b) définie par y — (b — a)y + a.

Les deux sont continues car elles sont des applications linéaires.
Un argument similaire montre que tout intervalle fermé [a, b] est homéomorphe a [0,1] si
a <b.Sia=b,alors [a,b] = {a}, et tous singletons sont homéomorphes a {0}. 0

Exercice 7. Montrer qu’un espace topologique homéomorphe a un espace muni de la topologie
discrete (resp. grossiére) est aussi muni de la topologie discrete (resp. grossiere). Montrer aussi
que (X, T) est muni de la topologie discrete (resp. grossiére) si et seulement si Ty est la topologie
discrete (resp. grossiere) pour chaque sous-ensemble Y C X.

Preuve. Si ¢: (X, T) — (Y,7') est un homéomorphisme, alors U € T si et seulement si
©(U) € T'. Donc, si une des deux topologies est discrétes, Pautre Pest également et de méme
pour le cas grossier.

On montre que (X,7) a la topologie discréte si et seulement si Ty est la topologie discréte
pour tout sous-ensemble Y C X. [=] Pour Y C X, on considére A C Y un sous-espace. Comme
X a la topologie discrete, A est ouvert dans X et ainsi A = ANY est ouvert par rapport a Ty.
[«] 1l suffit de considérer le cas ¥ = X.

Le raisonnement est similaire pour le cas grossier. O

Exercice 8. Soient (X,7), (Y,7T’) des espaces topologiques homéomorphes. Montrer que si
(X, T) est métrisable, alors (Y, T’) est aussi métrisable.

Preuve. Soit ¢: (X, T) — (Y,7’) un homéomorphisme et soit d: X x X — R une métrique
sur X telle que 75 = 7. On définit d': Y x Y — R par

d(y,y) =de " (y), ¢ " (¥))

pour y,y € Y. Alors d’ définit une métrique sur Y (a vérifier!). On montre que 7y = T’ par
double inclusion.

[Tar € T'] Soit U € Ty. Comme ¢ est un homéomorphisme, on a que U € T si et seule-
ment si ¢ 1(U) € T. Soit # € ¢~ 1(U). Par définition de la base By, il existe € > 0 tel que
Ba(¢(x),e) CU. Alors By(z,¢) C ¢ 1(U) et donc ¢ 1 (U) € Ty =T. Ainsi Ty C T".

[T" C Ta] Soit U € T et soit y € U. Comme ¢ est un homéomorphisme, o~ 1(U) € T = Ty
et, par définition de la base By, il existe ¢ > 0 tel que By(p 1 (y),e) C o~ 1(U). Alors By (y,e) C U
et U € Ty. Ainsi T' C Typ. O

Exercice 9. Montrer que S!\ {(0,1)}, muni de la topologie de sous-espace de la topologie
standard sur R?, est homéomorphe & R muni de la topologie standard.

Preuve. Soit P := (1,0) € S'. Alors on définit la projection stéréographique

0: S\ {P} —R



de la facon suivante. Pour tous Q € S! divers de P, »(Q) est 'ordonnée du (seul) point d’in-
tersection entre la ligne déterminée par les point P et @ et la droite d’équation {x = 0}. En
écrivant la formule explicite pour cette intersection-la, on obtient

Y

—— e R.
1—:cE

p(z,y) =
L’application inverse
Y :R— ST\ {P}

existe et est donnée par
a®—1 2a

—_-— e st
a?+1 a2+1)

¥(a) = (

On peut trouver cette formule sachant que v (a) est le point d’intersection (divers de P) entre
le circle S et la droite qui relie (0,a) et P, d’équation y = —ax + a.

Les deux applications ¢ et 1 sont bien définies et continues, car rationelles. Donc ce sont

des homéomorphismes. O

Exercice 10. On dit qu'une application f: X — Y entre espaces topologiques est ouverte si,
pour tout U C X ouvert, f(U) C Y est aussi ouvert. Montrer qu'une application f: X — Y
entre espaces topologiques est un homéomorphisme si et seulement si elle est bijective, continue
et ouverte.

Preuve. Par définition d’un homéomorphisme, pour prouver 'affirmation, il suffit de montrer
que, si f: X — Y est une application continue et bijective, alors son inverse est continu si et
seulement f est ouverte.

Soit U C X un ouvert. Alors

(fHHU)=fU)cY.

Donc (f~1)~H(U) est ouvert si et seulement si f(U) est ouvert. En appliquant ce raisonnement
a tous les ouverts U de X, on voit que f~! est continue si et seulement si f est ouverte. O



