TOPOLOGIE - SERIE 1

L’exercice 2 est a rendre pour le 27 février 2019.

Exercice 1 (Caractérisation des ouverts).
Soit (X, 7T) un espace topologique et soit A un sous-ensemble de X. Démontrer que A € T si et
seulement si pour tout x € A il existe U € T tel que z € U C A.

Preuve. Le sens direct est évident, il suffit de prendre U = A pour tout x € X. Supposons en
revanche que pour tout x € A, il existe un ouvert U, tel que x € U, C A. Alors A = U,ca Us
(& vérifier par double inclusion). Ainsi A est ouvert comme réunion d’ouverts. o

Exercice 2 (&). Montrer que
(a) la collection
Tin :={U CR | R\ U est fini} U {a}

est une topologie sur R, ce qui 'on appelle la topologie du complément fini.

(b) la collection
Taen = {U CR | R\ U est dénombrable} U {@}

est une topologie sur R, ce qui l'on appelle la topologie du complément dénombrable.

(c) la collection
Tsup :={R, @} U{] — 00, a}acr

est une topologie sur R, ce qui 'on appelle la topologie supérieure.

(d) la collection
{R, 2} U{] — o0, ql}een

n’est pas une topologie sur R.

Preuve.
(a) On va montrer que Tgy est bien une topologie.
e [’ensemble vide est un élément de Tg, et R est aussi, car son complément est fini.

e En supposant que {U;};cs est une collection d’ouverts non vides de Tgy, pour n’im-
porte quel j € I, on a que

R\ (UUi) = R\ U:) CR\Uj,
iel iel
qui est fini. Ainsi (J;c; U; € Thn-
e En supposant que {U,};cr est une collection finie d’ouverts de 7g, \ {R}, on a que
R\ (N U:) = R\ Uy,
iel iel
qui est une réunion finie d’ensembles finis et est donc finie. Ainsi ();c; U; € Tn.

(b) On va montrer que 7Tge, est bien une topologie.

e L’ensemble vide est un élément de Tgen et R I'est aussi, car son complément est
dénombrable.
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e En supposant que {U, };cs est une collection d’ouverts non vides de Tg¢n, pour n’im-
porte quel j € I, on a que

R\ (UU:) =R\ U:) SR\ Tj,
i€l el
qui est dénombrable. Ainsi U;c; U; € Taén-
e En supposant que {U;};ecr est une collection finie d’ouverts de Tggn \ {R}, on a que
R\ (" U:) = JR\ W),
iel iel
qui est une réunion finie d’ensembles dénombrables et est donc dénombrable. Ainsi
Nier Ui € Taen-
¢) On va montrer que Tg,p est bien une topologie.
P
e L’ensemble vide et R sont des éléments de Tgyp-

e En supposant que {(—00,a;)}icr est une collection d’ouverts non vides de Tgup, on
a que
U(_ooaai) = (—o00,supa;)
iel el
qui est dans Tgyp.
e En supposant que {(—o0, a;) }icr est une collection finie d’ouverts non vides de Tqyp,
on a que
ﬂ(—oo,ai) = (—o0, min a;)
iel il
qui est dans Tgyp.
(d) Cette collection ne donne pas une topologie sur R. Plus précisement, il existe une réunion
d’éléments de la collection qui n’est pas dans la collection.
Soit (gn)nen une suite croissante de nombres rationnels qui converge vers 7. Par exemple,

on peut prendre qo := 3, ¢1 := 3.1, q2 := 3.14, .... Alors
U (=00, 4n) = (—o0,7),
neN

qui n’est pas dans la collection (& montrer par double inclusion!).

Exercice 3. Soit A un ensemble quelconque, et {7, }aca une famille de topologies sur X.
(a) Est-ce que (,ca T est une topologie sur X7
(b) Est-ce que Uyea Ta est une topologie sur X?

Preuve.
(a) Montrons que l'intersection de topologies est toujours une topologie.
o &,X €7, pour tout a € A, ainsi &, X € N,ca Ta-
o U C NpeaTa = U C T, pour tout o € A. Ainsi,

UUeTaVaeAdA= |JUe ) Ta
Ueu Ueu acA



o {Ui} 1 CNaecaTa = {Ui}}~; C To pour tout o € A. Ainsi,

(UieTaVace A= Ui€ () Ta

=1 i=1 acA

(b) La réunion d’une famille de topologies n’est pas nécessairement une topologie. Par example,
sur I’ensemble X := {a, b, ¢} on peut considérer les topologies {X, @, {a}} et {X, &, {c}}.
Leur réunion n’est pas une topologie parce qu’elle ne contient pas {a,c} = {a} U {c}.

Exercice 4. Montrer que les collections suivantes sont des bases de topologie sur R.

(a) Br :={]a,b] |a<beR}U{]a,b[\ K | a <beR}
ou K := {% | n € Nyg}. L’on note Tk la topologie determinée par By .

(b) Biimsup := {la,b] | a <beR}.
La topologie Tiimsup determinée par Biimsup €st appellée topologie de la limite supé-
rieure.

Preuve. (a) On va montrer que Bk est bien une base de topologie.

e L’ensemble des intervalles de la forme ]a, b[, ot a < b € R, est suffisant pour recou-
vrir R.

e Quand lintersection U NV entre deux ouverts U,V € Bg n’est pas vide, elle est
toujours un element de Bg.

(b) On va montrer que Biimsyp €st bien une base de topologie.
e Pour tout € R, on a que = €]z — 1, 2] € Blimsup < Tlimsup-

e Quand l'intersection U NV entre deux ouverts U, V' € Blimsup n’est pas vide, elle est
toujours un element de Biimsup-

Exercice 5. Considérer les topologies suivantes sur R:
e 75 = la topologie standard;
e T = la topologie engendrée par B;
e T, = la topologie du complément fini on U C R est ouvert ssi U = @ ou R\ U est fini;

Tiimsup = la topologie de la limite supérieure, avec les intervalles ]a, b] comme base;
e Tsup = la topologie avec tous les intervalles |—oo, a[ comme base;
e Taisc = la topologie discrete;
e T4 = la topologie grossiere.
Comparer-les, et montrer que les seules inclusions de topologie sont exactement les suivantes.
< >th—> Tk—— ﬂimsupc—> Taisc

Solution. On va le montrer.



o [Tor € Thnl: c'est clair;
o [Tor € Tsup): c'est clair;
o [Tan C Tat): pour 1 < -+ < z, € R, on peut écrire

R\ A{z1,...,zn} =] — 00, x1[U]z1, 22[U - - - Ulzp—1, Zn [U] 2y, 00,
qui est un ouvert de Tg;
e [Tsup € Tst): pour a € R, on peut écrire

| —o0,a[= U]b— 1,b],

b<a

qui est un ouvert de Tg;
e [T C Tk|: la base de la topologie standard est incluse dans la base de Tg;

o [Tk C Thimsup): On montre cette inclusion par le lemme de comparaison des bases.
Soit a < b € R.

— pour Ja,bl € Tk et x €]a,b], on a que = € a,z] Cla,bl;
— pour Ja,b\K € Tk et x €]a,b[\K, on a que
— six <0, alors z €]a, z] Cla, b\ K;

— si0 < x < 1, alors il existe n € N tel que z €] [et x € max(a, =), 2] Ca,b[\K;

n+1

3=

1
PESE
— six > 1, alors € jmax(a,1),z] Cla, bl

[Timsup € Taisc): ¢’est clair;

[Taisc € Tiimsup): Timsup 1€ contient pas les singletons;

[Timsup € Tr|: tout ouvert de Tx qui contient —1 doit contenir | — 1 —&, —14 €[ pour un
certain € > 0. Donc | — 2, —1] € Tiimsup \ Tk;

[T € Tst]; tout ouvert de Ty qui contient 0 doit contenir | — &, e[ pour un certain € > 0.
Donc ] -1, 1[\{71 ne N} €Tk \ ﬂlmsupv

[7?111 Z 'Eup]: R \ {O} € 7;in \ 7gup;
[Tsup € Thin]: ]0, +00[€ Tsup \ Thin-

Exercice 6. Soit C|0, 1] I’ensemble des fonctions continues de [0,1] & R (par rapport & la défi-
nition (e,d) que vous connaissez du cours d’analyse).

(a) Montrer que d; et ds ci-dessous définissent des métriques sur C[0, 1]:
1
4 C01) X C0, 1] > R, (£.9) > [ |fo ~ galda,
0

deo: C[0,1] x C[0,1] = R, (f,g) — sup |fz — gz|.
z€[0,1]

(b) Montrer que la topologie 77 induite par d; est moins fine que la topologie 75, induite

par deo (i-e. T1 € o).

Preuve. On va montrer que di et do, sont des métriques. Soient f,g,h : I — R des fonctions
continues. On a que



di(f,9) = fol |fx — gx|dx > 0, puisque la fonction intégrée est positive;

dl(f,g):fol|fx—gx]dx:0 <~ |fz —gx| =0 pour tout x € I < fx = gz pour
tout x € I;

di(f,9) = Jo |fx — go|dw = [ |gz — fa|dz = di(g, [);
Pour I'inégalité du triangle, on a que

1 1
d(f.h) = [ Nfe—hafde = [ |(fr = gz) + (g2 — ho)] do
1
< [ 7z = g0l + I(gz — ha)| da
0

1 1

= [ 1z = gn)ldo+ [ l(gw—ha)lda
0 0

= di(f,9) + dilg, ).

Donc dj est bien une métrique. Ensuite, on a que

e doo(f,9) = Supyepo [f7 — gz > 0;

o doo(f,9) = supgepo ) lfz —g2[ =0 < [fz—gz|=0pour tout x € I < fr =gz
pour tout x € I;

o doo(f,9) = supgeio ) [f2 — 92| = sup,ep 1y 197 — fz| = dso(g, f);

doo(f,h) = sup |fz —hx|dz = sup [(fr—gz)+ (92— ha)]

z€[0,1] z€[0,1]
< sup |(fz — g2)| + |(92 — hz)]
z€[0,1]
< sup [(fz —gz)[+ sup |(gz — ha)|
z€[0,1] z€[0,1]

= deo(f,9) + doo(g, ).

Donc do, est bien une métrique.
De plus, T4, est plus fine que 7g,. En effet, on a I'inégalité

1 1 1
di(f,9) = [ Ifo=galdo< [ sup |fo—golde = sup [fo—gal)( [ da)
0 0 z€0,1] z€[0,1] 0
Cela signifie que pout tout r € Rxg, on a By__(f,7) C By, (f,7) et ainsi Tg, C Tq_. . O

Exercice 7 (x).
(a) Montrer que la collection {aZ + b} 4cz\ {0},pez €st une base de topologie pour Z.
(b) Montrer que chaque aZ + b, avec a € Z \ {0} et b € Z, est fermé et ouvert.
(c) Montrer que

Z\{£1} = |J (Z+0).

p prime

(d) Conclure que il y a une infinité de nombres premiers.

Preuve.



(a)

(b)

Il s’agit de vérifier que I’ensemble des aZ + b forme une base de topologie. Puisque
Z = 17+ 0, tout entier appartient & un ouvert de base. De plus, si z € (aZ+bNd'Z+ V'),
alors ¢ € ad'Z + x C (aZ +b) N (d'Z + V).

Si le reste dans la division de b par a est r, alors

aZ+b=7Z\| |J aZ+il,
1=0,...,a—1
i#£r
ce qui montre que aZ + b est fermé.

L’égalité d’ensembles provient du fait que tout entier différent de —1,1 est divisible par
un nombre premier.

Supposons par I’absurde qu’il existe seulement un nombre fini de nombres premiers. Alors
Z\ {—1,1} est une union finie de fermés, donc un fermé, ce qui implique que {—1, 1} est
un ouvert non vide.

Il suffit donc de montrer que tout ouvert non vide est infini pour obtenir une contradiction.
Or tout ouvert non vide contient un ensemble de la forme aZ + b, qui est en bijection
avec Z et donc infini.



