TOPOLOGIE - SERIE 1

L’exercice 2 est a rendre pour le 27 février 2019.

Exercice 1 (Caractérisation des ouverts).
Soit (X, 7T) un espace topologique et soit A un sous-ensemble de X. Démontrer que A € T si et
seulement si pour tout x € A il existe U € T tel que z € U C A.

Exercice 2 (&). Montrer que
(a) la collection
Tin :={U CR | R\ U est fini} U {a}

est une topologie sur R, ce qui 'on appelle la topologie du complément fini.

(b) la collection
Taen :={U CR | R\ U est dénombrable} U {@}

est une topologie sur R, ce qui 'on appelle la topologie du complément dénombrable.

(c) la collection
Tsup := {R, @} U{] — 00, a}acr

est une topologie sur R, ce qui 'on appelle la topologie supérieure.

(d) la collection

{R’ @} U {] — 00, Q[}QGQ

n’est pas une topologie sur R.

Exercice 3. Soit A un ensemble quelconque, et {7, }aca une famille de topologies sur X.
(a) Est-ce que (N,ca T est une topologie sur X7
(b) Est-ce que Uyea Ta est une topologie sur X?

Exercice 4. Montrer que les collections suivantes sont des bases de topologie sur R.
(a) Br :={]a,b] |a<beR}U{|a,b[\ K | a <beR}
ol K := {1 | n € N5o}. L'on note Tk la topologie determinée par By
(b) Blimsup := {]a,b] | a <b e R}.
La topologie Tiimsup determinée par Biimsup est appellée topologie de la limite supé-
rieure.

Exercice 5. Considérer les topologies suivantes sur R:

Tst = la topologie standard;

Ti = la topologie engendrée par Bg;

Tsn = la topologie du complément fini ot U C R est ouvert ssi U = & ou R\ U est fini;
Timsup = la topologie de la limite supérieure, avec les intervalles |a, b] comme base;
Tsup = la topologie avec tous les intervalles |—oo, a| comme base;

Taise = la topologie discrete;

Tor = la topologie grossiére.
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Comparer-les, et montrer que les seules inclusions de topologie sont exactement les suivantes.
En\
Ter \
7;up

Exercice 6. Soit C|0, 1] I’ensemble des fonctions continues de [0,1] & R (par rapport & la défi-
nition (g,4) que vous connaissez du cours d’analyse).

7;1:(—> TK(—> ﬂimsup<—> 7:1isc

(a) Montrer que d; et dy ci-dessous définissent des métriques sur C[0, 1]:
1
Qi €01 % C0,1] 5 R (f.9) = [ | = galda,
0

doo: C[Oa 1] X 0[07 1] — Ra (fvg) = sup ’fCC _gx‘ .
z€[0,1]

(b) Montrer que la topologie 77 induite par d; est moins fine que la topologie 75 induite
par do (i.e. T1 C Too).

Exercice 7 (x).
(a) Montrer que la collection {aZ + b}qez) {0},pez €St une base de topologie pour Z.
(b) Montrer que chaque aZ + b, avec a € Z \ {0} et b € Z, est fermé et ouvert.
(c) Montrer que

Z\{+1} = |J (Z+0).

p prime

(d) Conclure que il y a une infinité de nombres premiers.



