TOPOLOGIE - SERIE 7

Exercice 1. Montrer que
(a) tout sous-espace d'un espace de Hausdorff est de Hausdorff;
(b) tout produit de deux espaces de Hausdorff est de Hausdorft;

(c) si (Y,T") est un espace de Hausdorff et f: (X,7) < (Y,7T’) est une injection continue
alors (X, 7) est aussi de Hausdorff.

Exercice 2. Les mémes énoncés que dans 1(a) et (b) mais avec “métrisable” en lieu de “Haus-
dorff”. Trouver un contrexemple pour I’énoncé 1(c) avec “métrisable” en lieu de “Hausdorft”.

Exercice 3. Trouver un exemple qui montre qu’on ne peut pas généraliser le Lemme de Recolle-
ment au cas infini. Plus spécifiquement, trouver une application f: (X,7) — (Y, T’) et une suite
(Xn)nen de sous-espaces fermés de X tels que X = o2 X, et les flx, : (Xn,Tx,) — (Y, T7)
sont continues pour tout n € N mais f ne l'est pas.

On se souvient qu'une application (f1, f2): (X,7Tx) — (Y x Z,Ty * Tz) est continue si et
seulement si f1: (X, Tx) — (Y, Ty) et fo: (X,Tx) — (Z,7Tz) sont continues. En reversant la
situation, on se demande si un résultat analogue est juste pour une application X x Y — Z.

Exercice 4. Considérons S! := {z € C | |z| =1}, I := [0,1] comme sous-espaces de C = R?
et R respectivement (munis des topologies standards) et définissons

Fo (ST X I, Tor+Tr) = (SY, Tan), (€272,1) s €27¢"

ot p €]0,1] (et donc ¢! est bien-défini pour tout t € I).

(a) Montrer que f est continue en chaque variable. Plus spécifiquement, ¢a veut dire que
pour tout z € S et t € I, les applications

(51,73*1)

(177-1) - (5177;'1) . (5177;”1
et f(=,t): Fw, )

_>
I =): s = f(z9) wo
sont continues.

(b) L’application f, est-elle continue?
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