TOPOLOGIE - SERIE 1

Exercice 1. Soit f: A — B une application. Prouver que
(a) A" C fL1fA" pour tout A’ C A, avec égalité si f est injective;
(b) ff~'B' C B’ pour tout B’ C B, avec égalité si f est surjective;

Preuve. Ad (a): Soit a € A’. Puisque f(a) € f(A’), on a que a € f~1f(A’). Par conséquent,
AC fR(AY,

Supposons f injective et soit a € f~f(A’). Alors puisque f(a) € f(A’), il existe a € A’ tel
que f(a) = f(a). Puisque f est injective, a = @ € A’. Nous avons donc montré que f~1f(A’) = A’
lorsque f est injective.
Ad (b): Soit b € ff~Y(B'). Par définition, il existe a € f~1(B’) tel que b = f(a). Puisque
a€ f~Y(B'), b= f(a) € B'. Par conséquent, ff~'B' C B’

Supposons [ surjective et soit b € B’. Alors il existe a € A tel que f(a) = b, c’est-a-dire tel
que a € f~1B’. Par conséquent, b = f(a) € ff~'B’. Nous avons donc montré que ff ‘B’ = B’
lorsque f est surjective. O

Exercice 2. Pour une application f: A — B montrer que

(a) Popération préimage f~! préserve les inclusions, les réunions, les intersections et les com-
pléments; i.e. pour tous B’, B” C B et toute famille (B;);cs avec B; C B

B'CB" = ["BCf'B [ (U Bi> =B

el i€l
f 1 <ﬂ B,-) =(\f"'Bi et fHB\B)=A\[f"'B;
el i€l

(b) lopération image directe par f préserve (seulement) les inclusions et les réunions, i.e.
pour tous A’; A” C A et toute famille (A4;);c; avec A; C A

AQA”éfMUQﬂWWetf<U&>=UfMJ
el i€l

Preuve. Ad (a): L’opération préimage f~! préserve les inclusions, les réunions, les intersections
et les compléments.

B'Cc B" = f~YB') C f~1(B"); en effet
refYB)= flx)e B cB"=xz¢c f~1(B").

f (Uier Bi) = Uier f1(B)); en effet

ref! (U Bi> = f(x)e|UBi=zecl|]f (B

icl el i€l

S (Nier Bi) = Nier F71(Bi); en effet

S f_l (m Bl> <~ f(CC) S ﬂBz — T c m f_l(Bz)

il el i€l



LB\ B') = A\ f~YB'); en effet
T € f’l(B\B’) > f(r) € B\B <= f(z) ¢ B <=2 c A\ f1(B)).

Ad (b): L’opération image directe par f préserve (seulement) les inclusions et les réunions.
A'c A" = f(A") C f(A”); c’est évident.
[ Uier Ai) = Uier f(Ai); en effet

yef (U Ai> < il existe z; € A; tel que y = f(x;) <=y € U f(A;)
iel i€l

Définition. En notant X pour I’ensemble des parties d’un ensemble X, un filtre sur X est
un ensemble F C PX non-vide tel que

(a) si A, B € F,alors AN B € F (i.e. F est fermé sous intersections finies);
(b) siAe Fet AC BC X alors B € F. (i.e. F est fermé sous extensions)

En particulier, on a X € F. Un tel filtre F est dit propre si et seulement si de plus
(c) F #PBX ou de manieére équivalente @ ¢ F.

Notons Flt(X) pour 'ensemble des filtres sur X, qui est partiellement ordonné par inclusion.
Parce que le filtre non propre F = L X n’est pas tres intéressant, tous les filtres sont supposés
propres sauf si dit autrement. Finalement, un filtre propre F est appelé ultrafiltre si et seulement
si pour tous A, BC X

(d) AU B € F implique A € F ou B € F.

Exercice 3. Pour z € X, montrer que l’ensemble U, = Nz} = {AC X |z € A} est un
ultrafiltre, appelé l'ultrafiltre principal engendré par .

Preuve. Nous allons verifier les points (a) a (d) de la définition précédente.
(a) Soit A, B € U,. alors z € A et © € B, ce qui implique que z € AN B et donc AN B € U,.
(b) Soit A €Uy et AC BC X. alors x € AC B et donc B € Us.
(©) =
(d) Sment A, B deux sous-ensembles de X. Si AUB € Uy, alors z € AU B, c’est-a-dire x € A
ou z € B. Ceci montre que A € U, ou B € U,,. O

Exercice 4. Soit X un ensemble arbitraire. Montrer que
(a) Tintersection F = (;c; F; d’une famille des filtres (F;);cs est aussi un filtre;
(b) pour S C PBX un ensemble de parties, I’ensemble

FxS={MCX|IneN, Ay,...,Ay€S: A1n...NA, C M}

est le plus petit filtre (peut étre non propre) qui contient S; i.e. Fx.S est engendré par S;

(c) si ensemble S de (b) satisfait @ ¢ S et pour chaque A, B € S,ily a C € S tel que
C C AN B (on dit que S est une base de filtre), alors Fx S est propre.

Preuve. Ad (a): Soit F = (;c; Fi V'intersection d'une famille de filtres. En utilisant la définition
d’intersection on déduit les propriétés suivantes pour F, qui montrent que F est un filtre.



e Si A, B e F, alors pour tout ¢ € I on a que ANB € F;, et donc ANB € F.
e SiAc Fet AC B, alors pour tout ¢ € [ on a que B € F;, et donc B € F.
e Comme tout F; est propre, il y a un j € I tel que @ € F;. Donc @ ¢ F.

Ad (b): Soit

FxS={MCX|3dIneN, A,...., A, €S: Ain...NA, C M}.

On va montrer que Fx.S est un filtre (peut étre impropre).

e Si M,N € Fx.S, alors pour certains m,n € Net Ay,...,Ap, By, -+ ,By, € S on a que
AiN...NA,CMetBiN...NB, CN;
mais alors
AiN...NA4,NBN...NnB, C MNN,

ce qui signifie que M NN € FxS.

e SiM e FxSilyameNet Ay,..., Ay € 5 tels que A1 N...N A, C M. Ensuite si
M C N, on a que
AiN...NA, CMCN,

et donc N € FxS.

Maintenant, clairement Fx S contient S. Ensuite on remarque que pour tout filtre F contenant
S, il faut que F contienne FxS. En effet, si M € FxS, et AynN...N A, € M pour des
Al ..., A, € S;alors A N...N A, € F et finalement M € F. Ad (c¢): Supposons que S ne
contient pas @ et que pour tous A, B € S il existe C € S tel que C C AN B. On va montrer que
tous éléments de M ne sont pas vide. Soit M € Fx S, satisfaisant A1 N...N A, € M pour des
Aq,..., A, € S. Par inductionily aun A € S tel que A C A1 N...NA,, et donc

ACAIN...NA, C M,
en particulier M n’est pas vide. 0

Une propriété importante des ultrafiltres (que ’on va montrer plus tard dans le cours):

Théoréme de 1’Ultrafiltre. Tout filtre peut étre étendu en un ultrafiltre.



TOPOLOGIE - SERIE 2

Exercice 1. Pour un espace topologique X et M C X, montrer que M est ouvert si et seulement
si pour tout z € M il existe un ouvert U C X tel que x €¢ U C M.

Preuve. Le sens direct est évident, il suffit de prendre U = M pour tout = € X. Supposons en
revanche que pour tout x € M, il existe un ouvert U, tel que x € U, C M. Alors U,cp Uz = M
qui est donc ouvert comme réunion d’ouverts. O

Exercice 2. On définit une topologie sur Z (appelé la topologie des entiers uniformément es-
pacés) comme suit:

U C Z est ouvert & U est une réunion d’ensembles de la forme aZ + b

(ova,beZ,a#0etouaZ+b={ax+b|x€Z}). Montrer que
(a) c’est vraiment une topologie sur Z;
(b) les aZ + b avec a, b € Z sont fermés (i.e. leurs compléments sont ouverts) et ouverts
(clopen en anglais);

(¢) Z\{£1} = Up prime(PZ + 0) et donc, en notant quun ensemble non vide et fini U C 7Z
n’est pas ouvert, qu’il y a une infinité des nombres premiers.

Preuve.

(a) Il s’agit de vérifier que I'ensemble des aZ + b forme une base de topologie. Puisque
Z = 1Z+0, tout entier appartient & un ouvert de base. De plus, si z € (aZ+bNd'Z+1'),
alors ¢ € ad'Z 4+ x C (aZ +b) N (d'Z + V).

(b) Si le reste dans la division de b par a est r, alors

aZ+b=17\ U az+il,
1=0,...,a—1
T
ce qui montre que aZ + b est fermé.
(¢) L’égalité d’ensembles provient du fait que tout entier différent de —1, 1 est divisible par
un nombre premier.

Supposons par I’absurde qu’il existe seulement un nombre fini de nombres premiers. Alors
Z\ {—1,1} est une union finie de fermés, donc un fermé, ce qui implique que {—1,1} est
un ouvert non vide.

11 suffit donc de montrer que tout ouvert non vide est infini pour obtenir une contradiction.
Or tout ouvert non vide contient un ensemble de la forme aZ + b, qui est en bijection
avec Z et donc infini. o

Exercice 3. Vrais ou faux?

(a) Un espace topologique est discret (i.e. chaque U C X est ouvert) si et seulement si chaque
singleton {z} C X est ouvert.

(b) Pour un espace topologique fini X, si tout singleton {z} C X est fermé (i.e. X \ {z} C X
est ouvert) alors la topologie sur X est la topologie discrete (i.e. tout U C X est ouvert).

(¢) Et pour X dénombrable?



Preuve.

(a) OUIL En effet, c’est claire que si tout sous-ensemble est ouvert les singletons le sont.
Ensuite, on peut écrire tout sous-ensemble comment une réunion de singletons, et donc
si les singletons sont ouvert la topologie est discrete.

(b) OUL En effet, si X = {z1,...,2,}, alors pour tout i = 1,...,n on a que
{z:i} = () X\ {2},
J#i
qui est ouvert.

(c) NON. Considerons N avec la topologie cofinie (i.e., les ouverts sont tous et seules les
compléments de sous-ensembles finis et &). Alors par définition les singletons sont fermés,
mais la topologie n’est pas discrete, comme {0,1} C N n’est pas ouvert. O

Pour un ensemble X, notons UFIt(X) ’ensemble des ultrafiltres sur X.
Exercice 4. Pour un ensemble X, un S C UFIt(X) est appelé fermé ssi S = @ ou

ﬂ FCU implique uels pour tout ultrafiltre U sur X.

FeSs
En prenant comme ouverts les compléments des fermés, montrer que ¢a définit une topologie
sur UF1t(X) (que l'on appelle la topologie de Zariski).

Preuve. On va montrer que ¢a définit une topologie.
e Soit {UF1t(X) \ S;}ier une famille d’ouverts dans UF1t(X ). Supposons que

N Fcu.
]:eﬂiel S;
Alors pour tous 7 € I on a

N Fc [ Fcu,
FeS; }‘eﬂiel Si
ce qui donne U € S;, et finalement U € (;c; S;. Donc ;c; S; est fermé et finalement
Uicr (UFIt(X) \ S;) = UFIt(X) \ (N;er Si) est ouvert.
e Soient S et S5 deux fermés. On va montrer que S7 U Ss est fermé, d’ou ’ensemble

UFIH(X)\ (1 USs) = (UFI(X)\ S1) N (UFIH(X) \ S)

est ouvert. La méme preuve marche pour un nombre fini de fermés 51, ..., .5,.
Supposons par contradiction que
(1 FCU mais U ¢S US,.
FeS1US2
Puisque S et S sont fermés, on deduit que pour ¢ = 1,2
N Feu,
.FGSZ'
et cela signifie qu’il existe Y; C X, Y; € F pour tous F € S; tel que Y; € U. Alors
Y1 UYs € F pour tout F € S1 U Sy, c’est a dire
Yiuze ()| FCU.
FeS1USs

Mais U est un ultrafiltre, donc il faut qu'un entre Y] et Ys soit un élément de U, ce qui
est une contradiction. O



TOPOLOGIE - SERIE 3

Exercice 1. Considérer X := RII {} la réunion disjointe de R et d’un singleton {x}. Poser

B:={{z} |z e R}U{X\ M| M CR fini}.

(a)
(b)

()

Montrer que B est une base de topologie.

Montrer que pour tout espace topologique Y et tout y € Y ’ensemble
V(y):={N CY |il existe V C Y ouvert tel que y € VC N}

des voisinages de y forme un filtre.

Montrer que la topologie T engendrée par B n’est pas métrisable, i.e. il n’y a aucune
métrique d sur X telle que Tg = Tg.
Indication: Dans un espace métrisable Y tous les V(y) ont une base de filtre dénombrable.

Preuve. (a) Puisque X est un élément de B, il est clair que tout z € X appartient a un

élément de la base. Soient A, B € B deux ouverts de base et x € AN B. Si x € R, alors
z € {x} € AN B et {z} est un ouvert de base. Si x € AN B, alors A = X \ M et
B =X\ M pour M, M’ CR finis. Dans ce cas, * € X \ (M UM') = AN B.

Soit Sz = {U C X : x € U et U ouvert}. Le filtre des voisinages de x est exactement
V(z) = Fx(Sz), puisque une intersection finie d’ouverts est un ouvert. Par conséquent,
V(x) est bien un filtre par la série 1. On appellera voisinage de x les éléments de V(x).

On remarque qu’un espace métrisable M admet une base dénombrable pour le filtre des
voisinage en chaque x € M donnée par

1
SI—{B(x,n+1).n€N}.

Nous allons montrer que * n’admet pas une base dénombrable pour le filtre des voisinages
dans X muni de la topologie engendrée par B. Par la remarque précédente, cela suffit a
montrer que X n’est pas métrisable.

Par labsurde, supposons qu'il existe (S, )nen une base dénombrable de voisinage de .
Pour tout n € N, puisque S,, € V(x), il existe un ouvert de base X \ M, avec M, C R
fini qui est inclus dans 5.

Puisque S = {S,, : n € N} C Fx{X \ M,, : n € N}, on a par 'exercice 4 de la série 1 et
par hypothese que

V(x) = FxS C Fx{X \ M, :neN} CV(x).

Donc, la collection des (X \ M, )nen forme aussi une base du filtre des voisinages de V().
Pour tout z € R, X \ {z} est un voisinage de . par conséquent, il existe n € N tel que

X\ (MoU...UM,) C X\ {z},

c’est-a-dire tel que x € Mo U ... U M,. Par conséquent, R = (J,cn M, et donc R est
dénombrable, une contradiction.

Par conséquent, la topologie sur X engendrée par la base B n’est pas métrisable. O



Exercice 2. Montrer que d et d' ci-dessous définissent des métriques sur ’ensemble C[0, 1] des
fonctions continues de [0,1] & R:

d: C[0,1] x C[0,1] = R, (f,9) '—>/1|fx—gx]da:,
0

d: C[0,1] x C[0,1] = R, (f,g9) — sup |fz — gz|.

z€0,1]

De plus, montrer que la topologie 7; induite par d est strictement moins fine que la topologie Ty
induite par d' (i.e. Tg C Ta).

Indication: Pour I'inégalité, construire une suite de fonctions qui converge par rapport a d mais
ne converge pas par rapport a d'.

Preuve. On va montrer que d et d’ sont des métriques. Soient f,g,h : I — R des fonctions
continues. On a que:

d(f,g) = fol |fz — gx| dx > 0, puisque l'intégrande est positif;

d(f,g):fol|fm—gx]d3::0 <= |fx —gz| =0 pour tout z € I <= fxr = gz pour
tout = € [;

d(f.9) = Jy |fx — gzl dz = [y |9z — fe|dz = d(g, );
Pour 'inégalité du triangle, on a que

1 1
d(f,h):/o |fx—ha:|dm:/0 (fz — g7) + (g2 — h)| de
1
< [ 1tz = g2)|+ l(g2 — ha)| da
=/l|<fa:—gx>|dx+/1|<gx—h:n>|d:c=d(f,g>+d<g,h>.
0 0

Donc d est bien une métrique. Ensuite on a que:

o d'(f,9) = supyepq |fr — gx| > 0;

o d'(f,9) = sup,eoq |fr —gz] =0 <= |fr—gz|=0pour tout v € I <= fz =gz
pour tout x € I;

o d'(f,9) = supcpo 1) |fr — 97| = sup,e(o 1 l97 — fz| = d' (g, f);

o d'(f,h)=sup,co [f2 — ha[dz = sup,eo 1 [(fz — g2) + (92 — ha)| <
< supgepq |(fz — g2)| + (g2 — ha)| <
sup,efo,1) |(f7 — 92)| + sup,ejo.) (92 — ha)| = d'(f, 9) + d'(g, h).

Donc d’ est bien une métrique.
De plus, T4 est plus fine que T4. En effet, on a 'inégalité:

1
d(f,g)Z/O Ifﬂ:—gwldwé/ sup |fr — gx|dr =

1
0 z€0,1]

1
(sup |fo—gal)([ do)=d(f.9)-1=d(f.9).

z€[0,1]

Cela signifie que pout tout r réel on a By (f,r) C By(f,r), et donc Tg C Ty.



Par ailleurs, il existe une suite dans C(I) qui converge selon 74, mais pas selon 7. En effet,

pour tout n € N, soit f,(x) = z™. Alors on a que
xn+1 1

o = =20,

1 1
d(fn,o>:/0 \fnx]dm:/o var= U

Donc f,, — 0 selon 7. Pourtant pour tout n € N on a que

d'(fn,0) = sup |fpz|= sup 2" > 1" =1.
z€[0,1] z€[0,1]

Donc (fn)nen ne converge pas vers 0 selon 7y. Comme Ty C Ty et les éspaces métriques sont
d’Hausdorf, si la limite existait, il faudrait qu’elle soit égale a 0. Donc la suite ne converge pas

dans 7:1/,et7:1¢7;l/. 0

Exercice 3. Considérer les topologies suivantes sur R:
e 71 = la topologie standard;
e 75 = la topologie de Ry, dont une base est donnée par les intervalles ouverts ordinaires
et les Ja,b[\ K ot a,beRet K :={1/n|n € Nsg};
e 73 = la topologie du complément fini ot U C R est ouvert ssi U = @ ou R\ U est fini;
e 7, = la topologie de la limite supérieure, avec les intervalles |a, b] comme base;
e 75 = la topologie avec tous les intervalles |—o0, a[ comme base.

Pour chacune, déterminer lesquelles des autres topologies elle contient.

Solution. Le diagrame suivant exprime les (seules!) inclusions que on a entre les topologies
données.

fi
]

On va le montrer.

e [73 C Th]: pour 21 < --- < z, € R on peut écrir
R\ A{z1,...,2p} = (—o0,z1) U (z1,22) U+ U (Tp—1,Tpn) U (2, 00);

e [T5 C Ti]: c'est claire;

e [7T1 C T3): c'est claire;

o [72 C Ta): puisque R\ K = (—o00,0] U (1, 400) U (UZOZO(T%H, 1)), pour tous a,b € R on
peut écrir

—+00 —+00 1

(a. )\ K = (U (=n,0pu( U (

n=0 n,m=0

1 oo oo 1

DuJ@a)nU(@b--]),

n=0 n=0 n

1
n+1'n mn

ce qui est ouvert dans 7Ty;



[T2 ¢ T2): tout ouvert de Ty qui contient —1 doit contenir (—1,—1 + &) pour quelque
e > 0. Donc (-2, —1] n’est pas ouvert;

[T2 ¢ Ti]; tout ouvert de 71 qui contient 0 doit contenir (0,e) pour quelque € > 0. Donc
(—=1,1)\ {%,n € N} n’est pas ouvert;

[T3 ¢ Ts): Cest claire;
[T5 ¢ T3): c’est claire.

Exercice 4. Pour un ensemble X, montrer que les

M" = 1tFx{M} = {F e Flt(X) | M € F}

avec M C X forment une base de topologie sur Flt(X). De méme, pour un ensemble partielle-
ment ordonné P, montrer que les

tp={eeP|p<a)

avec p € P forment une base de topologie sur P.

Preuve.

Nous allons montrer que les
MT =1Fx{M} = {F € Flt(X) | M € F}

avec M C X forment une base de topologie sur Flt(X).

Le filtre Fx{X} est le filtre trivial {X} qui est le filtre minimal pour l'inclusion. Par
conséquent, X = Flt(X) et donc tout filtre appartient a un ouvert de base.

Vérifions maintenant la seconde condition. Soient M7, Ms C X, et montrons que
(My N My)T = M n M.

Soit F € (M N Ms)". Alors par définition, My N My € F. Puisque F est un filtre et donc
clos par extension, My, My € F et donc F € ]\41T N M2T Supposons que F € M1T N ]\42T
Alors M1 N My € F puisque F est clos par intersection finies.

Puisque pour tout x € P, x < x, on a toujours que x € tx, et donc tout z € P appartient
a un ouvert de base.

Soient z € T N Ty avec x,y, z € P. Alors par transitivité de 'ordre, 1z C Ta N Ty, ce qui
conclut la preuve que les

tp={reP[p<z}

avec p € P forment une base de topologie sur P. O



TOPOLOGIE - SERIE 4

Exercice 1. Pour un espace métrique (X, d), x € X et € € R>, montrer que la boule fermée
Bla,e) = {y € X | d(z,y) < £}

est vraiment fermée dans X et montrer qu’elle inclut ’adhérence de la boule ouverte
B(z,e) ={ye X | d(z,y) <e}.

Donner un exemple ol cette inclusion B(z,e) C B(x,¢) est stricte.

Preuve. On va montrer que le complementaire de toute boule fermée est ouvert. Soient y € X
et r >0, et x ¢ By,r). Alors B(z,d(z,y) —r) C X \ B(y,r). En effet, si 2 € B(x,d(z,y) — 1),
alors on a
d(ya (E) < d(y7 Z) + d(Z,ZE) < d(y7 Z) + (d(xa y) - T)v
d’ott on obtient d(y, z) > r, ce qui donne z € X \ B(y, r). Puisque B(y, ) est fermé et il contient
B(y,r), on a B(y,r) C B(y,r).
Si on considére {a,b} comment un ensemble avec la métrique dicréte, alors

B(a,1) = {a} = {a},

mais B(a,1) = {a, b}, et donc I'inclusion est stricte. o

Exercice 2. Soit (X,7) un espace topologique, M, N C X et {M,};c; un ensemble des sous-
ensembles de X. Déterminer si les égalités suivantes sont satisfaites. Dans les cas contraires,
déterminer laquelle des inclusions “C” ou “D” est vraie et donner un contre-exemple pour l'autre.

(a) si M C N, alors M C N; (d) MNN=MnN;
(b) MUN = M U N; (€) Nicr Mi = Nyer Mi;
(c) Uier Mi = Uses Mi; (f) A\B=A\B.

Solution.  (a) OUIL; si M C N, alors N est un fermé qui contient M. Donc il faut qu’il
contienne aussi M.

(b) OUL; M U N est un fermé qui contient M U N. Donc il contient M U N; de Pautre
coté, M UN est un fermé qui contient M et N, donc M,N C MUN, et ensuite
MUNCMUN.

(c) NON; le méme argument que celui dans (b) marche pour I'inclusion J;c; M; C Uze I
mais autre n’est pas verifiée. Ca suffit de considérer la collection 4, :=[0,1 — ] avec
la topologie éuclideenne; alors (J,en An = [0, 1), cependant que U,,cy An = [0, 1].

(d) NON; comme M N N est un fermé qui contient M N N, on a Pinclusion [C]. Pourtant

lautre n’est pas verifiée. Par example, on peut considérer M :=[0,1) et N := [1, 2], avec
la topologie éuclideenne. Alors M NN = @, mais M N N = {1}.

(e) NON; linclusion [D] marche comment dans le cas de l'intersection finie, mais comment
on vu dans (d) lautre inclusion n’est verifié pas méme dans le cas fini.

(f) NON; si on prend A := [0,1] et B := {1}, avec la topologie standard. Alors A\ B = [0, 1],
mais A\ B = [0, 1). Par contre, c’est vrai que A\ B 2 A\ B. Soit x € A\ B. En particulier
il y a un voisinage V' de x qui n’intersecte pas B. Si ensuite on prend un voisinage U de
x, on a que U NV Dest aussi, et donc il intersecte A. Chaque z € U NV N A n’est pas
un élément de B, ce qui veut dire z € U N (A \ B). On a montré que tout voisinage de x
intersecte A\ B, et donc on a la these. O




Exercice 3. Considérons L := {(z,y) € R? | az + by = 0} C R? avec a, b € R fixés et ou R?
est muni de la topologie standard. Déterminer ’adhérence de L N Q? dans R2.
Indication: Q est dense dans R; i.e. Q = R.

Solution. On rappelle que lorsque la topologie sur X est engendrée par une base, z € A C X si
et seulement si pour tout ouvert de base U avec x € U, U N A # @. On munit R? de sa distance
euclidienne standard d(z,y) = ((x1 —y1)% + (22 — y2)2)%, et de la base de la topologie standard
de R? associée & cette distance.

Sia=b=0alors L = R2 Soit x € R? et ¢ > 0. Puisque Q est dense dans R, il existe ¢ € Q?
tel que |z; — ¢;| < 5,1 = 1,2. Alors d(z,q) < € et donc B(z,e) N (L NQ?%) # @. Par
conséquent, L N Q2 = R2.

Sib=0etas#0alors L = {0} xR et donc par un arguement similaire on obtient que
LNQ%?={0} xR.
Si b # 0, la réponse dépend de la pente de la droite p = —7.
Sipe R\ Qetsize Lest tel que 21 € Q\ {0}, alors 2o ¢ Q, (car sinon p = 22 € Q)
et donc L N Q? = {0}, ce qui implique que L N Q2 = {0}.
Si p € Q alors pour tout x € L et € > 0, par densité de Q dans R, il existe ¢g; € Q avec
. 27 2.1
|21 — @1 <min(5, 5p575)- Alors ¢ = (q1,pq1) € LNQ? and d(z,q) < (5 +5)2 <e.
Par conséquent, B(x,e) N L NQ? # @ et donc L C LN Q2. Pour conclure, il suffit

de remarquer que L est fermé et donc contient L N Q2. On a donc montré que
LNQ2=1L. o

Exercice 4. Soit X un ensemble totalement ordonné et définissons la topologie d’ordre sur X,
ayant tous les

Jz,00[:={ye X |z <y} et |00,z ={ye X |y <z}

(avec x € X) comme sous-base. Montrer que
(a) les intervalles de la forme |z, y] := {z € X | z < z < y} sont ouverts et les intervalles de
la forme [z,y] := {z € X | x < z < y} sont fermés;

(b) Si X posséde un élément minimal m, les intervalles de la forme [m, [ sont ouverts et da
la méme facon, si X posséde un élément maximal M, les intervalles de la forme |z, M|
sont ouverts.

Soit maintenant X := I? = [0, 1] x [0, 1], muni de la topologie d’ordre lexicographique. Détermi-
ner les adhérences des sous-ensembles suivants de I2:

A:{(l/n70) |’IZEN>0}, D:]O,l[x{1/2},
B={(1-1/n,1/2) | n € Nyo}, E={1/2} x]0,1].
C =10,1[ x {0},
Solution.  (a) Il suffit de vérifier que puisque l'ordre est total, |z,y[=] — oo, y] N [z, 00| et
X\ [z,y] =] =00, 2[ U Jy, o0[.
(b) Il suffit de remarquer que [m,z[=] — oo, z[ quand m est minimal et que |z, M| =z, 0]

lorsque M est maximal.



(c) La premiére chose a remarquer est que les |z, y],[(0,0),z] et |z, (1,1)] forment une base
de la topologie sur X, car toute intersection finie non vide d’ouvert de sous base est de
cette forme. Pour éviter la redondance du calcul de ’adhérence des ensembles A a D, on
regroupe certains arguments en resolvant le probléeme pour F' = S x {z} avec S C I et
z € I. Pour tout x ¢ S x {z}, on a soit x1 ¢ S, soit xa # 2.

Si xg # z, et x9 # 0,1, alors il existe & > 0 tel que Jxg — &, 29 + £[ est contenu dans
[0,1] \ {#}. Par conséquent |(x1,z2 —€), (z1, 22 + €)[ est un ouvert qui contient = et qui
n’intersecte pas F, et donc x ¢ F.

Siz €S et xg #0,1, alors il existe € > 0 tel que |za — &, x2 + €[ est contenu dans [0, 1].
Alors |(z1,x2 — €), (1,22 + €)] est un ouvert qui contient = et qui n’intersecte pas F, et
donc z ¢ F.

Nous avons donc montré que F C F U ([0,1] x {0,1}).

Supposons x & F.

e Sixzy =0,z #0,alors x ¢ F si et seulement s'il existe 0 < a < z tel que
la,z1[NS = @. En effet, si 'hypotheése est vérifiée, choisissons ¢ = 1 si z = 0
et 0 < e < zsi z > 0. Alors |(a,1), (x1,e)[NF = @ et © ¢ F. Si 'hypothese
n’est pas vérifiée, alors pour tout |y, w[ contenant x, il existe ¢ €]y, z1[NS et alors
y < (t,2) < x. Par conséquent, |y, w[NE # @, et donc = € E.

e Sizg =1, 21 # 1, alors ¢ F si et seulement s'il existe z < a < 1 tel que
Jz1,a[NS = @. En effet, si 'hypothése est vérifiée, choisissons ¢ = 0 si z = 1
et z < e < 1siz > 0. Alors |(21,¢),(a,0)[NE = @ et x ¢ E. Si 'hypothese
n’est pas vérifiée, alors pour tout |y, w[ contenant x, il existe t €]z, w1[NS et alors
r < (t,z) < w. Par conséquent, |y, w[NE # @, et donc z € E.

On remarque aussi que si (0,0), (1,1) ne sont jamais dans E \ E.
En appliquant le critere précédent, on obtient que

A=AU{(0,1)},
B=DBU{(1,0)},
C=CU{(z,1):0< 2z <1} U{(1,0)},

D=DU{(z,0):0<z<1}U{(zr,1):0<z <1}

Il est relativement aisé de voir que E = {1} x [0, 1]. 0



TOPOLOGIE - SERIE 5
Définition. Un espace topologique (X, T) est dit 77 ssi tous les singletons {z} C X sont fermés.
Exercice 1. Montrer qu'un espace fini et T est discret et que tout espace de Hausdorff est T5.

Preuve. Soit X = {x1,...,x,} un espace topologique qui satisfait 'axiome 7. Alors pour tous
i=1,...n on a que le singleton {z;} =, X \ {z;}, ce qui est ouvert. Donc la topologie est
discrete.

Soit maintenant X un espace topologique d’Hausdorff. On va montrer qu’il satisfait I’axiome
Ty. Soit x € X, et y dans le complementaire X \ {z}. Alors = # y, et on trouve deux ouverts
disjoints U et V tel que x € U, y € V. En particulier y € VC X\ U C X \ {z}. O

Exercice 2. Considérer les cing topologies sur R de la semaine passée.
(a) Pour chacune des topologies, déterminer I'adhérence de K := {1/n | n € N5o}.

(b) Lesquelles de ces topologies satisfont-elles I'axiome de Hausdorff? Et 'axiome T?

Solution.

e On va calculer 'adhérence de K dans chaque cas.

(a) K" = K U{0}; en effet chaque voisinage de 0 doit intersecter K, et pourtant pour
tout z ¢ K U {0} on trouve un interval ouvert qui n’intersecte pas K.

(b) K72 = K; en effet, par définition K est fermé.

(c) K73 =R; en effet, 'adhérence de K doit étre un fermé infini, donc il est necessaire-
ment R.

(d) K7 = K; lorsque T3 est plus fine que T3 et K est fermé dans 7Tz, il est aussi dans
Ta.

(e) K75 = [0,400); en effet, [0, +00) est fermé et il contient K. Donc on a I'inclusion
[C]. Pour lautre, ca suffit de remarquer que pour tout y > 0 les voisinages contient
un interval de la forme d’un ouvert de base, qui doit nécessairement intersecter K.

e On va dire, pour toutes les topologie, s’elles satisfont ’axiome T} et/ou sont d’Hausdorff.
(a) 71 est d’Hausdorff; en effet la topologie est métrisable.
(b) T2 est d’Hausdorff; en effet elle est plus fine que 7;.

(c) T3 satisfait l'axiome 77, mais elle n’est pas d’Hausdorff; en effet, pour tous = # y
R\ {y} est un voisinage de x qui ne contient pas y. Mais 'intersection de deux
ouverts n’est jamais vide.

(d) T2 est d’'Hausdorfl; en effet elle est plus fine que 7;.

(e) Ts ne satisfait pas 'axiome T1; en effet, tous voisinage de 1 doit contenir 0. 0

Exercice 3. Pour un espace topologique métrisable (X, 7) et M C X montrer que & € M si
et seulement si on y trouve une suite (2, )neny € MY qui converge vers x (dans X).

Indication: La direction “<" est juste dans un espace topologique quelconque (pas forcément
métrisable).



Preuve. Supposons d’abord qu’il existe une suite (x,)nen telle que x, € M pour tout n € N qui
converge vers x. Par définition, pour tout ouvert U tel que x € U, il existe N € N tel que x,, € U
pour tout n > N. Par conséquent, xny1+1 € U N M qui est donc non vide. Par conséquent, = est
dans ’adhérence de M.

Supposons maintenant que x € M et soit d : X x X — R une distance qui engendre la
topologie sur X (X est métrisable). Pour tout n € N, on a par définition que B(z, %H) NM # @
et donc on peut choisir z,, € B(z, n%rl
telle que z, € M pour tout n € N.

Pour tout € > 0, il existe N € N tel que ﬁ < e. Par conséquent, pour tout n > M,
d(xy, ) < € et donc la suite (xy,)nen converge vers x. 0

)N M. Ceci veut dire que la suite (2, )nen ainsi définie est

Exercice 4. Pour un espace topologique (X, 7)), montrer que
(a) tout point limite d’un filtre est aussi un point d’accumulation;
(b) pour un ultrafiltre, la réciproque est aussi juste;
(c) X est de Hausdorff si et seulement si tout filtre converge au plus vers un point;
)

(d) pour tout sous-ensemble M C X et z € X on a x € M si et seulement s'il existe un
filtre F sur M avec F — x (dans X).

Preuve.

(a) Soit x est un point limite d’un filtre propre F et U est un voisinage ouvert de z. On a
que U € F et donc pour tout A € F, UN A € F est non vide puisque F est propre. Ceci
montre que x est un point d’accumulation de F.

(b) Soit z un point d’accumulation d’un ultrafiltre ¢ et V' un voisinage ouvert de x. Puisque
VUX\V)=Xel,onaqueV €l oubien X\ V € Y. Mais la deuxiéme possibilité
est absurde puisque alors VN X \ V # &. Par conséquent, V € U et donc z est un point
limite de U.

(c) Soit F et F' deux filtres et définissons Sy = {ANB: A€ F,B e F'}. On remarque
que sup(F, F') = Fx (Sr r) est propre si et seulement si pour tout A € F et tout B € F/,
AN B # @ (autrement dit Sz 7 est une base de filtre).

Par ailleurs, si F,F' C F alors sup(F,F'") C F, autrement dit sup(F,F’) est le plus
petit filtre contenant F et F’.

On remarque que par définition, un filtre F converge vers z s’il contient le filtre des
voisinage de z, V(x). Par conséquent, sup(V(x), V(y)) est le plus petit filtre qui converge
a la fois vers x et y (Un filtre non propre converge vers tout les points).

On a alors que tout filtre propre converge au plus vers un point si et seulement si pour
tout = # y, sup(V(x),V(y)) n’est pas propre.

La derniére condition est équivalente au fait que X est Hausdorff.

(d) Pour tout filtre F sur X, on peut définir F|y = {ANM : A € F}. On remarque que c’est
un filtre sur M qui est propre si AN M # & pour tout A € F. En effet, la propriété de
cloture par intersection finie découle de celle de F et si ANM C B C M, alors AUB € F
et donc B=(ANM)U(BNM)=(AUB)NM € F|u.

Par ailleurs, si G est un filtre sur M, alors on remarque que F C Fx(G) si et seulement
si F ’ M - Q .

En effet, si AN M € G pour tout A € F, alors ANM C A et donc A € Fx(G).

Par ailleurs, si pour tout A € F, il existe B € G avec B C A, alors B C AN M et donc
ANMeg.



L’existence d’un filtre propre G sur M convergeant vers x et donc équivalente a ’existence
d’un filtre propre G sur M avec V(x)|pr € G. Ce dernier point est équivalent au fait que
V(z)|ar est propre, c’est-a-dire que VN M # & pour tout V € V(x). Cette derniere
propriété est équivalente au fait que x € M. O



TOPOLOGIE - SERIE 6

Exercice 1. Soient (X,d), (Y,d') deux espaces métriques et f: X — Y. Prouver que f est
continue si et seulement si elle est continue au sens e-6:

Ve XVee RygIo € RyoVa' € X: d(z,2') <6 = d'(f(z), f(2))) <e.
Preuve. On remarque d’abord que la condition au-dessus est equivalente a la suivante:
Vee XVee Ryo3dde Ryt f(Bx(z,0)) C By (f(z),e).

[=>] Puisque f est continue, on a que pour tout z € X et r > 0 la préimage de la
boule ouverte By (f(z),e) C Y est ouverte et elle contient z. En particulier, on a qu'’il existe
une boule ouvert dans X de la forme Bx(z,0) tel que Bx(z,d) C f~'(By(f(z),¢)), et donc
f(Bx(z,8)) € By(f(.r),é‘).

[<=] Soit U C Y un ouvert, tel que f~(U) n’est pas vide. On va montrer que f~(U) est
ouvert. Soit z € f~1(U). Puisque U est ouvert et il contient f(z), il y a une boule By (f(z), €) qui
est contenue dans U. En utilisant I’hypothese on obtient 6 > 0 tel que f(Bx(z,d)) € By (f(x),¢),
et donc Bx(x,6) C f~Y( By (f(z),¢)) € f~Y(U). Donc f~1(U) est ouvert. 0

Exercice 2. Soient (X,7T), (Y,T’) deux espaces topologiques.

(a) Montrer que (Y, T’) est de Hausdorff si et seulement si la diagonale
Ay :={(y,y) lye Y} CY xY

est fermée par rapport & la topologie produit 77 * 7' sur Y x Y.

(b) Pour (Y,7") de Hausdorff, D C X dense (par rapport & T) et f, g: (X,T) — (Y, T")
continues, montrer que f = g si et seulement si f|p = g|p.

Preuve.

(a) [=>] On va montrer que si Y est d’Hausdorff, alors le complementaire de la diagonale

est ouvert. Soit (z,y) € Ay. Alors x # y e lorsque Y est d’Haudorff il y a deux ouverts
disjoints U et V qui contiennent respectivement x et y. Alors U x V est ouvert dans
Y x Y, il contient (x,y) et il n’intersecte pas la diagonale.
[<=] Soit x # y dans Y. Ca veut dire que (z,y) ¢ Ay. Alors il y a un ouvert de
base de Y x Y qui contient (x,y) et qui n’intersecte pas la diagonale. Cela signifie que
(r,y) e U xV CY xY \ Ay, pour quelques ouverts U et V dans Y. En particulier, on
deduvit quez e U,yeVetUNV =g.

(b) On va montrer que F := {x € X | f(x) =g(z)} = X. Si on definit h: X — Y x Y par
h(zx) := (f(x),g(x)), alors cette application est continue parce que ses projections f et g
le sont. Ensuite, £ = h=1(A), qui est fermé comme h est continue et Y est d’Hausdorff.
Par ailleurs E D D. Doncona E=FE 2D = X. 0

Exercice 3. Soient Y un ensemble totalement ordonné (muni de la topologie d’ordre), (X, 7T)
un espace topologique et f, g: (X,7) — (Y, 7<) deux applications continues. Montrer que

(a) {zx e X | f(x) < g(x)} C X est fermé;

(b) T'application minimum min: (Y x Y, 7- *x72) — (Y, 7<) est continue.
Indication: Lemme de Recollement.



Preuve.

(a) Onnote A= {z € X : f(x) < g(z)}. Soient = € X avec f(z) > g(x). On va montrer qu’il
existe un voisinage ouvert U de x avec U C (X \ A). On distingue deux cas.

e Sil existe z € Jg(x), f(z)], alors on définit U = g~1] — oo, 2[ N f~1]z,+oo. Le
sous-ensemble U est ouvert puisque f et g sont continues. De plus, si y € U alors
9(y) < z < f(y) et donc y € X \ A. 1l est évident que z € U.

e Silg(z), f(z)[= @, alors on définit U = g~'] — oo, f(z)[ N f~]g(z), +o0[. Pour les
mémes raisons que précédemment, U est un voisnage ouvert de x. De plus, siy € U
alors ¢g(y) < f(x) et donc puisque |g(x), f(z)[= @, on a que g(x) > g(y). De méme,
on obtient que f(y) > f(x). Puisque f(x) > g(x), par transitivité on obtient que
ye X\ A

Ceci montre que le complémentaire de A est ouvert et donc que A est fermé.

(b) On pose Ag = {(z,y) € Y XY 1z <y} et A1 = {(z,y) € Y xY :y < x}. Ce sont
des fermés par le point précédent appliqué aux projections 71,72 : ¥ XY — Y. On
remarque que min|4, = 7|4, et min|4, = m2|4, et donc celles-ci sont continues (par
restriction du domaine). On a que A; U Ay =Y car Uordre sur Y est total. Par le lemme
de recollement, il suffit de montrer que ces deux applications coincident sur A; N Ag, ce
qui est évident. O

Définition. Pour une application d’ensembles f: X — Y et un filtre F sur X on définit ["image
directe de F par f

LF=Fifalae Ry BCY | 'BeF)
comme le filtre engendré par les images directes des éléments de F.

Exercice 4. Soit f: X — Y une application quelconque.

(a) Montrer I’égalité (x) ci-dessus et conclure que 'image directe f,F d’un filtre propre F
est de nouveau propre.
Indication: Les fA avec A € F forment une base de filtre.

Maintenant suppose que X et Y sont de plus munis de topologies et x € X. Montrer que

(b) si f est continue et z un point d’accumulation d’un filtre F sur X alors fz est un point
d’accumulation de f,F;

(¢) f est continue en z si et seulement si pour tout filtre F sur X, 7 — z implique f,.F — fz.

Solution.

(a) Soient A, B € F, avec F un filtre propre. On a que f(AN B) C f(A) N f(B) et puisque
F est propre, 'ensemble {f(A) : A € F} est une base de filtre. Ceci montre que f,F est
un filtre propre.

On montre 1égalité (). Soit G ={BCY : f~!B € F} et soit Z € Fy({f(A): A F}).
Ceci veut dire qu’il existe A € F avec f(A) C Z (puisque les f(A) forment une base de
filtre).

Or, AC f7'f(A) C f~'Z donconaque f7'Z € F, et ainsi Z € G. Si B C Y est tel que
f7iB € F,alors ff71BC Betdonc Be Fy({f(Ad): AecF}).

On a donc montré que G = Fy ({f(4) : A € F}).



(b)

Soit U un ouvert qui contient f(z) et B € f.F. Puisque f est continue en x € X, on a
I'existence d’un voisinage ouvert x € V tel que f(V) C U. Or VN f~1(B) # @ puisque
x est un point d’accumulation de F.

Puisque f(VN f~YB)) C f(V)Nff1BCUNB,UN B est non vide.

Il est clair que si F C F', alors fuF C f.F'. On a donc que F — x = f,.F — f(x)
pour tout filtre F sur X si et seulement si V(f(x)) C f.(V(x)).

On a va donc montrer que V(f(z)) C f.(V(x)) si et seulement si f continue en z. On
commence par le sens direct.

Soit U un voisinage ouvert de f(z). Par hypothese, f~1U € V(z), et donc f~'U contient
un voisinage ouvert de x. Ceci montre que f est continue en z.

Supposons que f est continue en x, et soit A € V(f(x)). Alors A contient un voisinage

ouvert V de f(x). Par hypothése, f~!V contient un voisinage ouvert de x, c’est a dire
V € f«(V(z)). Par conséquent, A € f.(V(z)). 0



TOPOLOGIE - SERIE 7

Exercice 1. Montrer que

(a)
(b)
()

tout sous-espace d’un espace de Hausdorff est de Hausdorff;
tout produit de deux espaces de Hausdorfl est de Hausdorff;

si (Y, T") est un espace de Hausdorff et f: (X,7T) < (Y,7T’) est une injection continue
alors (X, 7) est aussi de Hausdorff.

Preuve.

(a)

Soit X un espace d’Hausdorfl, et Y C X un sous-espace. On va montrer que Y est
d’Hausdorff aussi. Soient y et 3/ deux points divers de Y. En particulier on peut les
séparer dans X par deux ouverts disjoints U et U’ qui contiennent réspectivement y et
y'. Maintenant U N'Y et U’ NY sont ouverts disjoints dans Y, et ils contiennent encore
yety.

Soient X et Y deus espaces d’Hausdorff. On va montrer que X x Y est d’Hausdorff aussi.
Soient (z,y) et (z',y") deux poiints divers de X x Y. En particulier z # 2’ ou y # /.
Supposons que x # ', et soient U, U’ deux ouverts disjoints dans X qui contiennent
réspectivement x, z’. Alors on a que U X Y et U’ X Y sont ouverts dans X x Y, ils sont
disjoints et ils contiennent réspectivement (z,y) et (z/,y’).

On va montrer que X est d’Hausdorff. Soient z et 2’ deux points divers de X. Comme ¢
est injective, i(x) # i(z'), et on peut donc les séparer dans Y par deux ouverts disjoints
U et U’ qui contiennent réspectivement i(z) et i(z'). Ensuite i ~*(U) et i~ *(U’) sont deux
ouverts disjoints qui séparent x et 2’ dans X. O

Exercice 2. Les mémes énoncés que dans 1(a) et (b) mais avec “métrisable” en lieu de “Haus-
dorff”. Trouver un contrexemple pour I’énoncé 1(c) avec “métrisable” en lieu de “Hausdorft”.

Preuve.

(a)

Soit (X,dx) un espace métrique, et ¥ C X un sous-espace. On va montrer que Y est
métrisable. On définit dy : Y x Y — [0, +00) par réstriction of dx. Alors c¢’est clair que
les axiomes de m’etrique sont toujours satisfaits. Il faut qu’on montre que la topologie
induite sur Y par dy est en effet la topologie de sous-espace Ty .

o [Ty C Ta,]; Soit U € Ty. Alors U = Y NV pour quelque V' € Tx. Soit mainte-
nant y € U. Alors il y a une boule Bx(y,r) qui est contenue dans V, et ensuite
By (y,r) = Bx(y,7) NY est contenue dans U. Donc U est ouvert dans 7y, .
e [T4, C Ty]; Chaque boule ouvert dy (y,r) est en effet égal & Y N Bx(y,r), ce qui est
ouvert dans Ty.
Soient (X, dx) et (Y, dy) deus espaces métriques. On va montrer que X XY est métrisable.
On definit
dxxy (X xY)x (X xY) — [0, +00),

dxxy ((z,y)(@',y)) = dx(z,2") + dy (y,9).
On va verifier que les axiomes de métrique sont valids.
Soient (x,y)(2,y'), (",y") € X x Y.



o Positivité:
dxxy((x,y)(@',y)) =0 <= dx(z,2") +dy(y,y) =0 <=
— dx(z,2")=0et dy(y,y) =0 < z=2"ety=y < (2,y) = (2/,v).

e Symmétrie: claire.

e Inégalité triangulaire:
dxxy ((z,y)(z",y")) == dx (z,2") + dy (y,y") <
< (dx(z,2") +dx(2',2")) + (dy (y, ') + dy (v, y")) =
= dxxy((z,9)(@",y)) + dxxy ((2',y) (2", y")).

Donc dx «y est bien une métrique. Il faut qu’on montre que la topologie induite sur X xY
par dxxy est en effet la topologie produit Tx«y .

o Txxy € Tiy.y]; Un base pour la topologie produit est donnée par les produits
d’une boule overte de X et une boule ouvertede Y. Soient By (z, ) et By (y, s) deux
boule ouvertes de X et Y réspectivement. On va montrer que Bx (z,7) X By (y, s)
est ouvert dans g, , . Soit (z,y) € Bx(x,r) x By(y,s). Alors

Bxxy ((z,y), min{r, s}) € Bx(x,r) x By (y,s).
o Tiv.y € Txxy); Soit Bxxy((x,y),r) une boule ouverte de X x Y. On va monter
qu’elle est ouverte dans Txxy. Soit (x,y) € Bxxy ((z,y),r). Alors

5) % By(y,5) € Bxxy ((w,9).7).

(¢) Considérons la droite de Sorgenfrey R; avec R comme ensemble sous-jacent et les inter-
valles de la forme [a, b] comme base pour la topologie. On va montrer que R; est séparable
(i.e. il posseéde un sous-ensemble dénombrable et dense) mais n’a pas de base dénom-
brable. Une fois qu’on a montré ¢a, on utilise le lemme ci-dessous pour conclure que R;
n’est pas métrisable.

BX(I’,

Apres, parce que la topologie de R; est plus fine que la topologie standard sur R, 'appli-
cation id: R; — R est continue et bijective mais R est métrisable et R; ne ’est pas.
e R; est séparable parce que Q C RR; est dense (tout intervalle [a, b] contient un nombre
rationnel).

e R; n’a pas de base dénombrable parce que supposons qu’il y a une telle base
B = { By} nen. Sans perte de généralité, on a B, = [ay, b,[ pour quelques ay,, b, € R;
parce qu’on peut toujours diminuer les ouverts d’une base. Mais maintenant il y a
x € Ry \ {an }nen et donc 'ouvert [z, z + 1] ne contient aucun ouvert de base autour
de x.

Lemme. Un espace métrisable X est séparable (i.e. posséde un sous-ensemble dénom-
brable et dense) si et seulement s’il a une base dénombrable.

Preuve. Soit d une métrique sur X qui induit la topologie donnée et supposons qu’il
y a D C X dénombrable et dense. Alors les boules B(d,e) avec d € D et ¢ € Qs¢
forment une base dénombrable pour la topologie de X. A savoir, si U C X est ouvert
et z € U, il existe ¢ € Qs tel que B(x,2¢) C U et parce que D C X est dense,
on trouve un d € D N B(x,e). Donc aussi x € B(d,e) et par 'inégalité du triangle
B(d,e) C B(z,2¢) C U. Par contre, si X a une base dénombrable B, on utilise 'axiome
du choix pour choisir un point xp € B pour tout B € B. Parce que B est une base
dénombrable, ’ensemble des xp est dénombrable et dense. 0



Exercice 3. Trouver un exemple qui montre qu’on ne peut pas généraliser le Lemme de Recolle-
ment au cas infini. Plus spécifiquement, trouver une application f: (X,7) — (Y, T’) et une suite
(Xn)nen de sous-espaces fermés de X tels que X = o2, X, et les flx, : (Xn,Tx,) — (Y, T7)
sont continues pour tout n € N mais f ne l’est pas.

Preuve. On considere X = N avec la topologie de complément fini et Y = N avec la topologie
discrete, et f : N — N l’application identité. Il est clair que f n’est pas continue, car la topologie
discrete est strictement plus fine que la topologie de complément fini.

On pose X, = {n}, il est clair que X = {J,, ey Xn. Par ailleurs, toute application constante
est continue, et donc f|x, est toujours continue. Ceci fournit le contre-exemple demandé. O

On se souvient qu’une application (f1, f2): (X,Tx) — (Y x Z, Ty * Tz) est continue si et
seulement si f1: (X,Tx) = (Y,Ty) et fa: (X,Tx) = (Z,7Tz) sont continues. En reversant la
situation, on se demande si un résultat analogue est juste pour une application X x Y — Z.

Exercice 4. Considérons S! := {z € C||z| = 1}, I := [0,1] comme sous-espaces de C = R?
et R respectivement (munis des topologies standards) et définissons

Fo (ST X I, Tor+Tr) — (SY, Tan), (€272, 1) v €27¢"

ot p €]0,1] (et donc ¢! est bien-défini pour tout t € I).

(a) Montrer que f est continue en chaque variable. Plus spécifiquement, ¢a veut dire que
pour tout z € S! et t € I, les applications

. (177}) - (517775'1) . (S177T91 — (51773'1)
flz,-): s = f(z,s) et F(=1): w —  f(w,t)
sont continues.
(b) L’application f, est-elle continue?
Preuve.
27t

(a) On commence par montrer que ¢c: R — R x R définie par f(t) = e est continue.
En fait, par la propriété universelle du produit, il suffit de montrer qu’elle est continue
composante par composante. Mais ¢(t) = (cos 27t, sin 27t) et le cours de premiére année
d’analyse permet de conclure que ¢ est continue puisque les fonctions sinus et cosinus le
sont. On peut maintenant restreindre le domaine & I et le codomaine & S* et la fonction
est toujours continue.

127t

On a donc montré que ¢: I — S1 définie par ¢(t) = ¢ est continue.

e Pour z = €!2™ ¢ > 0 fixé, on remarque que la fonction

g: I —1

S = (ps — esln(,p

est continue comme composition d’applications continues. Par conséquent, ’appli-
cation f(z,—) = qo g est aussi continue.
e On procede via le lemme de recollement. On pose
St={(z.y) €5 1y >0} U{(z,y) € ST 1y <0}

et on montre que f(—,t) est continue sur chacun des fermés. De la géométrie élémen-
taire (trigonométrie) montre que d(q(x), q(y)) = 2sin(r(z — y)) lorsque |z — y| < 3.



Une analyse de fonction appliqué a 2 sin(m(z —y)) — 2 montre que cette fonction est
positive pour 0 < < 3. Ceci montre que d(g(z), q(y)) > |z —y| lorsque |z —y| < 3.
Ainsi, ¢: [0,3] — {(2,y) € S* : y > 0} est un homéomorphisme.

Pour ¢t fixé, on remarque que la fonction

g:10,1/2] — I

S St — etlns

est continue comme composition d’applications continues, et elle tend vers 0 quand
s converge vers 0. Par conséquent, on peut la prolonger par continuité par g(0) =0
(les espaces sont métriques). Ainsi, f(—,t) = gogq~! est continue lorsque restreinte
a {(z,y) € S' : y > 0}. Un raisonnement analogue montre la continuité sur Pautre
fermé, et le lemme de recollement acheéve la preuve.

11
2" n

continue, (eizﬂ%n, 1) converge vers (1,0) = (¢(0),0) dans S* x I. Mais

(b) On considere la suite =, = ( ), qui converge vers (0,0) dans I x I. Puisque ¢ est

f<6i2ﬂ2%7 1) _ €i2ﬂ'% -1

3

et donc cette suite ne converge pas vers f(1,0) = 1.

Ceci montre que f n’est pas continue. 0



TOPOLOGIE - SERIE 8

Exercice 1. Soit (X;, 7T;)icr une famille d’espaces topologiques. Montrer que
(a) siles X; sont de Hausdorft, alors leur produit (IT;c; Xi, *icr7;) est aussi de Hausdorft;
(b) m = [L;e; M; pour toute famille (M;);c; de sous-ensembles M; C X;;
(c) *icr(Ti)y; = (k¢ ZGI’T)H y, pour toute famille (Y;);e; de sous-espaces Y; C X;.

Preuve.

(a) Soient z,y deux éléments distincts de [[;c; X;. Alors il existe j € I tel que x(j) # y(j).
Puisque X est de Hausdorff, il existe U, V' deux ouverts disjoints de X; avec z(j) € U et
y(j) € V. On définit les ouverts Wy, = {z € [[;c; Xi : 2(j) € Ut et Wy = {z € [L;c; Xi : 2(j) € V'}
(ils appartiennent a la sous-base de la topologie sur le produit).
Puisque U et V sont disjoints, W, et W, sont disjoints et on a que x € W, et y € W,,.

(b) Nous allons commencer par montrer que [[;c; M; est fermé dans ([[;c; Xi, *ier7i). Soit

x & [lyer M;. Alors il existe j € I tel que z(j) & M;, c’est & dire il existe un ou-
vert U de X avec z(j) € U et U C X; \ M;. On remarque que 'ouvert de sous-base
{z € [Ljer Xi : 2(j) € U} contient x et est inclus dans le complémentaire de [[;c; M;.

Par consequent le complémentaire de [[;c; M; est ouvert et donc 6 donc J[;er M; est fermé. Or
[Licr M est le plus petit fermé contenant [;c; M;, et donc [[,c; M; C [1;e; M.

Pour I'inclusion inverse, nous allons utiliser la caractérisation de 'adhérence par les bases.
Soit « € [[;c; M; et un ouvert de base W de la topologie produit qui contient x. Par
définition, W est de la forme

{ZEHX z(jr) € Uj, pour k =1,. },

el

ouneN, ji,....jn €l et x(jy) €U, €Tj, pourk=1,...n
Puisque x € [[;¢; M;, alors pour tout i € I, il existe y; € V; N M;, ou V; = X; si i # jj, et
Vj, = Uj,.. On définit y par y(j) = y; et on remarque que y € W N [[;c; M
Ceci montre que [[;c; M; 2 [Ler M;

(c¢) Nous allons démontrer que si (X, 7) admet une base Bet Y C X alors By = {BNY : B € B}
est une base pour la topologie sur Y. Il est clair que tous les éléments de By sont des

ouverts de (Y, 7y ), et donc Tp, C Ty. Par ailleurs, si W € Ty, alors il existe un ouvert
Ude X tel que W=UnNY.

Alors, piusque B est une base, il existe des B; € B,i € I avec U = ;1 B

Onaque W = (Ujer Bi) NY = U;jer(BiNY), et donc Tp, 2 Ty.

En appliquant le résultat a X = [[;c; X; et Y = [];c;Yi, on obtient que la topologie
(*ie,’ri)nmyi a pour base

C:{{JJEI_IXi::/U(jk)er,C pourk:zl,...n}ﬂHYi:nEN,jkEI,Ujk67},@}

i€l i€l
= {{xGHY;x(M) ceU; NY;, pourkzl,...n} :neN, g, € I,Uj, eﬁk}
el

et 'on remarque que cette base est exactement celle du produit *;cr(7;)y; O



Exercice 2. Pour une famille dénombrable (X;, 7;)ier d’espaces topologiques métrisables, mon-
trer que leur produit ([T;c; Xi, *ic17;) est de nouveau métrisable. Trouver un exemple de famille
indénombrable, dont le produit n’est plus métrisable.

Indication: Considérer les bases locales d’un point oti on appelle base locale d’un point x une
base pour le filtre V(z) des voisinages de x.

Preuve.

e On va montrer que le produit d’'une famille dénombrable d’espaces métriques est mé-
trisable. Soit (X, d,) une famille d’éspaces métrique, avec chaque d,, bornée par 1. On
définit alors une métrique sur X := ], oy X, par

dy : X x X — [0, 400),

|dn (%, yn)|
dX((xn)nEN7 (yn)neN) ‘= sup - <1
neN n
dx est bien une métrique. Les propriétés de symmétrie et réflexivité sont triviales. Il reste
a montrer 'inégalité triangulaire.

Soient (n)neN, (Yn)neN, (2n)nen dans X. Pour tout n € N on a que

|dn (2, 2n) < !dn(wn,yn)|+|dn(yn,zn)!

" = n n < dX((xn)nENa (yn)neN) +dX((xn)n€N7 (yn)nGN)’

En passant au supremum on a I'inégalité voulue.
Ensuite, dx induit la topologie produit.
— [Tay < Tx]; soit V un ouvert de base dans la topologie induite par la métrique, et
(n)nen € V. Iy a une boule ouverte Bx ((xn)nen,€) qui est contenue dans V. Soit
N > % SiU :=[l,en Un, 04 U, := Bx, (zp,€) pour n < N et U, = X,, pourn > N,
alors U est ouvert dans la topologie produit et U C Bx ((zn)nen, <) En particulier

(xn)nEN eUC BX((JIn)neN,€) cV.

Donc V est ouvert dans la topologie produit.

— [Tx < Tay]; soit U un ouvert de base dans la topologie produit, et (z,)neny € U. Iy
a un ouvert de base U’ dans la topologie produit tel que (2, )neny € U C U. On peut
prendre U’ est de la forme U’ = [],cn Un, ot U, = By, (xp,en) pour un nombre
fini de n, et U, = X,, autrement. Si € := min,, =, alors Bx ((zn)nen,c) C U'. En
particulier

(xn)neN S BX(($n)neN,5) - U/ - U.
Donc U est ouvert dans la topologie induite par la métrique.

e En général le produit d’une famille d’éspaces métriques n’est pas métrisable. Soit X, := {0,1}
muni de la topologie discrete pour tout r € R. Alors chaque X, est métrisable, tandis
que le produit X := [[,cg X, ne l'est pas. En effet dans X on ne peut pas caractériser
ladhérence par suites (Exo3, sérieb).
Soient O := (0),er, et A := {(2r)rer € X | 2 = 0 pour un nombre fini de r}. Alors
O € A. Condidérons une suite (2*)en dans A et pour tout k € N soit I, := {r € R| z¥ = 0} C R,
ce qui est fini. Alors I := {J,cg I, est dénombrable, et donc il existe z € R\ I. Cela si-
gnifie que pour tout k¥ € N on a z¥ = 1. En particulier la suite (z*),en ne peut pas étre
définitivement contenue dans l'ouvert {(z,),er € X | x, = 0}, ce qui est un voisinage de
O. Donc aucune suite dans A peut converger vers O. O



Exercice 3.

(a) Montrer que R“ avec la topologie boite (et ot R est muni de la topologie standard) n’est
pas métrisable.
Indication: De nouveau, considérer les bases locales.

(b) Trouver un exemple d’une famille (X;, 7;)ier d’espaces topologiques et d’une application
f+ (Y, T) = (Ilier Xis Toox) tels que chaque composante f;: (Y, 7T) — (X;, 7;) est continue
mais f ne l'est pas.

Preuve.
(a) On va montrer que dans R* avec la topologie boite on ne peut pas caractériser 'adhérence
par suites (Exo03, sérieb).
Soient O := (0)pen, et

A = {(2n)nen | £, > 0 pour tout n}.

Alors O € A. Considérons aprés une suite (7¥)gey dans A. L’ouvert

U:= H (—axp, )

neN
contient O mais aucun z* (lorsque zf ¢ (—z¥, z§)). En particulier, aucune suite dans A
converge vers O.

(b) Soit X,, := {0,1} avec la topologie discréte pour tout n € N, et Y := {0,1} avec la
topologie produit. Alors la fonction identité

Y = ({0, 1}N7*) — H X» = ({0, I}Nvm)
neN

n’est pas continue, puisque la topologie boite est strictement plus fine que la topologie
produit. Pourtant les projections sont continues. O

Exercice 4.

(a) Pour une application f: X — Y et un ultrafiltre F sur X, montrer que f,F est un
ultrafiltre sur Y.

Soit (X5, Ti)ier une famille d’espaces topologiques dont le produit X := [];c; X; est non-vide,
F un filtre sur (X, *;c77;) et notons F; := (pr;).F les images directes de F par les projec-
tions pr;: X — X;. Pour chaque point x = (z;);c; € X, montrer que

(b) pour f:Y — Z une application surjective et G un filtre sur Y’
f*g:{fA|A€g}

(en particulier F; = {pr; A | A € F});
(c) F converge vers x si et seulement si chaque F; avec i € I converge vers ;.

(d) Trouver un exemple concret de X et une suite (2, ),en qui n’a pas de point d’accumulation
mais ou chaque (pr; z,)nen avec i € I en possede un.



Preuve.

(a)

Nous avons montré dans une série précédente que f.F = {B C Y : f~1(B) € F}.
Supposons que F est un ultrafiltre et soient B, B’ C Y tels que BU B’ € f,F. Alors
fFYB)U fYB") = f~Y(BUB') € F et donc puisque F est un ultrafiltre, f~}(B) € F
ou bien f~1(B’) € F, c’est-a-dire B € f.F ou bien B’ € f,F. Ceci montre que f,F est
un ultrafiltre.

Supposons f : Y — Z surjective et soit B C Z tel que f~1(B) € G, ou G est un filtre
sur Y. Alors, par surjectivité de f, on a que B = ff~1(B) et donc B € {f(A): A € G}.
Reciproquement, A C f~1f(A) et donc si A € G, alors f(A) € f.G.

Nous avons déja montré que si f : X — Y est continue et que F — z alors f,. F — f(x).
Ceci montre le sens direct. Soit z € [[;c; X; et F un filtre sur le produit et supposons
maintenant que F; — pr;(x) = x; pour tout ¢ € I. On doit montrer que tout voisinage
ouvert de = est un membre de F. Par la propriété des filtres de stabilité par intersection
finies et par extension, il suffit de montrer que les ouverts de sous-base contenant x sont
des membres de F.

Soit donc un ouvert de sous-base S de la topologie produit qui contient x. Par définition,
S est de la forme

S_{ZEHXZ‘:Z]‘EUJ'},

el
ou z; € U; et U; est un ouvert de Xj.
Puisque F; — x;, on a que U; € F; et donc que S = prj_l(Uj) e F.
Soit X = N x N, ou N est muni de la topologie discrete. On remarque que le produit
est lui aussi muni de la topologie discrete. Si x € X est un point d’accumulation d’une
suite x, a valeur dans X, ou X est un espace discret, si et seulement si x,, = z pour un
nombre infini de n.
On considére une bijection « : N — N x N. Clairement, z n’a pas de point d’adhérence

lorsque on la voit comme une suite. Par contre, par surjectivité de x, pr;(z) et pry(x)
admettent tout entier comme un point d’accumulation. O



TOPOLOGIE - SERIE 9

Exercice 1. Soit (Y, d) un espace métrique et X un ensemble. Montrer qu’une famille d’appli-
cations (f,: X — Y),en converge uniformément vers une application f: X — Y si et seulement
si elle converge vers f dans ([T,cx Y, 75) ol p est la métrique uniforme.

Preuve. [—>]; Supposons qu’on a une famille d’applications (f,: X — Y),en qui converge
uniformément vers une application f: X — Y. Soit B(f,e) une boule dans (I[,cxY,75), et
N € N tel que dy(fn, f) < § lorsque n > N. Alors pour tou n > N on a que

p(fn, f) = sup dy (fu(z), f(z)) <

zeX

<eg,

| M

ce qui veut dire que la suite est définitevement dans la boule, et donc elle converge vers f dans
la topologie induite par la métrique.

[<=]; Supposons qu’on a une famille d’applications (f,: X — Y),en qui converge vers f dans
(ITzex Y. 75). Soit € > 0; comme la suite converge vers f, il existe un N € N tel que f, € B(f,¢)
lorsque n > N. En particulier, pour n > N et z € X on a

dy (fu(2), f(z)) < sup dy (fu(@), f(2)) = p(fn, ) <e.
Donc la suite converge uniformement vers f. O

Exercice 2. Trouver deux espaces topologiques (X, T), (Y,7’) et une application non continue
f: X — Y tels que pour toute suite (z,)nen dans X convergente vers un =z € X, la suite
(fxn)nen converge vers fz.

Solution. Soit X un ensemble. On le munit de la topologie dite codénombrable Tiogen, qui est
définie par U € Teogen Si U est vide ou bien si son complémentaire est fini ou dénombrable. Soit
Ui,i € I une famille d’éléments de Tcoden. Alors X \ (U;c; Ui) = Nier X \ U; a un cardinal plus
petit que celui de n’importe lequel des X \ Uj, il est donc bien au plus dénombrable.

SiUr,...,Upn € Teoden alors X \ Ni—q Ux = Ui~y X \ Ux qui est dénombrable car une union
finie d’ensemble dénombrables est dénombrable.

La topologie codénombrable est donc bien une topologie.

On munit R de la topologie codénombrable, et soit (x,,),en une suite convergente vers x pour
cette topologie. On consideére 'ensemble U = (R \ {z,, : n € N}) U {z} dont le complémentaire
est au plus dénombrable, car inclus dans I'image de la suite (z,,)nen. Par hypothese, il existe un
rang N € N tel que x,, € U pour tout n > N. Ceci veut dire que z,, = x pour tout n > N.

Par ailleurs, les suites constantes a partir d’un certain rang sont toujours convergentes vers
cette valeur. (Dans n’importe quel espace topologique).

La fonction identité (R, Tcogen) — (R, Taisc) n’est pas continue car le complémentaire d’un
point est indénombrable, et pourtant la propriét recherchée est trivialement vérifiée. O

Exercice 3. Montrer que
(a) “étre de Hausdorff” et “étre métrisable” sont des propriétés topologiques;

(b) une application f: (X,7T) — (Y,T’) entre deux espaces topologiques est un homéomor-
phisme si et seulement si elle est continue, bijective et fermée (i.e. 'image d’un fermé
par f est fermé);



c) si(fi: (X3, T;) = (X!, T)))._, est une famille d’homéomorphismes alors
7 7 =yl

~ ! /
(HXi7i>EkI7;> - (HXMZIE)

i€l el
Preuve.

(a) Supposons qu’on a un homéomorphisms f: X — Y.
e SiY est d’Hausdorff, X I'est aussi, puisque f est injective et continue (Exercise la,
Série 7).
e On va montrer que si Y est métrisable avec une metrique dy, alors X est métrisable
aussi. On definit

dx : X x X — [0, +00) par dx(z,2') := dy (f(x), f(2')).

En effet dx est bien une métrique, puisque f est injective et dy est une métrique.
Ensuite, elle induit la topologie de X, i.e. Tx = T4, .

— [Tx € Tay]; Soit U € Tx, et x € U. Comme f est ouverte f(U) est ouvert dans
Ty = Tay - Alors on trouve une boule By (f(z),) qui est entierement contenue
dans f(U), et ensuite Bx(x,¢) est contenue dans U. Donc U est ouvert dans la
topologie induite par la métrique.

— [Tx D Ta,]; Soit Bx(«,¢) une boule dans X. On peut I’écrir comme
X

Bx(z,¢) = f~1(By(f(2).¢)),

ce qui est ouvert puisque f est continue et les boules sont ouvertes dans Y.
(b) On rappelle que un homéomorphisme est un application continue bijective et ouverte.

e Soit f : X — Y un homéomorphisme. On va montrer que f est fermée. Soit
F =X\ U un fermé de X. Alors f(F) = f(X\U) = f(X)\ f({U) =Y\ f(U), ce
qui est fermée puisque U est ouvert et f est ouverte.

e Soit f: X — Y continue bijective et fermé. On va montrer que f est ouverte. Soit
U= X\ F unouvert de X. Alors f(U) = f(X\F) = f(X)\ f(F) =Y\ f(F), ce
qui est ouvert puisque F' est fermé et f est fermée.

(c) Soit f; : X; — X/ est 'homéomorphisme qui est donné pour tout ¢ € I, et f! son
inverse. On denote p; les projections de [];c; X; et p} celles de [];c; Xi. On va définir
deux functions continues f : [[;c; Xi — [Lic; X! et f : [Lic; X! — Tlier Xi qui sont
inverses I'une pour 'autre.

Soient f((xi)ier) := (fi(xi))ier et f'((x)ier) == (f1(«}))icr- On a que f et f’ sont inverses
I'une pour autre. Ensuite f est continue, parce que pour tout ¢ € I on a p,o f = f; op;,
ce qui est continue. De facon similaire f’ est continue aussi. O

Exercice 4. Considérons les groupes

80, = {4 € Mat,,(R) = R" ‘ AA' = E et det A=1}

SU, i= {4 € Mat,,(C) = C"* | AA* = E et det A =1}

comme sous espaces de (R", Tt) et (C™°, Ty;).



(a) Montrer que GL,(C) est un groupe topologique, ce qui veut dire que la multiplication des
matrices et prendre l'inverse sont des applications continues

ft: GLy(C) x GLy(C) — GL,(C),  ¢: GL,(C) — GL,(C).

(b) En conclure que SO,, et SU,, sont aussi des groupes topologiques (en fait des sous groupes
topologiques de GL,(C)).

(c) Montrer que SOy = S' comme groupes topologiques, ce qui veut dire qu’il existe un
isomorphisme de groupes SO, = S' qui est aussi un homéomorphisme.

(d) Montrer que SUs est homéomorphe a S3.

Preuve.

(a) On rappelle que les applications +, - : CxC — Cet (=)' : C\{0} — C sont continues.
On peut par exemple utiliser la caractésrisation de la continuité par les suites, puisque
les espaces sont métrisables, et utiliser les résultats d’analyse sur la convergence d’une
somme et d’'un produit de suites, ou utiliser directement &, §.

On considere ;; : c¥ — C I’application qui associe a une matrice M sa composante
M;;. Par un théoreme du cours, la multiplication de matrices p : c x ¢V —» (C”Q,
C(M,M") = MM’ est continue si et seulement si ;4 est continue. Or

n
mij(M, M) = My, - My,
k=1 0

donc (M, M') est continue comme composition d’applications continues (sommes,
produits et projections), et donc u est continue.

Par consequent, p: GL,(C) x GL,,(C) — GL,,(C) est continue comme application obtenue
par restriction du domaine et du codomaine d’une application continue.

Comme précédemment, det : GL,,(C) — C\ {0} est continue comme composition d’ap-
plications continues (sommes, produits et projections). Pour 'inversion, on rappelle la

formule de Laplace, qui dit que m;;e(M) = C?lfj:g\]/y), ot Cof;;(M) = (—1)""7 det A (M)
et AU C" —s CD? egt I’application qui supprime la iéme ligne et la jéme colonne.
Cette formule montre que 7;;¢ peut-étre obtenue comme composition d’applications conti-

nues. Par conséquent, ¢: GL,,(C) — GL,,(C) est continue.

(b) Il suffit de remarquer que SO, et SU, sont des sous groupes, ceci découle de pro-
priété uniquement algébriques. Il faut utiliser le fait que det A - det B = det AB et que
(AB)* = B*A* pour la multiplication, et que det A= = ﬁ, et que A* = A~ pour
I'inverse. La multiplication et l'inversion sont alors des applications continues comme
applications obtenues par restriction du domaine et du codomaine de p et ¢.

b

(c) On définit une application f : SO(2) — S* C C par f < Z d

) =a+ibet g : C — GL2(C)

. b . .. .
par g(a+ib) = ( —ab " > , qui sont trivialement continues. On remarque que g(S1) C SO(2),

on obtient donc bien g : S — SO(2) continue comme restriction.

Par ailleurs, si A = ( CCL Z), gf(A) = ( _ab 2) Or A € SO(2) implique que

2 +d =1,ac+bd =0 et ad—bc = 1. En en multipliant par d la 2eme equation



et en y substituant la derniére equation, on obtient que (1 + bc)c + bd? = 0, ce qui veut
dire ¢ + b(c? 4+ d?) = 0, et donc avec la premiére equation on obtient que ¢ = —b. Avec
la méme démarche mais en multipliant par ¢ la 2éme equation, on obtient que a = d et
donc gf = idgp(g)- Le fait que fg =idg est trivial.

Par conséquent, g est un homémorphisme. Il faut maintenant montrer que c¢’est un ho-
momorphisme de groupe. Ce calcul facile est laissé au lecteur.

On remarque que S% = {(z,y) € C?: |z|> + |y|*> = 1} C C?, et on procede exactement de
la méme maniere, avec pour seule différence que les coefficients sont complexes, et que

g(a,b) = ( _al_) g )
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Exercice 1. Soit X un ensemble totalement ordonné. Montrer que si une application non dé-
croissante f: (X,7-) — (R, 7s) a la propriété de la valeur intermédiaire (i.e. si z, 2’ € X et
yeY avec f(z) <y < f(a)) il existe 2” € X tel que f(2”) = y), elle est continue.

Preuve. Nous allons montrer la continuité locale de f. Soit |a, b] un ouvert de base non vide de
la topologie standard sur R et x € X tel que f(z) €]a,b[. Soit € > 0 tel que a < f(x) — € et
f(z)+e<b.

On va définir 2g et 21 de sorte & ce que = €29, z1[ et et |20, 21[C f~1(Ja, b]).

e Si pour tout yo € X, f(yo) > a, alors on pose zg = —oo. Sinon, il existe yo € X tel
que f(yo) < a. Alors par la propriété de valeur intérmédiare, il existe zg € X tel que
f(20) = f(z) —e.

De plus, puisque f est non décroissante, zy < x.
On remarque que pour tout w €]zp, z[onaquea < f(w) < f(x) < bet donc f(]zo,z[) C]a,bl.

e De méme, si pour tout y; € X, f(y1) < b, alors on pose z; = +oo. Sinon, il existe y; € X
tel que f(y1) = b. Alors par la propriété de valeur intérmédiare, il existe z; € X tel que
f(z1) = f(z) +e.

Puisque f est non décroissante, x < 2.
On remarque que pour tout w €|z, zj[onaquea < f(x) < f(w) < bet donc f(|x, z1]) Cla,b].

Il suffit maintenant de remarquer que f(]zo,z1[) = {f(x)} U f(Jz0,z[) U f(Jz, 21[) Cla,b. o
Exercice 2.

(a) Démontrer que pour toute application continue f: (ST, (7st)g1) — (R, Tst), il existe z € S1
tel que f(z) = f(—x).
(b) Soit f: ([0, 1], (Tst)j0,1)) — ([0, 1], (Tst)j0,1)) une application continue.
e Considérer Papplication graphe F': ([0, 1], (Tst)0,1]) = (R?, Tat), @ = (2, f(2)). Que
peut-on dire sur sa continuité?

e Montrer qu’il existe un = € [0, 1] tel que f(x) = x.
Preuve.

(a) Considérons I'application g : S — R, definie par g(x) := f(x) — f(—2). Alors g est
continue parce que elle est la composition de fonctions continue, de le facon suivante:

id,—id _
qg: Sl(’—QSl X S PIRxR—5R

x> (z, =) = (f(z), f(=)) = f(z) = f(—2).
Si g n’est pas toujour zero, il y a y € S! tel que g(y) # 0, et alors g(—y) = —g(y)
a le signe oppos’e. Ensuite, S! est connexe, donc on peut utiliser le théoreme de la
valeur intermediare pour conclure quil existe z € S* tel que g(z) = 0, c’est & dire que
f(2) = f(=2).

(b) L’application graphe est toujour continue parce que ses composantes sont ’application
identité et f, ce qui sont continues. Considérons l'application g : I — R, definie par
g(x) := f(x) — x. Alors g est continue parce que elle est la composition de fonctions
continue, de le facon suivante:

g: I IxT RxR—>R



z = (2, f(2)) = (2, f(2)) = fz) — @

Si g n’est pas zero dans 0 et 1, necéssairement g(0) > 0 et g(1) < 0. Ensuite, I est
connexe, donc on peut utiliser le théoréme de la valeur intermediare pour conclure qu’il
existe z € I tel que g(z) =0, c’est a dire que f(z) = z. 0

Exercice 3. Dans cet exercice, on va déterminer la connexité de R“ par rapport aux plusieurs
topologies différentes.

(a)
(b)
()

Montrer que R est connexe par rapport a la topologie produit.
Indication: R CR' c R? C ... CR® :=J2, R" C R¥.
Déterminer si R¥ est connexe dans la topologie uniforme ou pas.
Indication: Considérer {x = (x,)nen | * bornée} C RY.

Et par rapport a la topologie boite?

Preuve.

(a)

On procede en deux étapes. On montre que le sous-espace R* donné dans l'indication
est connexe, et que son adhérence est R¥. Tout d’abord, on identifie R avec ’ensemble
des suites qui valent 0 a partir du n + 1-éme terme et on remarque que la topologie de R"
est la méme que celle donnée par la topologie de sous-espace sur R¥ (avec la topologie
produit). Par un théoréme du cours, un produit fini d’espaces connexes et connexe, et
donc R” est connexe pour tout n € N, puisque R est connexe.

De plus, la suite identiquement nulle est dans R™ pour tout n € N.

Par un théoréeme du cours, cela implique que R*> est connexe comme union de connexes
d’intersection non vide.

Maintenant, soit (2n)nen € [I,en Un un ouvert de base non vide de la topologie produit,
et j = max{i € N: U; # R}

Tp NKJ

11
0 sinon ’ est telle que

Alors la suite définie par y, = {

(YnJnen € | [T Un | nRIFEC{ ] Un | NR™.
neN neN

Ceci montre que R¥ muni de la topologie produit est connexe, comme adhérence d’un
sous-espace connexe.

On va montrer que le sous-ensemble A = {(zy)nen : Tn, est borné } est a la fois ouvert
et fermé dans la topologie uniforme. Cela donne une séparation de R* muni de cette
topologie, il n’est donc pas connexe.

Soit donc (2 )nen une suite bornée, c’est a dire telle qu'’il existe B € R avec sup,,cy |zn| < B
et 80t (Yn)nen € Bs((Tn)nen, 3). Alors pour tout n € N,

1

Par conséquent, sup,,cy |yn| < B+ 3 et donc Bj((zn)nen, 5) € A. Ceci montre que A est
ouvert.

Soit maintenant (z,,),en une suite non bornée, c’est a dire telle que pour tout B € R, il
existe n € N avec |z,,| > B, et soit (yn)nen € Bs((2n)nen, 5)-



Soit B € R. Alors il existe n € Ntel que |2,,| > B+3. or |20| = |(Yn—2n)+Yn| < [Yn—2n|+|Ynl,
donc

[yn| = |2n| — |yn — 20| > B.

Ceci montre que (Y, )nen n'est pas bornée et donc A est aussi fermé.

(c) Puisque la topologie boite est plus fine que la topologie uniforme, A est aussi ouvert et
fermé dans la topologie boite, et donc R* muni de la topologie boite n’est pas connexe.
O

Exercice 4. (Courbe sinus du topologue) Montrer que la courbe sinus du topologue
T :={(z,sin(1/2)) € R? ‘ €101} U {(0,0)}

aussi bien que la courbe sinus fermée du topologue
T :={(z,sin(1/2)) € R? | 2 €]0,1]} U ({0} x [-1,1))

est un sous-espace connexe de (R?, Tg).

Preuve. On remarque d’abord que si f est une fonction continue definie sur un ensemble connexe,
alors le graphic de f est connexe aussi (comme image du connexe par l'application continue
definie par 'assignement x — (x, f(z))).

Si on note A := {(z,sin(1/z)) € R? | z €]0,1]}, alors A est connexe, lorsqu’il est le graphic
de l'application x €]0,1] — sin(%) € R. Suppose que T'= X UY, avec X et Y ouverts et
disjoints. Alors A = (ANX)U(ANY),ou ANX et ANY sont disjoints et ouverts dans le
connexe A. Alors un d’eux est vide. Supposons A =ANX et ANY =3. Alors AC X, etsiY
n’est pas vide on a que A = X et Y = {(0,0)}. Mais {(0,0)} n’est pas ouvert, puisque chaque
boule ouverte centrée en (0,0) contient toujours les elements de la forme (=, sin(n)) € A, pour
n suffisantement grand. Cela est une contradiction, et donc Y = @ et T est connexe.

Ensuite, T est connexe aussi parce que est ’adherence de T, ce qui est connexe. 0
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Exercice 1. Montrer que

(a)

(b)
()

si (X,T) est un espace topologique et (Y;, 7y;)icr une famille de sous-espaces connexes
par arcs de X tels que pour tout i, j € I'ily a k € I avec Y;NY}, Y; NY), # @ (e.g. si
Nicr Yi # @) alors U;c; Y; est connexe par arcs;

si (X,T) est connexe par arcs et f: (X,T) — (Y,T’) est continue, alors (f(X),7}’(X))
est connexe par arcs;

si (X, Ti)ier est une famille d’espaces topologiques connexes par arcs, alors leur produit
(ILier X, *icr Ti) est connexe par arcs.

Preuve.

(a)

SiA:fa,b] — X et N :[e,d] — X sont telles que A(b) = X (c) alors par le lemme de
recollement, Papplication A x X : [a,b+ (d — ¢)] — X définie par

Ny — A(t) a<t<b
“*AWV‘{X@+t—m)b<t<b+u—@

est continue. On remarque que c’est un chemin de A(a) a \'(d).
Soient x,y € (J,er Ys. Alors il existe 7,5 € I tels que x € Y;, y € Y;. Par hypothese, il
existe k € I, z € Y, NY; et w € Y, NYj. Par hypothese, Y;, Y, Y; sont connexes par arc,
donc il existe des applications continues

o A\ :[a,b] —Y; CUser Ys telle que Ai(a) =z et Ai(b) =2

o \y:fc,d] — Yy C Uger Vs telle que Aa(c) = z et Aa(d) = w;

o \3:e, f] — Y; C User Vs telle que Az(e) = w et A3(f) = v.
Alors, (A1 * A2) x A3 est un chemin dans (J,c; Y, allant de z a y.
Soient y1,y2 € f(X). Alors il existe z1,z2 € X tels que f(z;) = y;, pour i = 1,2. Puisque
X est connexe par arc, il existe A : [a,b] — X tel que A(a) = z1 et A\(b) = x2. Alors,
foX:a,b] — f(X) est continue (comme composition d’applications continues), c’est
un chemin allant de y1 a yo.
Soient z,y € [[;c; Xi. Soit i € I. Puisque X; est connexe par arc, et quitte a reparamé-
triser, il existe un chemin A; : [0, 1] — X; avec A\;(0) = z(7) et A\;(1) = y(4).
On obtient ainsi (via axiome du choix) une collection de chemins (A;);er, avec \; verifiant
la propriété ci-dessus.
On utilise la propriété universelle du produit (une proposition du cours), qui implique
I'existence d’une (unique) application continue A : [0, 1] — [];c; X telle que A\; = proj;o\
pour tout ¢ € I. On remarque que A(0)(i) = proj; o A(0) = X\;(0) = z(¢) pour tout i € I,
et donc A(0) = z. De méme, on vérifie que \(1) =y, ce qui achéve la preuve. n

Exercice 2. Les espaces suivants, sont-ils connexes par arcs?

(a)
(b)
()

D" i={z e R | o] < 1}
5" = fo e R [laf = 1)

(I%,7-) ol < est l'ordre lexicographique sur I? = [0, 1]?

Indication: Pour un chemin dans I?, considérer les préimages des segments verticaux

{z} x ]0,1] et utiliser le théoréme de la valeur intermédiaire, ainsi que le fait que Q N I
est dénombrable.



Preuve.

(a)

On va monter que tous les points du disque D" sont dans la méme composante connexe
par arcs que lorigine O, d’ou le disque est connexe par arcs.

Pour chaque P € D™, le chemin defini par
tel—tPeD"

est bien defini et continue. En effet, chaque composante est de la forme ¢t € I — tx, pour
quelque x € I, et la multiplication de nombres réelles est continue.

Ensuite, 0 — O et 1 +— P.

Dans S il y a deux composantes connexe (par arcs), une pour chaque élément. Si n > 0,
on va monter que tous les points du disque S™ sont dans la méme composante connexe
par arcs que @ := (0,...,0,1) € S™, d’ou la sphére est connexe par arcs.

Pour chaque P = (z1,...,2p41) € S™, le chemin defini par

telw (try,... te,,

est bien defini et continue. En effet, chaque composante est de la forme

e soit t € I — t-x, pour quelque = € I, et la multiplication de nombres réelles est
continue.

e soit t — /1 — ;‘:_11 t%?, pour quelque z1,...,x,, et les operations polynomials

sont continues, aussi bien que la racine carrée.
Ensuite, 0 — Q et 1 — P.

On va montrer que les composantes connexes par arcs de I2 sont les sous-ensembles de
la forme suivante:

{z} x I =A{(z,y) [y € I},
pour quelque z € I.
En effet, pour tous z € I et (z,y) € {x} x I, il y a un chemin qui connecte (x,y) et (z,0):

telw— (z,ty).

Le chemin est bien defini et continue, puisque la topologie de sous-espace sur {z} x I est
la méme que celle induite par la topologie standard. Ensuite, 0 — (z,0) et 1 +— (z,y).

Pourtant, on remarque que:
o [ est séparable; en effet QN I est une partie dense et dénombrable.

e [image d’un espace topologique séparable par une application continue et surjective
lest aussi; si f : X — Y est continue et X admet une partie dense dénombrable
Q, alors f(Q) est partie dense dénombrable pour Y. En effet, on a que:

— | (Q)] <|Q|, ce qui est dénombrable.

— f(Q) =Y. Soit y € Y, et U C Y un voisinage de y. La preimage f~1(U) est
ouverte et non vide, donc elle contient quelque ¢ € Q. Mais alors U contient

fla) € F(Q).



o les seuls intervals dans I? qui sont séparable sont ces qui ont image contenue dans
quelque {z} x I; Soit ](a,b), (a’,b')[C I? un interval, et a’ > a. Soit {(z,y;) | € N}
un sous-ensemble dénombrable de |(a, b), (a/,')[. En particulier, {z; | j € N} C I est
dénombrable. Soit z € I'\{z; | j € N}. Alors |(z, 1), (z, 2)[ est un voisinage de (z, %)
qui ne contient (z;,y;) pour aucun j € N. On a montré que aucun sous-ensemble

dénombrable de I? peut étre dense.

Si & < 2/, ce n’est pas possible de connecter deux points de la forme (z,y) et (z/,y').
En effet, si un chemin contient les deux dans son image, par la Théoréme de la valeure
intermediaire (I est connexe!) il faut qu’elle soit un interval qui contienne tous l'interval
(z,9), (2',y)[. Mais I est séparable, autant que |(x,y), (z/,y')[ ne lest pas. 0

Exercice 3. Montrer que SO,, (avec la topologie sous-espace de (R”2 , Tst)) est connexe par arcs.
Indication: Chaque matrice dans SO,, est conjugée a une matrice par blocs diagonales ot chaque
bloc est de la forme

cosa —sina
. ou [1].
sinav  cos«

Preuve. On va montrer qu’il existe un chemin reliant I'identité I,, & toute matrice de SO,,. Soit
A € SO,, une matrice orthogonale de déterminant 1.

Alors, en utilisant de l’algebre linéaire (nous ne détaillerons pas cette partie ici, le lecteur
peut consulter Linear Algebra Done Right de Axler, théoréme 7.38), on peut montrer qu’il existe
une matrice de changement de base orthogonale P telle que

Ay 0

Ay o

S
I
|

0 A,
cosq; —sinq;

. ] ou bien [1]. (Le nombre de blocs
S1n ¢ COS Q5

ou A; est une matrice de la forme R(«;) = [

de la forme [—1] est pair puisque le déterminant est 1, on peut alors les regrouper 2 par 2 sous

la forme | SO0 TSWT .) On montre le résultat par récurrence sur le nombre de blocs de la
sinT  cosT

forme R(«;) avec cosa; # 1.

S’il y en a 0, alors c’est trivial, car alors A = I,,. Supposons qu’il existe un chemin reliant
I'identité & toute matrice de SO,, pouvant s’écrire sous la forme ci-dessus avec k blocs non
triviaux (de la forme R(q;) avec cosa; # 1), et montrons qu’alors c’est aussi vrai pour les
matrices avec k + 1 blocs non triviaux.

Soit donc une telle matrice A et soit A; le premier bloc non trivial.

On définit I'application A : [0, a;] — R™ donnée par

Ay 01




Celle-ci est continue car les fonctions cos et sin sont continues. Par ailleurs, le codomaine de I’ap-
plication peut étre restreint a SO,,. Maintenant, puisque la multiplication GL,, x GL,, — GL,
est continue, lapphcatlon de conjugaison par P, conjp : GL, — GL,, qui associe & M la ma-
trice PMP~! est aussi continue. Par ailleurs, cette application se restreint & une application
conjp : SO, — SO,,.

On remarque maintenant que conjp o A est un chemin entre PA(0)P~! et A. Puisque A(0) a
k blocs non triviaux et par hypothése de récurrence, il existe un chemin ¢ reliant I,, & PA(0)P~.
Par conséquent, la concaténation des chemins ¢ x (conjp o \) avec point de départ I,, et point
d’arrivée A.

Exercice 4. Montrer que
(a) (N, Tcof) (ot Teof est la topologie cofinie) est connexe;

(b) si X est un ensemble avec | X| > 2% = |R|, alors (X, Teof) est connexe par arcs.
Indication: Considérer d’abord le cas X = R et pour le cas général, utiliser qu’un sous-
espace de (X, Teof) est aussi muni de la topologie cofinie.

Preuve.

(a) Soit N = AU B, avec A et B disjoints. Si A est ouvert, lorsque B est contenu dans le
complementaire de A il est fini. Mais alors B est ouvert si et seulement si B est vide. Ca
montre que N est connexe.

(b) On va montrer que dans R avec la topologie cofinie tous les points sont dans la méme
composante connexe par arcs que 0. Soit  dans R. Considerons 'application:

I — (R, cof) (R, st) ,

donnée par t — tx — tx. Alors a est continue, parce que la topologie cofinie est moins
fine que la topologie standard. Ensuite 0 — 0 et 1 — x.

Soit maintenant X est un espace topologique non dénombrable avec la topologie cofinie.
On va monter qu’il y a une seule composante connexe par arcs. Soient x et y dans X.
Soit R C X un sous-ensemble qui a la méme cardinalité que R et qui contient x et y. Il
existe une bijection ¢ : R — R tel que ¢(y) = 0. Ensuite, ¢ est un homéomorphisme si
on considére on R la topologie de sous-espace (ce qui est toujours la topologie cofinie!) et
la topologie cofinie sur R. Considerons le chemin

a: I —— (R cof) (Rst)HRCX
defini par t — to(z) — to(x) — e~ H(te(z)). Ona que 0 +— 0p(z) =0 0 — p~1(0) =y
et 1 lo(z) = p(x) = tp(z) = ¢ (p(x)) = 2. Donc on a connecté x et y. 0
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Dans la géométrie différentielle on parle souvent des “variétés connexes” méme si on veut
vraiment dire “variétés connexes par arcs”. L’exercice suivant est une justification pour ca.

Exercice 1. Montrer qu’un espace localement connexe par arcs est connexe si et seulement s’il
est connexe par arcs.

Indication: Utiliser la caractérisation du cours et conclure que les composantes connexes par
arcs sont ouvertes.

Solution. Les composantes connexes par arcs d’un espace X forment une partition et en notant
que les composantes connexes par arcs sont non-vides et ouvertes (étre localement connexe par
arcs implique que chaque point a un voisinage connexe par arcs), la connexité de X implique
qu’il y a qu’une seule composante connexe par arcs. 0

Exercice 2. Dans cet exercice tous les espaces de matrices sont considérés comme sous-espaces
2 . . , .
de C™ muni de la topologie standard. Déterminer les composantes connexes par arcs de

(a) SLn(R) (c) SLn(C) (e) On(R)
(b) GLn(R) (d) GL,(C)

Indication: Pour (a) et (c), se convaincre que pour chaque A € GL,, ils existent des matrices
élémentaires P, ..., P, Q1,...,Q; dela forme E+4+\E; ; avec i # j telles que Py ... PLAQ ... Q)
est une matrice diagonale. Aprés réduire au cas SO, et utiliser I’'exercice 4 de la semaine passée.
Pour (b) et (d), réduire a (a) et (c).

Solution. On remarque que, de I’algebre linéaire, on peut réduir n’importe quelle matrice a coef-
ficients dans R (ou C) a une matrice diagonale par un nombre fini d’opérations élémentaires sur
les lignes et sur les colonnes. En particulier, une opération sur les lignes corresponde exactement
4 multiplier 4 gauche par une matrice Q%/(q) de la forme suivante. Pour des i # j fixés et tels
que n >1,7 > 1et ¢ dans R (ou C):

B 1 sii=j
Q"7 (q)ij =9 ¢ sii=ietj=j
0 autrement

De facon similaire, une opération sur les colonnes est équivalent & multiplier & droite par une
telle matrice.

Donc pour n’importe quelle matrice M a coefficients dans R (ou C), il y a des matrices
élémentaires a coefficients dans R (ou C) telles que

M = Q"9 (gy) -+ Q" (q1) D(dy, ..., dn) Q1 (q)) - Q%W (),
avec D(dy,...,d,) diagonale, de la forme

D(dy; ..., dn)ij = { 0 autrement

En particulier toutes les Q™7 sont inversibles de détérminant 1.
(a): Soit M € SL,(R). Alors il y a

D(dy, ..., dn) = Q7 (gy) -+ Q7 (q) MQ1 (g}) - Q% I (gh),

avec D(dy,...,d,) diagonale de déterminant 1; c’est & dire dy - - - - - d, = 1.



e On peut connecter M et D(dy,...,d,) par le chemin

ap:t s QEI((1=t)g) - - QU (1 — ) q) MQUT (1= t)gh) - - Qv (1 —t)gly),

qui est continue et tel que tout a;(t) est de déterminant 1.

e On peut connecter D(dy,...,d,) & une matrice diagonale D’ dont les valeurs sur la
diagonale sont seulement 1 et —1. Explicitement, on a le chemin

A(t) := D (tsignd; + (1 —t)dy, ..., tsigndy,—1 + (1 — t)dp—1) 0

ag: t— 0

)

1
det A(t)

qui est continue et tel que ay(t) est toujours de déterminant 1.

e On peut connecter D’ & la matrice identité, puisque D’ et la matrice identité sont
dans SO, (R), ce qui est connexe par arcs.

Donc chaque matrice dans SL,,(R) est dans la méme composante connexe par arcs de la
matrice identité, ce que veut dire que SL,(R) est connexe par arcs.

: Comme det: GL,(R) — R* est continue (c’est une application polynémiale dans les

coefficients de la matrice) et R* a deux composantes connexes par arcs, GL,(R) doit
avoir au moins deux composantes connexes par arcs; a savoir les matrices de déterminant
positif GL,(R)4 et celles de déterminant négatif GL,,(R)_. Il faut donc montrer que ces
deux sous-espaces sont connexes par arcs. Alors, soit M € GL,(R).

e On peut connecter M une matrice M’ € SL, (R), par le chemin

(1—75))
T GL,(R), tD(1,.... 1.t M
o1 I = GLa(R), t ( tdet M

e Ensuite, on peut connecter M’ € SL,(R) a la matrice identité E = D(1,...,1),
puisque SL,,(R) est connexe par arcs.

Donc chaque matrice M € GL,(R)4 est dans la méme composante connexe par arcs que
la matrice identité E. Pour GL,(R)_ on note que

GLn(R)_ = GL,(R)., M — D(1,...,1,—-1)M

est un homéomorphisme et alors GL,(R)_ est aussi connexe par arcs. En résumé, on a
montré que GL,(R) a deux composantes connexes par arcs; les matrices de déterminant
positif et celles de déterminant négatif.

& (d): Soit M € SL,(C) (resp. GL,(C)). Comme dans le cas réel on peut connecter M
a une matrice diagonale D(dy,...,d,) du méme déterminant (i.e. det M =dj - ... - d,).
Vu que C* est connexe par arcs, on peut choisir des chemins ~1,...,v,: I — C* tels
que v;(0) = d;, 7i(1) = 1 pour tout i € {1,...,n} et 7,(0) = det M, v,(1) = 1 (pour
M € SL,(C) il faut choisir le chemin constant). Maintenant,

PN A(t) = D(’Yl(t)’ te a’Yn—l(t)) 'yno(t) ’

0 det A(t)

est un chemin dans SL,,(C) (resp. GL,,(C)) entre D(dy,...,dy) et E = D(1,...,1). Alors,
SL,(C) et GL,,(C) sont connexes par arcs.



(e):

Par le méme argument que pour GL,(R), I'espace O, (R) a au moins deux composantes
connexes par arcs; les matrices de déterminant positif SO, (R) et les matrices de déter-
minant négatif O, (R)_. On sait déja que SO, (R) est connexe par arcs et I’application

On(R) = SO, (R), M+ D(1,...,1,—-1)M

est un homéomorphisme. Alors, SO,(R) et O,(R)_ sont les composantes connexes par
arcs de O, (R). o

Exercice 3. Dans cet exercice, on va déterminer les composantes connexes par arcs de R par
rapport & des topologies différentes.

(a)
(b)

()

Déterminer les composantes connexes par arcs de (R¥, *,c., 7st)-

Montrer que deux suites * = (Tn)neN, ¥ = (Yn)nen sont dans la méme composante
connexe par arcs de (R¥,7;) si et seulement si z — y = (2, — Yn)nen est bornée.
Indication: Il suffit de considérer le cas y = 0.

Démontrer que deux suites x, y sont dans la méme composante connexe par arcs de
(R¥, Thox) si et seulement si x — y est nulle presque partout (i.e. ssi z —y € R™).
Indication: 11 suffit de considérer le cas y = 0. De plus, si x ¢ R* il existe un homéomor-
phisme f: (RY Thox) = (RY, Thox) tel que f(0) =0 et f(x) n’est pas bornée.

Preuve.

(a)
(b)

Par l'exercice 1(c) de la série 11, et puisque R est connexe par arc, alors RY muni de la
topologie du produit est connexe par arc.

On résout d’abord le cas y = 0. On a déja vu dans la série 10 exercice 3(b) que I’ensemble
des suites bornées et son complémentaire forment une séparation de R* muni de la to-
pologie uniforme. Par conséquent, puisque la suite y = 0 est bornée, pour toute suite x
non bornée, x et y ne peuvent étre dans la méme composante connexe et donc a fortiori
dans la méme composante connexe par arc.

Supposons maintenant que x est borné et on construit ’application A : I — R“ définie
par A(t), = t- x,. Il est clair que A(0) = y et A(1) = x. Il reste donc & montrer que A
est continue. Pour cela, utilisons la continuité e-§. Soit 1 > ¢ > 0. Puisque x est borné,
il existe B € N tel que |z,| < B pour tout n € N. On définit § = ;5. Pour s,t € I avec
|t —s| <9, alors

p(A(t), A(s)) = zlelg min(|t -z, — s xpl, 1)

= supmin(|t — s||zy|,1)
neN

£
<sup o
neN 2

<e.

Ceci montre que A est continue et donc que la composante connexe par arc de y = 0 dans
R* muni de la topologie uniforme est I’ensemble des suites bornées.

Maintenant, on remarque que pour y € R“, 'application —+y : RY — R¥, x +— z+y est
continue lorsque R“ est muni de la topologie uniforme (utiliser § = ¢). Par conséquent,
si z,y € R¥ sont tels que x — y est bornée, alors par ce qui précede, il existe un chemin
continu entre 0 et x — y. En post-composant ce chemin par ’application continue — + y,
on obtient un chemin continu entre y et x.



Supposons maintenant qu’il existe un chemin continue entre y et x. Alors en post-
composant par l'application continue — + (—y), on obtient un chemin entre 0 et = — y.
Ceci montre que x — y est borné, par le cas y = 0.

On résout d’abord le cas y = 0. Si x € R*, alors on considére le méme chemin que
pour le (b) et on montre sa continuité locale. Pour cela soit ¢t € I et U = [],,cn]an, bn|
un ouvert de base de la topologie boite sur RY qui contient A\(t). Soit N € N tel que
zn, = 0 pour tout n > N (ceci existe car x € R*). Pour tout n € N, il existe 7,
tel que A()n — Yns A(t)n + Yn[ S Jan, bn| et on pose &€ = min,<y v,. Par (b), il existe
d tel que si |s —t| < J, alors A(s) € Bs(A(t),€). Ceci implique que pour tout n < N,
IA()n — A(S)n| < m et donc A(S), € |an, by[. De plus, si n > N, alors A(s), = A(t), = 0.
Ceci montre que pour tout s € B(t,0), A(s) € U. Ceci montre que A est continu pour la
topologie boite lorsque z € R*°.

Maintenant, on montre que pour y, z € R¥ avec z, > 0 pour tout n € N, les applications
—+y:RY — RYet —-2: RY — RY¥ sont continues lorsque R est muni de la topologie
boite.

Soit U = [I,en)@n, bn| un ouvert de base. Alors (— + y) " (U) = [Thenln — Yns bn — Ynl
qui est ouvert, donc — + y est bien continue. Par ailleurs, (— - 2) ™' (U) = [T,en]2, 2]

qui est ouvert, donc — - z est bien continue. o
Supposons par I’absurde qu’il existe un chemin entre 0 et x avec x ¢ R°°. Alors il existe
une suite d’indices strictement croissante k;,7 € N tels que xj, # 0. On définit 2, = @
et si n # k; pour tout ¢ € N, on pose z, = 1.

Puisque — - z : RY — R¥ est continue, il existe un chemin entre 0 et = - z. On remarque
que |(z - 2)g,| = i et donc la suite (z - z) est non bornée. Cela constitue une contradiction
avec (b), puisque la topologie boite est plus fine que la topologie uniforme.

Ceci montre que la composante connexe par arc de 0 dans R¥ muni de la topologie boite
est R,

On proceéde maintenant comme dans (b) pour établir le cas général (y # 0). 0

Exercice 4. Pour un filtre F sur un espace topologique (X,7), montrer que

ﬂ M = {z € X | z est un point d’accumulation de F} .

MeF

Preuve. Soit x un point d’accumation d’un filtre F et M € F. Alors, par définition, pour tout
voisinage ouvert U de z, U N F # &, et donc € M. Par conséquent, x € (y;cr M.

Réciproquement, si x € (/e r M , alors pour tout voisinage ouvert U de x et tout M € F,

UNM # @ puisque x € M, ce qui montre que x est un point d’accumulation de F. 0
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Exercice 1. Montrer que pour un espace compact (X, 7T ), toute projection
pro: (X x Y, T+T') = (Y, T')

avec (Y,7T") un espace quelconque est fermée (i.e. 'image d’un fermé par pr, reste fermé).

Preuve. Soit F' un fermé de X X Y et y & pry(F'). Ceci implique que X x {y} C (X xY)\ F.
Par le lemme du tube, il existe un ouvert V' contenant y tel que X x V C (X x Y) \ F. Ceci
montre que y € V C Y \ pry(F), c’est-a-dire que le complémentaire de pry(F') est ouvert dans
Y, et donc que pry(F') est fermé. 0

Remarque. Une application continue f: (X,7) — (Y, T’) est appelée propre si et seulement
si pour tout espace (Z, T"), Papplication produit f xidz: (X x Z, T *T") = (Y x Z,T'«T")
est fermé. Alors 'exercice dit que pour (X, 7) compact, I’application unique X — * est propre.

Exercice 2. Montrer que Oy (R) et SO, (R) (vu comme sous-espaces de R avec la topologie
standard) sont compacts.

Indication: Une matrice est dans O,(R) si et seulement si ses colonnes forment une base ortho-
normale.

Preuve. Comme la topologie des espaces de matrices est toujours euclidéenne, on peut utiliser
le Théoréeme de Heine-Borel (série 14). On a que:
e O, (R) est borné; en fait, pout n’importe quelle M € O,(R) et i,j = 1,...,n, de’equation
MM = Id on deduit

| Mi ;| =/ IMi;|* < Z=Vi=1

En particulier ca donne que O, (R) ets borné.

e Pour avoir que SO, (R) est compacte, ca suffit de montrer qu’il est fermé dans O, (R), ce
qui est compact. On peut I'écrir de la facon suivante:

SOn(R) = O, (R) Ndet ' ({1}),

et donc il est fermé dans O, (R). 0

Exercice 3. (Compactifié d’Alexandrov) Soit (X, 7) un espace topologique, X := X +{oo}
I’union disjointe de X et un point co. Appelons un sous-ensemble U C X ouvert si et seulement
si soit U C X est ouvert soit co € U et X \ U C X est fermé et compact. Montrer que
(a) avec cette définition des ouverts, X est un espace topologique compact;
(b) (X, T) est un sous-espace ouvert de X et {oo} C X est fermé;
(c) si (X,T) est de Hausdorff, alors X est de Hausdorff si et seulement si tout point = € X
posseéde un voisinage compact;
(d) chaque application continue f: (X,7T) — (Y,T’) dont les préimages des compacts sont
compacts (parfois aussi appelé propre) induit une application continue f: X — Y avec

flx = f et f(oco) = o0;



(e) si (X,7) est un espace compact de Hausdorff, x € X et X’ := X \ {z}, alors X' est
homéomorphe a (X, T);

(f) R™ 22 §™ ott R” est muni de la topologie standard.
Indication: Projection stéréographique.

Preuve.

(a) X est un espace topologique compact; En effet:

e L’ensemble vide est ouvert, comme il est un ouvert dans X, et X est ouvert, comme

X\ X = @ est un compact fermé de X.
Considére une réunion d’une famille de sous-ensembles {V;};c; de X. Si tous V; est
contenu dans X, il est ouvert et la réunion 1’est aussi.

Sinon il existe V; qui contient oo, et X \ V; est compact et fermé. Alors J;c; Vi
contient oo et son complementaire dans X est

X\ (UW) =X\V;n (X \V),

iel i£]
ce qui est compact et fermé, puisque X \ V; est compact et fermé et M, .;(X \ Vi)
est fermé. Donc (J;c; Vi est ouvert.

Considére une intersection finie d’une famille de sous-ensembles {V;};c; de X. il
existe V; qui est contenu dans X, I'intersection ne contient pas oo et on peut lécrire

Ui =X nU),
icl icl
ce qui est ouvert dans X puisque c’est une intersection finie d’ouverts dans X.

Si tous V; contient oo, et X \ V; est compact et fermé, alors (;c; U; contient oo et
son complementaire dans X est

X\ (V) =UJExE\v,

icl icl

ce qui est compact et fermé, puisque c¢’est une réunion finie de sous-espaces compacts
et fermés.

Pour voir que X est compact, suppose qu'on a un recouvrement ouvert {Vi}icr- En
particulier oo appartient a V; pour quelque j, et X \ V; est compact. Donc un nombre
fini de V; est suffisant pour couvrir X \ V. En rajoutant V; & ce recouvrement, on a un
recouvrement de X , toujours fini. Donc X est compact.

(b) X est un sous-espace ouvert de X et {oo} C X est fermé; Clairement X est ouvert dans
X, et donc le complementaire {oo} est fermé.

(¢) Si (X,T) est de Hausdorff, alors X est de Hausdorff si et seulement si tout point z € X
possede un voisinage compact; Supposons X d’Haussdorff.

e [—]; On va montrer que chaque point de X a un voisinage compact. Soit = € X.

Comme X est d’Hausdorff, on peut séparer x et oo par deux ouverts disjoints U et
V dans X, ou U contient = et V contient co. Mais alors X \ V est compact, et il
contient U. Donc il est un voisinage compact de x.



e [<=]; On va montrer que X est d’Hausdorff. Soient z et 2’ deux points differents de
X. Si les deux sont dans X, comme X est d’Hausdorff, on peut les separer par deux
ouverts disjoints dans X. Supposons aprés que ' = oo. Prenons V un voisinage
compact (et donc fermé) de x dans X. Ca veut dir qu'il existe un ouvert U dans X
tel que z € U C V. Alors U et {00} U (X \ V) sont deux ouverts disjoints de X et
ils contiennent réspectivement z et co. Donc X est d’Hausdorff.

(d) Chague application continue f: (X, T) — (Y,T') dont les préimages des compacts sont
compacts (parfozs aussi appelé propre) induit une application continue f X =Y avec
flx = f et f(co0) = oo; Une telle fonction f est bien definie, et continue sur X. Il reste &
montrer la continuité en co. Soit U C Y un VOlSlnage de 0o = f(00) € Y. En particulier,
U= {oo}UU’, ot Y \ U’ compact. Alors f~*(U) contient co et le complementaire dans
X est

X\ =X\ U) =y \u),
ce qui est compact et fermé. Donc f~!(U) est ouvert dans X et f est continue.

(e) Si (X,T) est un espace compact de Hausdorff, v € X et X' := X \ {z}, alors X' est
homéomorphe a (X,T); On peut d’efinir une bijection:

cp:X'—>X,

ou p(a') :=a' si 2’ # 0o et p(o0) := . On a que ¢ est continue sur X’. On va montrer
que I'est aussi dans oo. Soit U un voisinage de z = ¢(o0) dans X. Alors ¢~ !(U) contient
et X'\ ¢ 1(U) = X \ U, ce qui est fermé dans le compact X, et donc est compact lui
méme. Ca montre que ¢~ 1(U) et ouvert et ¢ et continue. Ensuite, X' est compact, et X
est d’Hausdorff, donc il faut que ¢ soit un homeomorphisme.

(f) R" = 8™ o0 R" est muni de la topologie standard; en utilisant le point precedent (les
spheres sont compactes et d’Hausdorff), ca suffit de montrer que S™\ { P}, pour n’importe
quel P € S™ est homeomorphe & R™. Soit P := (1,0,...,0) dans la sphere. Alors on
définit la projection stereographique

p:S"\{P} —R"

de la facon suivante. Pour tous @ € S™, divers de P, ¢(Q) est le (seul) point d’intersection
entre la ligne determinée par les point P et @ et 'hyperplan d’équation {z¢y = 0}. En
écrivant la formule explicite pour cette intersection la, on obtient

1
1—.%'0

(20, ..., Ty) = (X1, 2Tp)-

On voit facilement que ¢ est bien définie, continue, bijective et avec inverse continue.
Donc ¢ est un homeomorphisme. O

Pour un ensemble X, notons PFlt(X) I'ensembles des filtres propres sur X, partiellement
ordonné par inclusion.

Exercice 4. Pour un filtre F sur un ensemble X, prouver que les énoncés suivants sont équi-
valents.

(a) F est un élément maximal dans PFIt(X).

(b) Pour tout A C X, soit A € F, soit X \ A € F.

(¢) F est un ultrafiltre.



En utilisant le lemme de Zorn, déduire que ’on peut étendre tout filtre en un ultrafiltre.

Preuve. “(a)= (b)”: Si F est maximal et A C X avec X \ A ¢ F, alors le filtre 1 engendré par
F U {A} est propre. A savoir: Parce que X \ A ¢ F on doit avoir B ¢ X \ A pour tout B € F,
ce qui veut exactement dire BN A # @. Donc FT est propre et F C F'. Mais F est maximal
et donc F = Ft;ie. A€ F.

“(b) = (c¢)’: St AUB € F et B ¢ F alors, par hypothese, X \ B € F. Donc, on a aussi
(AUB)N(X\B)=A\ B € Fetalors A € F, parce que A\ B C A.

“(¢) = (a)”: Soit G un filtre propre avec F C G et A € G. Parce que X = AU(X \ A) € Fet F
est un ultrafiltre, on doit avoir soit A € F, soit X \ A € F. Mais X \ A € F est impossible parce
que F C G, A€ G et G est un filtre propre.

Ad “déduire que. .. ”: L’ensemble PF1t(X) est ordonné par inclusion et si C' C PFIt(X) est une
chaine de filtres, alors G := [Jrco F est une borne pour C (on vérifie facilement que G est un
filtre propre). Par le lemme de Zorn, on peut étendre tout filtre en un filtre maximal (i.e. un
ultrafiltre). o
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Exercice 1. Pour une chaine Xg — X; — ... — X,, — ... de plongements, sa colimite est
I’espace topologique X dont son ensemble sous-jacent est |J,cy Xn et U C X est ouvert si et
seulement si tout U N X,, C X, est ouvert. Montrer que

(a) ca définit une topologie sur (U, cy Xn;
(b) A C X est fermé si et seulement si tout AN X,, C X,, est fermé;

(c) sichaque X, — X, 11 est un plongement fermé/ouvert alors chaque inclusion i,,: X, — X
est un plongement fermé/ouvert;

(d) sichaque X, est Ty et (K, T) est un espace compact, toute application continue f: K — X
factorise par un i,.
Indication: Trouver Y = {zg,z1,...} C f(K) avec x,, ¢ X,, (pas forcément deux a deux
distinct) et montrer que chaque A CY est fermé dans X.

Preuve.

(a) ¢a définit une topologie sur J,eny Xn; L'ensemble vide et X sont ouverts, puisque pour
tout n € N les sous-ensembles N X,, = @ et X N X,, = X,, sont ouverts dans X,,.
Considére une famille d’ouverts {U; }ier dans X. Alors la réunion est ouverte, puisque
pour tout n € N le sous-ensemble (U;c; U;)NX,, = U;er(UiNX,,) est une réunion d’ouverts
dans X,,.

Considere une famille d’ouverts {U;};c; dans X, avec I fini. Alors l'intersection est ou-
verte, puisque pour tout n € N le sous-ensemble (N;c; U;) N Xy, = N;er (Ui N X,,) est une
intersection finie d’ouverts dans X,,.

(b) Chaque inclusion i, : X, — X est un plongement;
e i, est clairement injective.

e i, est continue, En effet, pour tout ouvert U dans X, i, }(U) = U N X,,, ce qui est
ouvert dans X,,.

e i, est un homeomorphisme sur I'image. On montre que i, est ouverte dans le cas
ou les plongements sont ouverts; ’autre est analogue. En effet, si U est un ouvert
de X,,, alors:

— pour tout m < n on a que UNX,, est ouvert dans X,,, puisque iy, : Xy — X,
est continue;

— pour tout m > non a que UNX,, =U C X,, est ouvert dans i,, ,(X,,) puisque
I'inclusion %y, @ X, < X, est une composition de plongements ouverts, et
donc elle P'est aussi.

On vient de montrer que i, : X, — i,(X,,) est ouverte, et donc ¢,, est un homeo-
morphisme sur 'image.

(c) AC X est fermé si et seulement si tout AN X, C X,, est fermé; X \ A est ouvert si et
seulment si (X \ A)NX,, =X, \A4=X,\ (ANX,) est ouvert dans X,.

(d) Sichaque X,, est Ty et (K, T) est un espace compact, tout application continue f: K — X
factorise par un i,; Supposons que f ne pactorise par aucun X,. Ca veut dire que pour
tout n € N in existe x,, tel que n’appartient pas a X,,. Soit Y := {x,, | n € N}. On a que:

o Y est infini. En fait §’il était fini, et z, € X,,,, on aura que ¥ C X,,, pour
m := max{m, | n € N}, mais z,, est un élément de Y et pas de X,.



o Chaque A CY est fermé dans X; En fait, pour tout n € N, on a que
ANX,CYnNnX,C {:cl,...,wn_l}

et donc il est fini. Alors A N X, est fermé dans X, puisque X; est T7. En utilisant
le point (c), on déduit qu'un tel A est fermé.

e Y est compact; En fait, il est fermé dans X, et donc dans f(K), ce qui est compact.
o Y est discret; en fait tous les complementaires des singletons sont fermés.

On a donc un espace topologique qui est infini, discret et compact, et ca est une contra-
diction. 0

Exercice 2. (Heine-Borel) Montrer pour K C R™ que (K, (Ts) k) est compact si et seulement
si K C R™ est fermé et borné.

Indication: Utiliser qu’un intervalle fermé ainsi qu’un produit fini de compacts est compact.

Preuve.

[=>]; Supposons que K C R™ est compact. Alors on a que:

e K est borné; en effet, on peut récouvrir K avec la famille { Bg(0,n) N K },en, avec n € N.
Par la compacité de K, il existe N € N tel que K C Brn(0,N), c’est a dir que K est
borné.

o K est ferm’e; en effet, R” est d’Hausdorff, et donc n’importe quel compact est fermé.

[<=]; Supposons que K est fermé et borné. Alors pour quelque N € N on a que
K C Bgn(0,N) C [-N,N|" CR"™

Ensuite, [-N, N]" est compact, parce que c’est un produit d’intervals fermés et bornés, ce qui
sont compacts. Donc K est un fermé dans un compact, et alors il I’est aussi. O

Exercice 3. Pour un espace topologique (X, 7)), les énoncés suivants sont équivalents:
(a) (X,T) est compact;
(b) tout filtre sur X a un point d’accumulation;
(c) tout ultrafiltre sur X converge.

Indication: Utiliser la PIF.

Preuve.

(a) = (b) Soit F un filtre (propre) sur un espace topologique X compact. On considere la
famille de fermés S = {M : M € F}. Puisque F est stable par intersections finies et ne
contient pas I’ensemble vide (c’est un filtre propre), toute intersection finie d’éléments de
S est non-vide. Par la caractérisation de la compacité pour les fermés, ceci veut dire que
I'intersection de toute la famille est non vide, c’est-a-dire ;e M # @. Par 'exercice 4
de la série 12, cet ensemble est I’ensemble des points d’accumulation de F. Puisqu’il est
non vide, F a un point d’accumulation.

(b) = (c¢) Soit U un ultrafiltre sur X. Par (b), il a un point d’accumulation. Puisque U est un
ultrafiltre, par l'exercice 4 (b) de la série 5, tout point d’accumulation est aussi un point
limite, et donc U converge.



(¢) = (a) Soit S une famille de fermés telle qu'une intersection finie d’éléments de S est non-
vide. Alors, Fx(S) est un filtre propre. Par le théoreme de I'ultrafiltre (série 13 exercice
4), il existe un ultrafiltre U tel que Fx (S) C U. Puisque U converge, U a un point d’accu-
mulation, c’est-a-dire il existe z € ;¢ M. En particulier, puisque S C U, x € Npeg F
Ceci montre que X vérifie la caractérisation par les fermés de la compacité. O

Exercice 4. Montrer qu'un espace (X,7) est compact si et seulement si 'application unique
vers un point X — * est propre (cf. série 13, exercice 1).

Indication: On a, pour tout filtre F sur X, un espace topologique Y := X + {x} dont les ouverts
non-vides sont les F' + {x} avec F' € F. Aprés, considérer la projection de I'adhérence de la
“diagonale” D := {(z,z) |z € X} C X x Y.

Preuve. 11 s’agit de montrer la réciproque de ’exercice 1 de la série 13. Supposons donc que
pour tout Y, la projection X x Y — Y est fermée. On utilise ’exercice 3 et on va montrer que
tout filtre F sur X admet un point d’accumulation.

On définit Yr = X U {x} avec la topologie Tr = {F U {x} : F € F} U{@}.

On considere D comme dans ’énoncé. Soit pry : X xYr — Y7 la projection sur la deuxieme
composante. Alors, pro(D) est fermé par hypothése. Mais X C pry(D), et puisque {*} n’est pas
ouvert (le fitre F est propre), pro(D) = Y.

Ceci implique l'existence de z € X tel que (z,*) € D. En particulier, pour tout voisinage
ouvert U de z et tout F € F, DN (U x (FU{x})) # @. Autrement dit, il existe y € X avec
y €U etye F. Ceci montre que U N F # &, et donc x est un point d’accumulation de F. g
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Exercice 1. Pour un espace métrique X, un point z € X et @ # M C X, on définit

d(z, M) = inf d(z,y), la distance entre x et M.
yeM

Montrer que
(a) pour @ # M C X fixé, la fonction d(—, M): X — R est continue;
(b) M ={x € X | d(z, M) =0} pour tout & # M C X.

Preuve.

(a) On va montrer que Vz € X,Ve > 030 > 0:d(z,y) < = |d(z, M) —d(y, M)| < €. Soit
ze€Xete>0,onadx,M)<dx,m)Vm e M par définition de I'infimum, de plus en
appliquant 'inégalité du triangle on obtient d(z, M) < d(z,y)+d(y, m) Vm € M. Comme
cette inégalité est vraie pour tout m € M, elle reste vraie en particulier pour I'infimum.
On obtient donc d(x, M) — d(y, M) < d(x,y) < J. Il suffit donc de choisir ¢ := ¢ pour
conclure. De la meme fagon on montre que d(y, M) — d(x, M) < e si d(x,y) < 0 := €.

(b) Soit z € M, par caractérisation de ’adhérence par ouverts de base on a que pour tout
e > 0,B(z,e) N M # @ ce qui implique que pour tout ¢ > 0 il existe un m € M tel
que d(z,m) < € et donc d(z, M) = 0. Conversement, soit = € {z € M | d(z, M) = 0}.
Comme d(x, M) = 0, par propriétés de U'infimum on a Ve > 0, Im € M tq d(z,m) < &,
ce qui implique Ve > 0, B(x,e) N M # &, et donc & € M par la caractérisation. o

Dans la preuve du théoréeme de Tychonoff on a utilisé I’axiome du choix plusieurs fois et on
va montrer maintenant que c’est en fait inévitable.

Exercice 2. En utilisant le théoreme de Tychonoff, montrer qu'un produit [[;c; X; d’une famille
d’ensembles non-vides (X;);cs est non-vide (a.k.a. 'axiome du choix).

Indication: Munir chaque X; de la topologie grossiére, considérer Y; := X; II {*} et utiliser la
PIF pour {4; := pr;1 Xitier-

Preuve. On munit chaque Y; de la topologie 7; := {&, {*}, X;,Y;} (facile de montrer que c’est
bien une topologie). Comme cette topologie a seulement un nombre fini d’ouverts, ’espace (Y;, T;)
est compact et donc, par le théoreme de Tychonoff, Y := [],c; ¥; muni de la topologie produit
Pest aussi. De plus X; = Y; \ {*} est fermé dans Y}, ce qui implique que A; := pr[lXi ClLer Vi
est fermé car pr; est continue per définition de la topologie produit. Montrons maintenant
que {A;}ier vérifie la PIF. Soit J C I un sous ensemble fini d’indices, on veut montrer que
NjesAj # 2. Comme tous les X; sont non vides par hypothese, on peut choisir un élément
xz; € X; pour tout j € J (Attention: ici on n’utilise pas I'axiome du choix car J est fini!).
Considérons alors € Y tel que
(i) = {xz siteJ

*  sinon,

alors clairement z € (;c; 4; ce qui montre que cette intersection est non vide. Donc la collection
{A;}icr € P(Y) est une collection de fermés qui vérifie la PIF, comme Y est compact, par
caractérisation de la compacité, on conclut que (;c; A;i # D. Or [[;c; Xi = Nier Ai # 9.

Exercice 3. (Théoréme d’Alexandre) Soit S une sous-base pour la topologie d’un espace X.
Si chaque recouvrement de X par ouverts de S admeét un sous-recouvrement fini, X est compact.
Indication: Preuve par absurde. Supposer qu’il y a un ultrafiltre U sur X sans point-limite.



Preuve. Si les éléments de S ne recouvrent pas X, il y a un point x € X dont le seul voisinage
est tout l'espace et alors X est compact (tout recouvrement ouvert de X doit contenir X).
Supposons alors que les ouverts de sous-base recouvrent X et que U est un ultrafiltre sur X sans
point limite, ce qui veut dire que pour tout 2 € X on trouve un ouvert de base S;N...NS, (avec
n € Net Sq,...,5, €S) contenant z et S;N...NS, ¢ U. Parce que U est un filtre, on a méme
S; ¢ U pour uni € {1,...,n}. En résumé, on a montré que pour tout € X, il y a un ouvert de
sous-base contenant x qui n’est pas dans U. Autrement dit, les ouverts de sous-base pas contenu
dans U recouvrent X . Par hypotheése, on y trouve des ouverts de sous-base Si, ..., S, pas dans U
qui déja recouvrent X, ce qui est absurde parce que X = S;U...US, € U mais S; ¢ U pour
tout i € {1,...,n}. 0

Définition. Un ensemble totalement ordonné est bien ordonné ssi tout sous-ensemble non-vide
a un minimum. On note qu'un sous-ensemble d’un ensemble bien ordonné est aussi bien ordonné.

Théoréme. Tout ensemble peut étre muni d’un bon ordre.

Définition. On définit un ensemble bien ordonné €2 comme suit: Soit X un ensemble bien
ordonné indénombrable (e.g. R muni d’un bon ordre arbitraire). Si chaque |z := {y € X | y < x}
avec ¢ € X est dénombrable, alors €2 := X et sinon, on trouve le plus petit x € X avec |z
indénombrable et on pose  := |z.

Exercice 4. Montrer que
(a) T PO est compact mais pas séquentiellement compact.

(b) © muni de la topologie d’ordre est séquentiellement compact mais pas compact.
Indication: Chaque suite dans €) est bornée.

Preuve. Ad (a): L'espace I*®N) est compact par le théoréme de Tychonoff. Pour montrer qu’il
n’est pas séquentiellement compact, considérons la suite (fy,)nen dans T PO donnée par

1 neM
fn:m(N)—>I,Ml—>{0 n¢ M.

Pour que une sous-suite (fy))ken (avec n: N — N strictément croissante) converge, elle doit
converger a chaque coefficient; i.e. tout les ( fn(k)(M ) avec M C N doivent converger. Mais
prenons par exemple

keN

M :={n(k) | k € N pair} = {n(0),n(2),n(4),...}
ol (fu(ky(M)), cy alterne entre 1 et 0.

Ad (b): Lespace 2 n’est certainement pas compact parce que les [0, a[ avec 0 = minQ et o € Q
forment un recouvrement ouvert sans sous-recouvrement fini. A savoir, Q n’a pas de maximum,
parce ce que s’il y avait un maximum M € €, alors Q) = [ M, ce qui contredit notre définition,
parce que ) est indénombrable. Donc pour tout @ € Qilya a < o’ € Q et les [0, af recouvrent €.

Par contre, €2 est séquentiellement compact parce que tout M C 2 dénombrable a un
suprémum (soit le maximum de M, soit le minimum de 2\ M # &). Alors, si (a,)nen est une
suite dans €2, on prend n(0) := 0 et n(k + 1) le premier indice m avec o, = min, s, a,. Donc

Qp(1) S Wp2) S -+ S Q) S Qpket1) S -

est une suite croissante et bornée, ce qui implique qu’elle converge vers supycy @y (x)- O



TOPOLOGIE - SERIE 16

Exercice 1. Montrer que chaque espace métrique compact est séquentiellement compact.

Preuve. Soit X un espace métrique compact et supposons par ’absurde qu’il n’est pas séquen-
tiellement compact, c.a.d. qu’il existe une suite (2, )nen telle que toute sous suite (xp, )ren ne
converge pas. On a deux cas a considérer:

Cas 1: #(zp)neny < 00. Dans ce cas il existe un x € X tel que z,, = x pour une infinité de
n € N. Mais alors on peut extraire une sous suite de (x,),ecn contenant seulement le point
x. Cette sous suite converge donc vers x, ce qui contredit notre hypothese absurde.

Cas 2: #(xp)neny = 00. Pour tout y € X il existe ry > 0 tel que #B(y,ry) N (Zn)nen < 00. En
effet, si un tel r, n’existait pas, on pourrait extraire une sous suite de (x,)nen convergente
vers y. On considere alors le recouvrement ouvert U = {B(y,ry) | y € X}. Comme X est
compact, ils existent y1,...,ym € X tels que

m
X = U B(yi,ry,)-
i=1

Chaque boule dans cette réunion ne contient qu'un nombre fini d’éléments de la suite
(zn)nen. Donc, comme l'union est finie, X tout entier ne contient qu’un nombre fini
d’éléments de (z,)nen, ce qui contredit le fait que #(xy)neny = o0. o

Définition. Si (z,)nen est une suite dans un espace X, son filtre associé est le filtre engendré
par tout les {z,, Znt1,...} avec n € N.

Exercice 2. Pour un espace topologique X, montrer que

(a) si F est un filtre sur X avec un point d’accumulation x € X, alors on peut étendre F en
un ultrafiltre ¥ qui converge vers z.
Indication: Considérer N'(x) U F.

(b) un point x € X est un point d’accumulation/point limite d’une suite (x,,)nen si et seule-
ment s’il 'est pour le filtre associé.

(c) siz est un point d’accumulation d’une suite (z,,)nen alors il existe un ultrafiltre U conte-
nant le filtre associé & (xy,)nen €t convergent vers z.

Preuve.  (a) Soit F un filtre avec un point d’accumulation z € X. Le filtre Fx (F Uv(x))(non
nécéssairement propre) engendré par F U v(x) peut étre décrit comme

G:= Fx(FUr(z) = {ANU | U c v(X),A € F}

En fait, c’est facile a voir que:

e G et fermé par intersections finies. Pour A, B in F et U, V voisinages de = on a
(AnU)N(BNV)=(ANnB)N{UNV),

ce qui est dans G.
o G et fermé vers l’haute. En fait, si A € F, U € v(z) et S D ANU, on peut écrir

S=(SUA)N(SUU),

ce qui est dans G.



e G contient F U v(x).
e Chaque filtre qui contient F U v(z) doit contenir G.

Ensuite, G est propre. En effet, I'intersection d’un voisinage de x avec un element de F
n’est jamais vide, lorsque x est d’accumulation pour F.

Alors, on peut utiliser le Théoréme de l'ultrafiltre pour étendre G & un ultrafiltre H.
Finalement, # O G O (F Nv(x)) 2 v(x), et donc H converge vers .

(b) Soit x € X, (zn)neny € X une suite, et F le filtre lui associé. Notons que F peut etre
décrit aussi comme la collection des sous-ensembles de X qui contiennent les elements de
la suite définitivement, c’est a dir ceux qui contiennent tous x,, pour n assez grand.

o Six est d’accumulation pour la suite, il ’est aussi pour le filtre. Soit U un voisinage
de z. Comme z est d’accumulation pour la suite, pour tout n € N il y a un nombre
infini d’indices k tels que zj est dans U. Ca implique que pour tous A D {zj}r=n,
on a que A intersecte U, et donc x est d’accumulation pour le filtre.

o Si x est d’accumulation pour le filtre, il ’est aussi pour la suite. Soit U un voi-
sinage de x. Comme x est d’accumulation pour le filtre, pour tout N € N, on a
que U N{xy}r=n n’est pas vide. On définit par récurrence une suite, en choisissant
comme indiqué:

— ng :=0;

— Ngg1 € {m > ng | ,m € U}, ce qui n’est pas vide comme U N {xg trsn, # 9.
Une telle (2, )ren est bien une sous-suite, et elle est contenue dans U. On a donc
montré que z est d’accumulation pour (zy,)nen.

o Six est limite pour la suite, il l’est aussi pour le filtre. Soit U un voisinage de z. 1l
y a N € N tel que 2, € U pour n > N, donc U D {z,},~n et U € F. Ca veut dir
que JF converge vers .

o Si x est limite pour le filtre, il l’est aussi pour la suite. Soit U un voisinage de z,
ce qui doit appartenir a F. Alors U contient {x,},>n, pour quelque N € N, et ca
signifie que la suite est définitivement dans U. Donc (x,),en converge vers x.

(c¢) En utilisant les points précedents, lorsque = est un point d’accumulation pour une suite,
il 'est aussi pour le filtre associé, ce qu’on peut étendre & un ultrafiltre qui converge vers
x. O

Définition. Un espace X est paracompact ssi tout recouvrement ouvert & de X admet un
raffinement ouvert localement fini ot un recouvrement (ouvert) V est appelé

e un raffinement (ouvert) de U ssi chaque V € V est contenu dans un U € U;

e [ocalement fini ssi tout x € X a un voisinage qui intersecte seulement un nombre fini
d’éléments de V.

Exercice 3. Montrer qu’un produit d’un espace paracompact et d’'un espace compact est de
nouveau paracompact. Similairement, si un produit X x Y est paracompact et Y # & est T4,
alors X est paracompact.

Preuve.

(a) Soit X un espace paracompact et Y un espace compact. On va montrer que le produit
est paracompact. Soit &/ un recouvrement du produit. On peut toujours le raffiner en I/,
qui contient seulement des ouverts de base. Comme Y est compact, pour tous x € X il



yaUf x V... U x V& el tels que {z} xY C U=, UF x V. Pour U, := =, UF
on a que Uy x Y C U=, UF x V. Ensuite, {U,}zex est un recouvrement ouvert du
paracompact X, et donc on peut le raffiner en W localement fini. Pour tout W € W on
choisit z(W) € X tel que W C U, ). On peut finalement définir

N={WxV'" CXxy|WeWeti=1,... 1w

On a que:

e N recouvre X x Y: Pour tout (z,y) € X x Y, comme W est un raffinement de
{Us}zex, il existe W € Wavecw € W C Uy Ensuite, il yauni € {1,...,n,m)}

tel que y € Vix(W). Donc (z,y) € Uf(W) X Vix(W)_

o N est bien un raffinement deU’, et donc deld: Pour tout W € Weti=1,... s (W)

on a que
W x VW) C U,y x VY c ur M) v W e,

o N est localement fini: Pour (z,y) € X x Y, il existe un voisinage ouvert O de x qui
intersecte seulement un nombre fini d’éléments de W. Alors O XY est un voisinage de
(x,y) qui intersecte seulement un nombre fini d’éléments de N. En fait, I'intersection

wx V™M noxy =wno)x (" ny) = wnoyx v

(2

est vide si et seulement si W NO l'est. Cette condition est vérifiée seulement pour un

(W), e, WX Vﬁ(W) appartiennent

nombre fini de W, pour lesquels seulment W x V;" (W)

anN.
(b) En supposant que Y # & est T; ou plus généralement, contient un point fermé y € Y,

X2Xx{yCXxY

est un sous-espace fermé d’un espace paracompact. Par I’exercice 2 (b) de la Série 17 (ou
une vérification directe), X est aussi paracompact.

Remarque. Dans I’énoncé original du point (b), on a demandé de montrer que si Y # & et
X x Y est paracompact, alors X l'est aussi (sans demander que Y soit T1). Cet énoncé est vrai
mais la preuve n’est pas si facile que celle pour le cas ou Y est T7.

Preuve. On choisit y € Y. En remplacant X x Y par X x @ (ce qui est un sous-espace fermé
de X x Y et donc paracompact), on peut supposer, sans perte de généralité, que @ =Y (on
dit que y est un point générique de Y'). Maintenant, soit ¥V un recouvrement ouvert de X. On
choisit un raffinement ouvert localement fini ¥/ du recouvrement ouvert

WxY ={WxY|WeWw} de X xY

et on aimerait montrer que pry W' := {pryxy W | W € W'} est un raffinement ouvert localement
fini de W. Parce que W' est un raffinement ouvert de W x Y et la projection pry est ouverte,
pry W est certainement un raffinement ouvert de W et il faut juste montrer qu’il est localement
fini. Alors, soit x € X quelconque. Par définition de W, ils existent U > z, V > y ouverts, tels
que U x V intersecte seulement un nombre fini d’éléments de W' et on va montrer que U
intersecte seulement un nombre fini d’éléments de pry W'. Par absurde, supposons le contraire.
Ca veut dire qu’il existe W’ C W' (infini) tel que

{prx W | W € W"} est infini et U Nprx W # @ pour tout W € W".



Mais maintenant, pour W € W’ on choisit 2’ € U Npry W et
Wn{2'}xY)#o O

~Y

est ouvert dans {2/} x Y = Y. Parce que y est un point générique de Y, on doit avoir
(',y) e WN({2'} xY) et donc (2/,y) € WN(U x V). Alors, on a montré que WN(U xV) # &
pour tout W € W, ce qui est une infinité d’éléments de W et donc absurde. O

Exercice 4. (Théoréme de A. H. Stone) Montrer qu'un espace métrisable est paracompact.

Indication: Par le théoréeme de la série précédente, on peut toujours indicer un recouvrement
ouvert U = {U, };er par un ensemble bien ordonné I. Alors, pour chaque x € X il y am(z) € 1
minimal avec x € Um(m). Par récurrence sur n € N5 on définit des ouverts {V;" },c; comme suit:
Chaque V" est la réunion des B(x,27") tels que

(a) i = m(x); (b) x ¢ V;™ pour tous m <mn, j € I; (c) B(z,3-27") C U;.

Maintenant, il faut montrer que {V;" },,en.,,icr est un raffinement ouvert de U qui est localement
fini. Pour la vérification du dernier point, on prend pour chaque x € X le ¢ € I minimal tel que
x € V" pour un n € Nsg (que l'on fixe aussi). En choisissant k € N~q avec B(x,27%) C V", on
montre que la boule B(x,2~("**)) intersecte seulement un nombre fini de V™ en montrant que

(1) pour m > n+ k, elle ne I'intersecte pas;

(2) pour m < n+ k, elle I'intersecte pour au plus un j € I.

D’abord, {V/"}nen.,, icr est bien un recouvrement parce que si z € X, alors z € Un(z)
et il existe n € Ng tel que B(z,3-27") C Uy, (,). Par définition, on a = € VJL‘(I) oux € VF
pour quelques k < n, i € I. De plus, {V;"},en., est bien un raffinement de ¢/ par définition
de V" et parce que B(z,27") C B(x,3-27"). Montrons maintenant que ce recouvrement est
bien localement fini en montrant (1) et (2) de I'indication.

Ad (1): Pour m > n+k, on note que V™ est une union de boules B(y,2™™) oty ¢ V;" par (b).
Parce que B(x,27%) C V* on a d(x,y) > 2% et donc B(z,2~("+tF)) N B(y,2~™) = @, car

d(f]}', y) > 27]6 — 27(k+1) + 27(k+1) 2 27(TL+I€) + me.

Ad (2): Pouwr m <n+k,j<j €letye V™ y €V on trouve yo, yy € X qui satisfont (a),
(b), (c) ci-dessus avec y € B(yo,2™ ™), v’ € B(y(,2~"™). Mais maintenant, B(yo,3 -27"™) C U;
par (c) et yi ¢ U; par (a). Donc, d(yo,y)) = 3 -2~ et alors

d(y’y/) 2 d(y07y6) —-2.27" P 3:27M—-2.27" = 2—m’

ce qui implique que I’on ne peut pas avoir y, ¢ € B(z,2~("**)) en méme temps.
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Exercice 1. Montrer que
(a) Rg n’est pas régulier;
(b) R; est normal;
(c¢) Ry x R; est régulier.
Preuve. Ad (a): Par définition de la topologie sur R, I'ensemble
K :={1/n € Rk |n € Nso}
est fermé et on ne peut pas séparer 0 et K. En fait, si U, V C Ry sont ouverts avec 0 € U et

K CVilyaa,be Rg tels que 0 € |Ja,b] \ K C U. De plus, il y an € Nyg avec 1/n < b et
comme 1/n € K on trouve o/, t/ € Rg tels que 1/n € ]a’,b'[ C V. Mais maintenant

@ # (Ja,b[\ K)N]d ¥ [ CUNV.

Ad (b): Deux A, B C R; fermés et disjoints peuvent étre séparés par

AcU:=J U laa et BcV:=J U byl
a€AzeX, beByeYy,
ou X, ={reX|[a,zlNB=0} et Y, :={yeX|[byNnA=02} (pour a € A et b € B),
qui sont clairement non vides, car A et B sont fermés et disjoints. Les ensembles U et V sont
disjoints, parce que si on suppose que 'ona ze€ UNV ilyaa€ A, x € X,,be Bety ey,
tels que z € [a,z[ N [b,y[. Donc b < z (i.e. b € [a,z[), ce qui contredit la définition de X,.
Ad (c): L’espace R; est normal (en particulier régulier) et un produit d’espaces réguliers est
régulier. O

Exercice 2. Soit X un espace topologique.

(a) Si X est de Hausdorff, on sait qu'un sous-espace compact A C X est forcément fermé.
Est-ce que c’est aussi vrai pour A paracompact?

(b) Si X est paracompact et A C X fermé, alors A est paracompact aussi.

(c) (Dieudonné) Un espace paracompact et de Hausdorff est normal.
Indication: D’abord montrer la régularité.

(a) Non, en effet il suffit de considérer (R, T5) (qui est bien de Hausdorff) et un sous-ensemble
ouvert |a,b[C R, avec a,b € R. Alors (Ja,b[, (Tst)jqp[) est un espace métrique. Par le
théoréme de Stone (exercice 4, série 16) on conclut que (Ja, b[, (7st)jq,p[) €St paracompact,
mais il n’est pas fermé dans R.

(b) Preuve. Soit U C Ty (ou T est la topologie de X) un recouvrement ouvert de A (i.e.
A C Upey U). Par définition de la topologie du sous-espace on sait que pour tout U € U
il existe V7 € T tel que U = ViyNA. On consideére la collection V = {Viy | U € UFU{ X\ A}.

Comme
(U VU> (X\A4)D (U U) (X\A)DAU(X\A) =
veu veu

on conclut que V est un recouvrement ouvert de X. Comme X est paracompact, il existe
un raffinement localement fini W. On considere la collection O = {WNA | W € W} C Ty4.
Alors
U Wwna)= | WnA=XnA=A4,
wew wew



ce qui montre que O est un recouvrement ouvert de A. On va montrer maintenant que

O est un raffinement localement fini de .

Raffinement: Soit O € O, alors O = W N A pour un certain W € W. Comme
W est un raffinement de V, il existe un U € U tel que W C V. Donc on a
O=WnACVyNA=U €U, ce qui montre que O est bien un raffinement
de U.

Localement fini: Soit a € A C X. Alors, comme W est localement fini, il existe un
ouvert U € T tel que a € U et U intersecte seulement un nombre fini de W € W.
Alors a € UN A € T4 est tel qu’il intersecte seulement un nombre fini d’ouverts de
O, ce qui montre que O est localement fini. 0

(c) Preuve. Soit (X, 7T ) un espace paracompact et de Hausdorff.

e On va d’abord prouver que X est régulier. Soit x € X, et A C X fermé tel que = ¢ A.
Comme X est de Hausdorff, pour tout y € A ils existent des ouverts Uy, V, € T t.q.
reUyyeVyet U NV, =03 Alors A C Jyea Vy, et donc, par un calcul analogue
a (1), on conclut que V = {V, | y € A} U{X \ A} est un recouvrement ouvert de X.
Comme X est paracompact, il existe un raffinement localement fini YW. On enléve a
W tout ensemble qui n’intersecte pas A et on obtient une collection O localement
finie telle que tout O € O est contenu dans un V,, € V. Comme O est localement
fini, il existe un ouvert W € T tel que z € W et W intersecte seulement un nombre
fini d’éléments de O. Soit maintenant T' C A un sous-ensemble fini de A qui contient
pour chaque O € O un y tel que O C V,,. on pose alors

U=Wn (U, etV=1|]O.
yeT 0e0O
Alorsz e U, ACV et UNV = @. En effet, supposons par 'absurde qu’il existe un
zeUNV.Comme z € V, il existe un O € O tel que z € O. De plus, comme z € U,
on sait que z € U, pour tout y € A. Mais comme il existe un y € A tel que O C V,,,
on conclut que z € V, N U, = @, ce qui est un contradiction.

e On montre maintenant la normalité. Soient A, B C X des ensembles fermés dans X.
Comme X est régulier par le point précédent, pour tout a € A ils existent des ouverts
Uy, Vo € Tt.qoa€e U, BCV,etU,NV, =&.Lacollectionld = {U,NA |a € A} est
un recouvrement ouvert de A. On pose alors V = UU{X \ A} qui est un recouvrement
ouvert de X par un calcul analogue a (1). Comme X est paracompact, il existe un
raffinement localement fini W. Encore une fois, on enléve a W tous les ensembles
qui n’intersectent pas A, et on obtient une collection localement finie d’ouverts O,
chacun contenu dans un certain U,, qui recouvre A. On pose alors

C=|JOeT.
0e0O
Comme O est localement finie, pour tout b € B, il existe un ouvert Wj, € T tel que
b € W, qui intersecte seulement un nombre fini d’éléments de O. Soit T' C A un sous
ensemble fini de A qui contient pour tout O € O un point a tel que O € U,. Alors
on définit 'ouvert
Qpy =Wy N m V,eT.
a€T

Cet ouvert n’intersecte pas C' par un raisonnement analogue a la fin de la preuve de
la régularité. Il suffit donc de définir

Q= @eT

beB



pour obtenir que ACC,BCQet CNQE =9. 0

Définition. Une application continue f: X — Y est appelée propre ssi pour tout espace topo-
logique Z, lapplication f xidz: X x Z =Y x Z, (z,2) — (fx, z) est fermée. Si de plus, f est
surjective, on dit que f est un quotient propre ou parfaite.

Exercice 3. Pour une application continue f: X — Y, montrer que les énoncés suivants sont
équivalents:

(a) f est propre;

(b) f est fermée et ses fibres f~1y avec y € Y sont compactes;

(c) si F est un filtre sur X et y € Y un point d’accumulation de f,F, alors il existe un point
d’accumulation x € X de F tel que fz = y;
(d) si U est un ultrafiltre sur X et y € Y un point limite de f,U, alors il existe un point
limite z € X de U tel que fx =y.
Indication: Pour “(a) = (b)”, montrer que chaque f: f~'y — {y} est propre et utiliser 'exercice
4 de la série 14. Pour “(d) = (a)”, montrer que si on a une famille d’applications continues ( f;)ic1
dont chacune vérifie (d), alors le produit [];c; f; vérifie (d) aussi. Ensuite, il suffit de montrer
qu’une application qui vérifie (d) est fermée.

Preuve. “(a) = (b)”: En prenant Z = {x} dans la définition, on voit qu’une application propre
est fermée. Maintenant, si f est propre et y € Y, on va montrer que f: f~'y — {y} est aussi
propre et conclure par I'exercice 4 de la série 14. Alors, soit Z un espace et A C (f~'y) x Z fermé.
Il existe A’ C X x Z fermé avec A'N((f~1y) x Z) = A et par propreté de f, (f xidz)A' CY x Z
est fermé. Finalement,
(f xidz)A = (f xidz) (40 ((F7'y) x 2)) = {(f2,2) | (@.2) e A0 ((F ') x 2) }
= {(fx,z) ’ (r,2) € Al et € fﬁly} ={(fz,2) | (z,2) € A" et fx =y}

((f xidz)A") 0 ({y} x 2)

est fermé dans {y} x Z.

“(b) = (c)”: On se souvient que f.F est le filtre engendré par la base de filtre { fM | M € F}.
Parce que chaque N € f,F contient un fM avec M € F, les point d’accumulation de f,F sont
N N=(7M= (] /M,
Nef.F MeF MeF
ou, pour la derniere égalité on a utilisé que f est fermée. Maintenant, si f,JF possede un point
d’accumulation y € Nyer fM, les M N f~1y sont non-vides et {M N f~ly | M € F} est une

base de filtre sur f~'y. Mais f~'y est compact et donc ce filtre posséde un point d’accumulation;
i.e. Nyer(M N f~1y) est non-vide.

“(c) = (d)’: Triviale.

“(d) = (a)”: En supposant 'indiction et en observant que f et idz (ou Z est un espace quel-
conque) vérifient (d), il suffit de montrer qu’une application continue vérifiant (d) est fermé.
Alors soit f: X — Y une application continue qui vérifie (d), A C X fermé et montrons
fA = fA =: B, ou I'inclusion “C” est par la continuité de f. Pour la réciproque, soit y € B, ce
qui veut dire que V N fA # & pour tout voisinage ouvert V € N (y) de y. Donc,

{fV]VveNnw}u{ay



engendre un filtre propre que l'on étend en un ultrafiltre /. Mais maintenant, f,U est un
ultrafiltre sur Y et parce que N (y) C f. U, il converge vers y. Par hypothese, il existe z € f~ly
avec U — x. Mais A € U et donc z € A = A.

Ad “Indication”: Soit (f;: X; — Y;)icr une famille d’applications ou chacune vérifie (d) et soit
[ = Tlier fi- SiU est un ultrafiltre sur [[;c; X; avec fud convergent vers un y = (y;)ics, alors
chaque (pr; ).« fxld = (fi)«(pr;)U est un ultrafiltre, convergent vers y;. Par 'hypothese et 'axiome
du choix, on choisit, pour chaque i € I, un x; € X; avec fx; = y; et (pr;)d — ;. Mais ¢a veut
exactement dire que U — (z;);er et on conclut. 0
Exercice 4. Soit p: X — Y un quotient propre. Montrer que

(a) si X est de Hausdorff/régulier, alors Y l'est aussi;
Indication: Si g: X — Y est continue et fermée, M CY et U C X un voisinage ouvert
de g~'M, alors il existe un voisinage ouvert V de M avec g~V C U.

(b) si Y est compact, alors X ’est aussi.

Preuve. Ad (a): Soit y, y' € Y deux points différents. Par le premier lemme au-dessous on peut
séparer p~ly et p~1'y’ par deux ouverts, disons U et V, et par le deuxiéme lemme, pU et pV
sont des voisinages disjoints de y et 7/.

Ad (a’): Soit U C Y ouvert et y € U (donc p~ty C p~tU). Par la régularité de X,

{V cX ‘ V ouvert et V C p_lU}

est un recouvrement ouvert de p~ly et on peut choisir des ouverts Vi, --,V,, CY tels que
p_lyQV::Vlu---UVn CV=WVu---uUV, Qp_lU.

Mais alors pV est un voisinage de y et parce que p est fermée
yepV CpV =pV Cpp 'U=U.

Ad (b): Note que une composition d’applications fermées est fermée, donc une composition
d’applications propres est toujours propre. L’application constante Y — {x} est la composition
suivante:

X225y ——{x},

ou p est propre par hypothese et Y — {x} lest parce que Y est compacte. Donc elle est propre
aussi, et X est compacte. O

Lemme. Tous sous-ensembles compacts et disjoints A, B d’un espace de Hausdorff X peuvent
étre séparé par des ouverts.

Preuve. Considérons d’abord le cas ou A = {a}. La, en considérant le recouvrement ouvert
{V C X | V ouvert et il existe un voisinage ouvert U de a avec UNV = &}

de B, on trouve des ouverts Uy, --- ,U, C X et V,---,V, C X tels que
aceUnN---NU,=U, BCViU.---UV,=V et U;NV,=0 pour tous i.

En particulier, U NV = & et on a séparé A et B. Si A n’est pas un singleton, alors en utilisant
le cas précédent, on a un recouvrement ouvert de A donné par

{U C X | U ouvert et il existe un voisinage ouvert V de B avec UNV = &}.

Donc, on trouve encore une fois des ouverts Uy, --- ,U, C X et V1,---,V,, C X tels que
ACUu---uU,=U, BCVin---NV,=V e U;NV; = pour tous i.

En particulier, UNV = & et on a fini. 0



Lemme. Soit p: X — Y une application fermée. Si S C Y et U C X est un ouvert qui contient
p~1S, alors il y a aussi un ouvert V C Y tel que S C V et p~'V C U. En particulier, si p est
surjectif, 'image d’un voisinage de p~'S par p est un voisinage de S.

Preuve. Le sous-ensemble A := p(X\U) C Y est fermé parce que p est fermée, et donc V := Y\ A
est ouvert. Maintenant, comme p~1S C U, nous avons que S C V. Ensuite

pV=pH(Y\A)=X\p 'A=X\p 'p(X\U)CU. 0
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Définition. Un sous-ensemble d’un espace topologique est G ssi on peut ’écrire comme une
intersection dénombrable d’ouverts.

Exercice 1. Dans un espace normal X, montrer quun fermé A C X est Gy si et seulement s’il
existe f: X — I continue tel que fA C {0} et f(X \ A) C]0,1]. Conclure que pour deux fermés
A, B C X disjoints qui sont G5, il existe f: X — I tel que A= f~1{0} et B = f~'{1}.
Indication: Pour I'implication “=", écrire A = (,,ey Un (ot chaque U, est ouvert) et choisir des
applications d’Urysohn f, pour A et X \ U,.

Preuve. Soit A C X un fermé Gs. Alors il existe une collection (U,)nen+ d’ouverts de X telle
que A = (,,en+ Uy Par le lemme de Urysohn, pour tout n € N*, il existe une fonction f,,: X — I
telle que fp(x) =0V € Aet fp(x) =1Ve € X\ U, (car X \ Uy, est fermé pour tout n € N*).
On pose alors f: X — I, définie par

f(z) = Z 'ﬂ;(?

neN*
Cette fonction est bien définie parce que
fn(z) 1
0<f($)zz on <227:1'
neN* neN*

Elle est continue parce que la série converge uniformément par le critere de Weierstrass (le
“M-test”). Alors on a z € A & f,(x) = 0 pour tout n € N* & f(x) = 0 (car f(x) est une
somme de termes positifs). Donc f(A4) C {0} et f(X \ 4) C]0,1].

Pour la réciproque, supposons qu’il existe une fonction f comme dans ’énoncé. Comme
f(A) C {0} et f(X\A) C]0,1],ona f(A) = {0} (sauf si A = @, ou le résultat est trivial), donc

== (0 fil) - 0 (D

neN*

ce qui est bien une intersection dénombrable d’ouverts de X car f est continue et les {0, % { sont
des ouverts dans I. Donc A est bien Gj.

Maintenant, soient A, B C X deux fermés et disjoints qui sont G. Alors par ce qu’on vient
de montrer on a l'existence de deux fonctions f, g: X — I telles que A = f~1(0), B = g~ !(1)
et par Urysohn, il existe h: X — I avec h(A) C {0} et h(B) C {1}. Maintenant, on défi-
nit F': X — I par
max{ f(z), h(z)} + min{g(z), h(x)}

F(x) =

(=) y
Cette fonction est continue et bien définie (car f + g # 0 vu que AN B = &). De plus, on voit
facilement que A = f~1(0) et B = f~1(1). 0

Exercice 2. (Compactifié de Stone-Cech) Pour un espace topologique X, on note C(X, I)
I’ensemble des applications continues X — I et on considere

hx: X — 19D v s (f2) reoixn)-

Le compactifié de Stone-Cech de X est BX := hxX, ce qui est compact par le théoreme de
Tychonoff. En notant nx: X — X 'application induite par hx, montrer que



(a)
(b)

X est complétement régulier ssi nx (ou hx) est un plongement;

Indication: Un sous-espace d’un espace completement régulier est complétement régulier.
pour f: X — Y continue, il existe une unique application continue gf: fX — SY telle
que ffonx =nx o f;

Indication: Pour 'unicité, il faut se souvenir que BY est de Hausdorff et que deux ap-
plications continues vers un espace de Hausdorfl coincident, s’ils coincident sur un sous-
ensemble dense.

si X est compact de Hausdorff, alors nx est un isomorphisme;

si K est compact de Hausdorff et f: X — K continue, il existe une unique application
continue f’: BX — K telle que f° onx = f.

[=>]; On va montrer que h := hx est un plongement, lorsque X est complétement régu-
lier. Pour I'injectivité, considérons deux points différents = et y. Comme X est d’Haus-
dorff, le singleton {y} est fermé. Maintenant on peut séparer z et {y} par une fonction
continue f: X — I telle que f(z) =0 et f(y) = 1. Alors on a que

hz)(f) = f(x) =07 1 = f(y) = h(y)(f),

ce qui montre que h(z) # h(y). Ensuite il faut montrer que h: X — h(X) est ouverte.
Soit U C X un ouvert, et x € U. Comme X est completement régulier, on peut séparer
x et X \ U par une application continue f: X — I telle que f(xz) =1 et f(y) = 0 pour
tout y € X \ U. On a que

h(z) € pry (10, 1) N h(X) C h(U).

Comme pr?l(}o, 1]) est ouvert, il suit que h(U) est ouvert dans h(X).

[<=]; On remarque que I C(XD) est compact et de Hausdorff, comme I Uest, et donc il est
normal et complétement régulier. X est homéomorphe & h(X), ce qui est un sous-espace
du completement régulier I G0 done il est aussi.

On va montrer qu’'un sous-espace Z d’un espace completement régulier Y ’est aussi. Soit
z € Zet F=ANZ un fermé de Z, avec A fermé dans A et tel que z & F'. Alors z € I, et
on peut les séparer par une application continue f : Y — I tel que f(z) = 1let f(w) =0
pour w € A. La restriction f|z alors sépare z et F.

Soit f: X — Y une application continue. On définit 3f: S X — Y par

BI(F): g = F(gef).

L’application Sf est continue parce que pour n’importe quel g € C(Y,I), Ja,b] C R et

F e I°XD s Bf(F) appartient & prg_l(]a, b[), alors F' appartient a pr;olf(]a, b)), et

B (pryor(Ja, b)) S pry*(Ja, b])
Ensuite, pour a € X et g € C(Y,I) on a que
(Bf onx(x))(g) = (Bf(h(x)))(9)

=h(z)(go f) = (go f)(z) =g(f(x)) = h(f(x))(g) = ((ny o [)(x))(g).
On a bien montré que Bf onx(x) =ny o f(z), et donc Bf onx =ny o f.



(c) Lorsque X est compact et de Hausdorff, il est complétement régulier, et donc h(X) est
homéomorphe & X, ce qui est compact. Mais alors h(X) est un sous-espace compact dans
l'espace de Hausdorff 7¢(%0) | et donc il est fermé. Ca veut dire que X est homéomorphe
a X = h(X) par le plongement 7nx.

(d) Pour tout f: X — K tel que K est compact de Hausdorff, on peut définir f := 77;{10 Bf.
Une telle application est continue et ensuite

fronx =mntoBfonx =ngtonxof=Ff

Une telle définition est obligatoire. En fait, par I'unicité du point (b), si f* satisfait
f¥onx = f, alors nx o fPonx = o f, et donc Bf =i o f°.

Définition. Le support d’une application f: X — R (ou X est un espace topologique) est
supp f = F1R* = {w € X | fz Z 0.

Une partition d’unité sur X est une famille d’applications (p;: X — I);c, telle que (supp ¢;)jcs
est localement fini (i.e. tout z € X admet un voisinage U tel que {j € J | U Nsupp p; # D} est
fini) et Zje 7 @jx = 1 pour tous z € X (cette somme est finie par la premiere condition). Si, pour
une telle partition d'unité, (U;);cs est un recouvrement de X on dit que (¢;);es est subordonnée
a (Uj)jes ssi supp; € U; pour tout j € J. Finalement, si pour un recouvrement (Uj);e il
existe une partition d’unité subordonnée a (Uj) ey on dit qu'il est numérable.

Exercice 3. Soit X un espace paracompact de Hausdorff. Montrer que

(a) si (Uj)jes est un recouvrement ouvert de X, il existe un recouvrement ouvert localement
fini (V});es tel que V; C U; pour tout j € J;

(b) un recouvrement (Uj);es est numérable s’il existe une famille (¢;: X — I);c; d’applica-
tions continues, telle que (supp ¢;);es est localement fini, supp ¢; C U; pour tout j € J
et 3 jcy i X — R est strictement positive;

(c¢) chaque recouvrement ouvert de X est numérable.
Indication: Utiliser (a) pour trouver deux recouvrements ouverts localement finis (V;) e,
(Wj)jes tels que W; CV; CV,; CU; pour tout j € J et utiliser le lemme d’Urysohn.

Preuve.

(a) D’abord on utilise la régularité de X (X est en effet normal comme il est paracom-
pact et d’'Hausdorff), et pour tout x € X et i € I on choisit un ouvert V,; tel que
x € Vi C Vm- C U;. Ensuite, on peut raffiner (V, ;) en un recouvrement localement
fini V, ce qui est equippé d’une fonction V +— (x(V),i(V)), tel que V C Ve(v),i(v) pour
tout V' € V. Finalement, on définit

V= J{Vvev]iv)=i}.

Comme J;c; Vi = UV = X, la famille (V});cs est un recouvrement ouvert de X. Il est
localement fini puisque V 'est; ensuite, grace a la finitude locale de V, on a

vi=UJvevi]iv)=it=U{vev|iv)=i} < UVaiv) S Uiw)
ZEUi(V)



(b)

Supposons que (Uj);jcs est un recouvrement tel qu’il existe une famille de fonctions
(pj: X — I)jes avec supp(p;) C U; pour tout j € J, (supp(goj))jej localement fini,
et la somme strictement positive. Alors en définissant

oom i
J Eie] ®i

on obtient un fonction bien definie et continue cpg : X — R (grace a la condition sur les
supports). Ensuite, c’est facile & voir que Y ;o7 ¢i(x) = 1 pour n’importe quel z € X.
Par conséquent, pour tout j € J ona 0 < ¢ <37, ;¢; =1, et donc on peut considérer
chaque gog- comme une fonction 90;: X — I. En particulier, une telle famille (‘R’j)je J est
une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (Uj), e s, ce qui est donc numérable.

En appliquant le point (a) deux fois, on trouve des recouvrements localement finis (V}) e s
et (W;)jes tels que V; C W; C W, C U; pour tout j € J. Comme X est normal, on
peut utiliser le Lemme d’Uryshon pour avoir pour tout j € J une function ¢; : X — I
telle que ¢;V; C {1} et ;(X \ W;) C {0}. Alors suppp; C W; C U; et (supp ¢;)jes et

localement fini parce que (W;);ec l'est. Finalement, tout € X appartient & quelque Vj,,
et donc on a que Y ;9T > ¢j,z =1 > 0. En utilisant le point (b) on peut conclure. o
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Exercice 1. Montrer qu'un espace métrique X est compact si et seulement si toute application
continue X — R est bornée.

Preuve. Si X est compact, alors toute fonction continue f: X — R est bornée, parce que fX C R
est compact, donc fermé et borné. Montrons maintenant que si X n’est pas compact, alors nous
pouvons construire une fonction continue qui n’est pas bornée. Si X n’est pas compact, il y a
une suite (z,,)nen qui n’admet aucune sous-suite convergente. En enlevant des éléments dupliqué
(dont il y a seulement un nombre fini) on peut supposer que x,, # x,, pour m # n. Maintenant,
A = {2z, }nen est fermé parce que A est 'ensemble des x € X qui sont la limite d’une suite
dans A. Finalement, nous pouvons définir une fonction f: A — R, par x, — n € R. Elle est
continue parce que A est discret. Par Tietze, on peut étendre f en une fonction X — R qui n’est
pas bornée. O

Exercice 2. Le but de cet exercice est de montrer que si un espace compact de Hausdorff X
s’écrit comme une réunion X = AU B avec A, B C X fermé et métrisable, alors X est aussi
métrisable.

(a) Montrer que X est métrisable si et seulement s’il admet une base dénombrable.
(b) Traiter le cas ot AN B = &.
(c) Traiter le cas ot AN B # @.

Preuve. Ad (a): Si X est métrisable et ¢ € Qxg, les boules B(x,q) avec z € X forment un
recouvrement ouvert de X, qui a donc un sous-recouvrement fini B,. En utilisant ’axiome du
choix, on choisit pour tous ¢ € Q0 un tel B, et alors B := (J,¢q. , By est une base dénombrable
pour X. Réciproquement, si X a une base dénombrable, on peut appliquer le théoréme d’Urysohn
parce que tout espace compact de Hausdorff est régulier.

Ad (b): Noter d’abord que A, B, étant deux sous-espaces fermés de X, sont compacts et donc
par (a) possédent deux bases dénombrables A et B. Mais maintenant, vu que A et B sont
disjoints, ils sont aussi ouverts et donc A U B est une base dénombrable de X, ce qui montre
(encore une fois par (a)) que X est métrisable.

Ad (c): Soient A et B deux bases dénombrables de A et B. Pour U € A on note que

U:=UU(X\A) et U\B

sont ouverts dans X (en fait, U’ est le plus grand ouvert de X avec ANU’ = U). De facon
similaire, pour V € B

V"''=VU(X\B) e V\A
sont ouverts dans X. Pour prouver 1’énoncé, montrons que C, la réunion des
Unv" U\B,V\A avec UeA VeB

est une base pour X. Alors, soit W C X ouvert et z € W. Si x € A mais x ¢ B on trouve U € A
tel quex e U CWNA. Doncx € U\ BC W et U\ B € C. Similairement pour z € X \ A.
Finalement,siz € ANB,onalU €A, VeBavecoercUCWNA €V CWnNBDB et donc

reU NV =UNV)UU\BU(V\A) CW. -



Définition. Un espace topologique X est localement compact ssi pour chaque point x € X et
chaque voisinage ouvert U de z, il existe un compact K C X tel que x € K C K C U. C’est a
dire, les voisinages compacts engendre le filtre N'(z).

Exercice 3. Montrer qu’'un espace localement compact de Hausdorff est

(a)
(b)

régulier.

completement régulier.
Indication: Utiliser le lemme de recollement.

Preuve.

(a)

Comme X est d’Hausdorff, les singletons sont fermés. Pour voir qu’il est régulier, on
utilise la caractérisation, et on considére un point z € X et un ouvert U > z. Comme X
est localement compacte, il existe un compacte K C U tel que z € F°* C K C X. On
note que K est un compact dans un espace de Hausdorff, et il est donc fermé. Il decoule
que K° C K. Si finalement on pose V := K°, on obtient

reVCVCKCU,

ce qui montre que X est régulier.

Pour voir diréctement que X est complétement régulier, on prend un point x et un fermé
F' qui ne le contient pas. En posant U := X \ F, de I'hypothese on trouve un compact K
telquez € K° C K CU = X\ F. Comme K est compact et de Hausdorft, il est normal.
Alors on peut séparer z et le fermé K \ K° par un fonction continue f: K — R telle que
f=0sur K\ K° et f(x) = 1. Par le Lemme de recollement, on peut récoller f avec la
fonction qui vale constantement 0 sur le fermé X \ K°, en obtenant une fonction g qui
est Osur X \ K° D X \U=F, et 1 sur z. 0

Exercice 4. Pour un espace compact de Hausdorff X on dénote C'(X,R) ’ensemble des fonc-
tions continues X — R, qui posséde naturellement la structure d’un anneau en sommant et
multipliant les fonctions valeur par valeur:

(f+9)x:=fr+gx,  (fg)z:=(fz)(gz)

pour f, g € C(X,R), x € X. Soit X’ := MaxC(X,R) I’ensemble des idéaux maximaux
de C(X,R) et pour f € C(X,R)

Up:={zeX| fz#0}, Up={meX'|f¢m}.

On va montrer que 'on peut reconstruire X de C'(X,R) en montrant que

(a)
(b)

()

les Uy forment une base pour la topologie de X et les U J,c forment une base de topologie
sur X’ (et on regarde X’ comme un espace topologique muni de cette topologie);

I’application

o: X > X z—my:={feCX,R)| fz=0}

est bien-défini (i.e. my est un idéal maximal) et continue;
Indication: Considérer ev,: C(X,R) — R.

I’application ¢ est bijectif.

Indication: Pour la surjectivité, montrer que pour m € X’

V(m):={z € X | fr =0 pour toutes f € m} # .



(d) T'application ¢ est ouverte.

Preuve. Ad (a): En écrivant Ay := X \ Uy = {x € X | fo = 0}. Parce que X est completement
régulier, on trouve pour tout fermé A C X et tout x ¢ A une application f: X — R avec
fA C {0} et fx # 0. On conclut que

A= ) 4

fEC(X,R)
ACA;

et donc les Uy forment une base pour la topologie de X. Maintenant, si f, g € C(X,R), alors
U;NU, = Uy, (parce qu'un idéal maximal est premier) et donc {U} | f € C(X,R)} est une base
de topologie.

Ad (b): L’évaluation ev,: C'(X,R) — R est un morphisme d’anneaux, surjectif et Kerev, = m,.
Donc R = C(X,R)/m,, ce qui montre que m, est maximal parce que R est un corps. L’applica-
tion ¢ est continue parce que pour f € C'(X,R)

U= {reX|m ecUl}={zeX|fé¢m}={zeX|fe#0}=U

Ad (c): L’application ¢ est injectif parce que X est “completement de Hausdorff” dans le sens
que pour tout x, y € X distincts, il existe f: X — R avec fr =0 et fy # 0. Ca veut dire f € m,
mais f ¢ m, et donc m, # m,,. Pour la surjectivité, on va montrer que pour m € X’ on trouve

zeV(m):={x e X | fr=0pourtoutes fem} ={z e X |mCm,},

ce qui implique que m C m, et donc m = m, par la maximalité de m. Par absurde, supposons
que V(m) = @, i.e. que pour tout z € X il existe f € m avec fx # 0. Par la continuité de f, ¢a
implique qu’il existe méme U 3 z ouvert avec 0 ¢ fU. Donc

U :={U C X ouvert | il existe f € m telle que fx # 0 pour tout z € U}

est un recouvrement ouvert de X et on choisit un sous-recouvrement fini Uy, ..., U, et f1,..., fn
tels que f;x # 0 pour tout i € {1,...,n} et z € U;. Maintenant f := f2+...+ f2cmet fx #0
pour tout z € X. Mais ¢a veut dire que f € C(X,R) est inversible et donc m = C(X,R), ce qui
contredit la maximalité de m.

Ad (d): On a déja vu que Uy = cp_lU]’f et donc par la surjectivité de ¢

Uy = gogp_lU]’c = U}. 0
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Exercice 1. Vrai ou faux? Un quotient d’un espace T7 est T1. Un quotient d’un espace compact
est compact.

Preuve. Soit X := R, et on définit sur X la relation d’équivalence suivante:
x~y <= z,y€ (0,1 oux=y.

On note X/~ 'espace topologique quotient. On a que X est normal (parce qu’il est métrisable),
mais X/~ ne satisfait pas 'axiome 77. En fait, chaque voisinage de [0] doit intersecter [1].

Par contre tout espace topologique quotient d’un espace compact est compact aussi, parce
qu’il est 'image par une application continue d’'un espace compact. O

Exercice 2. La suspension d'un espace X # & est XX = (X x I)/~ ou ~ est la relation
d’équivalence, engendrée par (z,0) ~ (y,0) et (z,1) ~ (y,1) pour z, y € X (faire un dessin!).
Démontrer que £.S" = "+ pour tout n € N.

Preuve. Montrons que £~ 22 S™ en considérant la projection du cylindre S™~! x I qui déplace
tout point vers le axe des x,,+1 jusqu’a ce qu’il est situé sur S™:

p: S"TU X T = S ((w1,. .. 20),t) (xlx/lftQ,...,xn\/l7t2,t).

Cette projection est bien définie, car ||p(z,t)| = \/(1 — ) ||lz]* + 2 = VA —12)+ {2 = 1. De
plus, p est continue et constante sur S?~!x{—1} et S~ x {1} et donc factorise uniquement par ¢
comme p = p o q avec p continue. Clairement, p est bijective et parce que la suspension L5771
est 'image du compact S™ ! x I par ¢, elle aussi compacte. Finalement, S™ est de Hausdorff,
ce qui implique que p est un homéomorphisme. 0

Exercice 3. (Espace projectif) L’espace projectif réel de dimension n € N est
RP" := (R"*1\ {0})/~ o z~y & Rr=Ry.

Ca veut dire RP” est I’espace des droites par I'origine dans R"*!. Montrer que
(a) Chaque RP" est compact de Hausdorff et RP! = St
(b) Il y a un recouvrement ouvert {Uy, ..., Uy+1} de RP™ ot tout U; est homéomorphe a R™.
Indication: U; est I'image de V; := {x € R"*! | z; = 1} dans RP™.
(c) Les compléments des U; sont homéomorphes & RP" L.
(d) RP"/RP* ! = 5" ou RP*"! 2 RP"\ U; CRP" pour uni € 1,...,n+ 1.

Preuve. Ad (a): En fait, RP™ est un quotient de S™ ou la projection est
q: S" — RP", z — [x]

(c’est la restriction de la projection R"*1\ {0} —» RP"). Donc RP" est 'image d’un espace com-
pact par une application continue. Pour la propriété de Hausdorff, on représente [z], [y] € RP"
avec [z] # [y| par deux points x, y € S™ sur la sphére. L’idée maintenant est de séparer z et y
par deux ouverts U et V sur la sphere et apres séparer les droites [z] = R*xz et [y] = R*y par
les cones correspondants, mais il faut que 'on paye attention que V ne contient pas de point
antipodal de U. Plus formellement, on choisit €1, d1, €2, d2 € Ry tels que

B(z,e1) N B(y,01) = B(z,e2) N B(—y,e2) = &.



En posant, ¢ := min{ej,e2}, § = min{dy,d2}, U = B(z,e) et V := B(y,d), il suit que
UNV =UnN-V = @ et donc les cones [U] = {[u] e RP" |uec U} et [V] sont aussi dis-
joints. De plus, en notant p: R**1 \ {0} — RP" l'application quotient, ils sont ouverts, car
p~ U] = R*U, ce qui correspond & R* x U sous ’homéomorphisme

~ p
B\ (0} 2 R 5™ ps (Il ) A p = ().
Finalement, RP! = §' C C* = C\ {0} parce que la composition
St — st E»RIP’l, 2 22 e [27]

est continue, bijectif (parce que ¢71[z] = {£2}), S* est compact et RP! de Hausdorff.

Ad (b): Avec V; comme dans l'indication et U; := pV; (ot p: R"*1\ {0} — RP" est l'ap-
plication quotient), les U; recouvrent RP™ parce que si [z] = [z1,...,2,41] € RP", il existe
ie{l,...,n+ 1} tel que z; # 0 et [x] = [z/xz;] € U;. Ils sont ouverts parce que

p U= p V= [ AV =R {o e R 2y = 0} = R\ pry o},
AERX

Il reste a montrer que U; = R™. Mais la restriction de p
f:Vi—= U, x[x]

est clairement continue et surjectif. Elle est aussi injectif, car si [x] = [y] pour z, y € V;, il existe
A € R* tel que y = Az et en particulier 1 = y; = Az; = A. Finalement, elle est ouverte, car si
ce€eRsgetzeV,ona

p ' f(B(z,e)NV;) =R*(B(z,e)NV;) = | AB(z,e) = |J B(A\z,|A|e).
AERX AERX
Donc f est un homéomorphisme R™ = V; = U;.
Ad (c): Clairement RP™\ U; = {[z] € RP" | z; = 0} = pP, ot P; := pr; {0} est le hyperplan des
(Z1,...,@p4+1) avec x; = 0. Mais P; = R" et la restriction de la relation d’équivalence ~ a P; est

la relation correspondante sur R™. Donc pP; = R"/~ = RP" 1,
Ad (d): On va supposer que U; = Uy, les autres cas sont analogues. Intuitivement

RP"/RP"~' = RP"/(RP" \ Uy) = (Uy U (RR™\ U3))/(RP™ \ U1) 2 Uy U {oo} = R" U {oo}

(ou 0o est la classe d’équivalence de RP™ \ Uy) est le compactifié d’Alexandrov de R™ (cf. série
13, exercice 3) et il faut juste montrer que la topologie sur RP"/RP"~! est celle du compactifié.
Ca veut dire que pour tout V' C RP" avec RP" \ U; C V, il faut monter que V- C RP" est
ouvert ssi Uy \ V' C Uj est fermé (dans Up!) et compact. Mais RP" \ V. = U; \ V parce que
RP™ \ V' C U; par hypothese. Alors si V' C RP" est ouvert, RP" \ V = U; \ V est fermé et
donc compact parce que RP" est compact. Par contre, si Uy \ V' C U; est fermé (dans Uy) et
compact Uy \ V = RP"™\ V doit aussi étre fermé dans RP™ parce qu'un compact dans un espace
de Hausdorff doit étre fermé. O

Exercice 4. Soient X, Y deux espaces topologiques et A C X fermé. Pour toute application
continue f: A — Y, on définit

XY :=(X1IY)/~ ol ~ est engendrée par a ~ f(a) Va € A.

On dit alors que X a été attaché a Y via f, qui est l'application d’attachement. En écrivant
q: XIIY — X II; Y pour I'application quotient, montrer que



(a) la restriction ¢ly: Y — X II; Y est un plongement fermé;
(b) la restriction g[x\4: X \ A — X II; Y est un plongement ouvert;
(c) (X1I;Y)/Y = X/A.

Preuve. Ad (a): La continuité est claire, car gly est la restriction d’une application continue.
Aussi, qly est injective, car si y ~ ¢/ pour y, ¥ € Y,ilyaun z € X tel que y = fx = ¢/
Finalement, qY est fermé parce que

¢ qY =AY CXIIY  est fermé.
Ad (b): Continuité et injectivité sont claires et ¢(X \ A) et ouvert parce que
¢ g X\A)=X\ACXCXIY est ouvert.

Ad (c): En écrivant p: X — X/Aetr: X1I; Y — (X 11 Y)/Y pour les applications quotient,
la composée

X q'—X> XY L (XI;Y)/Y factorise uniquement par p,
disons rog|x = gopou g: X/A — (X1I;Y)/Y est continue. Par contre, I’application continue
h: XTIY — X/A, v — [z], y — [4] (la classe d’équivalence de A)

factorise uniquement par ¢ (car ha = hfa = [A] pour tout a € A) et méme par r o g (car h est
constante sur Y'), disons h = h o r o ¢ ce qui nous donne l'inverse de g.

X XIOY 5 X1V —» (X1 Y)/Y

En fait, pour z € X on a hgpx = hrqrx = hx = px. Parce que p factorise uniquement par p
comme p = idx/4 o p on obtient h o g = idy /4. Similairement pour g o h. O
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Exercice 1. Les espaces métriques suivants, sont-ils complets?

(a) Q (b) ]0,1] (c) Un ensemble X avec la métrique discrete
Solution.
e NON. Considérons la suite {zy}nen, o0 g := 3, 1 := 3,1, x9 := 3,14, ..., et x, est

le développement décimal de w jusqu’au n-ieéme chiffre. Donc, elle est de Cauchy parce
qu’elle converge vers m dans R, mais elle ne converge pas dans Q.

e NON. La suite définie par x,, := 1 — % est de Cauchy parce qu’elle converge vers 1 dans R,
et donc elle ne converge pas dans (—1,1).

e OUL En effet, si {zy, }nen est une suite de Cauchy, alors il y a un nombre N € N tel que
pour tout m, n > N on a d(xm,,x,) < % Mais cela signifie que d(xy,, x,) = 0, et donc
Tm = Xn. Pourtant la suite est définitivement constante, et elle converge vers ce valeur.

o

Remarque. Pour le dernier point, il faut bien distinguer entre un espace métrique discret et
un espace métrique, muni de la métrique discréte. Par exemple, K = {1/n | n € N5g} C R avec
la métrique induite est un espace métrique discrete mais pas complet.

Exercice 2. Soit X un espace métrique tel qu'il existe € € R-¢ tel que tout les B(x,e) avec
x € X sont compacts. Montrer qu’alors X est complet.

Preuve. Soit {x,}neny une suite de Cauchy, et ¢ > 0. Alors il y a un N € N tel que pour
tout m,n > N on a que d(zpy,z,) < e. Cela veut dire que la suite est finalement dans la
boule B(zn41,€), qui est compacte et donc complete. Alors {x,},~n converge vers in certain
x € B(x,e) C X, aussi bien que la suite {z,, }nen. 0

Exercice 3. (Théoreme de Baire) Si X est un espace métrique complet et (Up)nen une
famille d’ensembles U,, € X ouverts et denses, alors (),cy Un € X est dense aussi.
Indication: Montrer que chaque U C X ouvert et non-vide intersecte (,,cy Un.-

Preuve. On note d’abord qu'un ensemble M C X est dense si et seulement s’il intersecte tout
U C X ouvert et non-vide. Alors, pour montrer la densité de (), ey Un, soit U € X ouvert et
non-vide et définissons (z,)nen € XN et (rp)nen € RY telles que

T < B(Inarn) cU, B(ﬂjo,ﬂ)) C Uy et B(-Tn+la7"n+1) c B(xnyrn) NUni1

n+1’
par récurrence. Parce que Uy C X est dense, on peut choisir g € U N Uy et ro € ]0, 1] tels que

B(x(),r()) g Un U().

Similairement, si on a déja zg,...,x, et ro,...,r,, on utilise la densité de U,11 pour choisir
Tnt1 € B(Tp,mn) NUpy1 et rppq €10,1/(n + 2)[ tels que

B($n+1arn+1) - B(I‘n, Tn) N Un+1-

Maintenant, (x,)nen est une suite de Cauchy parce que pour m < n quelconques

ATy ) < T < car Tn € B(zn,mn) C B(Tm, Tm)-

m—+1

Alors (2, )nen converge vers un ¢ € X et on a € U N[, ey Un parce que a partir de N € N, la
suite (2 )nen reste dans B(xy, ), qui est fermé et donc aussi € B(zy,ry) CUNUy. 0O



Exercice 4. Soit f: X — Y une surjection continue.

(a) Si X est compact, métrisable et Y est de Hausdorff, alors Y est métrisable.
Indication: Construire une base dénombrable.

(b) Si X est localement connexe (i.e. pour tout point, chaque voisinage contient un voisinage
connexe) et f est une application quotient, alors Y est localement connexe.
Indication: X est localement connexe ssi tout ses sous-espaces ouverts ont des compo-
santes connexes ouvertes. De plus, la préimage d’une composante connexe par une appli-
cation continue est une réunion de composantes connexes.

(¢) Conclure que chaque quotient de Hausdorff de I est compact, connexe, localement connexe
et possede une base dénombrable.
Indication: Une application continue, surjective et fermée est un quotient.

Preuve. Ad (a): Parce que l'espace X est compact et métrisable, il possede une base dénom-
brable B et on va montrer que

C .= {Y\f(X\(BlLJUBn)) |’I’L€N>0, Bl,...,BnGB}

est une base dénombrable pour Y. Clairement, les éléments de C sont ouverts dans Y parce
que f est fermée. De plus, C est dénombrable, car c’est I'image de I'application

[1 B" = BY), (Bi,...,B,) = Y\ f(X\ (B1U...UB,)),

TLEN>0

dont la domaine est dénombrable (car ¢’est une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables).
Maintenant, si V' C Y est un ouvert quelconque et y € V, la préimage f~'y C X est fermée,
donc compacte. Parce que f~'y C f~'V, on trouve By, ..., B, € B tels que

fly cU=BU...UB, C f'V.
En prenant des compléments, on a
X\fTly=r"r\{g}) 2X\U2X\ [V =1V \V).

Par la surjectivité de f (ce qui veut dire M = ff~1M pour tout M C Y on trouve
YA\ {y} = £ Y\ {y}) 2FXN\D) 2 fFIY\V) =Y\ V

et donc
yeY\f(X\U)CV.

Ad (b): Soit V C Y ouvert et C' C V une composante connexe de V. Il faut montrer que C CY
est ouvert; i.e. que f~1C C X est ouvert (f est un quotient). Mais f~1C C f~'V est une réunion
de composantes connexes de f~1V (cf. le lemme) qui sont tous ouverts.

Ad (c): Soit X un espace de Hausdorff pour qu’il existe une application continue, surjective
et fermée g: I — X. Il est clairement connexe et compact, car il est 'image de I par une
application continue. De plus, par (a), X posséde une base dénombrable. Finalement, ¢ est un
quotient. A savoir, si A C X est tel que g1 A C I est fermé, alors, en utilisant la surjectivité et
la fermeture de ¢, 'ensemble A = qg~'A C X est fermé X. Donc, finalement, par le point (b),
X est localement connexe. O

Lemme. Si f: X — Y est une surjection continue et C' C Y une composante connexe, alors
f~1C est une réunion de composantes connexes de X.



Preuve. Si B C X est une composante connexe qui intersecte f~1C, alors C U fB C Y est
connexe parce que C, fB le sont et C N fB = ff~'C N fB D f(f~'CNB) # @. Par la
maximalité de C, on conclut que C' U fB = C et donc B C f~1C. O

Remarque. La réciproque de (c) est vraie aussi et connu comme le théoréme de Hahn-Mazur-
kiewicz.
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Exercice 1. Soit X # @ un espace métrique complet et B(X,R) 'espace vectoriel des fonctions
bornées X — R (i.e. les applications X — R dont 'image est bornée) que I'on muni de la norme
| f]l := supgex |fz|. En fixant un point o € X, montrer que X — B(X,R), z — ¢, avec
0z (y) :=d(y,z) — d(y, zp) est un plongement isométrique.

Preuve. pour tout z € X on denote ¢, (y) := d(y,x) — d(y, o), pour un zg € X fixé. Alors pour
tout x € X la function ¢, : © — R est bornée. En fait, & partir des inégalités

d(y,a) < d(y,b) + d(z,b)) et d(y,b) < d(y, ) + d(z,b)),

on obtient

et quand b = zy on peut conclure que pour tout y € X on a
oz (y)] < d(z, zo).
Il reste & montrer que ¢ : x € X — ¢, € B(X,R) est une isométrie, c’est a dir
p(pr, pz) = d(x, 2).

En utilisant la definition de p, et les inégalité qu’on vient de voir, on a
p(a; p2) = sup |oa(y) — ¢=(y)| = sup |d(y, z) — d(y, 2)| < d(z, 2).
yeX yeX
De l'autre coté, cette inégalité devient stricte lorsqu’on considére y = x, et donc

p(Pasp2) = :g}g lp2(y) — @=(y)| = :161)13 d(y, z) — d(y, 2)| > |d(x,z) — d(z, 2)| = d(z, 2).

Définition. Un groupe topologique est un espace topologique G muni d’une structure de groupe
telle que la multiplication G' x G — G, (g, h) — gh et I'inverse G — G, g — g~ ' sont continus.

Exercice 2. Prouver que les suivants sont des groupes topologiques:
R, Z, S'={zeC||z]=1}, GL,(R).

Preuve.

e On sait déja que (R,+) est un groupe, et que la multiplication et l'inversion sont des
applications continues par rapport a la topologie standard. Cela signifie que (R, +, T4)
est un groupe topologique.

e On sait déja que (Z, +) est un groupe, et puisque la topologie sur Z et Z x Z est discréte,
on a que la multiplication et I'inversion sont continues.

e La structure de groupe sur S', aprés avoir identifié C avec R?, est la suivante:
(z,y) - (@', y) :== (z2’ — yy/,ya’ + 2y) € ST C R?.

Donc, chaque composante utilise seulement ’addition, la différence et la multiplication
de nombres réels, qu’on sait étre continues. De plus, I'inversion peut étre décrite par

(z,9)7' := (z,—y) € S' C R?,

ce qui est clairement une application continue. Cela veut dire que S! est un groupe
topologique.



e On sait déja que GL,(R) est un groupe. Montrons que la multiplication et l'inversion
sont continues par rapport a la topologie standard sur R"™. Soient A, B € GL,(R), on a

(AB)ij = > AyByj,
k=1

qui est continue car la somme et le produit son continus. Donc la multiplication des ma-
trices est continue par proprieté universelle de la topologie produit car chaque cordonnée
est continue. On rappelle que le déterminant det : Gl,,(R) — R* est continue car c’est un
polynome. On peut donc appliquer la regle de Cramer pour inverser les matrices:

1
-1 _ T
B det(A)C ’

ou C est la matrice des cofacteurs de A définie par C;; = (—1)itJ A;;. Encore une fois, par
la proprietée universelle de la topologie produit, on conclut que l'inversion est continue.
O

Exercice 3. Soit G un groupe topologique et H C G un sous-groupe. Montrer que
(a) H C G est aussi un sous-groupe;
(b) le quotient G — G/H est ouvert;
(c) si H est normal, H D'est aussi;
)

(d) si H est normal, G/H muni de la topologie quotient et de la multiplication induite de G
est aussi un groupe topologique.

Prewve. Ad (a): On sait que S C G est un sous-group si et seulement si f(S x S) C S, ou
f: G x G — G est I'application continue donnée par f(g,¢') =g~ '-¢’. On a que

f(HxH)=f(HxH)C f(HxH)CH,

ce qui montre que 'adérence d’un sous-group ’est toujours.
Ad (b): Soit U C X un ouvert. Il faut montrer que ¢(U) C G/H est ouvert; i.e. que
¢ 1(q(U)) C X l'est. Mais

¢ '(qU) = |J Hu= |J WU C X,
uelU heH

ce qui est ouvert parce que tout ou hU 'est. En fait, pour tout g € GG, on a un homéomorphisme
lg: G — G, défini par ¢’ — g¢’, avec inverse donnée par lg—1. En particulier, [, est ouvert, et
donc pour tout U C G ouvert, on a que g- U = [4(U) l'est aussi.

Ad (c): On sait que S C G est un sous-group normal si et seulement si pour tout g € G on
a cg(S) C S, ol ¢y : G — G est 'application continue donnée par f(g') =g~ ¢’ - g. On a que

cg(H) =C cg(H) C H,

ce qui montre que l'adérence d’un sous-group normal ’est toujours.

Ad (d): On sait que si le sous-group est normal, alors le quotient G/H a la structure d’un
groupe. La multiplication et 'inverse sont les fonctionnes uniques telles que les diagrammes
suivantes commutent:

GxGYLG/H xG/H G—1sa/H

T

G——\—G/H G——G/H .



Explicitement (¢H)(¢'H) = (g¢')H et (gH)™! = g~ 'H. 1l reste que & vérifier la continuité de
ces applications. En utilisant le lemme suivant et le point précédent, on a que 'application

GxG™% G/H xG/H

est une application quotiente, car elle est surjective, ouverte et continue. On se souvient que
pour un quotient p: X — X/~ une application f: X/~ — Y est continue ssi f o p l'est. Dans
notre cas, on obtient que la multiplication et 'inverse sur G/H sont vraiment continues. O

Lemme. Toute application surjective, continue et ouverte p: X — Y est un quotient.

Preuve. 11 faut montrer que V C Y est ouvert ssi p~'V C X lest, ot la direction “=" est la
continuité de p. Par contre, si p~!V C X est ouvert, V = pp~ 'V par surjectivité, ce qui est
ouvert par hypothese. O

Exercice 4. Un isomorphisme de groupes topologiques entre deux groupes topologiques G, H
est un morphisme de groupes f: G — H qui est aussi un homéomorphisme.

(a) Soient GG, H deux groupes topologiques et f: G — H un morphisme de groupes qui est
aussi continu, ouvert et surjectif. Alors, f factorise par le quotient G/ Ker f et 'applica-
tion induite G/ Ker f — H est un isomorphisme de groupes topologiques.

(b) Montrer que R/Z = S comme groupes topologiques.

Preuve. Ad (a): Puisque f(Ker f) = {1}, application f factorise uniquement par le quotient
p: G - G/ Ker f comme dans le diagramme

G—L%G/Kerf
; J
H

L’application induite f est un isomorphisme de groupes par la surjectivité de f. Aussi, elle est
continue par la propriété universelle de la topologie quotient. Finalement, elle est ouverte (resp.
fermée), car pour U C G/ Ker f étre ouvert (resp. fermé) veut dire que p~'U C G est ouvert
(resp. fermé) et donc on a que fU = fpp~'U = fp~'U V’est aussi.

Ad (b): L’application f: R — S', z + €™ est continue, ouverte et surjective et Ker f = Z.
Maintenant une application directe de (a) montre ’énoncé. O
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Pour cette série, on fixe deux espaces topologiques X, Y et on va considérer les topologies
suivantes sur ’ensemble YX d’applications (pas forcément continues) X — Y

e 7o - la topologie point-ouvert (i.e. la topologie produit);
e 7. - la topologie de convergence compacte pour Y métrique;

e Tunif - la topologie uniforme pour Y métrique.

Exercice 1. Rappelons que I'on a toujours 7po C Tec et aussi Tee € Tunie pour Y métrique.

Dans certains cas, ces inclusions deviennent des égalités. Montrer que
(a) si X est discret, alors Tpo = Tec;
(b) si X est compact, alors Tee = Tunir-

Preuve. Ad (a): Soit Bo(f,e) = {g cyX ’ sup,ec d(fx, gz) < 6} un ouvert de base pour 7,
oit C C X est compact, f € Y¥ et e € Ryg. Par compacité, C = {x1,...,z,} est fini et

n

Bc(f, 6) = m B{xz}(fvg) = m S(xl,B(fxz,z-:)) < 7;,0 ou
i=1

i=1
S(zi, B(fxi,e)) = {g ey”X ‘ gr; € B(fxi,s)} = {g ey”X ‘ d(fx;, gr;) < 5}

est un ouvert de sous-base pour Tpo.
Ad (b): Soit B(f,e) = {g cyX ’ sup,c x d(fx, gr) < 6} un ouvert de base pour Tyuir, ot f € YX

et € € Ruo. Sie > 1 alors B(f,¢e) = YX par définition de d; donc il suffit de considérer le cas
€ €0, 1] ot on peut remplacer d par d. Mais la, B(f,e) = Bx(f,¢) € Tec. o

Exercice 2. Si Y est un espace métrique complet, montrer que Y avec la topologie uniforme
I’est aussi.

Preuve. Soit (f,)nen une suite de Cauchy dans YX par rapport a Tyuir. En prenant 1 > ¢ > 0
on a un indice N tel que pour tous m, n > N

€ > P(fms fn) = sup{d(fm(@), fn(2)) | 2 € X} > d(fin(@), fu(x)).

Mais alors, pour tout € X la suite { f,(z) }nen est de Cauchy dans ’espace métrique complet Y.
Soit f(x) sa limite dans Y. Donc on a une application bien definie f: X — Y, et on va prouver
qu’elle est la limite de la suite (f,)nen.

Soit € > 0, et N tel que pour tous m, n > N on a p(fm, fn) < e/2. Alors pour z € X et n > N
on a que

A(f(@). fal@)) = d( lim_f(@), fu(@)) = lim_ d(fm(@), ful@) < .
Finalement, en prenant le suprémum
pf. f) = sup {d(f (@), fulw) |2 € X} < 5 <<,
et donc { fy, }nen converge vers f. o

Exercice 3. Montrer que



(a) B(R,R) C RR est fermé par rapport & Tynif mais pas pour Tec;
(b) C(I,R) C R! est fermé par rapport & Tynif mais pas pour Tpo-

Preuve. Ad (a): Montrons que B(R, R) est fermé par rapport a la topologie de la convergence uni-
forme. Il suffit de voir que la limit uniforme d’une suite d’applications bornées est toujours bor-
née. Soit alors { f, }nen une telle suite qui converge vers f. Soit N € N tel que |f(x) — fn(x)| < 1
et |fn(x)| < M pour tout € X. On a que

[f (@) < [f(2) = fal2)] + | falx)] < 1T+ M,

ce qui montre que f est bornée.

Montrons que B(R,RR) n’est pas fermé par rapport a la topologie de la convergence com-
pacte. Noter qu'une suite d’applications (fy,)nen converge vers f dans la topologie de la conver-
gence compacte ssi elle converge uniformement sur tous les compactes. Maintenant, considé-
rons la suite d’applications dans B(R,R) donnée par f,: R — R,  — min{n, |z|} indicée par
n € N, qui converge ponctuellement vers f: R — R, z — |z|. Si la suite convergeait dans la
topologie de la convergence compacte, il faudrait que la limite soit la méme. Mais la fonction
module n’est pas borné, et donc la suite ne converge pas dans B(R,R).

Ad (b): On sait déja que la limite uniforme d’une suite d’applications continues est toujours
continue. Il découle que C(I,R) est ferm’e par rapport a la topologie uniforme.

Montrons que C(I,R) n’est pas fermé par rapport a la topologie point-ouvert. Noter qu'une
suite d’applications ( f,)nen converge vers f dans la topologie point-ouvert ssi elle converge point
par point. Maintenant, considérons la suite d’applications continues f,: I — R, x +— z™ indicée
par n € N5, qui converge vers f: I - R, x + 0,1 (i.e. fl=1et fo =0 pour z # 1), qui n’est
pas continue. O

Exercice 4. (Théoréme d’Approximation de Weierstrass) Dans cet exercice, on va ana-
lyser 'adhérence de ’ensemble P(I,R) des applications polynomiaux sur I dans C(I,R) par
rapport a Tunit = Tee. Alors, soit f € C(I,R) avec fO = f1 = 0, que l'on va considérer comme
une fonction sur R avec f|g\; = 0 (et donc uniformément continue sur R). De plus, posons

1
Qn(x) := cp(1 —2?)" avec n € Nyg et ¢, € Ryg tel que /1 Qn(x)dr = 1.

Observer que les @, sont des fonctions paires (i.e. @, (—z) = @, (z)) et positives. Montrer que
(a) ¢, < +/n pour tout n € Nxg (Indication: Intégrer jusqu’a 1/+/n et utiliser I'inégalité de
Bernoulli);
(b) @ — 0 uniformément sur [§, 1] pour tout 6 € Rsy.
En définissant P, (z) := f_ll f(z +t)Qn(t) dt pour n € N5, montrer que
(¢) Pp(x) est polynomiale en x (Indication: Changement de variable s := x + t);

(d) P, — f uniformément sur I (Indication: Pour tout ¢ € Rsg il y a § € Rsq tel que
ly— x| <d = |fy— fz| <e/2et que lon utilise pour subdiviser I'intégrale P, (z)— f(x)
en trois parties [—1, —4], [-4, d] et [J, 1]).

(e) Généraliser au cas ou f0 et f1 sont arbitraires.

(f) En conclure que P(I,R) = C(I,R).



Preuve. Ad (a):

1 1 1/v/n
1= cn/ (1—2z%)"dx = ZCn/ (1—2%)"dz > 20n/ (1 —2?)"dz
0 0

-1

Bernoulli 1/\/ﬁ 4C C
> 2cn/ 1 —nz?)dx = n -
Ad (b): Par (a), on a Qu(z) = cu(1 — 22)" < v/n (1 — 62)" pour tout = € [§,1] et donc Q,, — 0
uniformément sur [4, 1].
Ad (c): En posant s := x +t (et donc ds = dt) pour x € [ fixé, on calcule

1 11—z 1
— [ far0Quat= [ fa+0Qutdt = [ F(5)Qu(s — 0)ds.
—1 0

—X
ce qui est clairement polynomial en .

Ad (d): Soit € € Ryg et § € Ry tel que |y — x| < § implique |fy — fx| < £/2, ce qui existe par
la continuité uniforme de f. En définissant M := max,ecs |fz|, on calcule

1 1
Pale) = @) = |Pale) = £@) [ Quit)t| < [ 1f 1) = Fla)| Qutid

Maintenant, on subdivise [, |f(z +t) — f(x)| Qn(t)dt en trois parties [—1, —d], [6,d], [4, 1] et
on estime

[ 10— s@ieumar< [ <

l\D\m

/_—lﬁ‘f(x—i‘t) ( )’Qn( 2M/ Qn 2M\/ﬁ(1—62)"’

et de manitre analogue [; |f(z 4 t) — f(2)] Qnu(t)dt < 2M+/n (1 — 62)". Donc

[Pa(@) = f(@)] < AMV (1= 8" + 5 <2

pour n grand.
Ad (e): En remplace un f € C(I,R) arbitraire par

g(x) == f(x) = f(0) —2(f(1) — f(0)),

ce qui satisfait g(0) = ¢g(1) = 0. Comme ci-dessus on trouve une suite (P,)nen de fonctions
polynomiales qui converge uniformément vers g et donc (P, + f(0) + z(f1 — f0))  _ est une
suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément vers f.

Ad (f): Pour tout f € C(I,R) on a construit une suite (P,)neny dans P(I,R) qui converge
uniformément (i.e. par rapport & Tunit = Tec) vers f, ce qui veut dire que P(I,R) = C(I,R). o
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Exercice 1. Pour un espace topologique X et un espace métrique Y, montrer que la topologie
de convergence compacte et la topologie compact ouvert sur C(X,Y’) sont les mémes.

Preuve. Pour 'inclusion “2” soit f € S(C,U) ou C' C X est compact et U C Y ouvert. Par
compacité de fC, le minimum € := min.cc d(fc,Y \U) > 0 existe et fC C B(fC,e) C U; donc

f € Bc(f,E) C S(CaU)

Pour l'inclusion “C” soit Bo(f,e) € X comme dans (a) avec C' C X compact, f € C(X,Y) et
€ € Ryg. Considérons maintenant le recouvrement ouvert

U {U cX ‘ U ouvert, x € U et fU C B(fx,e/Q)}.
zeC

C’est un recouvrement, car si x € C on trouve, par continuité de f, un voisinage ouvert U de x
tel que fU C B(fx,e/3) et donc

fU C fU C B(fx,¢/3) C B(fx,e/3) C B(fz,¢/2).
En utilisant la compacité de C on choisit un sous-recouvrement fini Uy, ..., U, et pour tout ¢ un
z; € U;NC tel que fU; C B(fx;,¢/2). En notant C; := U,, N C on a défini des compacts avec
f€ () S(Ci,B(fxi,e/2)) € Be(f.e).
i=1

A savoir: Si g € N S(Ci, B(fxi,e/2)) et € C on a x € C; pour au moins un ¢; alors
gr € B(fz;,e/2) en en particulier d(fz,gz) < d(fx, fz;) + d(fz;,gr) < . Ca montre que
sup,ec d(fz,gr) < € parce que le suprémum est en fait un maximum par compacité de C et
continuité de f et g. O

Exercice 2. Soient X, Y des espaces topologiques.
(a) Si A C X est fermé, alors C(Y, A) C Ceo(Y, X) est fermé aussi.
(b) Pour X de Hausdorff et Y # @, I'inclusion par applications constantes

const: X — Ceo(Y, X)
est un plongement fermé.

Preuve. Ad (a):
C(Y,A) = Map(Y, X) \ (U 5({@/}7X\A)) :
yey

Ad (b): L’application const: X — Map(Y, X) est continue, soit en observant que const = prg, et
en utilisant exercice 4(c), soit par vérification directe: Si K CY est compact et U C X ouvert,

const 1S(K,U) = {x € X | const,y = = € U pour tout y € K} = U.
L’application est fermée parce que si A C X est fermé

Map(Y, X) \ constA = {f | fY € AyU{f [Ty, v €Y: fy # fy'}.



Clairement, {f | fY € A} = Map(Y,X) \ C(Y, A) est ouvert par (a) et parce que X est de
Hausdorff, on a de plus

flwvey:fy#ry=U U U U SHwhu)nsyu).

, UCxX /
yey Yy eY\{y} ouvert Oqugei(t
UunuU’'=g .

Exercice 3. Pour deux espaces topologiques X, Y, si C'(X,Y’) est muni d’une topologie 7 telle
que ’évaluation

ev: C(X,)Y)x X =Y, (f,x)— fz
est continue, montrer que la topologie compact ouvert est plus grossiere que 7T .

Preuve. 1l faut montrer que pour K C X compact et W CY ouvert, on a S(K,W) € T. Pour
ca, il suffit de fixer f € S(K,W) et construir U € T avec f € U C S(K,W). Par la continuité
de ev par rapport & 7, on sait que pour tout k € K, on trouve un voisinage ouvert U € T de f
et un voisinage ouvert V' C X de k tels que ev(U, V) C W. En définissant

W:={UxV |UeT avec fe U,V CX ouvert et ev(U,V) C W},

lesproW={V C X |3JU e T:U xV € W} forment un recouvrement ouvert de K et par com-
pacité, on choisit un sous-recouvrement fini V4, ..., V, aussique Uy, ..., U, € T avec U; xV; € W
pour tout i € {1,...,n}. Maintenant, on pose U := Uy N...NU, € T, ce qui satisfait
feUetUC SK,W): Pour tout k € K, on y trouve ¢ € {1,...,n} avec k € V; et donc
ev(U, k) Cev(U;,V;) CW. 0

Exercice 4.

(a) Soient X, Y, Z trois ensembles. Comprendre “l’adjonction exponentielle” (i.e. montrer
que c’est une bijection bien-définie)

725V 2 (20X ps g ot (fro)y = floy) et & (x,y) = (ga)y

pour f: X xY 7. g X2, zeX,yeY,zeZ.

(b) Soient X, Y, Z des espaces topologiques avec Y localement compact. Montrer que la
composition

Ceo(Y,Z) X Coo(X,Y) = Coo(X, Z), (9, f) = go f

est continue et conclure que I'évaluation ev: Ceo(Y, Z) X Y — Z, (g,y) — gy Uest aussi.

(¢) Pour trois espaces topologiques X, Y, Z avec X et Y localement compact, montrer que
I’adjonction exponentielle

C(X xY,Z2)=C(X,Ce(Y,2))
du cours est en fait méme un homéomorphisme

CCO(X X Y7 Z) = C1(30()(7 CCO(Y7 Z))



Preuve. Ad (a): Pour f: X xY — Z on calcule

(9 (z,y) = (fl2)y = f(z,y) pour tousz € X et y € Y.
Par contre, pour g: X — ZY on a

((gb)ux)y = ¢ (z,y) = (g2)y pour tous x € X et y € Y.

Ad (b): Supposons que go f € S(K,U), pour f: X — Y et g: Y — Z des applications continues.
On va montrer ge’il existe un compact C de Y tel que f(K) C C° et g(C') C U. Il decoule alors
que (f,g9) € S(K,C°) o S(C,U) C S(K,U).
Comme f(K) C g~ }(U), et Y est localement compact, pour tout k € K il existe un voisinage
compact C de f(k) tel que
Jkyecccoc Uy,

Maintenant, I'image f(K') est compacte, et donc les intérieurs d’un nombre fini de telles com-
pactes C' sont suffisants pour le recouvrir. Si on les note C1,...,C, on a

fI(K)CCYU...CR C(CLU---UCR)° CC1U---UCLC g (U)CY.

La réunion C7 U --- U C} est le compact voulu.
Ad (c): Montrons que I"application

= (=) Ceo(X XY, Z) = Ceo(X, Ceo(Y, Z)).
est continue. On peut utiliser deux fois la loi exponentielle, et on obtient les applications
o X x Coo(X XY, Z) = Coo(Y, Z).
(@) : X XY X Ceo(X XY, Z) = Z.
Clest facile & voir que (o)’ est evaluation
ev: X XY x Coo(X xY,2Z) = Z,

ce qui est continue, lorsque X x Y est un produit d’espaces localement compacts. Donc o et a
le sont aussi.
Montrons que ’application

(=) =B Ceo(X,Ceo(Y, Z)) = Ceo(X X Y, Z).
est continue. On peut utiliser deux fois la loi exponentielle, et on obtient les applications
B X XY x Ceo(X,Ceo (Y, Z)) — Z.
(B)F: X X Ceo(X, Ceo(Y, Z)) = Ceo(Y, Z). -
C’est facile a voir que (3°)f est evaluation
ev: X X Coo(X,Coo(Y, Z)) — Coo(Y, Z),

ce qui est continue, lorsque X est un espace localement compact. Donc 8 et 3 le sont aussi.
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Exercice 1. Pour une famille d’espaces topologiques basés (Xj, x;);cr, montrer que
1 <H Xi, (%’)ie[) = [ mi (X, ).
icl iel
Preuve. On a que les deux projections
1 (X XY, (@o,90)) = (X, z0), 9 (X XY, (z0,%)) = (Y,90)
induisent deux homomorphismes de groupes
pri, : T(X XY, (z0,50)) = m(X,z0),  pro, : m(X x Y, (z0,50)) = (Y, y0)
et donc un homomorphisme de groupes
[ = (pri,,pra,) : m (X X Y, (20,90)) = 71 (X, z0) x 71 (Y, yo)-

On va montrer que f est en effet un isomorphisme de groupes. La surjectivité est claire, car si
V] € mi (X, z0) et [0] € m(Y,y0), on a f[(v,d)] = ([7],[d]). Pour linjectivité, soit [y] € Ker f.
Alors, on a deux homotopies Hy: prjoy =~ e, et Hy: pryoy =~ gy, qui définissent I'homotopie

H := (Hy,Hs): v = (pry 07, pry o) = (€24, Ey0) = € (wo0,y0)

et donc [v] = [ex,]- m

Exercice 2. Soit X un espace topologique et A C X un rétract (i.e. il existe r: X — A continue
avec 1|4 = id4, ce que l'on appelle une rétraction). Montrer que pour tout x € A les morphismes

T (A, z) — (X, x) et m(X,z) = m (A, x)

induits par 'inclusion A < X et la rétraction r sont respectivement injectif et surjectif.

Preuve. Si jamais on a un diagramme commutatif d’applications ensembliste
A
/N
Y —Y

(i.e. r o s = idy) lapplication s est injectif et r est surjectif. A savoir: si sy = sy’ alors
y=rsy =rsy =1 et pour y € Y arbitraire, on a rsy = y. Dans notre cas, on a

X
f x 71 (—,z) / \
A——— A

A2 —— m(Aa).
1d7r1(A )

§

Par I'obsérvation ci-dessus, s, est injectif et r, est surjectif. 0

Exercice 3. Soit X un espace topologique.

(a) Si~y: I — X est un chemin et f: I — I une application continue, telle que f(0) = 0 et
f(1)=1,alorson ay~.vo f.



(b) Pour trois chemins 71, y2, 3 avec 71(1) = 72(0) et y2(1) = ~3(0), montrer que

(M172)73 = 11 (7273)-
(c) Pour un chemin v et £,(g), €y(1) les chemins constants en (0) et (1), montrer que
Ex(0)7 =e T =e VEy(1)-
(d) Avec la méme notation que dans le point précédent, montrer que
YY e €4(0) et VY e Ey)-
Preuwve. Ad (a): Puisque pour tous t, s € Jona (1 —s)t+sft < (1 —s)+s=1,
H:IxI—1I, (t,s)— (1—s)t+sft

est bien défini et nous donne une homotopie des chemins id; ~ f, ce qui implique v ~ vy o f.
Ad (b): Soit X un espace topologique et 1, y2, 73: I — X trois chemins tels que 11 = 720 et
Y21 = 730. Pour I'associativité on doit montrer que les deux chemins

1 (4t) t €[0,1/4] 7 (2t) t € 0,1/2]
(r1y2)y3: t—= S yo(dt —1) te[l/4,1/2] Y (y2y3): t = y2(4t —2) te[1/2,3/4]
v3(2t —1) te[1/2,1], v3(4t —3) t e [3/4,1]

sont homotopes. Pour le faire, on considere la reparamétrisation
2t t €[0,1/4]
rel—I t—<t+1/4 te[l/4,1/2)
(t+1)/2 te[l/2,1],

qui satisfait 1 (y27y3) o r = (y172)73-
Ad (c): Pour I'élément neutre, on prend un chemin v et

ri: I — I, t— min{2¢,1} et ro: I — I, t— (t+1)/2

pour obtenir y o1y = vye41 et yory = e407.
Ad (d): Finalement, pour 'inverse y~! d’un chemin 7,

W2)  t<(1-8))2

H:IxI— X, (t,s)— ¢v(l—s) sinon
v2=2t) t>(1+3s)/2

définit une homotopie yy~! ~ .. O

Exercice 4. (Argument de Eckmann-Hilton)

(a) Soit X un ensemble avec deux opérations binaires -,*: X x X — X, dont les deux
posseédent une unité (i.e. ils existent e, f € X avece-z =z-e=x et frx=xxf =2
pour tout z € X) et qui vérifient la loi d’échange

(axb)-(cxd)=(a-c)*(b-d) pour tous a, b, ¢, d € X.

Montrer que les deux unités aussi que les deux opérations coincident et cette opération
est associative et commutative.



(b) En conclure que pour un groupe topologique G avec unité e, le groupe fondamental
m1(G, e) est abélien.

Preuve. Ad (a): Montrons d’abord que e = f:
e=ce=(exf)-(fre)=(e-f)x(f-e)=fxI=1].

Puis, montrons que les deux opérations coincident: Pour a, b € X on calcule
a-b=(axe)-(exb)=(a-e)x(e-b)=axb.

Pour I’associativité, on prend b = e dans la loi d’échange et pour la commutativité on prend
a=d=e.

Ad (b): Pour un groupe topologique, on a deux opérations sur ’ensemble 71 (G, e):

Mo =y« et [3]-[0]=1[v-d]

ou (v-0)(t) :==~(¢t) - () (multiplication dans le groupe topologique). L’opération
défini, car si H: v ~.~/, alors

M.??

est bien-

IxI— X, (t,s)— H(t,s) (t)

est une homotopie v -6 ~. 7' - § et similairement pour § ~. §’. Maintenant, pour quatre lacets
Y1, Y2, V3, Y4 €n e, on vérifie facilement que

(71 %72) - (v3 % va) = (71 - 73) * (72 - 74)

(vraiment égaux, pas seulement homotope). o
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Exercice 1. Pour un espace topologique basé (X, z), montrer que 71(X,x) est abélien si et
seulement si pour tout point y € X et touts chemins v, § de x vers y, les isomorphismes induits

A

A, 6 m(X,2) = m(X,y)

colncident.

Preuve. [=—>| En supposant I'abélianité de 71 (X, ), on va montrer que ’homomorphisme in-
duite par 7y et §, ce qui sont deux lacets de x, coincident. Pour « un lacet de x, on calcule 'image
par rapport a 4 et o.

*[a] x [ea] * [v] = (Y] *[a] % (8] < [0) T+ [7] =

= 0] x ]~ x [a] % [6] = 0]« [ea] x [a] % [0] = [8] " % [o] % [6] = 8([od]).

[<=] En supposant que tous les homomorphismes induites par un lacet de x coincident, on
va montrer 'abélianité de m (X, x). Pour a et § deux lacets de z, on a que

[o] = [ea] ™ [a]  [ea] = £2([a]) = B([a]) = 6] x [o] % [6],
d’ou il decoule que [f] % [a] = [a] * [5].

Exercice 2. (défi) Pour deux applications continues f, g: X — Y qui sont homotopes par une
homotopie H: f ~ g, montrer que le diagramme

1 (Y, f.il?)

f
/ -
H(Ivf)
P

1 (Y> g.%')

(X, z)

commute pour tout point de base x € X.

Preuve. 11 faut montrer que pour tout lacet v en x, on a
H(z, =) fy*H(z,—) =gy ou  fyxH(z,—)=H(z,—)*gy.

Géométriquement, le chemin fyxH (x, —) parcourt d’abord le lacet f+ et apres le chemin H (z, —)
tandis que H(x, —) * g7y parcourt d’abord le chemin H(x, —) et apres le lacet gv. En notant que
fy = H(y—,0) et gy = H(y—,1), 'idée pour la construction d’'une homotopie de chemins
H': fv«+ H(x,—) ~. H(x,—) * g7 est de pousser le trajet du lacet le long du chemin H(z,—).
fr  H(z-) H(zs) H(-) gz

1

H(’Y_Ng)
Formellement, en identifiant I 2 [0, 2] pour faciliter la notation, 'homotopie H' est donné par

H(z,t) t<s
H':[0,2] xI =Y, (t,s) = H(y(t—s),s) t€[s,s+1]
H(z,t—1)  tels+1,2].



En subdivisant [0, 2] x I en trois parties fermées
0,2 x T ={(t.s) |t < s} U{(ts) [t € [s.5+ 1} U{(t,s) |t € [s+1,2]},
cette application est continue par le lemme de recollement. Finalement, on a

H(0,s) = H(x,0) = fe, H(2,s)=H(xz,1) =gx pour tout s € [

et
y _ JH(t,0) = f4t t<1 / _ JH(x,t) t<1
H(t’o)_{H(:c,t—l) t>1, Ht1) = H((t-1),1)=gy(t—1) t>1.
Alors, H' est bien une homotopie de chemins fvy * H(x,—) ~. H(z,—) * g7. o

Exercice 3. Un espace topologique X # & est appelé contractile ssi I'identité idx: X — X est
homotope a une application constante.

(a) Montrer qu'un espace contractile X est simplement connexe.

(b) Rappelons que S C R™ est appelé une partie étoilée par rapport ¢ x € S ssi pour tout
y € Sle segment [x,y] := {ty + (1 —t)z | t € I} est inclus dans S. Montrer qu’une partie
étoilée (par rapport & un point) est contractile.

Preuve. Ad (a): Soit x € X tel qu’on y trouve une homotopie H : const, ~ idx. L’espace X est
connexe par arcs, car si y € X, H(y,—): I — X est un chemin = ~» y. De plus, m(X,z) = 0
par exercice 2. A savoir, en posant f := const, et g := idx dans l'exercice 2, on obtient un
diagramme commutatif

f+=0 Wl(X,.%',)
/ -
(X, x) — J{H($,—)
g«=id ) (X, ZC) 7

ce qui implique que 0: 71 (X, z) — 71 (X, z) est injectif (cf. série 25, exercice 2).
Ad (b): Soit S C R™ étoilée par rapport & un point z € S. Donc
H:SxI—S8S, (y,t)—~ty+(1—t)x
est une homotopie bien-définie const, ~ idg. 0

Exercice 4.

A . /. ! ! 9 . . .
* ) M )
(a) Pour deux revétements p: E — B, p': E' — B’, montrer que I'application produit
pxp': Ex E — Bx B est un revétement aussi.

(b) Soit p: E — B un revétement et A C B un sous-espace. Montrer que p: p~14 — A est
un revétement aussi.

e Soient p: E — B and p' : ' — B’ deux récouvrements. On va montrer que leur produit
pxp :ExE — B x B est aussi.
Soit (b,0') € Bx B, et U et U’ deux voisinages ouverts trivializants de b et o’ réspective-
ment. On peut écrir p~1(U) = U;e; Ui, (p')1(U’) = Uyep Ui, o, pour tous i € I, i' € I',
U; et U/ sont des ouverts tels que U = U; = Uy. Alors U x U’ est un ouvert trivializant
pour (b,b'). En fait, on a que

(pxp)HUxU) =pHU)xp ' U)=(UU) x (J U= U U xU);
iel iel’ (i,¢")eIxI’

ensuite, U; x U}, = U x U’ pour tout (i,i') € I x I'.



e Soit p: E — B un recouvrement, et A C B. On va montrer que p’ := p\ﬁ,l(A) — A lest
aussi.

Soit a € A, et U un voisinage ouvert trivializant pour a dans X . On peut écrir p~*(U) = Uier Ui
otl, pour tous i € I, U; est un ouvert tel que U = U;. Alors U’ := U N A est un ouvert
trivializant pour a dans A. En fait, on a que

U =p U) e A) = (U U) npH(A) = JUinpTHA));
i€l el

ensuite, p envoie U; N p~1(A) siir U N A = U’ homéomorphiquement.
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Exercice 1. Soit B un espace topologique.
(a) Montrer que si B est discret, une application continue et surjective p: £ — B est un
revétement si et seulement si E est discret.

(b) Quel sont les revétements de B si B est muni de la topologie grossiére?

Solution. (a) Soit p: E — B une application continue et surjective, ol B est un espace dicret.
[<=] On va montrer que, si E est discret, alors p ets un revétement. Soit x € B. Alors
{2} est un voisinage ouver pour z et p~!({z}) = Uyep-1(2)1y}: ce qui est un réunion de
ouverts de E, chaqun homéomorphe a {z} lorsqu’on restreint p.
[=>] On va montrer que, si p ets un revétement, alors F est discret. Soit y € E. Alors il
existe un voisinage ouvert U de y tel que p|y est un homéomorphisme stir 'image, ce qui
est discrete. Donc U est discret et ouvert, et {y} est ouvert dans E.

(b) Lorsque B est un espace muni de la topologie grossiére, les seules revétements sont de la

forme suivante:

p: [[B— B,
i€l
ou la réunion est disjointe et stir chaque terme p est I'identité.
En fait, une application d’une telle forme est continue et B est un ouvert trivializant pour
n’importe quel point.
De l'autre coté, pour n’importe quel point b € B, B n’est que le seul voisinage et comme
p est un revétement il faut qu’il soit de la forme

p: HB—>B.

el
Exercice 2. Pour n € N, montrer que I'application quotient S™ — RP" est un revétement.
Preuve. Soit [P] € P", ou P = (x1,...,Zp4+1) € S CR", et 25,41 > 0. Posons

X
U= p({y1, - Yns1) € R Jyopa| > Z22)) C PP

2
Cet U est un voisinage ouvert de P, et
_ Tn+41
p 1(U) = {(y17 cee 7yn+1) € Rn+l ’ ‘yn-{-l’ > n2 } =
T T
= {1 yns) €R™ [y > TR U{ (s ynn) € R [ gngn <~} CS™

Si on appelle V. et V_ les deux facteurs de cette réunion, ce qui sont ouverts dans S”, on a que

_ Tn+1
Vi={(y1,---,yn+1) € R | Yn41 > n2+ pcst,

Tn+1
cs”
2 PES”

Vo= {(ylw--ayn—i-l) € R ‘ Ynt+1 < —

tandis que

n Ln 7
U= p{(y1:-- ynsr) R [ fynpa| > Z053) C P

Ensuite, p|€— est un homéomorphisme car elle est bijective, S” est de Hausdorff et V est
+

compact. Donc p|‘l§+ est un homéomorphisme. Le méme argument vaut pour V_. O



Exercice 3. Montrer que

(a) si X est un espace topologique et U, V C X deux ouverts simplement connexes tels que
X =UUV et UNV # @ connexe par arcs, alors X est simplement connexe;
Indication: Si~y: I — X est un lacet, choisir un nombre de Lebesgue pour le recouvrement
ouvert {y~*U,v 1V} de I.

(b) les spheres S™ sont simplement connexes pour n > 1.

Preuve. Ad (a): Clairement, X est connexe par arcs parce qu’il est la réunion de deux sous-
espaces connexes par arcs dont l'intersection est non-vide. En choisissant un point de base
x € UNV, il reste a montrer que tout lacet v: I — X en x est homotope au chemin constant. En
trouvant un nombre de Lebesgue & pour le recouvrement ouvert {y~'U,v~1V} de I, choisissant
n € N tel que 1/n < d et en définissant ¢; :== i/n pour i € {0,...,n} on obtient

I = [to,tl] U [tl,tg] U...U [tnfl,tn}

dont chaque v[t;,t;+1] est contenu dans U ou V. Sans perte de généralité, on suppose que si
Y[ti, tix1]) C U (resp. V') alors [tit1,tiye] C V (resp. U). Sinon, on simplement enléve [¢;41,t;12]
et remplace [t;, t;11] par [t;, ti+2]. En particulier, il suit que t; € U NV pour tout i et on choisit,
pour tout i € {1,...,n — 1} un chemin

a: I —-UNV de ~t; vers x
(ce qui existe parce que U NV est connexe par arcs). En écrivant

’W:Ig[ti_l,ti]l)X pourie{l,...,n},

on trouve
] = [mlbel - [l = nllea] [ad][e]las] - - - [an-1]lya] = [ea]
[e2] [62] [ex]

parce que U et V sont simplement connexes.

Ad (b): En choisissant deux points distincts N, S € S™, les ouverts U := S"\{N} et V := S™"\{S}
satisfont les hypotheses du point (a). 0

Exercice 4. Montrer qu'un revétement p: £ — B est un quotient propre si et seulement s’il
est fini (i.e. les fibres sont finis).

Indication: p: E — B est fermée ssi pour tout x € B et tout ouvert U C E avec p~ta C U il
existe V C B ouvert tel que x € V et p~'V C U (cf. I'indication pour I'exercice 4 de la série 17).

1

Preuve. “=7: Vu que p est un revétement, toutes les fibres p~ x sont discrétes. Alors, elles sont

compactes ssi finies.

“«<": Parce que les fibres sont finies (donc compactes) par hypothese, il reste & monter que p
est fermée. Maintenant, soient x € B et U C E ouvert avec pilx C U. En utilisant le lemme
ci-dessous, on doit construire V' C B ouvert tel que € V et p~ 'V C U. Parce que p est un
revétement, il existe W C B ouvert tel que

n
xeW, p*1W:HWipourunn€N et W; 2 W par p.
i=0
En posant V := (L, p(U N W;) (ce qui est un voisinage ouvert der x parce que p est ouverte),

on calcule
n n

n
p'V=UWinp V) C UWinp p(UnWy)) = | JWinU) C T,
i=0 i=0 i=0
ou, pour la derniére égalité, on a utilisé que p: W; = W est un homéomorphisme. 0



Lemme. Soit f: X — Y une application entre deux espaces topologiques. Si, pour tout y € Y’
et tout ouvert U C X contenant f~ly, on y trouve un voisinage ouvert V. C Y de y avec
f~'V C U, alors f est fermée.

Preuve. Soit A C X fermé, U := X \ A et y € Y\ fA quelconque. Par hypothese, on y trouve
un voisinage ouvert V C Y de y avec f 1V CU = X \ A et donc AN f~1V = @. Mais ¢a veut
dire que V. C Y \ fA et parce que, y € Y \ fA était arbitraire, Y \ fA est ouvert. 0



