TOPOLOGIE - SERIE 27

Exercice 1. Soit B un espace topologique.
(a) Montrer que si B est discret, une application continue et surjective p: E — B est un
revétement si et seulement si E est discret.

(b) Quel sont les revétements de B si B est muni de la topologie grossiere?

Solution. (a) Soit p: F — B une application continue et surjective, o B est un espace dicret.
[<=] On va montrer que, si E est discret, alors p ets un revétement. Soit z € B. Alors
{x} est un voisinage ouver pour z et p~!({z}) = Uyep—1(2) 1y}, ce qui est un réunion de
ouverts de E, chaqun homéomorphe & {x} lorsqu’on restreint p.
[=>] On va montrer que, si p ets un revétement, alors F est discret. Soit y € E. Alors il
existe un voisinage ouvert U de y tel que p|y est un homéomorphisme str I'image, ce qui
est discrete. Donc U est discret et ouvert, et {y} est ouvert dans E.

(b) Lorsque B est un espace muni de la topologie grossiére, les seules revétements sont de la

forme suivante:

p: H B — B,
el
ou la réunion est disjointe et stir chaque terme p est I'identité.
En fait, une application d’une telle forme est continue et B est un ouvert trivializant pour
n’importe quel point.
De l'autre coté, pour n’importe quel point b € B, B n’est que le seul voisinage et comme
p est un revétement il faut qu’il soit de la forme

p: [[B— B.
el

Exercice 2. Pour n € N, montrer que I'application quotient S™ — RP" est un revétement.
Preuve. Soit [P] € P", ou P = (x1,...,2p+1) € S” CR", et 41 > 0. Posons

T
Us=p({(y1:- - ms1) €R™ | fynia| > Z55)) C P

Cet U est un voisinage ouvert de P, et

- Tn+1
p 1(U) = {(yla"‘7yn+1) e R | |Yynt1| > n2 }:
Tn+1 Tp+1
= {(yla-- . 7yn+1) S R7H | Yn+1 > 7712 }U {(yl,.. . 7yn+1) = R7HL | Yni1 < — ”2 } c sm.

Si on appelle V. et V_ les deux facteurs de cette réunion, ce qui sont ouverts dans S™, on a que

— Tn+1
Vi={(y1,--,yns1) € R | Yn41 > n; pest,

Tn+1
cs”
2 Pes”

Vo ={(y1, - Ynt1) ER™ | ypiq < —

tandis que

— T
U= p{(y1:- - ynsr) R | fynpa| 2 Z053) C P

Ensuite, p|€—+ est un homéomorphisme car elle est bijective, S* est de Hausdorff et V. est

compact. Donc 10|‘[£r est un homéomorphisme. Le méme argument vaut pour V_. O
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Exercice 3. Montrer que

(a) si X est un espace topologique et U, V C X deux ouverts simplement connexes tels que
X =UUV et UNV # @ connexe par arcs, alors X est simplement connexe;
Indication: Si~y: I — X est un lacet, choisir un nombre de Lebesgue pour le recouvrement
ouvert {y~*U,v 1V} de I.

(b) les spheres S™ sont simplement connexes pour n > 1.

Preuve. Ad (a): Clairement, X est connexe par arcs parce qu’il est la réunion de deux sous-
espaces connexes par arcs dont l'intersection est non-vide. En choisissant un point de base
x € UNV, il reste a montrer que tout lacet v: I — X en x est homotope au chemin constant. En
trouvant un nombre de Lebesgue & pour le recouvrement ouvert {y~'U,v~1V} de I, choisissant
n € N tel que 1/n < d et en définissant ¢; :== i/n pour i € {0,...,n} on obtient

I = [to,tl] U [tl,tg] U...U [tnfl,tn}

dont chaque v[t;,t;+1] est contenu dans U ou V. Sans perte de généralité, on suppose que si
Y[ti, tix1]) C U (resp. V') alors [tit1,tiye] C V (resp. U). Sinon, on simplement enléve [¢;41,t;12]
et remplace [t;, t;11] par [t;, ti+2]. En particulier, il suit que t; € U NV pour tout i et on choisit,
pour tout i € {1,...,n — 1} un chemin

a: I —-UNV de ~t; vers x
(ce qui existe parce que U NV est connexe par arcs). En écrivant

’W:Ig[ti_l,ti]l)X pourie{l,...,n},

on trouve
] = [mlbel - [l = nllea] [ad][e]las] - - - [an-1]lya] = [ea]
[e2] [62] [ex]

parce que U et V sont simplement connexes.

Ad (b): En choisissant deux points distincts N, S € S™, les ouverts U := S"\{N} et V := S™"\{S}
satisfont les hypotheses du point (a). 0

Exercice 4. Montrer qu'un revétement p: £ — B est un quotient propre si et seulement s’il
est fini (i.e. les fibres sont finis).

Indication: p: E — B est fermée ssi pour tout x € B et tout ouvert U C E avec p~ta C U il
existe V C B ouvert tel que x € V et p~'V C U (cf. I'indication pour I'exercice 4 de la série 17).

1

Preuve. “=7: Vu que p est un revétement, toutes les fibres p~ x sont discrétes. Alors, elles sont

compactes ssi finies.

“«<": Parce que les fibres sont finies (donc compactes) par hypothese, il reste & monter que p
est fermée. Maintenant, soient x € B et U C E ouvert avec pilx C U. En utilisant le lemme
ci-dessous, on doit construire V' C B ouvert tel que € V et p~ 'V C U. Parce que p est un
revétement, il existe W C B ouvert tel que

n
xeW, p*1W:HWipourunn€N et W; 2 W par p.
i=0
En posant V := (L, p(U N W;) (ce qui est un voisinage ouvert der x parce que p est ouverte),

on calcule
n n

n
p'V=UWinp V) C UWinp p(UnWy)) = | JWinU) C T,
i=0 i=0 i=0
ou, pour la derniére égalité, on a utilisé que p: W; = W est un homéomorphisme. 0



Lemme. Soit f: X — Y une application entre deux espaces topologiques. Si, pour tout y € Y’
et tout ouvert U C X contenant f~ly, on y trouve un voisinage ouvert V. C Y de y avec
f~'V C U, alors f est fermée.

Preuve. Soit A C X fermé, U := X \ A et y € Y\ fA quelconque. Par hypothese, on y trouve
un voisinage ouvert V C Y de y avec f 1V CU = X \ A et donc AN f~1V = @. Mais ¢a veut
dire que V. C Y \ fA et parce que, y € Y \ fA était arbitraire, Y \ fA est ouvert. 0



