TOPOLOGIE - SERIE 20

Exercice 1. Vrai ou faux? Un quotient d’un espace T est T1. Un quotient d’un espace compact
est compact.

Preuve. Soit X := R, et on définit sur X la relation d’équivalence suivante:
x~y <= z,y€(0,1] oux=y.

On note X/~ l'espace topologique quotient. On a que X est normal (parce qu’il est métrisable),
mais X/~ ne satisfait pas 'axiome 7T;. En fait, chaque voisinage de [0] doit intersecter [1].

Par contre tout espace topologique quotient d’un espace compact est compact aussi, parce
qu’il est 'image par une application continue d’un espace compact. O

Exercice 2. La suspension d'un espace X # & est ¥X = (X x I)/~ ol ~ est la relation
d’équivalence, engendrée par (z,0) ~ (y,0) et (z,1) ~ (y,1) pour z, y € X (faire un dessin!).
Démontrer que £S™ = S™*! pour tout n € N.

Preuve. Montrons que £5"~! 2 S” en considérant la projection du cylindre S™~! x I qui déplace
tout point vers le axe des x,+1 jusqu’a ce qu’il est situé sur S™:

p: ST X T = S ((w1,...,20),t) > (:r;lx/l—t2,...,xn\/1—t2,t).

Cette projection est bien définie, car ||p(z,t)| = \/(1 — ) ||lz]*+t2 = VA —12)+ {2 = 1. De
plus, p est continue et constante sur S?~!x{—1} et S~ x {1} et donc factorise uniquement par ¢
comme p = p o q avec p continue. Clairement, p est bijective et parce que la suspension £.5%~!
est 'image du compact S™ ! x I par ¢, elle aussi compacte. Finalement, S™ est de Hausdorff,
ce qui implique que p est un homéomorphisme. O

Exercice 3. (Espace projectif) L’espace projectif réel de dimension n € N est
RP" := (R"*'\ {0})/~ o z~y & Rr=Ry.
Ca veut dire RP” est I’espace des droites par I'origine dans R"*!. Montrer que

(a) Chaque RP™ est compact de Hausdorff et RP! = S1.

(b) Il y a un recouvrement ouvert {Uy, ..., Up4+1} de RP™ ou tout U; est homéomorphe a R™.
Indication: U; est I'image de V; := {x € R"™! | z; = 1} dans RP".

(c) Les compléments des U; sont homéomorphes & RP"~1L.
(d) RP"/RP* 1 = 8" ot RP* ! = RP"\ U; CRP" pour uni € 1,...,n+ 1.

Preuve. Ad (a): En fait, RP™ est un quotient de S™ ou la projection est
q: S" — RP", z — [z]

(c’est la restriction de la projection R**1\ {0} — RP™). Donc RP" est 'image d’un espace com-
pact par une application continue. Pour la propriété de Hausdorff, on représente [z], [y] € RP"
avec [z] # [y] par deux points z, y € S™ sur la sphére. L’idée maintenant est de séparer x et y
par deux ouverts U et V sur la sphere et apres séparer les droites [z] = R*x et [y] = R*y par
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les cOnes correspondants, mais il faut que 'on paye attention que V ne contient pas de point
antipodal de U. Plus formellement, on choisit €1, 01, €2, d2 € Ry tels que

B(:U,é‘l) N B(y,él) = B(x,Ez) N B(—y,Eg) =J.

En posant, ¢ := min{ej,e2}, § = min{dy,d2}, U = B(z,e) et V := B(y,d), il suit que
UNV =UnN-V = @ et donc les cones [U] = {[u] e RP" |u € U} et [V] sont aussi dis-
joints. De plus, en notant p: R**1 \ {0} — RP" l'application quotient, ils sont ouverts, car
p U] = R*U, ce qui correspond & R* x U sous ’homéomorphisme

n ~ n b
B (0} 2 R x5 (Il ) Aep = ).

Finalement, RP! =2 §' C CX = C\ {0} parce que la composition
St st E»RJP’l, 2 22 e [
est continue, bijectif (parce que ¢71[z] = {£2}), S* est compact et RP! de Hausdorff.
Ad (b): Avec V; comme dans Pindication et U; := pV; (ot p: R*™1\ {0} — RP" est 'ap-

plication quotient), les U; recouvrent RP™ parce que si [z] = [z1,...,2,41] € RP", il existe
ie{l,...,n+1} tel que z; # 0 et [z] = [z/x;] € U;. Ils sont ouverts parce que

p U =pTpV= | AV =R {o e R 2y = 0} = R pr; o)
AERX

Il reste a montrer que U; = R™. Mais la restriction de p
f:Vi—= U, x—[x]

est clairement continue et surjectif. Elle est aussi injectif, car si [x] = [y] pour z, y € V;, il existe
A € R* tel que y = Az et en particulier 1 = y; = Az; = A. Finalement, elle est ouverte, car si
ce€RsgetxzeV;ona

p f(Blz,e)NV;) =R*(B(z,e)NV;) = |J AB(z,e) = |J B(\z, |\ e).
AERX AERX

Donc f est un homéomorphisme R™ = V; = Uj;.

Ad (c): Clairement RP™\ U; = {[z] € RP" | z; = 0} = pP; ot P; := pr; {0} est le hyperplan des
(x1,...,Tnt1) avec z; = 0. Mais P; = R" et la restriction de la relation d’équivalence ~ a P; est
la relation correspondante sur R”. Donc pP; & R"/~ = RP"~ 1,

Ad (d): On va supposer que U; = Uy, les autres cas sont analogues. Intuitivement

RP"/RP"~! = RP"/(RP" \ U;) = (U1 U (RR™ \ U1))/(RP" \ U}) = Uy U {oo} = R" U {oo}

(ot oo est la classe d’équivalence de RP™ \ Uy) est le compactifié d’Alexandrov de R™ (cf. série
13, exercice 3) et il faut juste montrer que la topologie sur RP"/RP"~! est celle du compactifié.
Ca veut dire que pour tout V' C RP" avec RP" \ Uy C V, il faut monter que V- C RP™ est
ouvert ssi Uy \ V' C U; est fermé (dans Up!) et compact. Mais RP" \ V' = U; \ V parce que
RP™ \ V' C Uy par hypothese. Alors si V' C RP" est ouvert, RP" \ V = U; \ V est fermé et
donc compact parce que RP" est compact. Par contre, si Uy \ V' C U; est fermé (dans Uy) et
compact Uy \ V' = RP"™\ V doit aussi étre fermé dans RP™ parce qu'un compact dans un espace
de Hausdorff doit étre fermé. O



Exercice 4. Soient X, Y deux espaces topologiques et A C X fermé. Pour toute application
continue f: A — Y, on définit

XY :=(X1IY)/~ ol ~ est engendrée par a ~ f(a) Va € A.

On dit alors que X a été attaché a Y via f, qui est lapplication d’attachement. En écrivant
q: XIIY — X II; Y pour I'application quotient, montrer que

(a) la restriction gy : Y — X II; Y est un plongement fermé;
(b) la restriction g[x\4: X \ A — X II; Y est un plongement ouvert;
(c) (XII;Y)/Y = X/A.

Preuve. Ad (a): La continuité est claire, car ¢|y est la restriction d’une application continue.
Aussi, qly est injective, car si y ~ 3/ pour y, v/ € Y, ilyaun z € X tel que y = fx = ¢.
Finalement, qY est fermé parce que

¢ Y =AY C XY est fermé.
Ad (b): Continuité et injectivité sont claires et ¢(X \ A) et ouvert parce que
¢ (X \A)=X\ACXCXIIY  estouvert.

Ad (c): En écrivant p: X — X/Aetr: X1I; Y — (X 1I;Y)/Y pour les applications quotient,
la composée

qlx

X —XI;Y NN (XI;Y)/Y factorise uniquement par p,
disons rog|x = gopou g: X/A — (X1I;Y)/Y est continue. Par contre, I'application continue
h: X1IY — X/A, x — [z], y — [A] (la classe d’équivalence de A)

factorise uniquement par g (c:}r ha = hfa = [A] pour tout a € A) et méme par r o g (car h est
constante sur Y'), disons h = h o r o g ce qui nous donne 'inverse de g.

X XTY "5 XI; Y —"» (X1 Y)Y

En fait, pour z € X on a hgpz = hrqrx = hx = px. Parce que p factorise uniquement par p
comme p = idx/4 o p on obtient h o g =idy,4. Similairement pour g o h. 0



