TOPOLOGIE - SERIE 3

Exercice 1. Considérer X := RII {«} la réunion disjointe de R et d’un singleton {x}. Poser

B:={{z} |z e R}U{X\ M| M CR fini}.

(a)
(b)

()

Montrer que B est une base de topologie.

Montrer que pour tout espace topologique Y et tout y € Y I’ensemble
V(y) :={N CY |il existe V C Y ouvert tel quey € VC N}

des voisinages de y forme un filtre.

Montrer que la topologie T engendrée par B n’est pas métrisable, i.e. il n’y a aucune
métrique d sur X telle que Tg = 7g.
Indication: Dans un espace métrisable Y tous les V(y) ont une base de filtre dénombrable.

Preuve. (a) Puisque X est un élément de B, il est clair que tout = € X appartient a un

élément de la base. Soient A, B € B deux ouverts de base et £ € AN B. Si z € R, alors
x € {z} € AN B et {zx} est un ouvert de base. Si * € AN B, alors A = X \ M et
B =X\ M pour M, M’ CR finis. Dans ce cas, * € X \ (M UM') = AN B.

Soit Sz = {U C X : z € U et U ouvert}. Le filtre des voisinages de x est exactement
V(xz) = Fx(S:), puisque une intersection finie d’ouverts est un ouvert. Par conséquent,
V(x) est bien un filtre par la série 1. On appellera voisinage de = les éléments de V(x).
On remarque qu’un espace métrisable M admet une base dénombrable pour le filtre des
voisinage en chaque x € M donnée par

1

Nous allons montrer que * n’admet pas une base dénombrable pour le filtre des voisinages
dans X muni de la topologie engendrée par B. Par la remarque précédente, cela suffit a
montrer que X n’est pas métrisable.

Par ’absurde, supposons qu'il existe (S, )nen une base dénombrable de voisinage de .
Pour tout n € N, puisque S,, € V(x), il existe un ouvert de base X \ M,, avec M,, C R
fini qui est inclus dans 5.

Puisque S = {S,, : n € N} C Fx{X \ M,, : n € N}, on a par 'exercice 4 de la série 1 et
par hypothese que

V(x) = FxS C Fx{X \ M, :neN} CV(x).

Donc, la collection des (X \ M, )nen forme aussi une base du filtre des voisinages de V().
Pour tout z € R, X \ {z} est un voisinage de . par conséquent, il existe n € N tel que

X\ (MoU...UM,) € X\ {z},

c’est-a-dire tel que x € My U ... U M,. Par conséquent, R = (J,,cy M, et donc R est
dénombrable, une contradiction.

Par conséquent, la topologie sur X engendrée par la base B n’est pas métrisable. O
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Exercice 2. Montrer que d et d’ ci-dessous définissent des métriques sur ’ensemble C[0, 1] des
fonctions continues de [0,1] a R:

d: C[0,1] x C[0,1] = R, (f,9) |—>/1|f:n—g:1:|dm,
0

d: C[0,1] x C[0,1] = R, (f,g) = sup |fz — gz|.
z€(0,1]

De plus, montrer que la topologie 7 induite par d est strictement moins fine que la topologie Ty
induite par d' (i.e. Tg € Ta).

Indication: Pour I'inégalité, construire une suite de fonctions qui converge par rapport a d mais
ne converge pas par rapport a d'.

Preuve. On va montrer que d et d’ sont des métriques. Soient f,g,h : I — R des fonctions
continues. On a que:

d(f,g) = fol |fx — gx| dx > 0, puisque l'intégrande est positif;

d(f,g):fol|fx—gac]dx:0 < |fx —gz| =0 pour tout x € I <= fx = gz pour
tout x € I;

d(f,9) = Jy |fx — gzl dz = [y |gz — fo|dz = d(g, [);
Pour 'inégalité du triangle, on a que

d(f,h)—/01]fx—h:r\dx—/01\(fx—gx)+(gac—hx)|dx
1
< [ 1tz = g2)|+ (g2 — ha)| da
= [~ gnldr+ [ i(gr — ha)ld = d(f,) + dig. ).
0 0

Donc d est bien une métrique. Ensuite on a que:

o d'(f,9) = supyep |fr — gz| > 0;

e d(f,g) = SUPge[0,1] |fr —gx| =0 < |fr—gz| =0pourtout z € I < fzr = gx
pour tout x € T

o d'(f,9) = supycpq) [f* — 92| = supycpqy l97 — fx| = d'(g, f);

o d'(f,h)= SUPge0,1] |fz — hz|dz = SUPge0,1] |(fz — gz) + (gz — hz)| <
< supgepy [(fz — g2) + [(92 — ha)| <
sup,eio1) |(f7 — 92)| + sup,ejo 1) (92 — ha)| = d'(f, 9) + d'(g, h).

Donc d' est bien une métrique.
De plus, Ty est plus fine que T4. En effet, on a 'inégalité:

1
d(f.g)= [ 1o galde< [ sup |fo - galdo =

1
0 z€[0,1]

1
(sup |fz — ga|)( /0 dw) = d'(f,g) 1 =d(f,g).

z€(0,1]

Cela signifie que pout tout r réel on a By (f,r) C By(f,r), et donc Tg C Ty



Par ailleurs, il existe une suite dans C(II) qui converge selon 7, mais pas selon 7y . En effet,
pour tout n € N; soit f,(x) = 2™. Alors on a que

T = = 0.

n+1

1 1
d(fn,0) = / foz| d = / 2 dr =
0 0
Donc f, — 0 selon 7. Pourtant pour tout n € N on a que

d (fn,0) = sup |fpx|= sup 2" >1"=1.
z€l0,1] z€[0,1]

Donc (fn)nen ne converge pas vers 0 selon 7y. Comme Ty C Ty et les éspaces métriques sont
d’Hausdorf, si la limite existait, il faudrait qu’elle soit égale a 0. Donc la suite ne converge pas

dans Ty, et Tqg D Tar. O

Exercice 3. Considérer les topologies suivantes sur R:
e 71 = la topologie standard;
e 75 = la topologie de R, dont une base est donnée par les intervalles ouverts ordinaires
et les Ja,b]\ K ot a,beRet K :={1/n|n & Nsg};
e 73 = la topologie du complément fini ot U C R est ouvert ssi U = & ou R\ U est fini;
e 7, = la topologie de la limite supérieure, avec les intervalles ]a, b] comme base;
e 75 = la topologie avec tous les intervalles |—oo, a| comme base.

Pour chacune, déterminer lesquelles des autres topologies elle contient.

Solution. Le diagrame suivant exprime les (seules!) inclusions que on a entre les topologies
données.

]
]

On va le montrer.

e [73 C T1]: pour z1 < -+ < z,, € R on peut écrir
R\ {z1,...,2n} = (=00, 21) U (z1,22) U+ - U (Tp—1,2n) U (x4, 0);

e [T5 C T1]: c’est claire;

e [7T1 C Ta): c'est claire;

e [72 C T4: puisque R\ K = (—00,0] U (1,400) U ( ff:o(n%rl, 1Y), pour tous a,b € R on
peut écrir

oo +oo 1 1 1 +00 +00 1
(a.0\E = (U n DU U G = Do G n (U (ab - ),
n=0 n,m=0 n=0 n—0

ce qui est ouvert dans 7y;



[Ta ¢ T2]: tout ouvert de T4 qui contient —1 doit contenir (—1,—1 4 &) pour quelque
e > 0. Donc (-2, —1] n’est pas ouvert;

[T2 ¢ T1]; tout ouvert de 77 qui contient 0 doit contenir (0,e) pour quelque £ > 0. Donc
(—=1,1)\ {,n € N} n’est pas ouvert;

[T3 & Ts): C’est claire;
[T5 ¢ T3): cest claire.

Exercice 4. Pour un ensemble X, montrer que les

M" =4Fx{M}={F e Flit(X) | M € F}

avec M C X forment une base de topologie sur F1t(X). De méme, pour un ensemble partielle-
ment ordonné P, montrer que les

p={eeP|p<a)

avec p € P forment une base de topologie sur P.

Preuve.

Nous allons montrer que les
MT =1Fx{M} = {F € Flt(X) | M € F}

avec M C X forment une base de topologie sur F1t(X).

Le filtre Fx{X} est le filtre trivial {X} qui est le filtre minimal pour I'inclusion. Par
conséquent, X = Flt(X) et donc tout filtre appartient & un ouvert de base.

Vérifions maintenant la seconde condition. Soient M7, My C X, et montrons que
(My N My)" = M} n M.

Soit F € (M1 N MQ)T. Alors par définition, M7 N My € F. Puisque F est un filtre et donc
clos par extension, My, My € F et donc F € MlT N M2T Supposons que F € MlT N M2T
Alors M1 N Ms € F puisque F est clos par intersection finies.

Puisque pour tout x € P, x < x, on a toujours que x € Tz, et donc tout z € P appartient
a un ouvert de base.

Soient z € T N Ty avec x,y, z € P. Alors par transitivité de I'ordre, Tz C Tx N Ty, ce qui
conclut la preuve que les

tp={zeP[p<z}

avec p € P forment une base de topologie sur P. O



