Topologie algébrique
Série 11

08.05.2017

L’exercice 2 est a rendre le 16.05.2017.

1. (Subdivision géométrique)

(a) Montrer que si ¢ = [vp, ..., Ur,| est un m-simplexe géométrique dans
R™, alors

diam o = max {||v; — v;|| |0 <i < j <m}.

(b) Soit X un complexe simplicial de dimension n. Montrer que

(K),

n
n+1u

p(sdX) <

ol p désigne la maille du complexe simplicial.
(c) Montrer que sd K(A™) a exactement (n + 1)! n-simplexes.
2. (Construction d’une transformation naturelle & partir d’une famille de
chaines) Le but de cet exercice est de comprendre le principe général

derriere la construction de la transformation naturelle Sd,(k_) 288 — S8
vue au cours.

Soit A = {a, € Sp,(A™) | n > 0}, un ensemble de chaines singulieres quel-
conques. Pour tout n > 0 et tout espace X, définir un homomorphisme

aX 18, (X) = Sp(X)
par a:X () = Sn(p)(an) pour tout ¢ : A" — X.
(a) Montrer que ol Sp(—) = Sp(—) est une transformation naturelle.

(b) Montrer que si

n

dpan = Z(_l)ksnfl(a];—l)(anfl)

k=0
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pour tout n > 1, alors X : S,(X) — S.(X) est un morphisme de
complexes de chaines pour tout espace topologique X. Conclure qu’il
y a une homotopie de chaines naturelle entre X et Id 5. (x) pour tout
X.

(¢) Montrer que I'ensemble {c,, € S,(A™) | n > 0} des chaines de subdi-
vision vérifie la condition du point (b). (Ce calcul était fait au cours,
mais je pense qu’il n’est pas inutile de le refaire pour vous-méme.)

3. Soit F=(XoC Xy €+ CX,, € Xpqq C--+) une filtration d’'un espace
topologique X, i.e., une suite d’inclusions de sous-espaces dont la réunion
est égale a X.

(a) Utiliser les longues suites exactes associées aux couples (X, Xp_1)
pour construire un complexe de chaines C(F) avec

O(gj)n == Hn(Xna Xn—l)-

(b) Soit i, : X,, — X linclusion. Montrer que si pour tout n > 1,

o Hy vin: Hy 1 X, — Hy 1 X,
e H, X, 1=0,et
b nfl(Xnaanl) =0,
alors
H,C(F) 2 H, X
pour tout n.

(¢) Esquisser brievement la construction d’une telle filtration du polytope
associé & un complexe simplicial (admettant que ’homologie simpli-
ciale d’un complexe simplicial est isomorphe a ’homologie singuliere
de son polytope associé) et du complexe de chaines y associé.



